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APRESENTAÇÃO 

Este texto foi elaborá.do tendo em mente Os estudantes de Econç,
mia, principalmente aqueles de pós-graduação e os de graduação dos 
último, períodos. O principal objetivo do trabalho é apresentar o 
material básico de Análise Matemática com vistas às necessidades 
específicas de economistas e estudiosos do assunto. 

A direção que a Teoria Econômica vem tomando nos últimos 
anos requer do profissional desta ciência un1 tipo de formação 
matemática mais sofisticada do que a tradicionalmente oferecida nos 
cursos de Cálculo Diferencial e Integral. Neste sentido, é bo.m lem
brar que esta necessidade não se prende a penas ao enfoque neoclássico 
da teoria, mas também àqueles que têm por base outras visões do 
mundo. Nesta introdução, não gostaríamos de entrar em maiores 
polêmicas sobre a importância ou nãO do uso do instrumental mate• 
mático em Economia, mas apenas indicar ao leitor a existência de 
vasto material que irá requerer, para sua compreensão, um bom nível 
de conhecimento deste assunto. 

Este material, a que nos referimos no parágrafo anterior, faz uso 
de dois aspectos distintos da Análise l\1atemática: de um lado, são 
freqüentemente mencionados os resultados (teoremas) e, de outro, 
nota-se também uma crescente utilização das técnicas de argumen
tação, linguagem e terminologia desta ciência. É com base nestas 
duas faces da questão que procuraremos desenvolver este trabalho, 
enfatizando não somente os resultados. A apresentação do material 
procurará demonstrar a maioria· dos teoremas, além d�, em alguns 
casos, chamar a atenção para as suas limitações. Em outras palavras, 
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procuraremos percorrer da maneira mais rigorosa possível todo o 
caminho dedutivo para chegarrhos às conclusões dos teoremas, intro
duzindo também exemplos que ilustrem suas principais limitações. 

Sendo um texto dirigido a um público específico, escolhemos os 
tópicos a serem cobertos de m_aneira bem objetiva. Com isto, pro
curamos tornar o assunto um l)ouco mais atrativo ao estudante de 
Economia, que de outra forma deveria ;recorrer aos livros usuais 
de Análise Matemática, escritos, em geral, com vistas às necessidades 
de matemáticos, estudantes de Matemática e outros cientistas exatos. 
Além disto, existe um assuntd - Análise Convexa - de extrema 

. importância para nós e que quase nunca é discutido com o grau 
d_e detalhamento necessário pela maioria dos textos de Análise Mate
mática. 

1 

Gostaríamos ainda de esclarecer que o trabalho não tem pretensões 
de originalidade em :Matemática, pois sua contribuição maior encon
tra�se na escolha dos tópicos e na apresentação de aplicações gerais 
do material discutido. Além disto, preocupamo-nos em não omitir 

1 um número muito grande de detalhes, sacrificando às vezes a elegân-
cia da apresentação, com a finalidade de facilitar a leitura para 
aqueles não acostumados a este tipo de tratamento do assunto. 

Não tendo como principal objetivo a originalidade em Matemá-
1 

tica, utilizamo-nos livremente de demonstrações, exemplos e exercí-
cios cncontradiços na literatura. Uma pesquisa pela bibliografia 
apresentada ao final do livro indicará ao leitor as origens do material 
do texto, pois não há referências específicas a cada item, o que 
tornaria a apresentação mais c�nsativa. 
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Capítulo I 

CONJUNTOS E FUNÇÕES 

Neste primeiro capírulo procuramos introduzir conceitos básic:Os 
de Conjuntos e Funções. Embora grande parte deste assunto deva 
ser do conhecimento do leitor, sua inclusão visa a dois objetivos: 
tornar o Ínaterial do texto autocontido e apresentar uma uniformi
zação ela forma de apresentação e <la notação utilizada. Além disto, 
procuramos dar exemplos, principalmente na parte de Funções, que 
serão de utilidade nas seções seguintes. 

I. l - Conjuntos

Não iremos definir precisamente um conjunto. Esta palavra ·será
utilizada para designar uma "coleção" ou "grupo" de objetos ou de 
elementos, ou ainda de pontos. Alguns exemplos de conjuntos são: 

à) os estudantes de Economia no Rio de Janeiro; ou 
b) os livros da Biblioteca da Fundação Getulio Vargas.

Outros exemplos mais importantes para os nossos objetivos e sobre
os qllais voltaremos a falar mais detidamente são: 

. a) os números naturais: 1, 2, 3 . .. ,· 
b) os números inteiros: O, 1, -1, 2; -2 .. . ;
e) os números racionais, isto é, os números da forma p/q, onde

-p e q são números inteiros e q é diferente de zero; e 
d) os números reais.
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Tendo em vista a importância d�stes conjuntos, utilizaremos a 
seguinte notação: N, Z, Q e R designarão os conjuntos dos números 
naturais, dos números inteiros, dos números racionais e dos números 

1 reais, respectivamente. 
Uma relação importante na teoria dos conjuntos é a relação de 

pertinência. Dados um elemento qualquer x e um conjunto qualquer 
A, x pode ou não pertencer ao conjunto A. Se x pertence a A,

indicamos: x E A (lê-se: o elemento x pertence ao conjunto A). 
Caso x não pertença a A, indfoamos: x $ A (lê-se: o elemento x 
não pertence ao conjunto A) . i 

É interessante observar que s.omente estas duas situações podem 
ocorrer, isto é, negar a proposição x E A é o mesmo que aceitar que 
,e i;:!:A,ou, dito ainda de outra forma, x EA ex 'í=:Â é uma cm�tradição. 

Para especificarmos ,um conjunto, existem duas maneiras mais 
usuais: 

a)Enumerar os seus clemeritos. ' Por exemplo:
1 A = {a, b, e, d)

b) Descrevê-lo através da propriedade. que caracteriza os seu�
elementos. Por exemplo: 

B = {x E R: x ;;, O)

(lê-se: · B é o conjunto de todos os elementos x, pertencentes ao 
conjunto dos números reais, tai� que x é não-negativo). 1 

Em certos casos em que o conjunto a que x pertence está sufici
entemente claro no contexto, costuma-se omiti-lo. Assim, poderíamos 
alternativamente indicar: 

Observe-se, _entretanto, que quàndo há dúvidas quanto ao conjunto 
a que x pertence, este deverá $er explicitamente mencionado. No 
exemplo acima, se R não ·está daramente subentendido, temos uma 

1 A notação x � • O significa que x é um número • maior ou igual a zeró. 

Voltaremos a isto na Seção I.3. 
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especificação incompleta, pois não se sabe se x pertence aos números 
inteiros ou aos números racionais ou a qualquer outro conjunto. 

Passaremos agora a definir algumas operações entre conjuntos, as 
quais permitem construir novos conjuntos a parti� de conjuntos 
dados e serão extensivamente utilizadas no que se segue: 

Sejam A e B conjuntos quaisquer. 

Definição 1 - Diz-se que o conjunto A está contido no conjun
to B (ou que A é um subconjunto de B), indica-se A e: B, se todo 
elemento que pertence a A também pertence a B.

Exemplos: 

1 - Sejam: A { a, e
., 

i
) o

) 
u}; 

B - { a, e, i}; e

e { a, b, i).

É fácil ver que B e:: A, porém C não está contido em A, pois b E C., 
porém b ,e A. 

2 - Z e Q, isto é, o conjunto dos números inteiros é um subco·n
junto do conjunto dos números racionais. 

3 - Sejam: A - {x E R: x < -2 ou x > 2); e 

B {x E R: x < -5). 

Então, B e:: A, pois se x E B, então x < -5 e, portanto, x < -2, 
isto é, x E A. 

4 - Sejam: A o conjunto do exemplo 3; e 

B = {x E R; -3. < x < O). 

É claro que B não está contido em A, pois, por exemplo, o número 
-1 E B, porém -1 ,e A.

Definição 2 - Diz-se que a conjunto A é igual ao conjunto B,

indica-.se A == I
t 

quando A e B possuem os mesmos eleip.entos. 



Exemplo: 
5-A 

B 

(x E R: 

{x E R: 

x• > 4)i e
; 

X < -2 OU X > 2). 

É fácil ver que A ::::: B, pois x1 > 4 se, e $()mente se, x < -2

OU X > 2. 

Definição 3 - O conjunto que não possui nenhum elemento é 
chamado conjunto vazio (indica-se: tp). 

Convenciona-se que q>, o coJjunto v·azio, é um subconjunto de 
qualquer conjunto, o que se juJtifica da seguinte forma: suponha-se . 1 que exista um conjunto P que não contém cp. Ora, mas então·existiria 
um elemento em cp que não �rtence a P. Como cp não possui ele
mentos, não podemos contradizer a convenção, isto é, não podemos 
exibir o elemento de cp que nãb pertence a P. 

Nosso próximo passo é estabJlecer algumas relações entre as defi
nições acima. Entretanto� seri} interessante antes fazermos uma 
pequena digressão para tornar precisas as noções de condição sufici
ente, condição necessdria e condição necessária e suficiente. Para 
ta1:�º• considere-se um _ conj.un+ qualquer E e duas propriedades
P1 e P2 que se referem a elementos de E. Estas duas propriedades defi
nem dois subconjuntos de E: 

E, 

E, 

{x E E: x satisfaz P,)

{x E JE, x satisfaz P,)

Portanto, dizer que P1 é u�a condição suficiente para P, é o
mesmo que dizer que E

1 e Ei!, isto é, todo elemento x que satisfaz a 
propriedade P

1 
(e, partanto, pertence a E1 ) também satisfaz a propriedade P, (logo, pertence a Ei,) . A notação utilizada para indicar 

que P, é suficiente para P, é: Jf, =► P, (lê-se: P, é suficiente para 
P, ou P, implica P,) . .1Vejamos agora o que vem a ser uma • c·ondição necessária. Diz-se 
que P1 é necessária para P2 quahdo E2 e:: E1, isto é, todo elemento 
x que satisfaz P2 também satisfiz P1 • Ora, mas isto é o mesmo que 
dizer que P2 é suficiente .. para P1 • 
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Finalmente, P1 é necessária e suficiente para P2 quando E1 == E2, 
isto é, os elementos que satisfazem a propriedade P, (ou P,) são os 
únicos que satisfazem a propriedade P, (ou P,). Indica-se: P,◄=►P,. 

De maileira u� pouco menos precisa, porém �ais intuitiva, dize
mos que: a) P, é suficiente para P, quando a presença de P, garante 
a ocorrência de P2 (note-se, entretanto, que P2 pode ocorrer sem que 
P1 ocorra, o que equivale a dizer que E1 e: E2, porém nã� necessa
riamente E, = E,) ; e b) P, é necessária para P, quando a ocorrência 
.de P2 somente se dá se P1 ocorre (entretanto, a presença de P1 não 
garante a ocorrência de P2, o que, outra vez, . equivale a dizer que 
E2 

e: E1, porém não necéssariamente E1- == E2). 
Vejamos um exemplo simples que ajudará o leitor a fixar melhor 

estes conceitos. Sejam: 

E 

P, 

P, 

R· ' 

ser .um número par; e 

ser um número inteiro. 

As propriedades P1 e P, d_efinem, respectivamente, os conjuntos: 

E, {xER:xé par) 

E, {x E R: x E Z) 

Claramente, E1 e: E2 e! portanto, P1 é suficiente para Pv ou, 
dito de outra forma, P2 é necessária para P1• 

Se agora cónsideramos P3 == ser um número ímpar e o conjunto 
E, = {x E R:· x é ímpar), fica claro que P, é suficiente para P,. 
Entretanto, P3 não é necessária nem suficiente para P1 • 

Retomemos agora a linha principal. Para tal, relacionaremos as 
Definições I e 2 através de: 

Teorema 1 - Sejam A, B e C três conjuntos quaisquer. Então: 

a) A e:: A;

b) A e:: B e B e:: C =► A e:: C; e

c) A = B ◄=► A e:: B e B e:: A. 



Prova: 

O item "a" decorre diretamente das Definições I e 2. Para provar 
"b", note•se inicialmente que, se A = 4,,, então trivialmente A e C.

Se A =I= 4>, 2 e se x E A, então x E B (A e:: B) e, portanto, x E C

(B e:: C). Como x é um elei:jiento arbitrário de A, segue-se que 
todo elemento de A pertence a C, isto é, A e:: C. Devemos provar 

"c" em duas partes. Primeiro, mostraremos que A = B =► A e B
e B e A. Ora, mas isto é uma decorrência imediata da definição 
de igualdade de dois conjuntos. Mostremos agora A e:: B e 

• 
1 

B e:: A =► A = B. Como A • e:: B, todo elemento de A pertence 

a B; como B e:: A, todo elemento de B pertence a A. Logo, A e B 

possuem os mesmos elementos, isto é, A = B.

C. Q. D.

Definição 4 - A reunião (ou união) dos conjuntos A e B, indica

se A \J B, é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a 
pelo menos um dos conjuntos A e B.

Simbolicamente, a definição �cima pode ser reescrita (\a seguinte 
maneira: 

A v B = {x: x E A ou x E B} 

Observa-se que o vocábulo otj não exclui a possibilidade de que 

o elemento pertença a a1:1-bos os' conjuntos. E é neste sentido que o
utilizaremos ao longo do texto. 

Exemplos: 

1 

6 - Se R
+ 

= (x E R: x;;,, O} e R __ = {x E R: x,;;; O}, segue-se
que R+ u R_ = R. 

7 - Se A = (x E R: x• - 5x + 4 = O) e B = {x E R: x• -

- 5x + 6 = O), então A v B1 = (1, 2, J, 4). 

2 A =f,- <p significa que A não é o conjunto vazio. Em geral, A =fa B significa 

que A e B são conjuntos diferentes. 
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O diagraina a seguir ilustra o conceito de reunião de dois con
juntos. 

O conjunto A \J B é o conjunto representado pela área hachurada. 

Definição 5 - A interseção dos conjuntos A e B, .indica-se A r"'\ B, 
é o conjunto dos elementos .comuns a A_ e B. 

Simbolicamente, a definição acima pode ser reescrita da seguinte 
maneira: 

A ,...., B = {x: x E A e x E B} 

Se A " B = <f,, dizemos que A e B são conjuntos disjuntos. A 
propósito, os conjuntos disjuntos parecem-nos um bom �xemplo da 
importância de termos definido um conjunto vazio. Caso não dispu
séssemos deste conjunto, seria incorreto definir a interseção de dois 
conjuntos como sendo um conjunto, pois -no caso em questão a 
definição ficaria sem sentido. 

Exemplos: 

8 - R
+ " R_ = {O}; 

9 - Se A= {xER: O:( x :( 1) e B = {xER: 1/2 :( x :( 3}, 

então A " B = {x E R: 1/2 :( x :( l}. 
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O di.mrama a séguir. ilustra o conceito de interseção de dois con
juntos. 

A 

O conjunto A r- B está representado pela área hachurada. 

Vejamos agora algumas das propriedades dos conjuntos a partir 
das Definições 4 e 5. 

Teorema 2 - Sejam A, B e C tonjuntos quaisquer. Então: 

a) A r- ,1 = A;

• b) A V À.= A;

e) A " B = B " A;

d) A V B = B V A; 

e) (A r- B) r- C = A r- (B r- C);

fl u v Bl v e = A v (B 0 cJ;

g) A " (B v C) = (A " B) v (A " C); e

h) A V (B (""\ C) = (A V B) (""\ (A V C).

12 



Prova: 3

Os resultados "a"-"d" decorrem diretamente das definições . 

. a) Provemos agora "e": Mostraremos que. (A n B) n C e:: 
e:: A n (B n C) e que A n (B n C) e (A 0 B) " C. A partir
disto, conclui-se que vale a igualdade estabelecida em "e" (ver Teo
rema 1). 

Observe-se inicialmente que, se (A n B) " C = q,, então 
(A " B) n C e:: A " (B " C) , pois <f, é um subconjunto de 
qualquer conjunto. Se, no entanto, (A " B) n C # <{,, seja 
x E (A " B) n C. Segue-se que x E (A r, B) n C =► x E A " B 
e x E e =► x E A e x E B e x E C -► x E A e x E (B n C) =► 
-► x E A " (B n C). -

Como x é um elemento arbitrário do conjunta:, as implicações
acima são válidas para todos os elementos deste conjunto. Portanto, 

podemos concluir que (A n B) n C e:: A n (B n C). 
Por outro lado, se A n (B n C) = <{,, então A. n (B n C) e:: 

e::: (A. n B) n C, pois <f, é um subconjunto de qualquer conjunto. 
Se, no entanto, A = (B n C) # <f,, seja x E A. n (B n C) . 
Segue-se que X E A " (B " C) =► X E A. e X E B r-, e =► X E A. e 
:c E B e :r E C =► a, E A. n B e x E C -► x E (A n B) n C . 

Como x é arbitrá.rio, as implicações àcima· são válidas para todos os 
elementos do conjunto. Portanto, A n (B r, C) e:: (A. n B) n C 

Temos, finalmente, que A. n (B n C) = (A n B) n C. 

b) Provemos agora "f". Deixando a cargo do leitor os casos em
que (A v B) v .C = <{, ou A v (B v C) = 4>, tem.se que 

x E CA. v BJ v e ◄=► x. E c.1 v B) ou x E e ◄ ► x E A ou 
x E s ou x E e ◄-► x E A. º" x E s v e ◄=► x E A. v cs v cJ. 

3 Na prova deste resultado procuraremos explicitar o mais possível as 
diversas passagens do raciocínio. A vantagem de'ste procedimento é poder mostrar 
- no contCxto de uma demonstração bastante silTlples - aspectos da argumentação 
que, de inodo geral, se desenvolve para provar um teorema. A sua desvantagem 
é que as demonstrações se tornam excessivamente longas, muitas vezes dific1:1It�ndo
o acompanhamento da linha principal do argumento. Em face disto, aos poucos 
iremos • tornalldo às demonstrações mais· diretas, deixando a cargo do leitor os 
aspectos mais simples ou menos essenciais. 
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Donde conclui-se que (A '--' [B) v C = A v (B v C). 
Convém observar que esta .dehionstração é feita segundo a mesma

estratégia adotada no caso anterior. Apenas, no presente caso, as duas
etapas anteriores foram . feitas fe uma só vez, tirando proveito da
notação--(=► . Sugere-se ao leitor refazer a demonstração em duas
etapas separadamente para se Jertificar do resultado.

e) Provemos agora "g". Dehlamos a cargo do leitor considerar os
casos em que A r- (B v C) J_ </, e (A r- B) v (A " C) = </>, 

x E A " (B v C) =► x E A e J E B v C. Se x E B, então x E A " B;
se X E e, então X E A n e. Em qualquer dos dois casos, X E (A "B) V 

v (A " C) . Logo, A r- (B j C) e:: (A " B) v (A r, C) .
Por outro lado, x E (A r, B) v (A r- C) =► x E A r- B ou

" E A " e=► x E A e x E B ou k E A e x E e =► x E A e x E B ou
xEC=►xEAr-(BvC). Logo, (A r-B)V(A "C) c::Ar-(BVC).

Daí concluímos que A r- (B
!
v C) = (A r- B) v (A r, C).

d) Finalmente, provemos .. J ... Mais uma vez, deixamos a cargo 
do leitor considerar os casos em que A v (B r, C) = </> ou (A v B) r, 

r, (A V C) = </>· 
! x E A v (B " C) =► x E A lºu x E B r, C, Se x E A, claramente 

X E A u B e X E A V e. Se X E B r, e, X E B e X E e e, portanto,
,. E A v B e x E A v C. Em ambos os casos, x E (A v B) "
" (A v C) . Logo, A v (B r--1 C) e:: (A v B) r, (A v C) . 

x E (A v B) r- (A v G) ! ► x E A v B e x E A v e. Se
x E A, então x E A v (B r- C) . Se x 11' A, então x E B e x E C e,
portanto, x E A v (B r, C), Lo!lj', (A v B) n (A v C) e:: A v (B" C).

Daí concluímos que A v (B i " C) = (A v B) r, (A v C) .
C. Q. D.

1 

Definição 6 - A diferença eµtre os conjuntos A e B, indica-se
A - B ou A/B, é o conjunto doS elementos pertencentes ao conjunto

' 

A e que não pertencem ao conjllnto B.

Simbolicamente, podemos reescrever esta definição da seguinte
forma: A - B = {x: x E A e� 11' B).

1 
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Exemplo: 

10 - Se A= {xER: O:( x :( 5) e B = (x ER: J :( x:(8},
então A - B = (x E R: O:( x < 3). Note-se também que B - A = 

= (x E R: 5 < x :( 8) =j, A - B.
O diagrama' a seguir "ilustra o conceito de diferença de dois con

juntos. 

A B

O Conjunto A - B está representado pela área hachurada. 
Observe-se que, na Definição 6, A e B são conjuntos aibitrários. 

Quando B e: A, a diferença A - B é chamada o complementar
de B em relação a A. Nesse caso, utilizamos a notação e B . Além

A disto, se A está suficientemente claro rio contexto, referimo-nos sim-
plesmente ao complementar de B e indica1;10s e B ou -B, ou ai�da Bc. 
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Exemplos: 11 - Se A {x E R: x � 5) e B - {x E R: x � 9), então 
Cs = {x E R: 5,;;; x < 9). \A 12 - O complementar de Rt em relação a R, isto é, e R + =

(x E R: x < O). Se o conjjnto R está subentendido, ind�camos simplesmente e R +· \ 
Teorema 3 - Dado um conjunto E e dois conjuntos A e B contidos em E, temos que: 4 

E; 

b) e (CA) = A;

e) A e B ◄=► CB e Cf4;
d) c(A u B) = CA " Ct; e 
e) C<A "B) = CA u c1.
Prova: 

a) Se A = <f, e se X E E, f ntão X \< A. Logo, e A = E. Por
outro lado, se e A = E, todo X E E pertence a e A, logo X \< A.Donde A = <f,. 

b) Se A == <p ou A == E, o resultado segue�se imediatamente de "a".

Se A =,!= <f, e e A =,!= <p, então x! E e (CA) ◄=► X \<° CA ◄=►
◄=► X E A. Logo, e (CA)\= A.

4 As propriedades "d" e "e", a .seguir, são chamadas Leis de De Morgan. ' • 
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c) Mostremos inicialmente que A � B =► e B e::: e A.

Se e B = q,, o resultado segue-se imediatamente. Se e B ,,t. cf,,
então X E e B =► X i' B =► ,; i' A =► X E e A, o que prova o 
resultado. 

Mostremos agora a outra implicação: CB e::: CA ► A e::: B. 

Utilizando o que provamos acima, temos que CB·. e: CA =► 
=► e ( e A) e::: e ( e B) =► A e::: B (a última implicação segue-se
de "b") . 

d) No te-se que:
A e::: A V B =► CcA '--' B) e::: CA (utilizando "e")
B é:= A V B -► c(A 

V B) e:: CB (utilizando 
Daí segue-se que e (A V B) e::: e A " e B.

Por outro lado, seja X = e A n e B. Então:
,X. e::: CA =► A

e::: Cx (utilizando "b" e "e")

X e::: CB =► B e::: Cx (utilizando "b" e ''e'')

"c")

Logo, A V B. e::: e X =► X e::: e (A V B) (utilizando "b" e "e"). 
Daí, . tendo em • vista que X = e A " e B, concluímos que
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e) Sejam A'=CA e B'=CB.

De "d" temos que e (A' V B') = CA' " CB' = A " B

(a última igualdade obtém-se �onsiderando a definição de A' e B' 
e "b"). .. 

Portanto: 

e (A' V B') = A. " B =► A' V B' = e (A " B) =► 

=► e A V 
e B

= e (A. " B)

C. Q. D.

Para introduzirmos a definição de produto cartesiano de dois 
conjuntos, necessitamos da noção de par ordenado. Dados dois objetos 
quaisquer a e b, o par ordenado formado por eles obtém-se esco-

' lhendo um destes (no caso, a) para primeiro elemento (ou primeira 
coordenada) e o outro (no caso, b) para segundo elemento (ou 

segunda coorde�ia.�a) _. Indica-se o par ordenado da seguinte ma
neira: (a, b) . 

Em vista da forma como constituímos os pares ordenados, fica 
claro que os pares (a, b) e (b, a) são diferentes. Na verdade, dois 
pares ordenados (a, b) e (a', b'} são iguais se, e somente se, a == a' 
e b = b'. 

Definição 7 - Dados dois conjuntos não-vazios A e B, o produto 
cartesiano de A por B, indica-sé A x B, é o cOnjunto de todos os 
pares ordenados tais que o primeiro elemento pertence ao conjunto A 
e o segundo elemento pertence ao conjunto B. 

Simbolicamente, podemos reescrever esta :definição da seguinte 
forma: A x B = ( (a, b): a E A e b E B}. 

QuahdÜ A = B, o produto cartesiàno A x A é indicado por A1
• 

O diagrama a seguir ilustra a noção de produto cartesiano. 
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b --- '"------- -•(a b) 
1 ' 

8 

Exemplos: 

1 
1 
1 
1 
1 
1 . 

1 
1 
1 
1 
1 

a 

AxB 

A 

13-� Se A == {a,, a,, a,} e B = {I; 2, 3), então A x B =

= { (a,, J); (a,, 2); (a,, 3); (a;, J); (a,, 2); (a,, 3); (a,, J); 
(a.,, 2); (a,, 3) ). 

?ode ser facilmente constatado, com base neste exemplo, que em 

geral A x B a;lc B x A. 

14 - Seja f = {x E Z: O,( x :( 2). Então, J x J = ]' = { (O, O); 
(O, J); (O, 2); (J, O); (J, J); (J, 2); (2, O); (2, J); (2, 2) ). 

15 - Seja I � {-x E R: O ,( x :( J) . Então, o produto cartesiano 
I x / = J• = { (x, y): x E I e y E I) ·= { (x, y): O ,( x ,( J e 
O,(y,(1). 

16 - Sejam A = {a= (a1, a,): a, E R e a, E R} e B = {b = (b1, 

b·i!, b9): b1 E R, b2 E R e b.i E R}. Então, o produto cartesiano

A x B = { (a, b) : .a E_ A e b E B).
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Observe-se que um elemento genérico de A x B é da forma: 

( (a,, a,), (b,, b., b,)) 

I . 2 - Funções 

I. 2. 1 - O Conceito de Função

Procuramos nesta seção fa�er uba primeira aproximação ao estudo
das funções. Na verdade, grande parte dos próximos capítulos é 
dedicada a este estudo. No momento, entretanto, estamos mais inte
ressados em definir função e apresentar formas alternativas de cons
trução de funções a partir de outras funções. 

Intuitivamente, uma função é_i uma relação que associa elementos
de dois conjuntos dados. Entretanto, para se qualificar como função, 
a relação deve satisfazer certos requisitos. Um deles é que a associação 
não seja ambígua, isto é, se x pertence a um conjunto A. que está

associado a um conjunto B, a relação deve indicar inequiVo-camentc 
um único elemento de B correspondente a x. Dessa maneira, por 
exemplo, dados os conjuntos dos Pais e dos Filhos, não pademos 
aSsodar a cada casal seu filho. Â correspondência é ambígua, pois 
ao casal Joaquim-Haydée estarão associados simultaneamente os seus 
filhos Alexandre, Patrícia e Teresa. Observemos, entretanto, que a 
reiação que associa cada filho aos seus pais satisfaz este requisito de 
ausência de ambigüidade. Alexandre e:stá inequivocamente associado 
ao casal Joaquim-Haydée, assim tomo também estão Teresa e Patrí
cia. Veja-se o diagrama a seguir, �ara uma ilustração de uma relação 
que não satisfaz a este requisito de ausência de ambigüidade. 

Este exemplo introdutório serve para ilustrar algumas caracterís
ticas de uma função. Primeiramente, sendo uma relação éntre con
juntos arbitrários, a função não relaciona necessariamente números 
êorh i1úmeros. Os elementos dos ,conjuntos envolvidos podem ser de 
qualquer natureza. Em segundo l}ugar, não é necessário que o' rela
cionamento se faça através de uma fórrriula rígida de tipo sen x,
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A B 

log x� e�, etc., pois qualquer relação - ·com as propriedades espe
cificadas a seguir - define uma função. Em terceiro e último lugar, 
convém salientar que, mesmo quando estamos tratando de relações 
entre conjuntos de números, a função pode ser definida por mais 
de uma fórmula, como mostra 

Seja x E R e seja a função: 

f (x) = 

o exemplo a seguir.

J x, se x � 1

.l l,sex < 1

Como poderá ser verificado em seguida, f satisfaz todos os requi
sitos da definição de uma função. 

Definição 8 5 
- Sejam A e B dois conjuntos não-vazios. Uma função 

definida em A com valores em B é uma relação entre os elementos 
de A e B que satisfaz: 

a) todo x E A está associado a algum elemento de B; e
b) dado x E A, existe um único elemento de B associado a ele.

tô O ·Jeitor observará que na definição acima o conceito de relação . não 

está especificado de forma precisa. Por ora, esta noção um pouco imprecisa é 

suficiente para nossos objetivos. No Apêndice a este capitulo definimos exatamente 

uma relação, e a partir daí redefiniremos função, 
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Utilizaremos a seguinte notaçã,o para representar uma função defi
nida em A com valores em B: f: A ---> B.

Nos parágrafos seguintes faremos algumas observações com respeito 
à Definição 2 e, simultaneamente, introduziremos alguns termos 
associados aos seus· elementos. 

a) Note-se que uma funçãó f associa um elemento x E A a um
elemento - geralmente indicado por f (X) e chamado imagem de 
x - pertencente ao.conjunto B.: Não devemos, dessa maneira, con
fundir a função f com f (x), gut é a imagem de x ou o valor de f

no ponto x. [ 
b) Três elementos caracterizam uma função: o conjunto A, o

conjunto B e a relação que associa os elementos destes. conjuntos. 
Portanto, dadas as funções f e g: 

f: A. ➔ B e g: C .➔ D

dizemos que f == g se, e some11te se, A

= g (x) para todo x E A, 
C, B 

c) Dada a função f: A ➔ B, temos que:
o conjunto A é chamado o "domínio de f"; • e

D e f (x) -

o conjunto B é chamado o '.'contradomínio de f".

Além disto, como em geral não se requer que todo elemento de B 
seja imagem de algum elemento _de A, podemos definir o "conjunto 
de valores de f", R (t), como se;segue: 

R(f) = {b E_B: jla E A e b =-f(a))

1 

Na es·pecificação acima utiliz!amos a notação .3, que signific� 
"existe". l\1ais explicitamente, E. (j) é o conjunto· de todos os ele
mentos que pertencem a B e que são imagem de algum elemento 
de A.

Os vários termos introduzidos acima parlem ser melhor visualizados 
com o auxilio <lo diagrama a seguir, onde temos que: A _é o domíni_o 
da função f; B é o contradomínio de f; R (J) e B é o conjunto 
de valores; e b é o valor de f no ponto a, isto é, b = f (a) .
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Apresentaremos agora alguns exemplos de funções, cuja principal 
finaJidadc é familiarizar o leitor com a, definição. Entretanto, apro
veitando a oportunidade, introduziremos algumas funções que, pela 
forma como são definidas ou pela sua utilização futur·a, se tornarão 
importantes para o desenvolvimento do assunto. 

Exemplos: 

17 - Dados A = {a, b, e, d) . e B _ (1, 2, 3, 4, 5), podemos 
definir f: A - R da seguinte maneira: 

f(a) = 1;

J(b) = 1; 

f (e) = 4; e 
f(d) = 3. 

Observe-se que f satisfaz os requisitos da Definição 2 e que R (f) 
= (J, 4, 3). 

18 - Dado um conjunto A· não;va.Zio, a função "Identidade em 

A .. , l,v é: 

definida por: 

Note-se que R (I,.) A. 
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19 - A função "Valor Absoluto" é definida da seguinte maneira: 
sendo: 

h: R ➔ R 

h (x) = { x, se x � O-X, se X < o·· 
20 - A função "Maior Inteiro" é definida por: 

f: R ➔ R 

tal que, para todo x E R, f (x)I é· o maior inteiro menor ou igual � x. Freqüentemente, os valore,s desta função são indicados por: 
f(x) = [x] 

21 - A função de "Dirichlet'' é: 
:;cndo: 

D: R➔ R

{i_ J, se x E Q 
D(x) = ' 

e 
O, se x E Q 

22 - Vejamos uma função cujo domínio é o produto cartesiano de dois conjuntos. Sejam: 
e seja: 
definida por: 

f(I, 3) 
f(l, 4) f (2, 3)/(2, 4) 

- 1;

- 7;

; ; e

= o. 

A = {I, 2) e B

f: A j< B ➔ R 

24 
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Observe-se que f ·é realmente uma função, pois todo elemento· do 
conjunto A x B está associado a algum elemento de R e, além distó, 
a associação não é ambígua no sentido que discutimos anteriormente. 

23 - A função "Norma Euclideana" é definida da segtiihte ma� 
neira: 

f: R X R ➔ R 

sendo: 

f (x, y) = yx• + y• 

Na seção seguinte discutiremos os números reais e, nesta ocasião, 
mencionaremos o fato de que, dado um húmero· real, exiSte um 
único número real positivo b tal que a = b2

• Este fato garante 
que a função "Norma Euc�ideana_" é bem definida, devendo desem
penhar um papel muito importante cm todos os demais assuntos 
que .abordaremos. O leitor que já fez um curso de Geometria Analí
tica notará que f associa ao elemento (x, y) a sua distância à origem. 

�4 - Consideremos agora uffia função que é definida no conjunto 
dos números reais e cujo contradomínio é o produto cartesiano 
R X R:

/: R ➔ R X R 

definida por: 

f (t) = (2t, t) 

Claramente, f satisfaz os requisitos da Definição 2, como o leitor 
poderá verificar. 

25 - Um Outro exemplo da mesma natureza é dado pela função: 

g: R X R ➔ R X R 

definida por: 
1 

g (x, y) (x' + y•; x• - y') = 
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Observe-se que podemos ainda interpretar a função g em termos de funções componentes, como Je segue. Sejam: 
dada por: 
e: 
dada por: 

g1: R X R ➔ R 

g1 (x, y) _ x' + y• 
g2: R X R ➔ R 

g, (x, y) ,= x• - y•' Assim, podemos reescrever: lg:Rx, ➔RxR 
g(x, y) = (g, (x, y); g, (x, y)) 

26 - Considere-se agora - para finalizar esta seqüência de exemplos - a função: 
tal que: 

h (x, y) 

h: R X R ➔ R

I X y -�-"--+�-, se (x, y) 'F
x• + ;y• 

l O, se f(x, y) = (O, O)
(O, O) 

Uma noção útil é a de gráfico de uma função. Dada f: A ➔ B, o gráfico de f é o conjunto: 
G (f) ( (x, y) E ,1 x B: y = f (x)}. 

Observe-se que, em vista da Definição 2,. se (x, y) E G (f) e (x, y') E G (f), então y = y'. As figuras I e 2 a seguir apresentam Os gráficos das funções dos exemplos 19 e 20, re3pectivamente. O leitor poderá verificar que duas funções são iguais se, e somente se, têm o mesmo gráfico. Dessa forma, poderíamos ter definido função a partir de seu gráfico. Esta n\aneira permite um tratamento um 
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Figuro 1 

' GRÁFICO DA FUNÇÃO "VALOR ABSOLUTO" 

h(x) 

G(h) 

--------------'"'!<'--------------, 

pouco mais preciso dos conceitos que vimos discutindo. Isto é o que 
faremos no ApêndiC.e, ao qual recomcridamos que 'o leitor se diÚja 
depois de assimilar o material do texto. 

Pas�aremos ;:igora a introduzir mais algumas definições relaciona
das com características do domínio e contradomínio de uma função. 
Seja f: A """". B:

a) diz-se que f é biunívoca (ou injeliva) se, dados x E A e y E A

tais que f (x) = f (y) , tivermos x = y, isto é, se x E J e y E A e 
x # y, então f (x) # f (y) ; 

h) diz-se que f é sobrejetiva (ou sobre B) quando, para todo
elemento )1 E B, existe um elemento x E A tal que )' == f (x), isto é, 
f é sobrejetiva se R (f) = B; e 
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Figure 2 

GRÁFICO DA FUNÇÃO "MAIOR INTEIRO" 
f(:,;,) 

3 

2 

-2 

-

-

e) diz-sé que fé uma corresnondência biunívoca. (ou uma bijeção,
1 

ou que f é bijetiva) se ela é biunívoca e sobre B.

Os diagramas. a seguir ilustram os conceitos acinia. 

B 

f(y) 

f t! biuriivoco 
f nao t! biunívoca 
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B 

A 
A 

1 e' sobrejetivo f não t sobreje1iva 

Exemplo: 

27 - Examinemos as .funções dos exemplos 17-26. A função f do 
exemplo 17 -não é biunívoca, pois f (a) = f (b) = 1 e a # b, e 
também não é sobre B, pois R (t) # B. 

A função "Identidade em A". é biunívoca e sobre A._.

A função "Valor Absoluto" não é biunívoca, pois, por exemplo, 
h (1) = h (-1) , e, além disto, não é sObrejetiva, uma vez que não 
assm:ne_ valores negativos. 

A função "Maior Inteiro" não é biunívoca nem sobrejetiva. 

A função de "Dirichlet" também não é b�unívoca nem sobre• 
jetiva. 

A !unção do exemplo 22 é biunívoca, pois associa a pares ordena
dos distintos valores distjntos. Entretanto, ela não é sobrejetiva. 

A função "Norma Euclideana" não é biunívoca nem sobrejetiva. 

A função· do exemplo 24 é biunívoca, pois, se x E R e y E R e 
x # y, (2x, x) # (2y, y). Entretanto, ela não é sobrejetiva, pois, 
por· exemplo, (1, 7) não pertence ao seu conjunto <le vàlores. 

A função do exemplo 25 não é biunívoca nem sobrejetiva. 

A função do �xemplo 26 não é biunívoca,. pois, por exemplo, 
h (O, O) = h (O, 7) = O. Para mostrar que também não é sobrejetiva 
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basta observar que ela não assume o valor 1. Suponha-se, para de
monstrar este fato, que existe um par (x) y) E R x R tal que:

x.y 1x' + y'
Port�nto, a equação do segundo grau em x:

x' - xy + 1••·=o

deve._possuir uma sohiÇão real Jara algum valor não-nulo de y. Isto,
d f. ·1 I -como se po e comprovar ao menle, nao ocorre. 

J 
.. 

Antes ele encerrarmos esta seçao, façamos uma digressão procurando
ilustrar um tipo de limitação ho conceito de função com respeito
a certos problemas econômictjs. Suponha-se um consumidor que
procura maximizar utilidade, dados os preços dos (dois) produtos
e -sua renda. Deste problema podemos obter as c�rvas de demanda
dos dois bens. A representação· gráfica, bem conhecida, da solução
deste problema é a mostrada ll.a Figura 3 a seguir, onde:

:v: renda do consumidor;
P;: preço do bem j; j 1, 2; e
X 1 e X2 : quantidades consumidas dos bens 1 e 2) respectiva

mente.
Dados os preços P, e P

2, a escolha· das quantidades consumidas é,
n<:ste caso, determinada sem ambigüidadc, isto é, a relação entre
preço e quantidades consumidas, desde que ·especifiquemos adequa
damente seu domínio e seu contradomínio, satisfaz a definição de
uma função.

Entretanto, o caso mostrado l)a Figura 4, em que a curva de indi
ferença apresenta um trecho Hi:iear, indica uma peculiaridade. Aos
preços representados na figura, as quantidades consumidas <lo.s bens
J e 2 ficam indeterminadas, podendo assumir qualquer valor nó
segmento AB. Neste caso, a relação de demanda não preenche os
requisitos para se qualificar como uma função, cujo domínio seja o
conjunto dos preços.
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Figura 3 

Bem 2 

Bem l 

Figuro 4 

Bem 2 

Bem 1 



1 

1 

Em vista desta dificuldade, alg�mas vezes os economistas trabalham
cem o conceito de corresjJondên:cia, que é uma função que associa
os pontos de seu domínio a corljuntos. O tratamento analítico das
correspondências requer um �uco mais de Análise i\1atemática
do que possuímos neste estágio.

l. 2. 2 - Composição de Fulnções e Função Inversa
Definição 9 - Dadas as funções f: A ➔ B e g: C ➔ D, ondeR (/) n C # </>, a função com�osta g0/ é definida pelos elementos: 
a) domínio de g0f: D (g,f) - ( x E A: f (x) E C};
b) contradomínio de g0f: D\ e
e) g,/ (x) = g [f(x) ], para todo x E D (g,f).
De. maneira mais intuitiva, a. Lnção composta relaciona elementos

do conjunto A aos elementos d1o conjunto D, e para tal ela toma
um elementü x no conjunto A e[ a ele aplica a função f, em seguida
aplicando a função g ao elementto f (x) . Essa operação está ilustradano diagrama a seguir, onde se !supõe que R (j) e C. Este é umcaso particular importante da Definição 9, em que D (g0f) = A. 

e o 

A 

9 

Note o leitor que, em geral, �{ (g,/) e R (g), porém R (g0f) 9"# R (g) . A igualdade ocorre s� R (/) :::, C. Além disto, podemos dizer que D (g,f) = A e R (g,fl = R (g) se R (j) = C. Estas duas 
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afirmativas são bastante claras quando examinamos diagramas como 
o anterior. Entretanto, é um bom exercício demonstrá.las. É também
um bom exercício que o leitor procure convencer-se de que a Defi
nição 9 realmente dá origem a uma função, e não a uma relação
qualquer.

Exemplos; 

28 - Sejam as funções: 

f: R ➔·R 

definida por: 

f (x) _ 2x

e: 

definida por: 

g(x) = x' + 5 

A função g0f caracteriza-se pelos seguintes elementos: 

D(g0f) = {x E R: f(x) E R+J = R+ 

Contradomínio: R . 6 +· 

g,f (x) = g[f (x)] = [ (f (x)) • + 5] = 4x' + 5, V x E R+ 

Note-se que R (g,f) = {y E R: y ;;;, 5) = R (g). 

29 - Sejam as funções: 

f: R+ - {O} ➔ R. 

6 O símbolo V significa "para todo". Dessa maneira, V x E R
+ 

deve ser 

•lido da seguinte maneira: para todo x pertencente a R
+
.
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definida por: 1 

f (x) log x (log logaritmo neperiano) 
e: 

g: R+ ->R 
definida por: 

g (x) � -3 -4x

Tentemos definir a função f,g: 
D (f,g) = {x E Ra.: g (x) ,E R+ 

e, portanto, f0g não está bem definida. 
30 - Considerando as funçõe

r
s f e g a função g,f: 

D(g,f) = {x E R+ - {O). f(x) E 
Contradomínio de g,f: R: 

(O)l

do exemplo 29, definamos 
R +) { x E R: x ), 1) 

g,f (x) = g [f (x) J = .g [log xU - -3 -4 log x, V x E D (g,f) 
31 - Sejam as !unções: 

f: R X R .... R 

definida por: 
1 f (x, y) = X y 

e: 

h: R-> R 

7 Em muitos exemplos ao longo dos p16ximos capítulos faremos uso das 

funções logaritmo, exponencial e "Lrigonométricas. O conhecimento que o leitor 

já possui destas funções deverá ser suficiente para compreender os vários exemplos. 
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definida por: 

h (z) = z• 

Os elementos que definem h 0f são:.

D (h 0f) = ( (x, y) E R x R: f (x, y) E R) = R x R 

Contradomínio de h,f: R: 

h,f (x, y) = h [t (x, y)] = x' y', V (x, y) E R x R 

Observe-se que neste caso a função f 0h. não está bem definida, 
pois D (f,h) é: 

D (foh) = {z E R: h (z) E R x R) = q, 

32 - Sejam as funções: 

definida por: 

e_: 

rr, (x, y) X 

g: R X R ➔ R X R 

definida por: 

g(x, y) = (x' + y'; x• - y') 

A composta n1 0 g é caracterizada por: 

D (rr, 0 g) = { (x, y) E R x R: g (x, y) E R x R) = R x R 

Contradomínio de n1 0 g: R: 

"' 0 g (x, y) = rr, [g (x, y)] = 
rr, [ (x' + y'; x' - y')] = x' + y• 
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O leitor pode comparar rc, 0 com a função g, definida no exemplo 25. Da mesma maneira, pode�os mostrar que g, é igual à funçãorc, 0 g, onde rc, é:
rc,: R' x R ➔ R

definida por: 
As funções 1[1 e n, acifD:a são chamadas l.ª e 2.ª projeções, respec

tivamente. 

33 - Sejam as funções: 
h: R ➔ R X R 

definida por:

h (t) (t', 3t) 
e rc1 do exemplo anterior. 

Então, x1 0 h é caracterizada pelos elementos: 

D (rc, o h) = {t E I : h (t) E R x R}
Contradomínio de rc

1 0 h: R:

R 

rc, , h (1) = "' [h (t)] = 1 [t', 31] = 1° , V I E R

Neste caso, também podemos definir h0n1 . Seus elementos são: 

D (h0,t1) = ( (x, y) E R x: R: rc1 (x, y) E R) = R x R

Contradomínio de h0rc1 : R , R:
h0,c1 (x, y) = h [rc, (x, y)] = h (x) = (x', 3x), V (x, y) E R x. R 

A Figura 5 ilustra a função J, 0 h, enquanto a Figura 6 ilustra a
função h0n1 . 

S6 



o 

Figura 6 

Teorema 4 - Sejam A e B dois conjuntos e sejam as funções: 

Então: 

a) f0I, = f; e

b) I,;o f = f.

f: A➔ B 

IA: A➔ A 

I»: B ➔ B 
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Prova: 

Observe-se que: 
D(foIA) = {x A: IA (x) E A)= A

D(Ino f) = {x A: f(x) E B) = A

Contradomínio de f 0IA: B;

Contradomínio de ln O f: B:

f,IA (x) = f [IA (,)] = f (x), \f x E A 
ln o f (x) = I11 [f !ix)] = f (x), 'v' x E A 

C. Q. D
Definição 10 - Sejam A e B bois conjuntos não-vazios e f: A ➔ B.

A função h é a função invers 
I de f se:

e: 
h: B ➔ A

f, = ln 

Exemplos: 

34 - Seja f: R ➔ R defini a por: 
f( ) = 2x 

A função inversa de f é: 
h: R ➔ R 

definida por: 
h (z 
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Pode-se facilmente comprovar esta afirmação observando-se que: 

D(h0f) =ReD(f,h) =R 

Contradomínio de h0f: R; 

Contradomínio de f,h: R:

1
h,f (x) = h [f (x)] = h [2x] = -r (2x) = x, V x E R 

f,h (y) = f [h(y)] = f(y/2) = 2+ = y, V y E R 

35 - Considere-se agora a função: 

f: R ➔ R
+ 

definida por: 

Suponha-se que a função: 

f (x) x• 

h: R
+ 

➔ R 

seja uma função inversa de f. Então:

e, portanto, V y E R+: 

f,h(y) = f (h(y)} ( h (y) }' = )'

Provaremos na seção seguinte que, dado um número real não. 
negativo_ a, existe um único real não-negativo b tal que bs == a. O
número b é indicado ,Ja. Dessa forma, a expressão acima é verda
deira para todo real não.negativo se, e somente se: 

h (y) = VY

Entretanto, admitindo-se ainda que h seja a funçã9 inversa de f, 
ela satisfaz: 
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Seja, portanto, x E R. Note-se que: 
h,f (x) h [f (x)] h [x'] _ {x, se x > O 

-x
) 

se x < O 

Logo, h0f não é a função idenlidade em R, donde concluímos que 
f não possui uma função inversa!. O exemplo 35 ilustra o caso em que f não possui uma fullção inversa. Discutiremos a seguir a condição necessária e suficiente para a sua existência e, além disto, mostraremos que a existência da função inversa garante sua unicidade. 

Teorema 5 - Sejam A e . B conjuntos não-vazios. A função 
/: A ➔ B possui uma função inversa h: B ➔ A, tal como na Definição 10, se, e somente se, f é uma bijeção. 

Prova: 

Suponha-se que f: A ➔ B él uma bijeção. Então, dado y E B,existe um único x E A tal que y -,- f (x) . A existência de x é garantida porque f é sobrejetiva e sua unicidade porque f é- biunívoca. Portanto, seja: 
h: B ➔ A

definida por: 
x = h(y) 

É uma conseqüência imediata - como o leitor poderá verificar -da definição de h que ela é realmente a inversa de f.Suponha-se agora que h: B ➔ k é uma função inversa de f. Sejam 
x, E A e x, E A tais que f (x,) J_ f (x,); 

e: 
Por definição de função inversa: 

h,f (x,) = h [f (x,)] x, 

h,f (x,) h [f (x,)] _ x,
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Como h [f_(x,)] = h [f (x1) ], segue-se que x1 = x,.

Para mostrar que f é sobrejetiva, considere-se y E B. Entã.o: 

f,h (y) = f [h (y) l = )'

Como h (y) E A, existe x � A (x = h (y)) tal que y = f (x). 

C. Q. D.

A unicidade da "função inversa é garantida sempre que ela existir. 
Suponha-se que h e g sejam duas funções inversas d.e f. Então, se 
y E B: 

h (y) '-- h,T n (y) = h [! n (y)] = h [f,g (y)] =

h [t [g (y) ]] = (h,f) (g (y)) = I, [g (y) l = g (y) 

A notação J- 1 será utilizada de· agora em diante para indicar a 
função inversa de f. 

I. 2. 3 - Imagem Direta e Imagem Inversa

Definição !! - Sejam A e B dois conjuntos não-vazios e f: A ➔ B:

a) se X e: A, chama-se Imagem Direta de X por f ao conjunto
f (X) = {f (x) E B: x E X); e 

b) se W e: B, chama:se Imagem Inversa de W por f ao conjunto
f-' (W) = {x E A: f(x) E W). 

Estes conceitos são ilustrados pelos diagramas a seguir. 

Com relação a estas definições, convém ressaltar que f (X) e 
1-· 1 (JiF) são apenas notações· para designar certos subconjuntos im
portantes de B e A J respectivamente. Em particular, o conceito de
Imagem Inversa não depende da existência da função inversa. É
[ácil ver que, se a função inversa existe, a Imagem Inversa de W

por f coincide com a Imagem Direta de W por f-'. Este fato, sem
dúvida, serve para motivar a utilização da notação acima, porém
nio limita o conceito aos casos em que 1- 1 existe.
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A 

,j 

imagem direta 

B 

f'(w) 

lrrtog,m iriYerso 

Exemplos: 

36 - Seja: 

dada por: 

e sejam: 

f: R-> R 

/ (:.i) - x•

X = {x E R: O ,;;; x ,;;; 1) · e Y = {x E R: -1 ,;;; x ,;;; O)

Nesse caso: 

f (X) - f (Y) {x E R: O ,;;; x ,;;; 1) 
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37 - Utilizando os dados acima, temos que:

38 - Seja: 

definida por: 

e seja: 

Nesse caso: 

39 - Seja: 

definida por: 

e seja: 

Então: 

1- 1 (X) = {x E R: -1 :( x :( 1) 

f- 1 (Y) = {O) 

f: R ➔ R 

f (x) 1 X, se X 

1
,, se x 

;;,,1 

< I 

X = {x E R: O :( x :( 2) 

f (X) { x E R: 1 � x � 2 } 

1: R X R ➔ R 

f (X, y) = X + Y 

w = {l) 

f- 1 (W) = { (x, y) E R x R: x + y 
•• 1) 

Uma representação do conjunto 1- 1 (W) é apresentada na Ilgura 
a seguir. 
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40 - Seja: 

definida por: 

e seja: 

Então: 

f: R x R ➔ R 

f (x, y) _ xy 

W I {10) 
1 

f- 1 (W) = ( (x, y) E R x R: xy = 10)

Graficamente, o conjunto f-1 (W) é composto pelos dois ramos 
de hipérbole da figura a seguir. 

41 - Seja: 

definida por: 

e seja: 

f: R ) R ➔ R 

f(x, )') x• + y' 

w . Ul 

1 



Então: 

f-' (W) = { (x, y) E R x R: x' + y' 1) 

Graficamente, temos: 

-1
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Teorema 6 - Seja f: A ----+ B e sejam X e Y subconjuntos de A. 
Então: ' 

1 

a) X e:: Y =► f (X) e:: f (li) ;

b) f(X "Y) e:: f(X) "f(Y);
e) f (X v Y) = f ( X) v f ( Y) ; e 

d) f (X - Y) e:: f (X) .

Prova: 

a) Se f (X) = q,, não há nada para demonstrar. Por outro lado, 
se y E f (X)=► 3 x E X: )' = f (x) =► ·" E Y =► f (x) E f (Y). 

b) X n Y e:: X e X " Y e:: Y. Logo, f (X " Y) e:: f (X) e

f (X n Y) e:: f (Y). Donde concluímos que f (X'' Y) e: f (X)" f (Y). 

e) X e:: X V y e y � X V Y. Logo, f (X) V f (Y) e::
e:: f (X v Y) . Por outro lado, se f (X v Y) af= q,, temos que
y E / (X v Y) =► 3 x E X v Y: y = f (x) =► f (x) E f (X) ou 
f (x) E f (Y) =► f (x) E f (X) v f (Y) . 

d) X - Y e:: X e, portanto, f (X - Y) e:: f (X).
C. Q. D.

O exemplo 17 fornece-nos um contra-exemplo para mostrar que 

em geral não se verifica a igualdade em "b". 

Teorema 7 - Seja 1: A ➔ B e sejam W e Z subconjuntos de B.

Então: 

a) 

b) 

e) 

d) 

W e Z =► f- 1 (W) e ir-, (Z);

f- 1 (W " Z) = f- 1 (W) " f- 1 (Z); 

1- 1 (}V V Z) = r- 1 (W) V 1- 1 (Z); e

f-1 (W - Z) = 1- 1 (W) - 1-• (Z).

Prova: 

a) Se f- 1 (W) = q,, nada há para provar. Por outro lado,
x E f- 1 (W) =► 1(.,) E W =► f(x) E Z ,=,,► x E f-1 (Z),

46 



b) Como W" Z e W e W" Z e Z, segue-se que f- 1 (W r, Z)
e f·1 (W) " f-1 (Z). Por outro lado, se f-1 (W) r-. f-1 (Z) # </>,
temos que X E f··l (W) " r- 1 (Z) =► f (x) E W e f (x) E Z = ►
=► f (x) E w " z =► X E ,- , (w r-, Z) ·.

e) w e w·v ZeZ e w V z. Logo, r- 1 (W) V r- 1 (Z) e
C ,-, (W V Z). Por outro lado, se r- 1 \W V Z) °F </>, temos que 

X E r-1 (W V Z) =► f (x) E W ou f (x) E Z =► X E r- 1 (W) ou

X E ,-, (Z) =► X E r- 1 (W)v r- 1 (Z).

d) Deixando a cargo do leitor os casos em que 1- 1 (W) -

- f-1 (Z) = </> ou f-1 (W - Z) = </>, vem que x E f-1 (W) -
- r-1 (Z) ◄�► X E r- 1 (W) e X ÍC ,-, (Z) ◄�► f (x) E w e

f(x) ,s l◄=►f(x) E W- l◄=►x E f- 1 (W-Z). 

C. Q. D.

I. 3 - Princípio da Indução; Conjuntos Finitos e
Infinitos; Conjunto dos Números Reais 

Nesta seção trataremos dos três assuntos mencionados no título. 
Entretanto, o faremos de maneira informal, sem demonstrar teore� 
mas ou nos estendermos demasiadamente em algum tópico. O obje"tivo 
principal é apresentar alguns resultados que serão de utilidade nos 
capítulos seguintes. O único tópico em que faremos uma apresentação 
mais Gztalhada é o que se refere ao Supremo de um Conjunto de 
Números Reais e o Princípio do Supremo ou o Axioma Fundamental 
da Análise Matemática. 

Este enfoque, apesar de inadequado do ponto de vista lógico, tor
nará a apresentação do material menos indigesta para o leitor. 
Aqueles que, ao terminarem a leitura desta seção, se sentirem insa
tisfeitos poderão consultar, por exemplo, Bartle (1976), Lima (1976) 
ou Rudin (1964). 
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l. 3 . l - Princípio da Indução

Afirmativas do tipo "tal fato ou fórmula vale para todos os núme

ros naturais" são bastante comuns, e estão baseadas no chamado 

Princípio da Jnd'Ução que apresentamos e exemplificamos a seguir.

Princípio da Indução - Suponha-se que a propriedade P referente 

aos números naturais satisfaz: 

a) o número 1 goza da propriedade P; e

b) se k E N goza ela propriedade P, então k + l também goza
de P.

Neste caso, todo n E N goza ela propriedade P. 

Exemplos: 

42 - Sejam E� Ai, A i, ... , A.n conjuntos quaisquer e defina-se: 

A, V A, V . . .  V An = '--' A, e (A, " E) V (A, " E) V . . .
i=l 

Note-se, inicialmente, que o resultado é verdadeiro para n _ 1.

Suponhamos agora que: 

e mostremos que a igualdade se verifica para k + J.: 

Er-- VA- =Er-. \JA.vAk +1 (k-'-1 ) ( " )i""'I J j=1 J 
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Esta última igualdade segue-se de "g" do Teorema 2. Observe-se
também que pela hipótese de indução temos:

A,)

e, portanto, o resultado é verdadeiro para todo n E N.

43 - Mostre-se que:
n (n + 1) (2n + 1)

1• + 2• + 3' + ...... + n' _ 
6 • , V n E N

Utilizaremos uma vez mais o Princípio da Indução.
Observe-se que a proposição é válida para o número J, pois:

1• = 

1 (1 + 1) (2 (1) + J)
6 

Supondo que ela é verdadeira para k, segue-se que:

1' + 2' + .... + k' + (/e + 1)' = 

k (k + 1� (12k + 1) + (k + 1)' =

= (k + 1) (12k' + 7k + 6)
6

(/e + 1) (k + 12) (2k + 3)
6

onde a antepenúltima igualdade é uma conseqüência da hipótese de
indução.

I. 3. 2 - Conjunto Finito e Conjunto Infinito

Definição 12 - Seja A um conjunto qualquer. Diz-se que:
a) A é finito se A == <p, ou se existe uma correspondência biuní

voca com domínio em A e valores no conjunto S
11 

== {k E N: 1 �

,s;; k ,s;; n) para algum n E N;
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b) A é infinito se A não é finito;

c) A é enumerável se existe uma correspondência biunívoca com
doniínio em A e valores em N; e 

d) A é contável se A é finüo ou é enumerável.

Exemplos: 

44 - N é um conjunto enumerável, pois a função identidade em 
N, IN, é uma bijeção de N elll N.

1 

45 - O conjunto P dos números pares . é enumerável, pois a 
função: 

f: P ➔ N

definida por: 

é uma bijeção. 

46 - O conjunto A = {a, q, e, d, e} é finito, pois podemos definir 
a seguinte bijeção: 

h: A ➔ S, 
1 

definida por h (a) = 1, h (b) ' 2, h (e) = 3; h (d) = 4 eh (e) = 5,

47 - Z é um conjunto enumerável. Observe-se, primeiro, a relação 
abaixo entre Z e N: 

Z: O, 1, -1, 2, -2 

N: 1, 2, 3, 4, 5 .. . .

Em vista disto, podemos definir a seg�inte bijeção: 

f: N ➔ Z

f (n) 
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Apresentaremos a seguir alguns fatos importantes sobre o, con
juntos que definimos anteriormente. Tais resultados, entretanto, não 
serão demonstrados, e o leitor interessado nas demonstrações deve 
recorrer, por exemplo, a Rudin (1964) ou Bartle (1976).

a) Qualquer subconjunto de um conjunto finito é um conjunto
finito.

b) Qualquer subconjunto de um conjunto contável é um con
junto contável.

c) A união de uma coleção finita de conjuntos finitos é um con
junto finito.

d) A união de uma coleção contável de conjuntos contáveis é
um conjunto contável.

e) Um conjunto A é infinito ·se� e somente se, existem um sub
conjunto B de A, B .;, A, e uma correspondência biunívoca entre 
A e B. 

De "d" segue-se um fato extremamente importante: o conjunto
dos números racionais é um conjunto enumerdvel. A prova disto é 
a seguinte: sejam os conjuntos: 

{ 1 -1 2 -2 } 
Zi = O, 

Í' -1-, Í' -1-, .... 
{ 1 -1 2 -2 }Zi = O, 2' -2-, 2' 2' . . . .  

1 • '
J 

-1
• '

J

2 . ' 
J 

-2
• ' . . . . } 

definidos para todo j E N. Seja, agora:

definida por:
{; (x) J x, V- j E N



f; é uma bijeção entre Z; e Z e, portanto, cada Z; é enumerável, 
pois Z é enumerável. Por fim, note-se que: 

Q = V Z; 
jEN 

e, portanto, é uma reunião enumerável de conjuntos enumeráveis. 

l. 3. 3 - Conjunto dos Nómeros Reais

A discussão que faremos com relação ao Conjunto dos Números
Reais é, tal como nos tópicos anteriores, bastante informal. Inicial
mente, mencionaremos as principais propriedades Algébricas e de 
Ordenação, indicaremos suas conseqüências e, por fim, discutiremos 
o Princípio do Supremo,

Definição 13 - Seja K um conjunto não-vazio. Diz-se que K é um
corpo se existem duas funções definidas em K x K com valores em K 
que satisfazem algumas propriedade5 que estabeleceremos. 

Na linguagem algébrica, estis duas funções são chamadas Opera
ções de Adição, indica-se +, e de Multiplicação, indica-se . ou x. 
Portanto, um corpo é um conjunto K munido das operações de 
Adição e Multiplicação que sa�isfazem as propriedades: 

(A. l) a + b = b + a, V a, b E K (comutatividade); 

(A. 2) (a + b) + e = a + (b + e), V a, b, e E K (associa ti• 
vidade) ; 

(A.3) existe um elemento 0 E K tal que 0 +a= a e a+ 0 = a, 
V a E K (existência de elemento neutro) ; 

(A.4) para todo a E K existe um elemento ã E K tal que 
a + ã = 0 e ã + a = 0; 

(M. l) 

(M.2) 

(M.3) 
VaEK 

a. b = b. a, V a, b E K (comutatividade) ;

(a.b) e= a (b.c), V a, b, e E K (associatividade); 

existe um elemento 1 E K, 1 # 0, tal que 1.a = a.1 = a, 
(existência de elemento neutro) ; 
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(M .4) para todo a E K, a # B, existe um elemento ã E K tal 
que a.ã == ã.a == l; 

D) a. (b + e) = a.b + a.e e (b + e) .a = b.a + e.a,
V- a, b, e E K (distributividade).

Definição 14 - Vm corpo K é um corpo ord�uado se existe um

subconjunto P de K tal que: 

a) se a, b E P, então
"
a + b E P e a.b E P; e 

b) dado a E K, exatamente uma das três alternativas é verdadeira:

a = B, a E P ou a E P. 

Consideremos agora o conjunto dos números reais R, com a adição 

e multiplicação usualmente definidas. É fácil ver que R é um corpo

ordenado onde o conjunto P da Definição 14 é o conjunto dos nú
meros positivos. 

Das propriedades da adição e da multiplicação podemos deduzir 
uma série de fatos, certamente conhecidos do leitor: 

a) O é o único elemento de R que satisfaz A.3;
b) 1 é o único elemento de R que satisfaz M.3;
e) dado a E R, o elemento ã é -a, e este é único;

d) dado a E R, a # O, o elemento ã é 1 /a, e é único;
e) dados a, b E R, a equação a + x = b tem uma única so

lução x = b + (-a); 
f) dados a # O e b E R, a equação ax = b tem uma única so-

lução x = b (1/a); 

g) se a E R, a.O = O;

h) se a E R, -a = (-1) .a;

i) se a, b E R, - (a+ b) = -a + (-b);
j) dado a E' R, - (-a) = a;

1) (-1) . (-1) = l;

m) se a E R e a # O, então 1 /a # O e 1 f (1 /a) = a;

n) se a, b E R e a. b = O, então a = O ou b = O;

o) se a, b E R, então (-a). (-b) = a.b; e
p) se a E R, a# O, então 1/ (-a) = -(1/a).
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Do fato de que R é um corpo ordenado, podemos ainda deduzir
outros fatos importantes. Primeiro, considere-se a seguinte definição: 

Sejam a, b E R. Se:
a) a - b E P, indicaremos a > b;

b) - (a - b) E P, indicaremos a < b;

e) a - b E P v (O), indicaremos a ), b; e
d) - (a - b) E P v (O), indicaremos a ,( b.

1 

As principais propriedades da relação de ordem definida acima
são: 

a)
b)

dados a, b, e E R, se a > b e b > e, então a > e;

dados a, bJ e E R, então a > b ou a == b ou a < b, e exata

mente uma destas possibilidades ocorre;
e) se a ), b e b ), a, então a = b, "f a, b E R;

• 
1 

d) se a ,f, O, então a.a > O;

e) J > O;

f) se n E N, n > O;
g) se a > b, então a + e > b + e, 'v' a, b, e E R;

h) se a > b e e > d, então a + e > b + d, "f a, b, e, d E R;

i) se a > b e e > O, então ac > bc, 'v'. a, b E R;

j) se a > b e e < d, então ac < bc, 'v' a, b E R;

1) se a> O, então 1/a > O;

m) se a < O, então 1/a < O;

n) se a > b, então a > + (a + b) > b, 'v' a, b E R; 

o) se ab > O; então a > o, e b > O ou a < O e b < O; e
p) se ab < O, então a > O e b < O ou a < O e b > O.



Ainda com relação às propriedades de ordem de R, consideremos 
alguns fatos relativos à função "Valor Absoluto", definida no exem- • 
pio 19, a qual indicaremos por 1 1- Temos, portanto: 

1 a 1 = O se, e somente se, a = O;

1 a 1 = 1 - a 1, V a E R; 
1 ª b 1 = 1 ª 1 I b I• V a, b E R; 

a) 
b) 
c) 
d) se e � O, então 1 a ] � e se

1 
e somente se, -e � a � e;

e) - j a 1 � a � 1 a 1, V a E R; e
f) 1 1 ª 1 - 1 b 1 1 � 1 a + b 1 � 1 a 1 + 1 b 1, V a, b E R (desigualdade triangular) . 
De posse destes resultados, que podem ser demonstrados a partir 

das propriedades algébricas e de ordenação de R, falta-nos considerar 
o último fato importante sobre R. 

Antes, porém, necessitamos de algumas considerações introdutórias. 
Primeiro, temos: 

Teo�ema 8 - Não existe um -número racional r tal que r1 = 2. 
Prova: 

Sejam p e q E Z, q ej, O, tais que ( : r = 2. Podemos, sem 
perda de generalidade, admitir que p > O e q > O. Suponha-se 
que eles não tenham divisores comuns. Portanto: 

P' = 2q• 

Temos, então, que 2q' é par. Logo, P' é par e p. também é par 
(se p é ímpar, então p = 2k + 1, k EN, e p• = 4k' + 4k + 1 =
= 2 (Zk• + Zk) + 1 que é ímpar). Da mesma forma, q é par e, 
portanto, p e q têm um divisor comum, o que contraria a hipótese. 

C. Q. D.
Infelizmente, no presente estágio, não podemos ainda garantir a

existência de um número real cujo quadrado é 2. Necessitamos antes 
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introduzir o axioma que garhnte que R é um conjunto completo, num sentido que tornaremosl mais preciso adiante. 
Definição 15 - Seja A c'R: 
a) diz-se que A é limitallo superiormente se existe x E R talque x Ç a para todo a E A, e nesse caso x é chamado limite supe

rior de A; 

b) diz-se que A é limitado inferiormente se existe X E R tal que
x � a para todo a E A, e nesse caso x chama-se limite inferior de A; 

c) diz-se que A é limi�adJ se A é limitado superiormente e infe-riormente; 
1 d) diz-se que µ é o supremo do conjunto A limitado superiormente se µ é menor do que qualquer outro limite superior de A, 

iSto é, µ é o supremo de A, às vezes indicado sup A, se satisfaz: 
µ ;:,, a, >.f a E A; e 
se µ' E R é tal que µ' ;:,, a, V- a E A, então µ' ;:,, fl; e 
e) diz-se que v é o ínfimol do conjunto A limitado inferiormentese v é maior do que qualquer outro limite inferior de A, isto é, v 

é o ínfimo de A, às vezes indicado inf A, se satisfaz:' 

se v' E R é tal que v' � al V a E A, então v' � v.

Exemplos: 

48 - Seja A {x E R: O !:;;: x � 1). A é um conjunto limitado. Os númcrós 1, 2, ;, 100 são l lirnites superiores de A. Os números 
O, -1, -2,- -700 são limitJs inferiores de A. O supremo de A 
é o número J e o ínfimo é o número O.

1 . 49 - Se, agora, B = {x E Ff-: O < x < 1), tudo o que afirmamos 
com relação ao conjunto A nb exemplo 48 vale para o conjunto B. 
Além disto, é importante ndtar que, neste caso, nem o supremo 
nem o ínfimo de B pertencerp ao conjunto B. 
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50 - O conjunto R+ é limitado inferionnente, porém não é limi

tado superiormente. Da mesma forma, R_ é• limitado superiormente, 

porém não é limitado inferiormente. 

51 R não é limitado inferiormente ou superiormente. 

52 - Q não é limitado superiormente ou inferiormente. 

As definições de supremo e ínfimo dadas acima são equivalentes 
a outras f01mulações que são úteis em certos contextos. A seguir 

apresentamos duas destas formulações para o caso de supremo e pedi

mos ao leitor que as demonstre e que formule e demonstre as 

proposições equivalentes para o ínfimo. 

Teorema 9 - Seja A e:: R um conjunto limitado superiormente. 

Um elemento µ E R é o supremo de A se, e somente se, .satisfaz 
as propriedades: 

a) não existe a E A tal que µ < a; e

b) se µ' E R é tal que µ' < fl, então existe a' E A tal que

a' > �l'. 

Teorema 10 - Seja A e= R um conjunto. Um elemento µ E R 

C o supremo de A se, e somente se, para todo nt:1mero real s > O

tem-se: 

a) a < µ + s, V a E A; e

b) 3 a' E A tal que a' > µ - e.

Passemos agora ao problema central desta parte da seção: o Prin

cípio do Supremo. Para tanto, consideremos o conjunto: 

X = { x E Q: x ;;?: O e x• < 2} 

Observe-se que, se y E Q e y > 2, então y• > 4. Logo, y iõ X. 

Dessa forma, X é um conjunto limitado no conjunto dos números 

racionais. Mostremos agora que sup X não existe no conjunto- dos 

números racionais. Intuitivamente, é fácil perceber que o sup X 
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não existe em Q. Um argumento mais formal é o seguinte: seja 
" E X e seja r E Q, r < 1, tal que: • 

Daqui temos que: 

e que: 

2 - x1 

O<r<�---
2x + 1 

(x + r) • = x• + 2xr + r' < x• + 2xr + r = x• +

+ r (2x + 1) < x• + (2 - x') = 2 

(1) 

onde a última desigualdade segue-se de (1). Dessa maneira, dado 
x E X, x + r E X. Logo, se x E X, x não é sup X. Por outro lado, 
x � O, x ló X, também não é sup X, pois se x• > 2, se r E Q e 
satisfaz: 9 

então: 

x• - 2 
2x 

(x - r) • = x• - 2rx + r• > x• - 2rx > x• + 2 - x• = 2 

Logo, x não pode ser sup X. Portanto, caso exista (sup X) • = 2, 
o que não é verdade pelo Teorema 8.

O exemplo acima ilustra um fato importante. Apesar de o con
junto X ser limitado em Q, ele não possui um supremo no conjunto

Q. Intuitivamente, é como se Q tivesse "buracos", dando margem a

8 Um número· racional r satisfazendo os requisitos acima é, por exemplo,
1(2-X') 2-X1 

r = 
J 2x + 1 , sendo x E X. Note-se que r > O e r < 1, pois 2x + 1 � 2 

para todo x E X. • 

1 
9 Por exemplo, r = 

T
x• - 2

2x 
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que o fenômeno acima ocorra. A figura a seguir ilustra este tipo 
de problema. 

p 

Se retiramos o ponto p do segmento de reta acima, o conjunto 
de elementos menores do que p é limitado superiormente no seg
mento de reta exclusive p. Entretanto, este conjunto não possui um 
supremo no segmento de reta exclusive p.

Introduziremos agora o Princípio do Supremo ou o Axioma Fun

damental da Análise Matemática, que estabelece que "o conjunto 
dos números reais é completo no sentido de que todo subconjunto 
não-vazio de R, que é limitado superiormente, possui um supremo". 

A importância deste axioma é muito grande, como o leitor poderá 
apreciar nos teoremas que provaremos nos capítulos seguintes. Por 
ora, contentar-nos-emos com as seguintes implicações: 

a) (Propriedade Arquimediana). Dado x E R, existe um número
natural n tal que n > x.

Prova: 

Se isto não ocorre, então x é um limite superior de N e, portanto, 
existe µ E R tal que µ = sup N. Como x é um limite superior de 
N, x ), µ. Note-se que µ - J < µ e, portanto, pelo Teorema 9, 
existe n E N tal que n > µ - 1 e, portanto, n + 1 > µ. Como 
n + 1 EN, isto contradiz o fato de que µ é um limite superior de N. 

b) (Existência de y2). Existe um número real positivo x tal
que x1 

= 2.

Prova: 

Seja X= {x E R: x > O e x• < 2). Como X é limitado supe
riormente (2 é um limite superior de X), o supremo de X existe. 
O argumento que desenvolvemos anteriormente garante que 
(sup X)• = 2. 
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Teorema 11 - Para cada n J N sejam an1 b11 E R tais que an � bn. 
Definamos ln = {x E R: lln J x :;;; b.) e ·suponha-se que: 

11 ::::::> Ie :::::, Is :::::, :::::, ln :::::, J,, + 1 => . , • 
00 00 Então, t\ ln � <P, sendo n I n = { x E R: x 'E I n para todo 

n E N}. 
Prova: 

ti= 1 = 1 

Observe-se que b1 ? a11, V 1 E N, isto é, b1 é um limite superior 
para o conjunto {a.: n E N).1 Como este é um conjunto limitado 
superiormente de números reais, o supremo existe. Seja µ = sup 
{a.: n E N). Então, f'? a., 4' n E N. 

JSuponha-se agora que, para n E N, b• < µ. Como µ é o supremo, 

t: •;: '. ,;�o:'. N: ': j' �• b� ;•,� •' > O, a. hlp&«

Se ií > n', então J n e::: J n' e, portanto, ª
n' ::;;; a n � bts � bn'• 

Em qualquer dos dois casos temos uma contradição com ª•' > b ,.. 
Logo, V n E N.

a11 � µ � bn, isto é, µ E ,h ln· 
n 1 
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1. Sejam A e B dois conjuntos. Mostre que:
a) A V B === A se, e somente se, B = A; 

b) A " B == A· se, e somente se, A = B;
e) A (A-B) V (A r, B); e
d) A = B se, e somente se, A - B = 'P·

2. Dados os conjuntos A, B e C, mostre que:

a) (.4 r, B) - e = A r, (B-C) ; e
b) A - (B v C) = (A-B) ,-, (A-C).

Exercícios 

3. Dados os conjuntos A e:: E e B e:: E, mostre que:

a) C<A-B) = (CA) v (A" B); e

b) e A X e B = e <1::;) (dê um exemplo para mostrar que
não se verifica a igualdade) .

4. Dadas as projeções rr, e rr, (ver exemplo 32) e dado A = RxR,
mostre que A = rr, (A) x rr, (A). Dê um exemplo para mostrar que,
em geral, A # rr, (A) x "•(A).
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5. Nas afirmativas a seguir, demonstre aquelas que forem corretas

e dê contra-exemplos mostrando aquelas que são falsas: 

a) Seja f: A ➔ B e seja X e: B. Então, f (x) ia X se, e somente
se, x ia 1- 1 (X). 

b) Seja f: A ➔ B e seja X e: A. Então, x ia X se, e somente
se, f (x) ia f (X). 

e) Seja f: A ➔ B e seja X e: A. Então, x E X se, e somente
se, f (x) E f (X). 

d)· Seja f: A ➔ B e seja X e: B. Então, f (x) E X se, e somente
se, x E 1-1 (X) . 

6. Seja f: D ➔ R. Mostre que f- 1 (R-F) = D - f- 1 (F), qual-
quer que seja F e: R. 

1 

1 

7. Sejam f: A ➔ B uma bijeção e W e: B e h: B ➔ A a função

inversa de f. Mostre que f- 1 :(W) = h (W).

8. Seja f: A ➔ B uma bij�ção, Mostre que (j-1) - 1 existe e que
(j-1) -1 = f,

9. Duas funções f: A ➔ B e g: C ➔ B são iguais se, e somente
se, elas têm o mesmo gráfico. 

10, Verifique que a definição da função composta realmente 
caracteriza uma função e não uma relação qualquer. 

11. Nas afirmativas a seguir, demonstre aquelas que forem corre
tas e dê contra-exemplos mostrando aquelas que são falsas. Sejam 
f: A -> B e g: C -> D. Então: 

a) se. C e: R (f) , R (g) == R (g,f) ; 

b) se R (g) = R (g0f), então C e: R (f); 

e) • se g é biunívoca, R (g,f) = R (g) se, e somente se, C e: R (f) ; e

d) A = D (g0f). 
se, e somente se, R (f) e: C.

12. -Demonstre os Teoremas 9 e 10.
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13. Formule e demonstre resultados análogos aos Teoremas 9
e 10 para o ínfimo. 

14. Seja A e R, A # q,, e seja B e R um conjunto limitado
tal que A e B. Mostre que inf B ,( inf A ,( sup A ,( sup B. 

15. Sejam A e R, A # q,, e B e R conjuntos limitados. Mostre
que A v B é um conjunto limitado e que inf (A v B) ,( inf A ,( 
,( sup A ,( sup (A v B) . 

16. Demonstre as proposições a seguir utilizando o Princípio da

Indução: 

n (n + l) 
para todo n E N 

2 

b) Sejam a1, a1,, .... , an números reais positivos e n E N. Seja 
e > O um número real e suponha que an � e ªn-i para todo n � 2. 
Mostre que a

n 
:s;; a1 cn- 1 para todo n E N. 

e) 1' + 2' + J• + .... ·+ n' = (1 + 2 + .... + n) •. 
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Apêndice: Relàções Binárias 

A. 1 - Conceitos Básicos

Procuraremos desenvolver neste apêndice alguns dos aspectos sobre
as Relações Binárias. Temos. em mente dois Objetivos distintos: por 
um lado, pretendemos apresentar uma definição de funções a partir 
da noção de Relação Binária; em segundo lugar, este tópico é extre� 
mamente importante na Teoria Econômica Moderna e também em 
todos os enfoques axiomáticos da Teoria da Decisão. 10 

A idéia intuitiva é caracterizar as relações entre dois objetos dados. 
Assim, por exemplo, dados dois números reais x e y, a relação >

(maior) é uma relação binária. Na teoria do comportamento do 
consumidor, a relação de preferência é uma relação binária que 
ordena os gostos do indivíduo. 

Definição A.1 - Dados dois conjuntos não-vazios A e B, uma 
relação binária, R, de A em B é um subconjunto de A x B. Quando 
A == B, diz-se que R é uma relação binária em A. 

Indica-se que (a, b) E A x B é um elemento de R pela maneira 
usual (a, b) E R, ou então a R b. Esta última notação é mais 

comum nas aplicações da Teoria da Decisão. Quando (a� b) E A x B 

não. pertence a R, indicamos (a, b) � R ou � a R b.

Algumas propriedadés que podem caracterizar uma relação biná

ria, R, em um conjunto A são apresentadas a seguir. 

10 Ver, por exemplo, Fishburn (1972). 
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Propriedade 1. R é reflexiva se, para todo a E. A, a R • a. 

Propriedade 2. R é simétrica se (a, b) E A x A tal que a R b 
implica b R a. 

Propriedade 3. R é transitiva se, dados a E A, b E A e e E A 
tais que a R b e b R e, então a R e.

Propriedade 4. R é completa (conexa) se, dado (a, b) E A x A, 
tivermos a R b ou b R a. 

Propriedade 5. R é assimétrica se, para todo (a, b) E A x A 
tal que a R b, tem-se ___,. b R a. 

Propriedade 6. 
que a R b e b R

R é anti-simétrica 
a, tem-se a = b. 

se, dado (a, b) E A x A tal 

A título de ilustração, considere-se o conjunto dos números reais 
e seja a relação binária maior que,">"· Esta relação não é reflexiva, 
não é simétrica, é transitiva, não é completa, é assimétrica e não é 
anti-simétrica. A relação maior ou igual que, "�", é reflexiva, não 
é simétrica, é transitiva, é completa, não é assimétrica e é anti-si� 
métrica. 

Definição A .2 - Uma relação binária E num conjunto A é uma 
relação de equivalência (ou uma equivalência) se ela é reflexiva, 

simétrica e transitiva. 

Considerando o exemplo acima, podemos ver que nem a relação 
"maior" nem a relação "n:iaior ou igual" são relações de equivalência. 

A relação "igual" é uma relação de equivalência. Uni exemplo de 
relação de equivalência que se utiliza na teoria do consumidor é a 
relação de indiferença, I, isto é, dados os elementos x, y e z, perten• 
centes ao conjunto de alternati�as. de consumo do indivíduo, a 

relação I satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, ou 

seja: x I x; se x I y, então y I x; e, por fim, se x· I y e y I z, então 
X I z. 

Qualquer relação de equivalência num conjunto A determina uma 

partição deste conjunto da maneira descrita a seguir. Os elemen� 
tos x E A e y E A pertencem a um elemento desta partição se, e 

somente se, x E y. Os elementos desta partição são chamados classes 
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de equivalência. Dados os elementos x E A, a classe de equivalência 
gerada por x é o conjunto E (x) = {y E A: x E y}. Convém ainda 
notar o seguinte: se X E A e y E A, então exatamente uma das
alternativas a seguir é verdadeira: 

ou: 

E (x) r-. E (y) <J, 

E (x} = E (y) 

Definição A .3 - Uma relação binária R num conjunto X é uma 
ordenação fraca se ela é completa, reflexiva e transitiva. 

As ordenações fracas são reiações binárias que aparecem na teoria 
do comportamento do consumidor. Em geral, admite-se que, dado 
o conjunto das alternativas de consumo (ou oportunidades de con•
sumo), existe uma relação biriária R em X que é completa, reflexiva 
e transitiva. Esta relação é, B<>rtanto, uma ordenação fraca de X. 

A.2 - Funções

Definição A .4 - Dados dois conjuntos não.vazios, A e B, uma

função f de A em B é um conjunto de pares ordenados pertencentes 
a A x B tais que: 

a)_ dado um elemento a E A, existe b E B, tal que (a, b) é um 
elemento de f; e 

b) se (a, b) e (a, b') são elementos de f, então b = b'. _
Considerando a definição acima, é fácil perceber que "a" e "b" 

correspondem, respectivamente, a "a" e "b" da Definição 8. A apre
sentação dos demais conceitos discutidos no texto será feita a seguir 
de maneira bastante sucinta. 

Seja f: A ➔ B. Diz-se que: 
a) • f é biunívoca se, dados (a, b) E f e (a', b) E /, tivermos

a - a';
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b) f é sobrejetiva se R (f) = B; e 

c) f é uma correspondência biunívoca se ela é biuuívoca e so
brejetiva. 

Dadas as funções f: A ➔ B e g: C ➔ D, com R '(!) 0s e # </>, 
define-se a função composta g,f como sendo o conjunto { (a, c) E 
A x C: 3 b E B com (a, b) E f e (b, e) E g). 

, Dada uma bijeção f: A ➔ B, define-se a função inversa de f, f-1, 

como sendo { (b, a) E B x A: (a, b) E f). 

Para encerrar esta breve discussão, é in.teressante mencionar que 

ela não difere em substância do que foi feito no texto, A principal 
diferença reside no fato de que a noção de relação foi explicitamente 
definida, e, a partir daí explicitamos a definição de função. 
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Capítulo II 

ESPAÇO EUCLIDEANO 

Tendo introduzido na última seção do Capítulo I o Conjunto 
dos Números Reais, passai-emas agora a estudar o Espaço Euclideano� 
Essa incursão no Espaço Euclideano, em particular em sua Estrutura 
Topológica, é essencial para podermos, nos capítulos seguintes, dar 
um tratamento adequado aos elementos de Cálculo Diferencial e 
Integral e aos problemas de Otimização que discutiremos. 

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: no texto pro
priamente dito faremos todo o desenvolvimento da Estrutura Topo
lógica do Espaço Euclideano, além de discutirmos as noções de 
Espaço Vetorial, Base de um Espaço Vetorial, Espaço Vetorial com 
Produto Interno e Espaço Vetorial Normado. 

II. 1 - Conceitos Básicos

• Lembrando que o. Produto Cartesiano A x A é indicado por A',
apresentaremos o Produto Cartesiano dos p conjuntos, p E N,

R x R x R x ... x R, por RP. Dessa maneira:

R• = { (x1, x,, ... , x,): x, E R e 1 :( i :( p) 

isto é, os elementos de RP são as listas (xv x,, ... , x,,) compostas 

de p números reais. A estas chamaremos pontos ou elementos ou, 

ainda, vetores de RP. 
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·Definição 1 - Seja p E N. lo Espaço Euclideano de dimensão pé o conjunto R• munido das operações Adição de Vetores e Mu/ti.

plicàção Escalar definidas a skguir. 
Adição de Vetores. Dados lx = (x,, x,, ... , x,) E R• e y =

= (y,, y,, ... , y,) E R•, define-se o elemento x + y E R• da seguinte maneira: x + y = (x, + y,, x, + y,, ... , x, '+ y,). 
Multiplicação Escalar. Parl todo a E R e para todo x = (x1, 

1 
Xv ... , X

p
) E RP, define-se o elemento ax E RP da seguinte maneira: ax = (ax,, ax,, ... , ax,). 1 Geometricamente, a Adição de Vetores em R• corresponde à chamada regra do paralelogramo e a Multiplicação Escalar em R' con

siste em 11aumentar" ou "endolhe"r" o vetor x, dependendo de ser [a[ > J ou [a[ "< 1. As Figur l s I e 2 a seguir ilustram os conceitos. 
Figuro 1 

x+y = (x1•Y1,•2•Y2l 

--

=(x1,X2) 
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Figuro 2 

Definição 2 - Dados x, y E R•, define-se o Produto Interno Cand

nico de x por y da- seguinte forma: 

< x, y >, = x, y, ·+ x, y, + ... + x, y, 

Observe-se que < x, y >
e 

é, na verdade, um número real. Se 

x E R• e y E R', podemos interpretar, geometricamente, o produto 

interno < x, y >, em função do co-seno do ângulo formado por 

x e y. Pela Figura 3 e utilizando a lei do co-seno, podemos escrever 

que: 

a• = b• + e• - 2 (bc) cos O (I) 

onde b é o comprimento do vetor x, e o comprimento do vetor y 

e a o comprimento do vetor x -,-- y. 
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Figura 3 

y 
Y2

' 
' 

' a 
' 
' 
' 
' 

x2 X 

Pelo teorema de Pitágoras; sabeffios que: 

e: 

S S t t 2+ S . b = x1 + x,; e = Y1 Y• 

, 
)' )' a = (x, 1- Y1 + (x, � Ys, 

Podemos agora reescrever (1) da seguinte maneira: 

xf + y; - 2x, y, + x! + v! - 2x, y, = xJ + x: + y; + v: - (2bc) cos 8

ou ainda: 

< x, y >, :._ x, y, + x, y, = (bc) cos O 

72 



A interpretação acima é muito útil para materializar certas abstra
ções que faremos no desenvolver do trabalho. Note-se, entretanto, 
que a noção de produto interno independe desta interpretação, o 
que ficará mais claro quando estudarmos os Espaços Vetoriais com 
Produto Interno, onde procuramos generalizar o conceito. 

Ainda utilizando a Figura 3, pode-se constatar facilmente que, 
se x e y forem perpendiculares, cos O == O, isto é, <· x, y >

a 
� O,

o que nos dá uma maneira de definirmos ortogonalidade de ··vetores
em .RP. Diremos que x E RP· e y E RP são vétores ortogonais se
< x, y >, = o. 

Pr�cisa�os a"gora introduzir �lguma maneira de medir o compri
mento de um vetor em R1i. A Figura 3 e a discussão que a acom
panha sugerem que devamos utilizar a Seguinte medida: 

Definição 3 - Dado x E RP, a Norma Euclideana de x é dada por: 

1 1 
_./ ,/ E 11 E X = l < x, X >, = � X1 + x, + ..... + X

p 

O Produto ·Interno Canônico e a Nonna Euclideana defini'dos 
acima serão instrumentos básicos em todo o restante <leste texto. 
Entretanto, antes de prosseguirmos na noss� incursão no Espaço 
Euclideano RP com o Produto Interno Canônico e a Norma Eucli
deana, seria interessante fazermos algumas construções mais abstratas. 
Para tanto, procederemos de maneira análoga ao processo que ado
tamos para definir o Espaço Euclideano. 

Inicialmente, ·dispúnhamos de um conjunto, o Rv; que foi dotado 
de uma Estrutura Algébrica dada pela Adição de Vetores e pela 
Multiplicação Escalar. Se adotarmos um procedimento similar _para 
um conjunto qüalquer, obteremos o que será denominado um Esp_aço 
Vetorial. 

Definição 4 - Um Espaço Vetorial (ou Espaço Linear) sobre os 
números reais consiste no seguinte: 

a) um conjunto E cujos elementos chamaremos de vetores; e
b) duas operações chamadas Adição de Vetores e Multiplicação

Escalar que satisfazem as propriedades Hstadas a seguir. 

73 



Adição de Vetores. Dados x E E e y E E, a Adição de Vetores 
associa ao par x, y o elemento X +. y E E, de maneira que: 

(A. l) x + y = y + x, para todo x, y E E; 

(A. 2) (x + y) + z = x + (y + z), para todo x, y, z E E;

(A.3) existe um elemento 0 E E tal que 0 + x = x + 0 = x, 
para todo x E E; e 

(A.4) dado x E E, existe um elemento x E E tal que x + x =
=X+ X= o. 

Multiplicação Escalar. Dados a E R e x E E, a Multiplicação 
Escalar associa ao par a, x o elemento ax E E, de maneira que: 

(M.l) 1.x = x, para todo x E E; 

(M.2) a (B x) = (a�) x, para todo x E E e para todo a,� ER; e

(M. 3) a (x + y) = a x + a y e (a + �) x = a x + � x, para 
todo x, y E E e para todo a, B E R. 

Vejamos alguns exemplos de Espaços Vetoriais. 

1 - R com as operações de adição e multiplicação usuais é um 
Espaço Vetorial. . 

2 - R• com a Adição de Vetores e Multiplicação Escalar definidas 
anteriormente é um Espaço Vetorial. É fácil ver que a Adição de 
Vetores satisfaz (A. l) e (A.2), que o elemento 0 é o vetor O E R• 
e que o elemento X é o vetór -x E RP. Da mesma maneira, a

M �,ltiplicação Escalar satisfaz (M. 1) , (M. 2) e (M. 3) .

3 - Considere-se o conjunto: 

S = { (x1, x,, O) E R': x1 E R e x, E R} 

Com a Adição de Vetores e Multiplicação Escalar definidas para 
R•, é fácil ver que, se x, y E S e a E: R, então: 

x+yES e axES 
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Além disto, estas operações satisfazem (A. 1) • (A .1) e (M. 1) . 
(M. 3) da definição de Espaço Vetorial, 0 = (O, O, O), e dado x = (x1, x2, O) o elemento X é -x == (-x11 -x2, O) .. 

4 - Uma matriz 2 por 2 é uma tabela do seguinte tipo: 
[ ª11 

a., 

a,.] 
a., 

onde ªli E R, i, j = 1, 2. 
Definamos agora: 
a) Adição de Mat,·izes. Dadas as matrizes:

[ ª11 A -:- a,, 
a,, ] [ b11 e B -
au _ bu 

a Adição de Matrizes associa ao par A, B a matriz:

A+B 
b) Multiplicação

= [ a11 + b,, a,. +
ll21 + b1!1 ª" + 

Escalar. Dados a ER e 
A 

[ ª11 a,, ]
a,u ªss 

b,, ] b,. 

a Multiplicação Escalar associa ao par a, A a matriz: 

Com as operações definidas acima, o conjunto das matrizes 2 por 2 
forma um Espaço Vetorial onde o elemento 0 é a matriz [º º] 

. o o •

Além disto, dada a matriz A
,, 

o elemento A é matriz :-A. 



5 - Seja S. um conjunto qualquer, S # <f,, e seja ÇJ (S, R•) o 
conjunto de todas as funções_ definidas em S com valores em RP, 
Definimos .as operações: 

a) Adição de Vetores. Dadas as funções f, g E q (S, R), a Adi
ção de Vetores associa ao par f, g o elemento (f + g) (s) = f (s) +

+ g (s) pertencente a R•, para todo s E S; e 

b) Multiplicação Escalar. Dados a E R e f E ÇJ(S, R•), a Multi
plicação· Escalar associa ao par a, f o elemento (a f) (s) _ = a f (s) 
pertencente a Rv, para todo s E S. 

Mostremos que q (S, R•) 
;
com as operações acima se constitui 

num Espaço Vetorial. Dados A g e h E ÇJ (S, R•), a E R e s E S,' 
temos que: 

(A .1) (f + g) (s) = f (s) + g (s) = g (s) + f (s) = (g + f) (s) ; 

(A. 2) (f + g) (s) + h (s) = f (s) + g (s) + h (s) = f (s) +
+ (g + h) (s); 

(A.3) o elemento neutro da Adição é a função Z tal que 
Z: S ➔ R• e Z (s) = O E RP, para todo s E S;

(A.4) o elemento f E q (S, R•) é a função (-f) tal que 
(-f): S ➔ R• e (-f) (s) = �t (s), para todo s E S; 

(M .1) claramente, (1. f) (s) = 1. f (s) = f (s) ; 

(M. 2) (a (Bf)) (s) = a ( (M (s)) = a�f (s) = [ (aB) t] (s), para 
todo � E R; 

(M. 3) [a (f + g) (s)] =ia (f + g) (s) = a[f (s) + g (s)] = 
= af (s) + ag (s) = (af) (s): + (ag) (s) ; e [ (a + B) f] (s) = 
= (a + B) f (s) = af (s) + M (s) = (af (s) + Bf (s)), para todo 
B E R. 

Passaremos agora a introduzir o conceito de Base de um Espaço 
Vetorial E. Consideremos, primeiramente, as definições de depen
dência linear e indepéridência linear. 
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Definição 5 - Sejam x1, xi
} . . .  , x11 vetores pertencentes ao Espaço 

Vetorial E (sobre R) . Então: 

a) diz-se que x 1
, x1

, . . .  , xn é um conjunto de vetores linem·-
mente dependentes se a1 x 1 + a1 x1 + ... + an xn 

= O para 
algum conjunto de números reais ai, a,J ... , Un, sendo a, =I= O para 
algum i E (J, 2, ... , n); e 

b) diz-se que x 1
, x11, ... , xn é urri conjunto de vetores linear

mente independentes se a1 x1 + ... + Un xn -= O somente se os 
números reais a1, a.!J ... , a.,. forem todos nulos. 

Exemplos: 

6 - Os vetores e, = (1, O) e e, = (O, 1) são linearmente inde
pendentes, pois a1 e1 + a.1 e, = (0J O) só se verifica se a1 = O e 
a1 = O. 

7 - Os vetores e, = (1, O) e x = (2, O) são linearmente depen
dentes, pois -2 e1 

+ x = (O, O).

$ - Os vetores e1 = (1, O, O) e e, = (O, 1, O) são linearmente 
independentes, pois a.1 ei + a, e, == (O, O, O) se, e somente se, 
ai == ai = O. 

9 - Os vetores x = (1, 2), e1 -:- (1, O) e e,

mente dependentes, pois x - ei - 2e1 = O.

(O, 1) são linear-

Definição 6 - Um conjunto de vetores xi, x', ... , xn pertencentes 
a E forma uma Base para E se: 

a) eles são linearmente independentes; e

b) qualquer que seja x E E, existem números reais Ã1, '>.1, . .  •J Â,.
tais que x = À1 x i + Âs x' + .· .. + Ã.n x'\ ou, em outras palavras, 
qualquer vetor de E pode ser expresso como uma "combinação 
linear" dos vetores da base. 

Exemplos: 

10 - Qualquer número real r diferente de zero é uma Base para· 
R, pois, dado !; E R, r = À<; para algum À E. R. 
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li - Sejam e1 = (1, O) e J = (O, 1). Estes vetores formam. uma base para o Espaço Vetorial Rf, pois são linearmente independentes e, dado x = (x,, x,) E R', xi= x1 e, + x, e,. 
12 - Considere-se o Espaçoj Vetorial S do. exemplo 3. Os vetores 

e1 = (1, O, O) e e, = (O, 1, O) formam uma base para S, pois são linearmente independentes e, dado x = (x,, x,, O) E S, x =

= X1 e1 + Xs es.

Definição 7 - Um Espaço Vetorial E é de dimensão finita se ele possui uma Base finita. A dimensão de um Espaço Vetorial de 
1 dimensão finita é o número de vetores de uma base de E.
1 Com relação à Definição 71 cabem algumas observações. Inicial-

mente, existem Espaços Vet9riais que não podem ser gerados a
partir de nenhum conjunto finito de vetores linearmente indepen
dentes. Entretanto, em todos o� casos de interesse para nós, estaremostratando de Espaços de Dimebsão Finita. Uma ·segunda observação é que um Espaço Vetorial p<lde ter várias bases. Entretanto, qualquer que seja a base considerada, pode-se mostrar que o número 
de vetores deve ser o mesmo. !Dessa forma, a definição de dimensão
dada acima independe da base considerada.

Exemplos: 

13 - O Espaço Vetorial Rj é de dimensão 1, pois qualquer base 
de R possui um único elemento.

1 14 - O Espaço Vetorial R' é de dimensão 2, como vimos no exemplo li. 
15 - O Espaço Vetorial S (exemplo 3) é de dimensão 2, pois 

uma base de S contém dois elementos.
16 - Um Espaço Vetorial de dimensão 1, portanto, tem a propriedade de que qualquer el�mento x do Espaço é proporcional a qualquer outro elemento, istollé, dados x E E e y E E, existe a E R tal que x = a y. Por exemplo, seja E = { ( 1, x1) E R': x 1 E R). E é um Espaço 

Vetorial de dimensão 1. GeoÁietricamente, corresponde à linha reta 
representada na figura a seghir.
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E 

Para finalizar esta discussão, seja o Espaço Vetorial RP. É fácil 
ver que-os vetores e1 = (1} O, ... , O), e,= (O> 1, ... , O), .. •:, e1::::: 

= (O, O, ... , 1, ... , O) e e, = (O, O, ... , O, 1) formam uma base 
para este espaço. Logo, R• é um Espaço Vetorial de dimensão p.

A base acima é chamada a base canônica de RP. 

A Definição 8 a seguir procura generalizar a noção de Produto 

Interno. 

Definição 8 - Seja E um Espaço Vetorial. Um Produto Interno 

em E é uma função definida em E x E e com valores em R tal 
que associa ao elemento (x, y) E Ex E um número real que indica. 
remos por < x, y >- Além disto, esta função satisfaz as propriedades: 

a) < X, X > � O para todo x E E;

b) < X, X > == O se, e somente se, x == O;

c) < X, y > = < y, X > para todo x, y E E;

d) < X, y + Z > = < X, y > + < X, Z > para todo X,· y;

z E E; e 

e) < ax, y > = a < x, y > para todo a E R e para todo
x, y E E.

Um Espaço Vetorial com um Produto Interno definido é chamado 
um Espaço (Vetorial) com Produto Interno. Dessa maneira, o Espaço 
Vetorial R• com o Produto Interno Canônico é um Espaço com 
Produto Interno desde que nos certifiquemos de que o Produto 
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Interno Canônico satisfaz as propriedades apresentadas na Definição 8. Note-se que, qualquer ,�uc sej, x E RP: ' 
1! !2 1 f <x,x>c=X1 +x:2 +.1,.+xv �o C <x,x>c=O 

1 se, e somente se, X - o. Além risto,sey E:•, z E R• e a E R: 
< x, y >, - x 1 Y1 + ., .. + x, Y, - Y1 x, + ... +

+ Yv xJ = < Y, X >e

< x, y + z >, = x1 (y1 + ,J) + ... + x, (y, + z,) ,;, .(x, y, +
+ x, y, + ... + x, y,) + (x1 z1 � x, z, + ... + x, z,) = < x, y >, ++tx, z> ,

< a x, Y > e = a X1 ·Y1 r a Xi Yi + • , ._. + a Xp_ Yv =
= a (x, Y1 + x, y, + - .. + x, y,) =a< x, Y >,

A noção de Norma pode tall)bém ser generalizada para os Espaços Vetoriais. 1 1 
Definição 9 - Seja E um Ifspaço Vetorial. Uma norma em E é uma função definida em E Cém valores em R que associa a cada 

1 elemento x E E o número real I lxl 1- Esta função satisfaz as seguintespropriedades:  a) 1 !xi 1 � O, para todo 'f E E;b) 1 !xi 1 = O se, e somen\e se, x = O;e) 1 laxl 1 = iai I lxl 1, pa�a todo a E R e para todo x E E; ed) 1 lx + YI 1 � 1 !xi 1 +11 IYI 1, para todo x, y E E.1(Desigualdade Triangular) ·!
1 Um Espaço Vetorial com µma norma definida é chamado um Espaço Vetorial Normado. De�sa maneira, o Espaço Vetorial RP com a Norma -Euclideana é um Esf>aço Vetorial Normado desde que nos certifique�os de que a Norm1a Euclideana satisfaz as propriedades apresentadas na Definição 9, b que ficará claro a pàrtir do desen-1 . f 1 • vo v1mento ·que aremos a segµir.
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Uma maneira natural de se definir uma Norma em .um Espaço 
com Produto Interno é a seguinte: 1 lxl 1 = v < x, x > para todo
elemento x pertencente ao Espaço. 

A propriedade "a" do Produto Interno garante que a expressão 
acima é bem definida. Além disto, as propriedades "a" e "b" do
Produto Interno garantem que "a" e "b" da Norma são satis
feitas. Seja, agora,ª E R. Então: 1 la xi i = v< a x, a x > = 
= va' < x, x > = lal v< x, x > = lal I lxl I para todo ele
mento x pertencente ao Espaço e, portanto, "c" da Definição 9 se 
verifica. A verificação da Desigualdade Triangular será feita após 
demonstrarmos o teorema que se segue, cujo resultado será extrema
mente útil nos capítulos seguintes·. 

Teorema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Seja E um 
Espaço com Produto Interno e seja a norma de x E E definida da 
seguinte maneira: 1 lxl 1 = v< X, x >- Então, quaisquer que sejam
x, y E E, temos que: I< x, Y >] ,;:;:; \ lxl I I IYI 1-

Além disto, se x # O, 1 < x, y > 1 = 1 lxl I I IYI I se, e somente
se, existe um número real e tal que y == ex.

Prova: 

Se x = O, a igualdade verifica-se, pois < O, y > = O. Se x # O,

seja a E R tal que: 

a= < x, y >

1 \xi I' 
e seja z E E tal que:

Note-se, inicialmente, que: 

< z, x > = < y - a x, X > = < y, X > - a < x, X > = O

Considere-se agora o desenvolvimento: 

11 Y I I' = < Y, Y > = < z + a x, z + a X > = < z, z > +

+ 2 a < z, X> + a' < x, X > = < :, z .> .+ a' < x, X>
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Como < t, z > ), O, segue-se que: 

'< x, y >' 1 IY I I' ), a• < x, x > = -�
I 
�
lx
�
I I
�' -

o que garante ·que:

I< x, Y >I ,;;;;. 1 !xi 1 1 IYI 1 

. Passemos agora à segunda parte do teorema. Suponha-se que 
y = e x para algum e E R. Nesse caso, < x, y > é igual a zero ou 
tem o mesmo sinal .que e} - pois: 

< X, y > = < X, e X > = e < x, X > 

• . Dessa ·maneira, temos dois casos a examinar:

11) se e ), O, 1 1 Y 1 1 li x 1 1 == li ex li li x 1 1 = e li x li' = e< x, x > =

= < ex, x > = < y, x > e=, 1 < y, x > I; e

b) se e < O, 11 Y 11 11 x 11 = 11 ex 11 11 x 11 = 1 e 1 11 x 11' =

= - e l i X li' = - e < x. X > = - < ex, X > = - < Y, .X > =

= 1 < Y, X>/. 

Por outro lado, suponha-se que I IY I 1 1 !xi 1 = 1 < x, y > 1· Então: 

< z, z > = < y - ax, y - ax > = < y, y > - 2a < x, y > + 

+ a2 < x, X> 
• • 

= 11 11' - 2 < x, Y > + < x, Y >
y 

li X li' 11 X 1 14 

= li Y 11' - 2 11 Y 11' + 11 Y li' = o 

11 X 11' =

L_ogo, z -_ y - a x -:- O, o que completa a demonstração.

C. Q. D.

Mostremos, finalmente, que I txl 1 = y < x, x > satisfaz a Desi
gualdade Triangular. Isto completará a demonstração de que 
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V< x, x > é realmente uma norma em E no sentido da Definição 9.
Observe-se que: 

1 1 X+ y II' = < X+ Y, X+ y > = < x, X > + 2 < x, y > + < Y, y > =

= 11 X! I' + 2 < x, y > + 11 y 11' :'( 1 1 X! 1· + 2 1 1 X 1 1 11 y 11 + 1 1 y I I' =
= (j I X 1 / + 1 1 Y / /)' 

Logo, / /x + Y/ 1 :'( 1 1-<I 1 + 1 IYI 1·
Para complementar o entendimentO da Desigualdade Triangular, 

mostraremos ainda que: 
a) se x # O, 1 /x + y/ 1 =' 1 /xi 1 + 1 /y/ 1 se, e somente se,

existe um número real não-negativo e tal que y '== ex; e 

b) 1 1 /x/ / - / /y/ 1 1 :'( 1 /x ± y/ /, para todo x, y E E.

Demonstremos a afirmativa "a". Note-se que:

11 x + y I I' = < x + Y, x + y > = 1 1 x 11' + 2 < x, y > + 11 y / I'

e: 

(11 x 11 + 11 Y I ll' = 11 x 11' + 2 11 x 11 1 1 Y 1 1 + 11 Y I I' 
Portanto, a igualdade das duas expressões acima ocorre se, e so

mente se, 1 /xi I I IYI 1 = < x, y >· Da demonstração da Desigual
dade de Cauchy-Schwarz concluímos que y = ex, para algum e )': O.

e: 

Demonstremos agOra a afirmativa "b". Dados x, y E E: 

1 /xi 1 = 1 /x + Y - Y/ i :'( 1 /x + Y/ 1 + 1 /yj 1 

1 /YI 1 = 1 /y + x - x/ ' ,'( 1 /x + Y/ 1 + 1 /xi 1 

Segue-se que 1 1 /xi 1 - 1 /y/ 1 1 :'( 1 /x + y/ /. Substituindo-se
y por -y, obtém-se a outra parte da desigualdade. 

A partir de agora, quando falarmos ein Desigualdade Triangu
lar estaremos nos referindo a uma das seguintes relações: 1 1 j x [ 1 -
- 1 /YI 1 1 :'( 1 /x ± y/ 1 :'( 1 /x! 1 + 1 IYI 1, para todo x, y E E.

O leitor _atento terá percebido,. a esta altura, que a Norma Eucli
deana em R• (Definição 3) satisfaz as quatro propriedades da 
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Definição 9, uma vez que ela é induzida pelo produto interno canô
nico em RP, isto é:

l xl=.v<x,x >,

(Observação: a partir de agbra omitiremos o subscrito e quando
nos referirmos ao Produto Interno Canônico. A menos que expli
citamente mencionado, o único Produto Interno que .consideraremos 
em· RP é o Produto Interno Canônico e, portanto, utilizaremos a·
notação < x, y > para indicá-lo.) 

A Norma Euclideana não é a única que pode ser definida em R11, 

pois existem pelo menos duas outras bastante utilizadas. Passaremos
a considerá-las com algum detalhe, uma vez que elas são operacio
nalmellte mais simples do que J Norma Euclideana e são equivalentes
a ela num sentido que tornarJmos mais preciso a seguir .

. a) A Norma do Máximo associa a cada elemento x E RP o nú
mero real:

onde max {lx1 1, lxlll• ... , jx
p
l} é o maior dos números reais perten

centes ao conjunto (lx,I, ... , lx,I), Por exemplo, dado x = (11, -2) E R':• 
1 

lxlM = max (Ili, 1- 21) = l-21 = 2

Mostrerrios agora que lx IM é realmente uma narina, isto é, dado
x E RP, lx [M satisfaz a Definição 9.

i) lxlM = max (lx,I, ... , lx,I} � lx,I � O, para todo i E (1,
2, "., p).

ii). lxlM = O se, e somente lse, x = O, pois lx,I = O se, e somentese, x, = O para todo , E (1, 2, ... , p).

iii) Dado a E R, laxlM = max (lax,I, ... , lax,I} = lal lxlM,uma vez que, se laxlM = laxk j para algum k E (1, 2, ... , p), então,
se a # O, laxkl � lax,I se, e somente se, hl � lx,I para todo
i E (1, 2, ... , p). Se a = O, é claro que l«xlM = lal lxlM•
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iv) Dado y E R•, segue-se que lx + YIM = max {lx, + y,J, - .. ,
... , lx. + Y.I} = lxk + y,I para algum k E (1, 2, ... , p). Como 
a função valor absoluto satisfaz a desigualdade triangular, segue-se 
que lx + Y!M = lxk + y,I ,;;; lx,cl + IYkl ,;;; max {lx,I, ... , lx,IJ' +
+ max {IY,I, IY,I, ... , IY.ll = lxlM + IYIM, o que conclui a demons
tração. 

b) A Norma da Soma associa a cada elemento x E RP o número 
real: 

]x], = ]x,] + ]x,I + ... ·+ Jx.l 

Deixamos a cargo do leitor a verificação de que lxl8 
é realmente 

uma norma em RP. 
Para encerrar esta seção demonstraremos algumas desigualdades 

válidas para as três normas que vimos considerando. É com base 
nesta desigualdade que, na seção seguinte, demonstraremos a equi
valência das três normas. 

Teorema 2 - Dado x ·E RP, temos que:

Prova: 

Suponha-se que lx,] = max {]x,], ... , lx.]}, onde k é um número 
natural pertencente ao conjunto {J, 2, ... , p}. Então: 

[x[t = xf,;;; xf + x; + ... + xi+ . . . + x! = [x[' ,( ([x,[' +

+ /x,[' + . . . + [xk[' + . . . + [x.[') + (/x,[ /x,[ + /x,f [x,[ +

+ ...... + /xk-1/ /xk[ + [xd /xk-1/ + ...... + [x._,[ lx./ + 

+ /x.[ /x._,/) = (/x,/ + /x,/ + ... + [xk/ + ... + /x.l)' = /x[� 

Finalmente, lxl8 = lx,I + lx,I + ... + hl ,;;; p lx,] = p ]xlM•

C. Q. D.
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II. 2 - Conjuntos Abe,tos, Fechados, Compactos e
Conexos 

Para chegarmos às importanles noções de limites e continuidade necessitamos conhecer a estrutura de certos conjuntos no Espaço Euclideano R• (a partir de agora nos referiremos a este espaçosimplesmente como RP). Nest<l: seção estudaremos aqu�Ies c?njuntose as suas propriedades que serão de interesse nos demais capítulos. Convém observar que as definições serão introduzidas na sua versão específica para RP. Entretanto, quase todas elas ·se estendem -com pequenas modificações - ipara os. Espaços Métricos. A exceção mais importante, no caso, refefe-se aos Conjuntos Compactos} cujadefinição específica para o R� não pode ser generalizada para os
'Espaços Métricos, e tal generali
1i
zação envolve mudanças substanciais. 

II. 2 .1 - Conjuntos Abertlos e Conjuntos Fechados
1 

Definição 10 Seja x E R•le seja r E R, r > O:

a) chama-se uma Bola Abe ta com centro em x e raio r ao con•
1 junto: 

B (x, r) = {y E R•:. \x - y\ < r}
b) chama-se uma Bola Fechada com centro em x e raio r aoconjunto: 

B[x, r] = {y � R•: \x - y\ ,( r)

e) chama-se uma Esfera cob centro em x e com raio r ao con•junto: 
S[x, r] R•: \x - y\ r)



A noção de bola, principalmente de Bola Aberta, é fundamental 

para o desenvolvimento da Estrutura Topológica do RP (e, em geral, 

dos Espaços Métricos) . Em vista disto, vamos nos deter por alguns 

instantes para apresentarmos alguns exemplos de bolas e, em seguida, 

as definições das bolas segundo as normas do máximo e da :soma, 

verificando as relações que se estabelecem entre elas. 

Exemplos: 

17 - Dados x E R' e r = 1: 

B (x, 1) = {y 'E R•: jx - yj < I} 

{y E R•: (x, - y,) • + (x, - y,) • < 1) 

Geometricamente, a Bola Aberta em R,t é o interior do círculo 

de centro em x e raio J.

X 
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18 - Dados x E. R' e r = 1: 

S [x, 1] = {y E R': [x - y[ = 1) 

Geometricamente, a Esfera é o bordo da Bola Aberta. 

19 - Finalmente, dados x E R' e r = J: 

B [x, 1] = {y E R•: [x - y[ ,;;;; 1) = B (x, 1) v S [x, 1] 

20 - Vejamos agora a que se reduz uma Bola Aberta em R. 

Sejam x E R e r E R, r > O. Então: 

B (x, r) = (y E R: [x - y[ < r) = {Y E R: x - r < y < x + r) 

Geometricamente, B (x, r) está representada pelo conjunto de 

todos os pontos que estão entre x - r e x + r na figura a seguir. 

B (x, r) 

X - r X x+r 

Aproveitando_ o exemplo 20, definiremos formalmente os Intervalos

em R. Sejam a, b E R e a < b. Então, os Intervalos de extremos 

a e b são: 

a) Intervalo Aberto: (a, b) = { x E R: a < x < b);

b) Intervalo Fechado: [a, b] = {x E R: a ,;;;; x ,;;;; b);

e) Intervalo Fechado à Esquerda: [a, b) = (x E R: a,;;;; x < b); e
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d) Intervalo Fechado à Direita: (a, b] = {x E R: a < x ,:;; b},

Além destes quatro intervalos - que são conjuntos limitados em 
R -, podem ser definidos intervalos que não são limitados: 

e) Semi-Reta Esquerda Fechada: (_:_oo, b] = {x E R: x ,:;; b);

f) Semi-Reta Esquerda Aberta: (-oo, b) = {x E R: x < b);

g) Semi-Reta Direita Fechada: [a, +oo) = {x E R: x ·;;,, a);

h) Semi-Reta Direita Aberta: (a, oo) = {x E R: x > a); e

i) Reta: (-oo, +oc) = R.

Pelo que acabamos de ver no exemplo 20, uma Bola Aberta de 
centro em x E R e raio r > O é o intervalo aberto (x - r, x + r) J 

Da mesma forma, uma Bola Fechada de centro em x E R e raio 
r > O é o intervalo fechado [x - r, x + r] e a Esfera S [x, r] é o· 
conjunto {x - r, x + r).

Examinemos agora as definições de Bola segundo as normas da 
soma e do máximo: 

a) Bola Aberta do Mdximo. Dados x E R• e r E R, r > O, a
Bola Aberta do Mdximo é o conjunto: 

BM (x, r) = {y E RP: Jx - Y!u < r) 

b) Bola Aberta da Soma. Dados x E R• e r E R, r > O, a
Bola Aberta da Soma é o conjunto: 

B8 (x,·r) = (y E R•: Jx - Yls < r) 
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É fácil ver· que as Bolas Abertas do Máximo e da Soma de centro 
em x E R1 e raio r têm a seguinte representação geométrica:

Bola aberta do máximo 

Bola aberta da soma. 
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Além disto, vale a seguinte relação entre as. três bolas: dados 
x E R• e r E R, r > O: 

BM (x, r/p) e::: B8 (x, r) e::: B (x, r) e::: BM (x,. r) (2) 

Esta relação pode ser demonstrada a partir do Teorema 2 deste 
capítulo. Tomando x = (O, O), r = 1, a relação (2) adquire a 
seguinte configuração em R': 

-1

1/2 

Definição 11 - Um Conjunto A e::: R• é um Con/unto Aberto 

em RP se para todo elemento a E A existe um número real r, r > O, 
tal que. 13 (a, r) e::: A. 

Em outras palavras, A e::: R• é aberto em R• se todo elemento 
de A é centro de alguma bola aberta totalmente.contida.em A. Note-
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se, portanto, que para ser abbrto um conjunto A deve "permitir" 
que tracemos, a partir de cada um dos seus pontos, uma bola aberta 
que esteja totalmente no conjunto A. Veja-se os diagramas a seguir: 
o conjunto A é aberto e o conjunto B não é àberto.

1 

B 

A é o conjunto delimitado pela linha pontilhada, porém não 
incluindo a linha. É fácil ver que de qualquer elemento de A pode
mos traçar uma bola contida em A. Por outro lado, como o conjunto 
B inclui toda a sua borda, ele não é aberto, pois não podemos 
traçar uma bola totalmente contida em B de um ponto como y E B.

Examinemos alguns exem�los de conjuntos abertos. 

Exemplos: 

21 - O exemplo mais importante de conjunto aberto em R são 
os intervalos abertos. Assim, 1se a < b, o intervalo (a, b) é aberto
em R, pois se x. E (a, b), então a Bola Aberta B (x, r), onde r é 
o menor dos números lx - a'j e ]x - bl, está totalmente contida em
(a, b), como pode ser ilust�ado pela figura a seguir.

a x-(b-x) 
1 

Mais formalmente, se y E B (x, r), então: 

1� - xf < r 
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Donde temos que: 

!Y - x! < !x - b! e !Y - x! < !x - a[

o que implica que a < y < b, ou seja, y E (a, b).

22 - Dados ainda a < b em R, é fácil ver que o intervalo (a, b]

não é aberto em R, pois ·qualquer bola aberta com centro no ponto b 
não está totalmente contida em (a, b]. 

23 - R• é um conjunto aberto, pois, para qualquer x E R•, 
B (x, J) e R•. 

24 - cp é um Conjunto Aberto em RP, pois caso contrário deveria 
existir um elemento (! !) em cp que não é centro de nenhuma bola 
totalmente contida em cp. 

25 - Sejam x E R• e r E R, r > O. A Bola Aberta B (x, r) é 
um Conjunto Aberto em RP. Para provarmos isto devemos mostrar 
que, dado y E B (x, r), existe uma Bola Aberta de raio r1 E R, r1 > O, 
com centro em y totalmente contida em B (x, r). A figura a seguir 
nos auxiliará a encontrar um· número real para ser o raio da 
Bola Aberta. 

• 
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A figura sugere que, se tomarmos r, = r - lx - YI, a bola B (y, r,) 
estará totalmente contida em B (x, r) . Verifiquemos isto. Seja 
z E B (y, r,) e considere-se: 

lz - xi = lz - Y + Y - xi � lz - YI + IY - xi 

onde fizemos uso · da desigualdade . triangular para obter o último 
resultado. Note-se agora que z E B (y, r1) e, portanto, lz - YI < r,. 

• Segue-se, portanto, que:

lz - xi,< r, + IY - xi r 

Logo, z E B (x, r). 

26 :_ O conjunto A := {x E R': x1 > O e x, > O} é aberto 
em R•, pois, dado z = (z,, z,) E A, a bola aberta B (z, r), onde r
é o menor dos números reais z1 e z,, está totalmente contida em A.

Para entendermos o q�é,_deu origem a esta escolha de r, vejamos
a figura a seguir e, em _seguida, demonstremos que B (z, r) e:: A . 

• 

Se y = (y,, y,) E B (z, r), então: 

IY '-- zl < z, e IY - zl < z, 
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Além disto: 

Logo: 

-Z1 < Y1 - Z1 < Z1 

-zil ·< ·y2 - z! < z, 

donde obtém-se que y, > O e y, > O.

27 - O conjunto X = ( (x,, x,) E R:: x1 x, ), 1) não é aberto 
em Rt, pois não existe nenhuma bola aberta de centro no ponto 

(1, 1) contida em X. 

28 - O conjunto X = ( (z,, z,) E R:: z1 z, > 1) é aberto em 
R!. Para mostrar isto utilizaremos a figura a seguir, onde X' é o 

conjunto ( (x,, x,) E R:: x1 x, = 1 ). 

'2 

Dado z = (z,, z,) E X, seja x 
·X1 < Z1. f 'Xs < z,. 

l
z 

1 
1 
1 
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Por exemplo, o ponto: 

2z,
)' z1z.e+l 

tem essa propriedade. 

Consideremos a bola aberta B (z, r), onde M mm {z, - x,,

z, - x,).
Se y E B (z, r), então: 

Jy, - z,I ¾ IY - zJ < Z. - x,

isto é: 

! = J, 2 

Daí concluímos que: 

y, y, > y, x, > x, x, = 1 

o que significa que B (z, r) e:: X. Com isto mostramos que o con-
junto X é aberto em R'.

Passemos agora às propriedades dos Conjuntos Abertos. 

Teorema 3 (Propriedades dos Conjuntos Abertos): 
1 

a) <p e RP são abertos em RP;

b) se A e .B são conjuntos abertos em
conjunto aberto em RPj e 

RP, então A r-.. B é um 

e) qualquer reunião de conjuntos abertos em RP é um conjunto
aberto em RP, 

Prova: 

a) Já mostramos (exemplos 23 e 24) que </> e R• são abertos.
b) Seja x E A 0. B (se A 0. B = </>, não há o que provar).

Temos que: 

- como A é aberto em RP, existe rA. > O, tal que B (x, rA) e: A; e

- como B é aberto em RP, existe rB > O, tal que B (x, rR) e:: B.
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Tomemos r == min {rA, r8 }. Então, B (x, r) e:: A e B (x, r) e:: B, 

ou seja B (x, r) e A " B, o que mostra que A " B é aberto 
em R11• 

e) Seja S um conjunto qualquer, S "i"' ,i,, e para cada s E S seja A,

um conjunto aberto. Indiquemos por: 

a reunião dos conjuntos A,. 

A= V A, 
sE.S 

Mostremos que A é aberto. Ora, ,se x E A, existe um s E S tal 
que x E A,. Como A, é aberto em R•, B (x, r) e A, p�ra algum
real r > O e, portanto, B (x, r) e A. 

C. Q. D.

Corolário: Dados n E N e os conjuntos abertos em RP, A lJ 

A1, • . •  , A n, então t\ A i é um conjunto aberto. 
i=l 

A demonstração desse Corolário pode ser feita pelo Princípio da 
Indução. Um aspecto que, entretanto, deve ser esclarecido é que 
uma interseção infinita de conjuntos abertos pode não ser um con
junto aberto, como mostra o exemplo a ·seguir. Sejam An ==

= {x E R: x > -1 e x < 1/n), para todo n E N. 
ro 

Pode ser verificado que " A, = (-1, O], que não é aberto 
i-- 1 

em R, apesar de cada A n- ser aberto em R. 

Mostraremos agora um resultado importante sobre a Estrutura 

dos Conjuntos Abertos em R. 

Teorema 4 (Estrutura dos Conjuntos Abertos em R) - Um con
junto não-vazio A e:: R é aberto se, e somente se, A é uma união 
contável de intervalos abertos dois a dois disjuntos. Além disto, este 
conjunto de intervalos é único. 

Prova: 

Se A e:: R é uma união contável de inter.valos abertos, claramente 
A é aberto. 



Suponha-se, por outro lado, que A é aberto. Seja x E A e seja I. a 
união de todos os intervalos abertos contidos em A e que contém x.

Verifiquemos, inicialmente, que /0 
é um intervalo aberto. Sejam a =

= inf I.r, b = sup Ia; e considere-se o intervalo (a, b) - note-se que, se 
l

o, 
não é limitado inferiormente, o intervalo (a1 b) é a semi-reta es

querda aberta; se 1/JJ não é limitado superiormente, então (a, b) é a 
semi-reta direita aberta; e, se lifJ não é limitado inferiormente e supe
riormente, (a, b) = R. Note-se ainda que I, e (a, b) . Além disto, se 
z E (a, b), existem v E J, e v' E J, tais que v < z < v', pois 
a = inf l{IJ e b = sup· l:r , Como v E l

1r
, existe um intervalo aberto, 

(a,, bv) e A, tal que v E (av; bv) e X E (a,, bv) . Da mesma maneira, 
existe um intervalo aberto, (av ,, bv,) e= A, tal que v1 E (av,1 bv,) e 
X E (av ,, b,,) . 

Destas· observações concluímos que av < z < bv'· Então, se 
z < bw z E l:JJ. Se, no entanto, z ::::;; bv, então av, < z < bv,. (pois 
av, < bv, uma vez que x € (av, bv) e· x E (a

11
,, b

v
,) e, portanto, 

z E /,. Em conclusão, I, = , (a, b) . 

Sejam, agora, x E A, y E A e suponha-se que z E J, " I,. Então, 
z E J, = (a,, b,) e z E I, = (a,, b,). Temos então que a, < b., 
ª"' < b

11
, a

11 
� A e a/1,) \i1: A, pois, se a

11 
E A, existe E > O tal que 

y E (a, - E, b,) :::, I,. Logo, a, I" (a., b,) e, da mesma maneira, 
a� i;e (a

11
, b

11
), donde se obtém que ª

u 
� a/JJ e aa; ::S; a

11
•

Um argumento semelhante mostra qtie ba; = b
11

• Assim, dados x 
e y, ou /31 r-... 1

11 
= r.p ou 1/JJ == 1

11
• 

É fácil ver que A = V I,. Para verificar que a coleção é contável, 
,EA 

notemos que, dado o intervalo l
v 

existe um número racional r E la;. 
Cada l:x está, portanto, associado com um único número racional e, 
como o conjunto dos racionais é enumerável, segue-se que a coleção 
Ia; é finita. ou enumerável. 

Falta-nos mostrar apenas a unicidade desta decomposição. Seja J

uma família de intervalos abertos dois a dois disjuntos tais que 
A = v J. Se (a, b) E J e se a E A, então existe (e, à) E J tal que 
a E (e, d). Ora, mas então (a, b) r. (e, d) ,,t,, <f,, o que contradiz o fato 
de que J é uma coleção de intervalos disjuntos dois a dois. Logo, 
a \< A e também b i! A. Dado x E (a, b), segue-se que (a, b) e I,, 
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pois l
;i; 

é a união de todos os ab�rtos contidos em A que contéffi x. 
Note-se ainda que, se I;i; 

== (a
$
, b:c), a

m 
\i:!: A e b

:c 
� A e, em conse

qüência, a== a
,x;
, b = b

fC
. Acabamos ãssim de mostrar que J e: J, onde 

I é a família de intervalos inicial. 
Suponha-se agora que (a,, b,) E I e que (a,, b,) \l J. Então, 

x E A e x \l v J '= A. Esta contradição mostra que I = J.

C. Q. D.
Para finalizar a discussão dos conjuntos abertos, convém salientar 

que a definição que apresentamos não depende da norma utilizada. 
Recordando a relação (2) que estabelecemos entre as bolas da soma, 
do máximo e Euclideana, fica bem claro que um conjunto é aberto 
em RP por uma das normas se, e somente se, ele também for aberto 
pelas outras duas normas. Este é o sentido em que .dissemos que 
as três normas eram equivalentes: elas determinam os mesmos con
juntos abertos em RP. Como todas as noções de limite que estuda
remos baseiam-se, de uma forma ou de outra, na de conjunto aberto, 
esta equivalência das normas torna-se importante em todos os desen
volvimentos que faremos. Convém advertir ao leitor que a partir 
de agora utilizaremos esta equivalência sem mencioná-la explicita
mente. 

Definição 12 - Um conjunto F e RP é fechado em RP se CF é 
aberto em RP. 

Exemplos: 

29 - O intervalo [O, JJ é um conjnnto fechado, pois o e [O, I] é o 
conjunto: 

que é uma reunião de dois conjuntos abertos em R. 

30 - A semi-reta esquerda fechada (-oo, b], b E R, é um con
junto fechado, pois: 

c(-oo, b] _ (b, +oo) 
é um conjunto aberto em R.
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31 - Dados a, b E R, a < b, o intervalo (a, b] não é fechado 
em R. Vimos no exemplo 22 que ele também não é aberto em R.

Dessa maneira, fica claro que existem conjuntos que não são abertos 

nem fechados, isto é, se B é um conjunto, as afirmativas "B não 

é aberto e B não é fechado" não determinam necessariamente uma

contradição. 

32 - Dados x E R• e r E R .. r > o, a bola fechada B [x, r] é um 
conjunto fechado em R•. Mostremos que e B [x, r] é aberto em R•: 

Cn [x, r] = {y E R•: ]y x] > r)

Seja z E e B [x, r] e seja B (z, r,), r1 = ]x - z] - r.

Se p E B (z, r,), então temos que: 
]z - xi :sÇ ]z - PI + IP - xi < I• - xi - r + IP - xi 

ou seja: 

IP - x\ > r 

o que significa que p E e B [ x, r]. Portanto, B [x, r] é fechado em R•.
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33 - q, e R• são conjuntos fechados, pois e q, = R• é aberto e

e R• = q, também é aberto. O fato de que estes conjuntos sejam

ao mesmo tempo abertos e fechados pode causar certa preocupação, 
pois pode parecer que existem outros conj1:ntos que também são 
abertos é fechados. Demonstraremos mais à frente que isto. não 
ocorre. cp e Rr> são os únicos conjuntos que são simultaneamente 
abertos e fechados em RP. 

34 - O conjunto R'_ é fechado, pois CR'_ = { (x, y) E R:: x > O 
e y > O) v { (x, y) E R': x > O e y < O) v { (x, y) E R': x < O,

y > O) é aberto em R'.
\ 

35 - O conjunto y = { (x, y) E R:: xy ,( 1) é um conjunto

fechado em R', pois e y = ( (x, y) E R�: xy > 1) v { (x, y) E R'i 
x < O) v { (x, y) E R': x > O e y < O) é um conjunto aberto.
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Teorema 5 (Propriedades dos Conjuntos Fechados) : 

a) </> e R• são conjuntos fechados em R•;

b) se F e G são conjuntos fechados em R•, F v G é um con
junto fechado em R•; e 

c) qualquer interseção de conjuntos fechados é um conjunto
fechado. 

A demonstração dos itens "b" e "e" deste teorema é uma conse
qüência das leis de De Morgan e das propriedades dos conjuntos 

abertos. Observe-se, entretanto, que a formulação que fizemos das 

leis de De Morgan não inclui o caso "e" acima. Entretanto, a de

monstração dada, na verdade, vale para qualquer coleção de con

juntos. 

Coroldrio - Dado n E N e dados os conjuntos fechados em R•, 
n 

F11 F2, ... , Fn, então ,_; F1. é um conjunto fechado em RP. 

A prova deste corolário pode ser feita utilizando-se o Princípio 

da Indução. Observe-se, entretanto, que uma união arbitrária de 

conjuntos fechados pode não ser um conjunto fechado, pois um 

conjunto qualquer é a união de todos os seus elementos, e um 

conjunto que contém um unico elemento é fechado. 

II. 2. 2 - Vizinhança, Interior, Fronteira, Fecho e Conjunto
Derivado 

Definição 13 - Seja x E R•. Diz-se que A e:: R• é uma Vizinhança 

de x se A contém uma bola aberta que contém x. 

Exemplos: 

36 - O intervalo [O, 1] é uma vizinhança de x = 1 /2, pois contém 

uma bola aberta - por exemplo, (1/3, 2/3) - que contém x. Na 

verdade, [O, 1] é uma vizinhança de qualquer elemento. pertencente 

a (O, 1) . Entretanto, ele não é uma vizinhança· nem de 1 nem de O. 
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37 - Seja x E R' e seja B (x, r), r E R, r > O. B (x, r) é uma 

vizinhança de x. 

Note-se que ao definir Vizinhança poderíamos simplesmente dizer 

que A e= RP é uma vizinhança de x E RP se, e somente se, A contém 

um conjunto aberto que contém x. Isto porque A contém uma bola 

aberta que contém x se, e somente se, A contém um conjunto aberto 

que contém x.

O fato acima pode ser bastante útil em certos casos em que não 

estamos interessados em trabalhar com a rigidez imposta pelas bolas. 

Além disto, em muitos casos é mais fácil provar que um conjunto 

contém um conjunto aberto do que provar que ele contém uma 

bola aberta. 

Descrevemos a seguir uma outra observação útil com relação ao 

conceito de vizinhança. Suponha-se que um certo ponto x seja defini

do em função de uma propriedade P da qual gozam todas as vizinhan

ças de x. Ora, já vimos no exemplo 37 que todas as bolas de centro x

e raio r > O gozam desta propriedade. O mais interessante é que, 

se todas as bolas de centro x e raio r > O gozam da propriedade P,

então toda vizinhança de x goza de P. Suponha-se que toda bola 

de centro x e raio r > O goza de Peque existe uma.vizinhança de x

que não goza da propriedade P. Isto, no entanto, não pode ocorrer, 

pois podemos traçar uma bola de centro x contida nesta vizinhança 

que contém x. 

O que esta última observação nos garante é que, se todas as 

vizinhanças com as quais trabalhamos forein bolas, não estarémos 

perdendo em generalidade. Entretanto, o fato de trabalharmos exclu

sivamente com bolas pode dificultar - como dissemos acima - des• 

necesSariamente certas demonstrações. O conceito de vizinhança nos 

permite uma grande flexibilidade em sua utilização, mas fica a 

nosso critério que tipo de vizinhança considerar em um problema 

dado. Estas idéias poderão ser melhor apreciadas quando apresentar

mos as demais definições desta seção. 
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Definição 14 ,- x E R' é um Ponto Interior de A e R• se A é

uma vizinhança de x
) 

isto é, se A contém uma bola aberta que 
contém x.

A 

Chama-se interior A) indica-se Â ou int A, ao conjunto de todos 
os pontos interiores de A.

Exemplos: 

38 - Seja I = [O, 1]. Pelo que vimos no exemplo 36, I é uma
vizinhança de todos os pontos que pertencem a (O, J) . Logo, 

j (O, J) . 

39 - O conjunto X= { (x,, x,)· E R•: x1 = O e x, ;,, O) passm
interior vazio. Veja-se a figura a seguir e a argumentação que se 
segue. 

Seja p = (O, p,) E X e' seja B (p, r), r > O. O ponto Z =

= (r/2; p,) E B (p, r) não pertence a X. Como per são arbitrários, 

x = </>·
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X 

p 

40 - O conjunto X= { (x,, x,, x,) E R': x1 = O e x, + x, :( 1)

possui interior vazio. Seja p = (O, p,, p,) E X e seja B (P, x), r > O: 

Porém, IP - YI = r/2 < r.

Para encerrar a nossa discussão sobre interior de um conjunto, 

façamos algumas observações: 

a) dado A e R•, é sempre verdade que Á e A;

b) se A e: RP é aberto, então A = l, pois ou A = cp ou então,

se x E A, existe B (x, r) e A, r > O, seguindo-se disto que x E A; e 
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c) dado A e:: RP, Ã é um conjunto aberto em RP, o que decorre
imediatamente da definição de ponto interior, e dessa maneira
podemos dizer que A e:: Rv é aberto em RP se, e somente se

} 
A == Ã. 

Definição 15 - x E R• é um Ponto de Fronteira de A e:: R• se 

toda vizinhança de X contém urn ponto em A e um ponto em e A.

Chama-se fronteira de A, in�ica-se Fr A, ao conjunto de todos os 
pontos de fronteira de A.

Exemplos: 

41 - A fronteira dos conjuntos [O, 1] e (O, 1) é o conjunto {O, 1).

42 - Dado o conjunto X do exemplo 39, temos que Fr X = X. 
Vejamos isto: a) X e:: Fr X segue-se do mesmo argumento que 
mostrou que X = 4>; e b) Fr X e:: X também é verdade, pois, se 

x E e X, então x não pode ser ponto de Fr X, pois e X é aberto

em RP, isto é, se X E e X, existe uma bola de centro X totalmente

contida em e X e, portanto, X \e Fr X.

1 

1 43 - Dadas as bolas B (x, �) e:: RP e B [x, r] e:: RP, a fronteira 
de ambas é o conjunto S [x, 1 r] e:: R•-

' 
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Observações com relação à fronteira de um conjunto A e R•: 
a) A° r- Fr A = <f,, pois, se x E Fr A, toda bola de centro em x

contém elementos do e A. Logo, X ló Â. 
b) De "a" e da observação "c" sobre interior de um conjunto,

segue-se que A é aberto se, e somente se, A n Fr A == cp. 
e) De C(b" acima segue-se que F e: Rv é fechado se, e somente

se, Fr F e F. Isto porque e F é aberto se, e somente se, e F r-
r- (Fr CJ/) = <f,. Como Fr CF = Fr F, temos que CF r-Fr F = <f,,
donde Fr F e: F.

d) O resultado "c" nos permite afirmar que o conjunto X do
exemplo 39 é um conjunto fechado. 

e) Finalmente, observe-se que, dados y E R• e A e: R•, existem
três possibilidades que se excluem mutuamente: y E Á ou y E Fr A 
ou y pertence ao interior do e A.

Já mostramos que as duas primeiras excluem-se mutuamente. 
Seja y pertencente ao interior de e A. Claramente, y ló A°. Além 
disto, existe um número real r > O tal que B (y, r) e: cA. Por
tanto, y ló Fr CA = Fr A.

Definição 16· - x E R• é um Ponto de Acumulação de A e: R• 
se toda vizinhança de x contém pelo menos um ponto de A que é 
diferente de x.

Chama-se Conjunto Derivado, indica-se A', ao conjunto dos pontos 

de acumulação de A.

Exemplos: 

44 - Dados os intervalos [O, 1] e (O, 1), qualquer ponto em [O, 1]
é ponto de acumulação de ambos. 
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45 - Sejam B = [2, 3] e A = B 'J {5)- Todo elemento de B é 
ponto de acumulação de A, porém o elemento 5 não é ponto de 
acumulação de A, pois existem vizinhanças de 5 cujo único elemento 
de A que elas contêm é o pníprio 5. 

Quando x E A e:: RP não é ponto de acumulação de A, dizemos 

que x é um Ponto Isolado. 

46 - O conjunto (1, 2, 3, 4) não possui pontos de acumulação. 
Todos os seus elementos são ipontos isolados. Se x � {l} 2, 3, 4}, 
qualquer bola B (x, r), onde r = min {II - xi, 12 - xi, 13 - xi, 
14 - xi), é tal que B (x, r) n (1, 2, 3, 4) = q,. 

Definição 17 -=- Chama-se fecho de A c::: RP, indica-se A, ao con

junto A = A 'J A'. 

O fecho dos conjuntos (O, 1) é o conjunto [O, 1]. O fecho do 
conjunto A do exemplo 45 é o próprio conjunto A. 

Teorema 6 - Um conjunto F e: RP é fechado se, e somente 
se, F' e F. 

Prova: 

Suponha-se que F é fechado. Suponha-se também, por absurdo, 

que existe y E F' tal que y <t :F. Então, y E e F, que é aberto. Logo,

existe um número real r > O tal que B (y, r) e:: e F, o que con

tradiz a hipótese de que y E F'. Logo, se y E F', y E F, isto é, F' e: F.

Suponha-se, por outro ladó, que F' e: F e mostremos que e F é

aberto. Se X E e F, então X "' F'. Então, existe B (x, r) e:: e F, r > o.

Logo, e F é aberto.

C. Q. D.

Corolário: F e:: RP é fechado se, e somente se, F ·= F. 

Prova: 

Do teorema acima segue-�e que F é fechado se, e somente se, 
F = F 'J F'. 
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II. 2. 3 - O Teorema de Bolzano-Weierstrass

Uma questão importante em alguns casos é assegurar a existência
de pontos de acumulação para um conjunto: Já vimos no exemplo 
46 que é possível que um conjunto não possua pontos de acumulação, 
Na verdade, o argumento utilizado para garantir que o conjunto 
(1, 2, 3, 4) não possui pontos de acumulação pode ser generalizado 
para provar que um conjunto finito não possui pontos de acl!mu
lação, Entretanto, existem conjuntos infinitos que também não pos
suem pontos de acumulação, como é o caso de: 

B = {x E R: x = n•, n EN) = (1, 4, 9, 16 ...... ) 

Examinemos o conjunto B com um pouco mais de cuidado. Pri
meiro, convençamo-nos de que B é realmente um conjunto infinito. 
Além disto, note-se que: 

a) se x E B, x não é ponto de acumulação de B, pois uma bola
de centro cm x e raio 1 não contém elementos de B diferentes de x 
(a menor distância entre dois elementos quaisquer de B é 3, como 
se verifica por meio de um cálculo simples) ; e 

b) se x \l: B, e x > 1, seja n E N o maior inteiro tal que:

n < yx < n + 1 

ou seja: 

n• < x < (n + 1) ' 

Portanto, não existem x1 E B e x2 E B tais que: 

n' < x1 < x < x, < (n + 1) • 

pois, caso isto se verificasse, ex1st1nam m E N e p E N tais que 
x1 == m2 e x

2 
p2, donde: 

n < m < yx < p < (n + 1) 

o que contradiz a nossa escolha de n. Portanto, dado x � O, x � B, a
bola aberta de centro x e raio r = min {ln' - xi, 1 (n + 1)' - xi}
não contém elementos de B.
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Finalmente, é claro que x < 1 não pode ser ponto de acumu
lação de B.

Esta discussão chama a atenção para alguns aspectos importantes: 
primeiro, existem conjuntos que não possuem pontos de acumulação; 
segundo, dentre estes conjuntos estão certamente incluídos todos os 
conjuntos finitos; e, terceiro, dentre os conjuntos infinitos também 
existem conjuntos que não possuem pontos de acumulação. 

O Teorema de Bolzano-Weierstrass, que demonstraremos a seguir, 
garante que conjuntos infi9itos e limitados possuem pelo menos 
um ponto de acumulação. o/ leitor terá percebido que B não é um 
conjunto limitado de números reais. 

Antes de apresentarmos o teorema precisamos generalizar a defi
nição de conjunto limitado - já apresentada para conjuntos de 
números reais - para subconjuntos de RP. 

Definição 18 - Um conjunto X e R• é um Conjunto Limitado

se existe a E R• e um número real r > O tal que X e B (a, r) . 
Observemos que à definição acima exige que a bola seja aberta. 

Isto é obviamente desnecessário: X é limitado se está contido em 
alguma bola. Além disto, tenho em vista as considerações que fizemos 
sobre as três normas c_onsid�radas para RP, é irrelevante se a bola 
acima é definida na norma euclideana, do máximo ou da soma. 
Finalmente, se X está contido numa bola de centro em a e raio r, X 
certamente estará contido em alguma bola de centro na origem. 

Exemplos: 

47 - Dados os números reais positivos p1J Ps e m, o conjunto 
B = { (x,, x,) E R�: p, x, + p, x, � m} é um conjunto limita-

do. A bola BM [O, r], onde /- = max {.!!:.. / .!!:.} , contém B. Grafi-
. 1_ P1 Ps 
camente, isto pode ser visto na figura a seguir. A demonstração é 
simples, pois, se x E B, então: 
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' 

m/pl 

m/p2 

m/pl 

-m/pl 

Daí, !xJM ·= max {lx,I, lx,I} :( max {..!'2_, ..!'!:_} = r.
Pt P, 

m/pl 

48 - O exemplo acima pode ser generalizado. Dados a = (a1
,

a,,, .. , a,)E R•, a,> O, para todo i E (1, 2, .. . , p) e m E R, m > O,
o conjunto B = {x E R�: < a, x > • :( m) é limitado, 

49 - Dados a= (O, a,, , , ., a,), a, > O, para todo i E (2, J, . , ., p)
e m E R, m > O, o conjunto B' • { x E R':.: < a, x > :( m) não
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é limitado. Isto porque, dado qualquer número real r > O, o ele

mento (r + J, O O O O ... O) pertence a B' e não pertence a B,c [O, r]. 

A figura a seguir ilustra o fato no caso em que B' e:: Rz. 

Passemos, finalmente, ao Teorema de Bolzano•Weierstrass, o qual 

provaremos apenas para subconjuntos de números reais. 

Teorema 7 (Bolzano-Weierstrass) - Seja A e R um conjunto 

infinito e limitado. Então, A possui pelo menos um panto de acumu• 

lação. 

Prova: 

Como A é limitado,. �le está contido em um intervalo, digamos

A e [a, b], a < b. Seja 11 = [a, b] e considere-se os subintervalos: 
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Um destes intervalos contém um número infinito de pontos de A . 
. Caso contrário, A seria finito, pois: 

que seriam dois conjuntos finitos. 

Seja 12 = [a,g, b2] o subconjunto acima, que contém infinitos 
pontos de A. Divida-se este intervalo em dois subintervalos e seja 
I., 

·= [a8, b.,] aquele que contém um número infinito de pontos de A. 

Continuando este processo, obtemos uma seqüência ele intervalos 
fechados com a seguinte propriedade: 

Pelo Teorema li do Capítulo I, existe e E R tal que: 

e E " I. 
n ~ 1 

Mostremos agora que e é um ponto de acumulação de A. Dado 
E > O, considere-se o intervalo (c-s, c+s) e seja j E N tal que 

j > 
b - a 

s/2 

ou seja: 

. Portanto, uma vez que 2i > j, temos: 

s/2 >
b a 

J 
> 

b - a 
2i-l < 2 (s/2) 

b - a 
z; 

E 

b - a 
Como b; - a;·= -=�-, o intervalo I; está contido em (e - E,2i-l 

e + E) . Como I; contém um número infinito de pontos de A, 
concluímos que e é ponto de acumulação de A. 

C. Q. D.
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A versão genérica do teorema é a seguinte: 
Teorema 8 (Bolzano-Weielistrass) - Seja A e: R• um conjuntoinfinito e limitado. Então, A Possui pelo menos um ponto de acumu-lação. 

II. 2. 4 - Conjuntos Coriexos e Conjuntos Compactos

Definição 19 - Diz-se que' o conjunto X e: R• é um Conjunto
Desconexo se existem dois c4njuntos abertos A, B e:: RP tais que:

a) (A ,-, X) ;" </> ; (B r-1 X) ;" </>;b) (A ,-, X) r- (B r- X) </>; e e) (A ,-, X) '-' (B n x\ = X.

Neste caso, dizemos que AI e B formam uma Desconexão ou uma 
Cisão para X. 

Definição 20 - Diz-se quJ Y e: R• é um Conjunto Conexo seele não é Desconexo. 
Exemplos:
50 - O conjunto Z e: R éldesconexo, pois A = {x E R: x < 2/3)e B = {x E R: x > 2/3) formam uma desconexão para Z.

51 - O conjunto H = {x E R: x = -1- n E N} é desconexo,j n , pais A = {x E R: x < 2/7)) e B = {x E R: x > 2/7) formamuma desconexão para H. Vejamos isto com mais cuidado: 
AnH= {xER:x= � ,nEN, ex< 2/7}#<1>,pois,porexemplo, 1 /7 E A r, H; 

lE R: x = -
:
-, n EN,n exemplo, 1/3 E B ,-, H; i 

114 
pois, por 



(A ""' H) r-- (B r-- H) = { x E R: x = 1
n

n E N, x < 2/7 e 

X > 2 /7} = <f,; e

Yr--mv��m=Hr--yvm=H�R=H. 

52 - O conjunto V= [O, 1] v [2, 3] é desconexo, pois os conjuntos 
A = (-1; 1,5) e B = (1,5; 8) formam uma desconexão para V. 

Teorema 9 - Um conjunto I e:: R é conexo se, e somerite se, 1

é um intervalo (limitado ou ilimitado) . 

Prova: 

Seja I um intervalo e suponha-se que A e B formam uma desco-
nexão para /, isto é, A e B são abertos em R e tais que: 

a) A r-- I 7' <f,; B r-- I 7' <f,;

b) (A r-- I) r-- (B r-- I) = <f,; e 

• e) (A r-- I) v (B r-- I) = I � (A v B) = I. 

Sejam a E A r. I e b E B r, I e suponha-se, sem perda de gene

ralidade, que a < b. Como I é um intervalo, todos os elementos 
em [a, b] pertencem a/. 

Seja agora D = [a, b] ,---, A e seja e·= sup D. 

Inicialmente, observe.se que e > a
., 

pois se e == a existe t > O 
tal que (e - E, e + e) E A, pois A é aberto. Tomando e' = min 
{e, (b - a)), temos que e + s' E D, o que contraria e = sup D. 
Note-se também que e ,( b.

Existem agora duas possibilidades a serem consideradas: 

a) e E A. Neste caso, pela definição de supremo, o intervalo
(e, b] e::: B. Além disto, como A é aberto, existe E > O tal que 
(e - E, e + s) E A. Tomando e',= min {e, (b - e)}, fica claro 

que e + s' E D, o que contraria (e, b] e::: B. 

b) Finalmente, se e E B, então e é um ponto de acumulação de D
(ver Teorema 10, Capítulo I). Portanto, toda vizinhança de e con-
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tém pontos de B e pontos no complementar de B, o que significa 
que pertence à fronteira de B. Isto contradiz a hipótese de que B 
é aberto. 

Portanto, concluímos que todo intervalo é um co_njunto conexo. 
Mostremos agora a outra parte do teorema, isto é, que todo sub. 

conjunto conexo de R é um intervalo. Se 1 e= R é conexo e I # cJ,, 
então I tem a seguinte propriedade: dados a, b E /, a < b, todo 
número e tal que a < e < 

1
, b pertence a I. Caso contrário, os inter

valos (-co, e), (e, co) fo'rmariam uma desconexão para I.

Para completar a demonstração, temos que mostrar que um con
junto I com a propriedade acima é um intervalo. Há dois Casos a 
considerar: 

a) / é um conjunto limitado. Sejam a = inf I e b = sup I.
Se a E/ e b E/, então, pela propriedade do conjunto I, [a, b] e:::/. 
Por outro lado, com a = inf I e b = sup I, I e:::. [a, b], isto é, 
I = [a, b]. 

Se a E / e b 11' I, então I = [a, b). Seja b' E [a, b). Então, 
a � b' < b. Como b ·--:- �up I, existe um número b" E I tal que 
a ,:::; b' < b" e, portanto, b' E J. Como b' é arbitrário, [a, b) e::: /. A 
implicação contrária segue-se de que a ,= inf I e b = sup I. 

Os casos em que a \1e I e b E / e a 11' I e b \1e I geram, respectiva
mente, os intervalos (a, b] e (a, b), como pode ser demonstrado 
analogame�te ao caso antçrior. 

b) I não é limitado. Suponha-se, inicialmente, que I é limitado
inferiormente e· seja a == inf I. É uma conseqüência da definição 
de a que I e::: [a, +oo). Suponha-se que a E/ e seja x E (a, +oo). 
Como I é limitado inferiormente, existe y E I tal que a < x < y.

Logo, x E /, isto é, I = [a, oo). 

O caso em que a \1e I dá origem à semi-reta aberta (a, + oo). Se 
I é limitado superiormente e se b == sup I, então temos (- co, b] 

e (-oo, b), conforme b E / ou b "' I. Se I não é limitado superior
mente e inferiormente, I ·== (-co, oo)'. 

C. Q. D.

Após chegar ao -final desta extenuante demonstração, talvez seja 
de interesse lembrar ao leitor o conteúdo do teorema e sugerir a 
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utilização que faremos dele no que se segue. Acabamos de ver que 
os únicos subconjuntos de números reais que são conexos são os 
intervalos, o que torna os conjuntos conexos em R muito pouco 
interessantes. Entretanto, este resultado va� nos permitir provar um 
dos mais importantes teoremas sobre funções contínuas, qual seja, 
o Teorema do Valor Intermediário.

Para finalizar esta seção introduziremos agora o conceito de Con•
junto Compacto. Como já havíamos dito, a noção de compacidade 

será apresentada em sua versão específica para o Espaço Euclideano 

RP. Generalizações deste conceito para Espaços Métricos requerem 
mais trabalho do que o que desenvolvemos até o presente. 

Definição 21 - Um conjunto K e: R• é um Conjunto Compacto 

se K é fechado e limita do. 

Exemplos: 

53 - O intervalo [O, 1] é um conjunto compacto. 

54 - O intervalo (O, 1] não é um conjunto compacto. 

55 - Dados x E R• e r E R, r > O, a bola fechada B [x, r] é um 

conjunto compacto. 

56 - RP não é um conjunto compacto. 

57 - <f, é um conjunto compacto. 

58 - O conjunto B do exemplo 48 é compacto. Já apontamos 

que ele é limitado, porém falta mostrar que é fechado. Para tanto, 

seja x E R• ponto de acumulação de B. Então, para todo número 

real e > O, a bola B (x, e) contém um elemento y E B tal que 

y #- x. Portanto, para todo i E {J, 2, ... , p): 

ou seja: 

Y< - E < X; < y; + t 

117 



Dai segue-se que: 

< a, x > = a1 x1 + ... + "• Xp < a1 (y1 + e) + ... + "• (yp + e) = 

= < a, y > + (a1 + ... + a,) e ,;;; m + (a1 + a, + ... + a,) e 

para todo E > O. Portanto, < a, x > ,;;; m. Logo, x E B, isto é, 

B' e B. 

II. 3 - Conjuntos Convexos

Nesta seção procuraremos estudar a classe dos chamados Conjtt7!tos
Convexos, que desempenham um papel de extrema importância em 
Teoria Econômica e, além disto, são importantes para toda a Teoria 
de Otimização que discutiremos nos capítulos seguintes. 

Neste primeiro tratamento, apenas definiremos Conjuntos Con
vexos e estudaremos a formação de outros conjuntos convexos a 
partir de um ou de um grupo deles. No Capítulo VIII passaremos 
a estudar certos aspectos importantes da estrutura topológica destes 
conjuntos. 

Definição e Álgebra dos Conjuntos Convexos 

Definição 22 - Dados os vetores x, y E RP, chama-se uma combi
nação convexa de x e y ao vetor z E R• tal que z = 0x + (1 - 0) y,

qualquer que seja 0 E [ü, 1]. 

Geometricamente, as combinações convexas de x e y encontram•se 
sobre o segmento da reta que une os dois pontos: 
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Exemplo: 

59 - Dados x = (1, 1) e y = (2, 2) e O = 1/2, o ponto z 

= (1,5; 1,5) é uma combinação convexa de x e y. 

Definição 23 - Um conjunto S e RP é um Conjunto Convexo 

se S = <f, ou se, dados x E S e y E S, Ox + (1 - O) y E S para 

todo O E [O, 1]. Em outras palavras, S é convexo se contém todas 

as combinações convexas de quaisquer dois de seus pontos. 

Exemplos: 

60 - O intervalo fechado [O, 1] é um conjunto convexo. 

61 - O conjunto A = { (x, y) E R': x•. + · y• = 1) não é um 

conjunto convexo. 

62 - A bola fechada B [O, 1] é um conjunto convexo. 

-, 
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63 - Sejam a E RP, a# o,/e Â E R. O conjunto H = {x E RP:
< a, x > == ],} é um conju:qto convexo, pois, se x e y E H e se e E [O, 1], < a, ex + (1 - 0) y > = e < a, X > + (1 - 0) <a,y>=Ã- 1 Tem ema 10 - Sejam t,. # 'IP um conjunto de índices e S

ª 
cR•,o: E /1, conjuntos convexos. E ltão, t\ S

a 
é um conjunto convexo, 

aEt, ou, em outras palavras, qualq er interseção de conjuntos convexos é um conjunto convexo. 
Prova: 

Se x, y E n Sa, então x e I E S
a 

para todo a E li. Dessa maneira, 
aEt> 0x + (1 - 0) y E S ª para todo a E 6. e para todo 0 E [O, 1], o que prova o teorema. 

C. Q. D.

Definição 24 - Sejam A1} A,1, . . .  , Am subconjuntos de Rv e sejamdados os números reais a1, a 1, ... , 'ªm · Chama-se Soma Lin_ear, de Av AJJ, ... , A111, ao co_njunto: 
A = {y E RP: y = _i; a, x,, x, E A,, i = 1, 2, ..• , m}

Geralmente, denota-se o •c:Jjunto Soma Linear da seguinte forma: 
l m A

I 
l,•• 

64 - Dados A [O 1] e A - [3, 4], temos: , 

T
, • 

A, +1A, = [3, 5]

A, + T A, = [1,5; 3]

Exemplos: 

A,+ (-IA,) = [-4, -2] 
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65 - Dados os conjuntos X e:: R• e Y e:: R• tais que X r. Y = <J,. 
então O g X - Y. Se O E X - Y, é porque existem x E X e y E Y

tais que x ·== y
) 

o que contradiz X r-. Y == cp. 

Teorema 11 - Sejam S1 e:: RP e S2 c:: RP conjuntos convexos. 
Então: 

a) a1 S1 + a2 S2 é um conjunto convexo, quaisquer que sejam
a1 e a2 E R; e 

e: 

b) ·S1 x S2 e:: RP x RP é um conjunto convexo.

Prova: 

a) Sejam x, y E a, S, + a, S,. Então existem:

y, E s,, y, E s,: y = a, y, + a, y, 

Note-se que, se 0 E [O, 1]: 

z = 0 x + (1 - 0) y = 0 (a1 x1) + 0 (a, x2) + (1 - 0) (a1 y1) +

+ (1 - 0) a, Y2 = a, [01 x, + (1 - 0) y,J + a, [0x, + (1 - 0) y,] 

Logo, z E a1 S1 + a, S,. 

b) Sejam x, y E S1 x s,. Por definição:
x (x,, x,), sendo x1 E S1 e x, E S,; e 
y = (y1, y,), sendo y1 E S1 e y, E s,. 

Note-se que x, E R• e y, E R•. 

Seja z = ex + (1 - 0) y, O ,( 0 ,( 1. Note-se que: 

z = 0(x1, x,) + (1 - 0) (y1, y2) = (ex,+ (1 - O) y,, Ox, + (1 - 0) y,) 
=► z E s, X s,.

Corolário: Sejam Si, S2, . . .  , Sm E RP conjuntos convexos. Então: 

a) a1 S1 + a, S, + 
quer que sejam ai, a2, 

• • •  J 

+ cx.m Sm- é um conjunto convexo, quais

Um E R; e 
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b) . s, X s, X s, X 

convexo. m vezes 
x R• é um conjunto 

Prova: P.,.dldj_ nnc1p10 a n u�ao.
Definição 25 - Dados n eIJmentos de RP, n E N, x11 x2, ••• , Xmchama-se uma combinação co�vexa de n elementos ao vetor z E RP,dado por z = À, x, + À, x, + ... + Àn x., quaisquer que sejamÀ, ), O, À, ), O, ... , Àn ), O, :com À1 + À, + ... + Àn = 1.

Teorema 12 - Um conjun!o S e R• é um conjunto convexo se, e somente se, todas as com�inações co�vexas de n elementos de 
S pertencem a S, qualquer qpe seja n E N.

Prova: 

Se todas as combinações cohvexas de n elementos de S pertencem a S, então as combinações dJ dois elementos pertencem a S. Logo, 
S é convexo. 

1 Por outro lado, suponha-se tJ_ue S é convexo. A prova de que todas as combinações convexas de e,lementos de S pertencem a S será feita utilizando-se o princípio da indução. 
É claro que as combinaçõJs convexas de um elemento de S pertencem a S. Suponha-se que a1s combinações convexas de k elementosde S pertençam a Se consider�-se os k + 1 elementos de S: x1, x,, ... ,

... , xk, xk+i• Sejam À1 � O, À2 � O, ... , Àk � O, '•k+1 � O tais que ).1 + À, + ... + Àk+ 1 ; 1 e seja z = À1 x, + À, x, + ... +

+ À"+' x,+i• Se algum )., = lo, então z E S, pois é uma combinação convexa de k elementos. Por joutro lado, se À,# O para todo i = 1,

2, ... , k ·+ 1, então pode-se escrever z da seguinte forma:
z = Àt

1 

{ Às Àk + 1 

} 1 À1 1 - Àt
x, + (1 _ À1) -,-· _ x. + ___ . _. + ----'�� Xk+I 

Ài Às Àk + t Ora,---> O, i=2, .. , k+1, e---+ ... + • 
= 1.

1 - Àt 1 - À1 1 - Àt
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Assim, z é uma combinação convexa de dois elementos de S (x, 

é o termo entre chaves). Como S é convexo, z E· S.

C. Q. D.

Definição 26 - Seja X e R• um conjunto. Define-se o Fecho 

Convexo de X, C (X), como sendo a interseção de todos os conjuntos 
convexos que contêm X. 

Observe-se, inicialmente, que RP é um conjunto convexo e, por
tanto, existe pelo menos um conjunto convexo que contém X. Em 

segundo lugar, é importante notar que C (X) é um conjunto con
vexo, pois qualquer interseção de conjuntos convexos é um conjunto 
convexo. Finalmente, note-se que .C (X) é o menor conjunto convexo 

que contém X, isto é, se Y é convexo e X e Y) então C (X) e:: Y.

Intuitivamente, isto significa que para obter C (X) "completamos" 
o conjunto X juntando o menor número de pontos possível.

Teorema 13 - Seja X e R•, X # 'P· C (X) é o conjunto de 

todas as combinações convexas finitas de elementos de X. 

Prova: 

Seja Y = {y E R•: y é uma combinação convexa finita de ele
mentos de X). Queremos mostrar que Y = C (X). 

Mostremos, primeiramente, que C (X) e Y. Para tanto, prove
mos que Y é convexo. Note-se que X e Y) pois a combinação convexa 

1 x + O x, + ... + O x, = x. Como Y é o conjunto das combi
nações convexas de elementos de X, Y é o conjunto das combinações 
convexas de elementos de Y. Logo, pelo Teorema 12, Y é convexo. 
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Por outro lado, C (X) é convexo e, portanto, contém todas as 
combinações convexas de elementos de X, pois X e:: C (X) . Logo, 
se y E Y, y é uma combinação convexa de elementos de X. Segue-se 
que y E e (X). 

C. Q. D.
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Exercícios 

I. Verifique se os conjuntos abaixo, com as mesmas operações
de Adição de Vetores e Multiplicação Escalar de R•, são Espaços 
Vetoriais sobre R: 

a) { (x, y) E R': x = 2y);

b) ( (x, y) E R': x = 5 + 2y);

c) 

d) 

{ (x, y, z) 

( (x, y) E 

E R': y z); e 

R•: x E Q e y E Q). 

2. Defina em R2 a seguinte Adiç'ão de Vetores: para todo

x = (x,, x,) E R• e y = (y,, y,) E R•, x + y = (x, + y,, x, + y,). 
Este conjunto com esta Adição de Vetores e a Multiplicação Escalar 

usual é um Espaço Vetorial? 

3. Seja L o conjunto das funções polinomiais de R em R, isto

é, o conjunto das funções p: R ➔ R definidas por: 

p (x) = a0 + a,x + ... + a.x" 

t�•r';� ""c-

onde n é um número inteiro pos_itivo e a0, av ... , an. são constantes 

reais. Defina Adição de Vetores e Multiplicação Escalar tal como 
no exemplo 5 e verifique que L é um Espaço Vetorial sobre R. 
Apresente uma base para L. 

4. Considere os Espaços Vetoriais do exercício 1. Apresente, para

cada um deles, uma base e verifique a dimensão do Espaço. 
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5. Dado x E R•, mostre que:

6. Mostre que para todo x E R• e y E R• vale a Identidade do
Paralelogramo: [x - y[' + [x + y[' = 2 {[x[' + [y['). Interprete esta 
identidade como uma afirmativa de que a soma dos quadrados dos lados de um paralelogramo é igual à soma do quadrado das dia
gonais. 

7. As normas do máximo e da soma satisfazem a identidade doparalelogramo? 
8. Seja f: R• ➔ R definida por:

{ O, se x = O
f (x) =

1, se x # O 

Verifique quais as propriedades de uma norma são satisfeitas por esta função. 
9. Seja f: R• x R• ➔ R definida por f (x, y) = [ [x[ [ + [ [y[ [.

Pergunta-se: fé um prod�to interno em RP? f é uma norma em ·R2P? 

10. Sejam W e: R• e V e: R• Espaços Vetoriais com a Adiçãode Vetores e a Multiplicação Escalar de R•. Pergunta-se: 
a) W + V é um Espaço Vetorial?
b) W '--' V é um Espaço Vetorial?
c) W r. V é um Espaço Vetorial?
11. Dê um exemplo de:
a) um conjunto cuja fronteira tenha interior não-vazio;

b) um conjunto X tal que X não é um subconjunto de X (obs.:
f é o fecho do interior de X) ; 

e) . um subconjunto convexo de R! cujo interior é vazio;

d) um conjunto convexo que não tenha pontos de acumulação;
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e) um conjunto X tal que Fr X # Fr X; e

f) um conjunto X tal que X # X.

12. Seja X e: R• tal que Fr X = <f,, Mostre que X é aberto e
fechado. 

13. Mostre que os umcos subconjuntos de R que são abertos
e fechados simultaneamente são R e q, (sugestão: R é um conjunto 
conexo). 

14. Seja X e: R•, X# <f,. Mostre que Fr X e: Fr X.

o 

15. Seja X e: R•. Mostre que X e: X.

16. Seja X e: R•. Mostre que:

a) X é um conjunto aberto;

b) X é um conjunto fechado; e

c) X' é um conjunto fechado;

17. Dado um conjunto X e: R• e um conjunto fechado Y e: R•
tal que X e:: YJ mostre que X e:: Y (isto é, mostre que todo conjunto 

fechado que contém X também contém X). 

18. Seja X c:: RP um conjunto conexo e seja x um ponto de
acumulação de X. Mostre que X v {x} é um conjunto conexo.

19. Verifique quais dos conjuntos" abaixo são convexos:

a) { (x, y) E R': O ,ç x e y ,ç x');

b) {(x, y) E R•: 2x + 3y ,ç 5);

c) { (x, y) E R•: 2x + 3y ?, 5); e

d) { (x, y) E R•: x > 1) v { (x, y) E· R': x = 1 e y ?, 1).

20. Seja f: R• ➔ R tal que, para todo x E R•, y E R•, a E R e
� E R, f (ax + �y) = a f (x) + � f (y). Mostre que, se X e: R• é 
um conjunto �onvexo, então f (X) é um conjunto convexo.
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21. Um conjunto K e R•, K cj, q,, é um cone convexo se:

a) dados arbitrariamente x E K e y E K, tem-se x + y E K; e

b) para todo n E R+ e nara todo x E K, tem-se ax E K;

Pede-se: 

a) dê um exemplo de um cone convexo;

b) mostre que um cone 1convexo é um conjunto convexo;

e) mostre que qualquer interseção de cones convexos é um cone

convexo; e 

d) dado o cone convexq K e R•, defina K• = {y E R•:
< y, x > ,( O para todo x E .tq. Mostre que Kº é um cone convexo.
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Capítulo III 

LIMITES 

Como o estudo dos limites é parte fundamental da _An.álise Mate

m�tica, neste capítulo abordaremos este tópico procurando familia

rizar o leitor com o conceito e algumas das principais propriedades. 

A apresentação está orga�izada da seguinte ma�eira: inicialmente, 

estudaremos o caso particular de Limite de Sucessão ou Seqüência 

e, em seguida, trataremos o caso geral de Limite de Função. Esta 
é a forma usual de se apresentar este assunto, pois, �lém de dida

ticamente conveniente, enfatiza o caso particular das Sucessões, que, 

pelas aplicações que possui, é extremamente importante, como ficará 

claro nos capítulos que se seguem. 

III . 1 - Sucessões 

Definição 1 - Uma Sucessão ou Seqüê'ncia em Rv é uma função 

cujo domínio é o conjunto dos números naturais e o contradomínio 

é o Espaço Euclideano R•.

Vejamos alguns exemplos: 

_l - Seja f: N ➔ R definida por f (n) 

Sucessão (ou Seqüência) em R. 
= 

1 
-. 

n 
A função f é urna 
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,- .2 - Seja g: N ➔ R definida por g (n) = 2•. A função g também 
é-uma Sucessão em R. Alguns·elementos do conjunto de valores 
de g são: 

{2, i4' 8, 16, 32)

3 - A função h: N ➔ R• definida por h (n) = (1 Jn, 1 - 1 Jn) é 
uma Sucessão em R1

. Alguns: elementos de seu conjunto de valores 

são os seguintes: 

{(1, 0); (112,1/2); (1/3,2/3))

4 - A função q: N ➔ R• definida por q (n) = (1 Jn, 1 - 1 /2•,

1 - 1/3•, ... , 1 - ljp•) é uma Seqüência em R•.

5 - A função v: N ➔ R• definida por v (n) = (n, n•, ... , n•) é 
também uma Sucessão em Rl

Em geral, utiliza-se uma notação mais simples do que a anterior 

para denotar uma sucessão. Ao invés de escrevermos f: N ➔ RP 
definida por f (n) = x., simplesmente indicamos {x.} ou (x.), em 
RP. A identificação da sucessão é feita por um dos métodos a seguir

indicados: 
1 a) quando a lei de formação é clara, listamos alguns dos termos:

por exemplo, {1, 3, 5, 7, ... }; e 
b) quando a lei de formação não é tão clara, podemos especificar

o termo geral (por exemplo, { 2 n - 1: n EN}) ou especificar o pri
meiro termo e uma regra que permita obter Xn+t conhecido ''°"
(por exemplo, x1 = 1 e Xn+!, = 2 + x., n E N).

1 Dadas as sucessões (x.) e (Y.) em R• e (a.) e (b.) em R, pode
mos construir outras sucessões da seguinte forma: 

a) a sucessão Soma { (x + y) n) = { (x. + y.) : n E N} em R•;

• b) a sucessão Produto Escalar { (a x) n) = { (a. x.) : n E N)

em R11; 
c) a sucessão Produto Interno { < x, y >.}

n EN} em R; e 
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d) por fim, se para todo n E N tivermos b
0 

# O, temos a sucessão

Quociente 
{ ( x T) J = { ( Xn • :. ) : n E N} em R".

Exemplo: 
6 - Sejam as sucessões: 

{x.} = { (O, 1/n): n E N) em R•; 
{Yn} - { (2•, n): n E N) em R'; e 
{a.} {n: n E N} em R.

Temos então que: 

a) a sucessão Soma é dada por { (x + y) .} = l ( 2•, n '+ � ) :
n E Nl em R•;

b) a sucessão Produto Escalar é dada por { (a x) .} = { (O, J) :
n E N} em R'; 

c) a sucessão Produto Interno é dada por { < x, y >.) =

= {o.2• + -{.. n: n EN}= {l, J, 1, , .. ) em R; e

d) a sucessão Quociente é dada por { ( x +) J = { (O, 1 /n') : 

n E N} em R•. 

Ili . 1 . 1 - Convergência 

Tendo introduzido o conceito de sucessão e as principais formas 
de obter outras sucessões a partir de operações algébricas, passaremos 
agora a introduzir a idéia mais importante desta seção, qual seja, a no

ção de convergência ou limite. Intuitivamente, uma sucessão converge 

se seus termos ficam cada vez mais "próximos" de um certo número 
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real. Assim, por exemplo, a sucessão (x.) = (1 /n: n EN) converge
par.a zero, pois, quanto maior o valor de n considerado, mais "perto"
o núniero real .!_ estará de zero. Alguns valores de .!_ são mos-

n 
 

n 

trados na tabela a seguir, Hustrando (porém não demonstrando) a
afirmativa que fizemos:

n 

I 

2
200
800
8000
50000
, ' 100000
1200000

Xn 

I 

0,5
0,005
0,00125
0,000125
0,00002
0,00001
0,000008333

Geometricamente, a idéia acima pode ser apresentada mostrando
que os termos da sucessão conglomeram-se numa vizinhança do nú
mero zero:

o 1/3 1/2 1 

Assim como a sucessão adma se aproxima de um número real,
existem sucessões que não possuem esta propriedade. Consideremos
os seguintes exemplos: ,[

a) (1, -1, 1, -1, ... ); e
b) (1, 2, J, 4, ... ) .

A sucessão "a" assume somente dois valores (J e - J), porém
seus elementos não se aproximam de nenhum número real. Por
outro lado, a sucessão "b" assume como valores todos os nllmeros
naturais e também não se aproxima de nenhum número real. Su
cessões como as acima são chamadas de não convergentes (não fare
mos distinção entre as suces�ões que não convergem e, desta forma,
nos referiremos a elas simplesmente como sucessões divergentes).

i 
• 
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Feitas estas considerações preliminares, procuraremos agora tornar 
mais precisos os conceitos introduzidos. 

Definição 2 - Seja (x.) uma sucessão em R•. Diz-se que x E R• 

é um limite de (x.) se, qualquer que seja o número real E > O, 
existir um número natural M (e) tal que lx. - _xi < E para todo
índice n ): M (e) . 

Observações com relação à Definição 2: 

a) Note-se que o número natural M (E) é função de E, isto é,
para cada E > O considerado teremos um valor diferente de M (e) 
(veja-se a figura a seguir) . 

X X+E 

b) Pode-se, equivalentemente, dizer que x é um limite da suces
são (x.) em R• se, para todo E > O, a bola B (x, e) contém todos 
os termos da sucessão, exceto, possivelmente, um número finito deles .. 

c) Se x E R• é um limite de (x.) em R•, dizemos que (x.) é
convergente para x, ou que (x.) converge para x. A notação utili
zada, neste caso, é: 

Xn ➔ X 

ou então: 

lim (x,.) = x 

d) A definição de convergência apresentada acima utilizou a
Norma Euclideana para medir a distância entre os termos da suces

são e o ponto x. Entretanto, a convergência de uma sucessão em RP 
não depende da norma considerada. Mais precisamente, se (x.) con
verge para x em uma das três normas apresentadas no Capítulo II, 
ela também converge nás outras duas normas. 
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Para provarmos esta afirmativa, consideremos a sucessão (xn) em
RP convergente, pela Norma. Euclideana, para x E RP, e mostremos
que (xn) também converge na norma da soma e na norma do
máximo:

a) Norma da Soma - Como x0 ➔ x na Norma Euclideana, dado
e > O, existe um número natural M (e) tal que [x. - x[ < e/p

para todo n E N tal que n I;,, M (e) . Ora, lx. - x/8 = [x., - x,I +
+ Jx.s - xsl + ... + lxnp - Xvf ,( [x. - x[ + . . . + lx. - xi = 

= P lx. - xi < p. p = eJ onde Xm, é a i-ésima coordenada do
vetor Xn. Portanto, para todo E > O, lxn - xl8 < E, qualquer que
seja n E N, n ;,, M (e).

b) Norma do Máximo ....... Como Xn ➔ x na Norma Euclideana,
dado e > O, existe um número natural M (e) tal que [x. - x[ < e
para todo n E N tal que n ;,, M (e). Ora, [x. - x[M =

= max { [x,.1 - x1 [, ••• , [�., - x,I} < e para todo n ;,, M (e),
uma vez que lx

n
i - xi l � :jx

n 
- x[ < a.

Para completar a demonstração, devem ser consideradós ainda os
casos em que (x

n
) converge nas normas do máximo e da soma.

Deixamos esta parte como um exercício para o leitor. Esquematica
mente, o resultado discutido nesta observação é o seguinte:
(x.) Converge na �=► (x,) Converge na -<=► (x.) Converge na 
Norma da Soma Norma Euclideana Norma do Máximo
A importância deste resuitkdo é que podemos tratar a convergência

de sucessões independentem�nte da norma considerada. Em proble
mas específicos� ele nos permite escolher a norma mais conveniente
para o caso.

Exemplos: 

7 - (x.) = (J /n: n EN) é uma sucessão convergente em R. Na
verdade, mostraremos a seguir que lim (x.) = O. Seja e > O um
número real dado. É uma conseqüência da propriedade arquime-

• 
1 c;iiai:ia que existe um número natural p tal que < a.

1 

p 
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1 Seja n o menor número natural tal que -=- < E, Portanto, se" tomarmos M (e) = n, teremos que, qualquer que seja n ?, M (e),
1 � - O 1 = + < e. Fica assim demonstrado que " sucessão
(x.) converge para zero. 

8 - (x.) = { (-1) •: n E N) não converge. Note-se, primeiramente, que o número 1 não pode ser o limite de (x0), pois, dado,por exemplo; E ·= J /2, existe um número infinito de termos da ? sucessão fora do intervalo (0,5; 1,5). Da mesma mane�ra, o número -1 não pode ser limite de (x.). Por fim, se x E R e x aja 1 e
x aja -1, x também não é limite de (x.), pois, dado e= min {11 -- xi, j-1 - xj}, existe um número infinito de termos da sucessãofora do intervalo (x - e, x + e) .Concluímos, portanto, que nenhum número real pode ser o limite de (x.) . 

9 - (x.) = ( :. : n E N) converge para zero. Antes de pro
varmos isto, demonstraremos a chamada desigualdade de Bernoulli, que será então utilizada para chegarmos ao resultado. Desigualdade de Bernoulli: dado x E R, x > -1 e x aja O, tem-ie que (1 + x) n > 1 + n x para todo n E N, n ?, 2. A demonstraçãodesta desigualdade faz-se utilizando o princípio da indução. Note-se, primeiramente, que (1 + x)' = 1 + 2 x + x' > 1 + 2 X, dondese segue que a igualdade vale para n = 2. Suponhamos que ela sejaverdadeira para k, isto é, (1 + x) > > 1 + k x, e provemos que(1 + x) >+1 > 1 + (k + 1) x. Para tanto, observe-se que (1 + 
+ x) >+1 = (1 + x) (1 + x) • > (1 + x) (1 + k x) = 1 +
+ (k + J) x + k x' > 1 + (k + 1) x.

Tomando agora 
que 2" > 1 + n

x = 1 na desigualdade 
1 > n. Portanto, 2n < 

de Bernoulli, obtém-se
1 - para todo n E N.n 

11 1 1 • Segue.se, então, que Tn < n < e para todo n ·?, M (e), onde
M (e) é o mesmo encontrado no exemplo. 7. 

135 



Passaremos agora a considerar alguns teoremas que caracterizam 
melhor a noção de convergênda e que nos fornecerão outros métodos 
para verificar se uma dada sJcessão é convergente. 

Teorema 1 - Uma sucessãb (xn) em R• tem, no máximo, um 
]i:::�a: Suponha-se que x e x', x x', sejam ambos limites de (x

n
). Seja E = + [x - x'[. 1 

Pela definição de limite, telas que: a) existe M, (s) E N tal �ue, para todo n E N, n ;,, M, (s),teremos [xn - xi < s/2; e 
1 b) existe M, (s) E N tal �ue, para todo n E N, n ;,, M, (s),teremos [xn - x'J < s/2. lSeja n E N tal que n > ax {M, (s), M, (s)} e considere-se o 

desenvolvimento: 

/x - x'/ = /x - Xn + Xn - x'/ � /xn - x/ + /xn - x'I < 

< e/2 + t/2 � -1- /x - x'/
isto é, [x - x'[ < + [x _ l,,, o ;e é uma contradição.

Concluímos, portanto, que l e x' não podem, ambos, ser limites da sucessão (x,.) , C. Q. D.
Definição 3 - Uma sucessãd (xn) em RP é limitada se existe um número real B tal que [xn [ ,{ B para todo n E N. Exemplos; 

j 10 - A sucessão (1, -1, 1 --1, ... ) é limitada, pois qualquer 
n�mero real maior ou igual a 1i pode ser tomado como B da definiçãoacima. 
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li - A sucessão (x.) = (1 /n: n E N) é limitada, pois, por 
exemplo, lx.l :( 2, qualquer que seja n E N.

12 - A sucessão (x.) = (n: n E N) não é limitada, pois, dado 
qualquer número real B, existe um número natural maior que B. 

Teorema 2 - Toda sucessão (xn), convergente em RP, é limitada. 

Prova: 

Seja (x.) umà sucessão convergente em R• e seja x = lim (x.) . 
Dado E = 1, existe um número natural M (1) tal que 1x. - xi < 1
para .todo n ;;,, M (1) . 

. Portanto, dado n ;;,, M (1), temos que 1x.1 = lx. + x - xi :(
:( 1x. - xi + lxl < 1 + lxl. 

Para garantir que todos os termos da sucessão são menores ou 
iguais que um certo número real B, basta escolher este número da 
seguinte maneira: 

B = max (lx,I, lx,I, ... , lxM/1)-11, 1 + lxl} 

Dessa forma, /xn ) � B, qualqtier que seja n E N. 

C. Q. D.

Como aplicação deste resultado, note-se que as sucessões (xn) _ 

= (n), (x.) = (n'), (x.) = (n + 1 /n) não são convergentes, 
pois não são limitadas. 

Convém salientar que a recíproca deste teorema não é verdadeira, 
isto é, existem sucessões ·limitadas que não São convergentes· (veja-se 
o exemplo 10 anterior).

Para enunciarmos o teorema a seguir utilizaremos a seguinte nota� e.

ção: se (xn) é uma sucessão em RP, então, para cada n E N, Xn é 
um vetor da forma (xn1, Xn2, ... , Xnv

) . Dessa maneira, a sucessão 
(x

n
) em RP pode ser vista como sendo um conjunto de p sucessões 

de números reais denotadas (x.,), i E (1, 2, ... , p). 

Teorema 3 - Seja (x.) uma sucessão em R•. O elemento y = (y,, 
y,, ... , y.) E R• é o limite de (x.) se, e somente se, as p sucessões 
de número, reais (x.,) convergem para y., i E (1, 2, ... , pJ.
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Prova:
Por simplicidade, adotaremos a norma do máximo nesta demons

tração. 

Suponh?JllOS que Xn ➔ y. Dado E > O, existe um número natural
M (E) tal que, para todo n ;i M (,), teremos lxn - YIM < ,. Pela
definição da norma do máximo, 1x., � y,I < , para todo n ;;,, M (,)
e para todo i E (1, 2, ... , P}·

Suponhamos, por outro lado, que para todo i E {J, 2, ... , p},
Xwi; ➔ Y-L· Portanto, dado E > O, existem números naturais Mi (E),

i E {J, 2, .. ,, P}, tais que, se n � Mi (E), tem-se Jxni - Yi: < E.

Segue-se, portanto, que lxn - YIM == max {lxn1 - y1[, ••• ,
lx,, -Y,I} < E para todo n ;;,, max {M1 (,), M' (,), ... , M• (,)}.

C. Q. D.
A importância deste teorema é que ele mostra que estudar a 

convergência das sucessões em RP resume-se em estudar a conver•
gência das sucessões em R. Este aspecto é muito útil nas .aplicações. 

Exemplos: 

13 - A sucessão (x,.} = { (: , 1 - : } n E N} em R' con
verge para o elemento (O, 1) ;, pois as seqüências (x.,) = (I /n) e
x., = (1 - l /n) convergem para O e 1, respectivamente. (Mostre
que (x,,,) converge para J .)

14 - A sucessão {x.} = { (1/n, 1/2n, ... , 1/pn): n EN} em R
converge para (O, O, ... , O) E RP, uma vez que cada uma das suces
sões componentes (x.,) = (1 /in) converge para zero.

15 - A sucessão {x.} = { (n, ··:} n E N} em R• não converge,
pois (x.,) = (n) é divergen'te.

Definição 4 - Seja (x.) uma sucessão em R• e seja (n,) uma
sucessão em N tal que n1 < n, < n, < n, < ...

A .sucessão . (x.,) em R• é uma Subsucessão. de (x.) .
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Exemplos: 

16 - Dadas as sucessões (xn) (1 /n: n E N) e (n,) 
= (2k: k E N), a subsucessão {x.,) é formada por (x,, x4, x,, ... ), ou
seja, (1/2, 1/4, 1/6, ... ) . 

I 7 - Dadas as sucessões (xn) = (2") e (nk) = (2k - 1: k E N), 
a subsucessão (xnk

) é formada pelos termos (x11 x3, x5, ... ) , ou 
seja, (2, 8, 32, ... ) . 

É fácil ver que, na verdade, uma subsucessão é uma sucessão de 
acordo com a Definição 1. Para tanto, sejam (xn) em R• e (n.) em 
N com n1 < n

2 ·< n3 < ...

Note-se que, utilizando a notação de funçãO, tem-se que â sucessão 
(xn) é, na verdade, a função X: N ➔ R•, definida por X (n) = x

ITT 

e a sucessão (n,) é a função K: N ➔ N, definida por K (n) = n,. 

A função composta XJ( é uma subsucessão de (x11), caracterizada, 
na notação de função, da seguinte maneira: X0K: N ➔ RP, definida 
por X,K(n) = X [K(n)] = X(n.) = x.,. 

Dessa maneira, fica claro que uma subsucessão é definida ·no con
junto dos números naturais através da função composta X;I(. 

Teorema 4 - Se a sucessão (x11) em RP converge para x em RP, 
então qualquer subsucessão de (xn) também converge para x. 

Prova: 

Dado e > O, a convergência de (xn) para x permite-nos afirmar 
que existe um número natural M (e) tal que, se n ): M (s), 

lxn - xi < f. 
Se (xn ,) é uma subsucessão de (xn), é claro que, para todo

nk): M(e), lxn, - xi< E, 
C. Q. D.

Como aplicação do teorema acima podemos mais uma vez mostrar 
que a sucessão (xn} = { (-1) •: n E N} não converge, pois a sub
sucessãó (,ç211) conv�rge para 1 e_ a subsucessão (x,11_1) converge 
para -1.
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O teorema a seguir refere-se aP limite das sucessões Soma, Produto

Interno, Produto Escalar e Quóciente, e sua demonstração envolve uma série grande de cálculos, sendo, no entanto, conceitualmente simples. Sugerimos ao leitoi qUe, inicialmente, procure entender a lógica da 4emonstração e, num4 segunda etapa, procure reproduzir os cálculos. 
Teorema 5 - Sejam (x.) e (Y.) sucessões em RP que convergem para x E R• e y E R•, respectivàmente. Sejam (a.) e (b.) sucessões em R com b• # O para todo J E N que convergem para a E R e 

1 b E R, b # O, respectivamente! Então: 
a) lim (x. + y.) = x + L
b) lim < Xn, Yn > == < X, y >;

c) lim (a. x.) = a x; e

! d) lim 1 � x • . -b-=x. b 1.n 

Prova: 

Advertimos o leitor de que lerá feito um uso bastante intenso • da desigualdade triangular nes4 prova.
a) Como x. ➔ x e y. ➔ y,I dado E > O existe M (s) E N talque lx• - xi < s/2 para todo n:;;, M (e) e também existe M' (s) E Ntal que IYn - YI < s/2 para todo n ;:, M' (s). Se agora tomamosK (s) = max (M (s), M' (s) }, ltemos que, para todo n ;:, K (e),1 (x. + y.) - (x + y) J � lx,. T xJ + Jy. - yJ < e/2 + s/2 = E,
b) N ... 1 1 otemos, 1n1cia mente, que: 

1 

i < x., Yn > - < x, Y > 1 = i < X., Yn > - < x., Y > + < x., y > -

- < X, Y > 1 � 1 < X., Yn >t- < X., Y > I __ + 1 < Xn, Y >
- < x, Y > 1 = 1 < x., Yn y > 1 + 1 < x. - x, Y > 1 � 

�Jx.J lv.- _ l+lvl lx�-xl 

onde a última expressão foi obtjda pela aplicação da Desigualdade de Cauchy-Schwarz. 
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Seja agora E > O e considere-se o seguinte: 
- como (xn) � collvergente, ela é limitada, e portanto existe umnúmero real B 1 tal que fxn ) � B' para todo n E ·N; _seja agOra B ,= max { B', IYI) e note-se que B > O, pois sempre podemos esco

iher B' > O; 
e - existe um número natural M' (e) tal que /x. - xi< 2B para

todo n ), M' (e) ; e 

e - existe um número natural M" (e) tal que IYn � YI < 2B para

todo n ), M" (e) . 
Seja agora M (e) 

Então: max {M' (e), M" (e)} e seja n ), M (e). 
1 < Xn, Yn > - < x, Y > 1 :( 1 Xn l l Yn - Y 1 + 1 Xn - X 1 1 Y 1 :(

:( (1 x. - xi + 1 Yn - Y 1) B < ( 2� + 2� ) B = e 

c) Como a demonstração desta parte é semelhante à de "b",omitiremos, portanto, alguns detalhes: 
1 ª• Xn - a x 1 = 1 a. Xn - a. x + ª• x - a x 1 ,,;;

:( 1 a. l lx. - x 1 + !xi Ja. - a 1 
Como (xn) 

natural M (e) 

e (a.n) convergem, dado E > O existe um número e e tal que /x. - xi < 2B e /a. - a/ < 2B , onde

B é um número real tal que la
nl :( B para todo n E N e /xi :( B. • 

Portanto, la• xn· - a xi :( lanl lx• - xi + lxl lxn - xi < e. 

d) Para provar este resultado, basta mostrar que a sucessão
(_!_) converge para !_ e utilizar o resultado "e". Provamos, por-

b. b 

tanto, que lim ( tn ) = +:

1 :n - ! 1 = 1 b�.-/ 1 =
1
1 �: 1-1 : i 
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1 Seja agora B E R tal que lbl > B Como b. ➔ b; dado - 1 . ·-E = lbJ - - > O existe u número natural M' (e) tal que, se
n;;, �'(e),;. - bl < Jbj + ! Obtemos, então, com auxíl

1
io da desigualdade triangular, que 

1 
• 

1 -Jbj - Jb.l < Jbj - B e, portanto, Jb.J > B para todo n;;, M' (s). 
Seja agora e > O. Então, conio b,,. ➔ b} existe um número natural. 

k 
M" (s) tal que lb

n 
- bl < '

--'., 
para todo n ;;, M" (e). Portanto,

11 11 lb.-bl
b.-b = lb.l lbl < B' lb• - bl < E para todo n ;;, 

;;, max {M' (�), M" (e)).
C. Q. D.

Os exemplos a seguir mostr m algumas aplicações dos teoremas. 

Exemplos: 
18 - Seja a sucessão (x.) '. ujo termo geral é x. =n E N. Reescrevendo o termo geral, obtém-se: 

2n+J n+5 ' 
2 + 1/n 

Xn = 1 + 5 /n , n E N

Fica agora fácil aplicar o Teorema 5, pois a sucessão (.!_) con-
. n 

verge para zero, a sucessão (2., 2) 2, ... ) converge para 2 e, em 
conseqüência de "a" do teor}ma, o numerador converge para 2. 
Similarmente, o denominador· converge para 1. Logo, por "d" do mesmo resultado, (x.) conve�ge para 2. 

i19 - É importante ter em 1mente que o Teorema 5 supõe que
as sucessões envolvidas na formação da nova sucessão convergem. 

Isto, no entanto, não signific I que, se uma ou. ambas não conver8 
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girem, a sucessão resultante não converge. Considere�se os casos a 

seguir, em que (xn) e (yn) são sucessões divergentes:

Entretanto: 

(xn) (1, -1, 1, -1, ... )
(Yn) - (-1, 1, -1, 1, ... )

(xn + Yn) -:- (O, O, O, ... ) é convergente;
(xn . Yn) = (-1-, -1, -1, ... ) é convergente; e

(Xn . _!_) = (-1, -1, -1, ... ) é convergente.Yn · 
20 - Sejam (xn) e (yn) sucessões em R que convergem para x

e y, respectivamente, e suponha-se que Xn ;;:: Yn para todo n E N.
Mostraremos .que x ;:: y.

Se x < y, então seja E = y - x > O. A sucessão (x. - Yn) con
verge para x - y e, portanto, existe um número natural M (e) tal
que, se n ?, M (E), J (x. - Yn) - (x - y) J < y - x, isto é,x - y < (xn - Yn) - (x - y) < y - x, ou, ainda, x, - y,. < 
< (y - x) + (x - y) = O para todo n ?, M (E). Isto contradiz
a hipótese de que Xn > y. para todo n E N.

21 - Seja a sucessão (x.), cujo termo geral é x. =
a # O. Reescrevendo, temos: 

1
" x. = -

1
---, ME N

-+a

Portanto, conclui-se que x. ➔ O (Teorema 5).

1
1 + na '

22 - Sejam (x,), (y.) e (z.) sucessões em R tais que lim (x.) =
= lim (y,) = t e x, ,( z. ,( y. para todo n E N. Mostremos que
lim (z.) = t. Para tanto, seja E > O e sejam M' (E) e M" (e)
números naturais tais que lxn - ti < E para todo n ;;:: M' (E) e

JYn - t J < E para todo n ?, M" (e).
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Logo, para todo n ;;;, max (M' (s), M" (s)) temos que -E < 
l < e, isto é, lim (z,) ·= t. < Xn - ·t � Zn t � Yn

23 - Sejam O < b < 1 � a sucessão (b•: n E N). Mostremos
que lim (b•) = O.

1 Primeiramente, observe-se gue, sendo O < b < 1, existe um nú-
1 J 1 mero real a > O tal que b = �-- e, portanto, b• = ( ) .I+a I+a•:

Pela desigualdade de Bernoulli, (J + a)• > 1 + n a para todo
n E N, n ;;;, 2.

1 Desta maneira, O < b• < a
1 

Do exemplo 21, sabemos que ( 1 ; n a : n E N) converge
para zero e do resultado obtitlo_ no exemplo 22 concluímos que (b•)
converge para zero. 1 

Definição 5 - Seja (x.) !ma sucessão em R. Diz-se que:
1 a) (x

n
) é monótona cresc�nte se x1 � Xi � x3 � ... � Xn �

� x
n + 1-� ••• ; e

b) (x.) é monótona decre.,cente se x1 ;;;, x, ;;;, x, ;;;, ... ;;;, x. ;;;,
;;;, Xn + l ;;;, • .,

Exemplos:
24 - A sucessão (b•: n E N) do exemplo 23 é monótona de

crescente, pois, para todo n E N, bn+ 1 < bn.
25 - A sucessão (x.) = (n: n E N) é monótona crescente.
Quando apresentamos o T+orema 2, chamamos a atenção do leitor

para o fato de que existem Sucessões limitadas que não são conver' gentes. Uma propriedade im]_=)ortante das sucessões monótonas é que
vale a recíproca do Teorema 2.

Teorema 6 ..:.... Seja (x
n
) m;na sucessão monótona crescente em R.

Então, (x
n
) converge se, e �omente se, ela é limitada. Neste caso,

1. 1 tm (x.) = sup X, onde Xf = (x
0

: n E N).
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Prova: 

Suponha-se que (x 11
) é monótona crescente e que lim (xn) == x. 

Já mostramos (Teorema 2) que ela é limitada. Falta-nos provar que 
x é o supremo do conjunto de valores da sucessão, ·isto é, x-=== sup X. 
Nesse caso, dado E > O existe um número natural M (e) tal que, 
para todo n ), M (s), x - E < Xn < X + e. 

Como (x
11
) é monótona crescente, Xn < x + e para todo n E N.

Dessa maneira, x satisfaz "a" .e "b" do Teorema. 10, Capítulo l, e 
portanto x = sup X. 

Suponha-se agora que (x
n
) é monótona crescente e limitada. Neste 

caso, X é um conjunto limitado· de números reais e, portanto, ·existe 
sup X

) 
ao qual chamaremos x. De "a" e "h" do Teorema IO, Capí

tulo I, temos que, para todo E > O, Xn < x + E para todo n E N
e que existe n E N tal que x - e < xn. 

Como (x
n
) é monótona crescente, x - E < X

n 
para todo n � ri. 

Segue-se, então, que x - e < Xn < x + e para todo n ;::: n. Em 
outras palavras, lim (x

n
) = x. 

C. Q. D.

Vale um resultado análogo para as sucessões monótonas decres
centes, o qual enunciamos a seguir (sua demonstração fica a cargo 
do leitor) . 

Teorema 7 - Seja (x
11
) uma sucessão monótona decrescente em 

R. Então, (x
n
) converge se, e somente se, ela é limitada. Neste

caso, lim (x
n
) = inf X, onde X = { X

n 
: n E N).

Exemplos: 

26 - Mostremos, com -auxílio do teorema acima,' que a' sucessão 
( bn) , O < b < 1, converge para zero. Já vimos que ( bn) , além de 

monótona decrescente, é claramente limitada. Portanto, existe o 

limite. Seja lim (bn) = l. Observe-se que (b"+1) é uma stibsucessão

e, portanto, lim (bn+ 1) = l. Além disto, bn+ 1 = b .bn, donde

obtém-se que 1 = lim (bn+1) • li,;, (b. bn) := b. lim (bn) = bl.

Como O < b < 1
) 

necessariamente l == O. 
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27 U ·1· 1 Ih d 1 - ti 1zaremos um argumento seme ante ao o exemp o an-1 !. terior para mostrar que a sJcessão (xn) = (b •: n E N), b ;,, 1,converge para J. (xn) é limliada inferiormente, pois ,}; ;,, 1 paratodo n E N. Além disto, bt � b• � 1 para todo n E N, isto é, (x,) tlmonótona decrescente e limJada. Seja l = lim (b;) # O e consi•dere-se a subseqüência (b•�1 ln EN). Sabemos que lim (b•�') = le que: 

Por fim, notemos que: 

é também uma subseqüência de (x,) e, portanto, converge para /.Segue-se que: 
l = lim ( b• e,:,]) = lim ( b: ) = 1

bn+l 

28 - Seja (x.) a seqüênci  cujo termo geral é x, = (z + � rpara todo n E N. Mostraremos que (x,) é monótona crescente elimitada. Utilizando o Teorema Binbmial, podemos escrever: 
( 1 )' 1 n! 1 n! 1X. = t+,, =t+ l!(n-1)! •,, + 2/(n-2)! ---:,,, + 

1
+ ... +-

n• onde, por definição, n! _ 1 . 2. 3. 4. . . . . n.
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Reescrevendo x11 de maneira mais conveniente, obtém-se:

Da me�ma forma, o termo Xn+i pode ser escrito assim:

Xn+t =1+1 +� (1- -1-)+�(1--1-)(1--2-) +2/ n + 1 3/ n + 1 n + 1 
• 1 ( 1 )( 2 ) ( n-1) + ... +- 1--- 1--- ... 1--- +n! n+l n+l n+l 

Observe-se agora que a expansão de xn contém (n. + 1) ter�os
e a de xn+i contém (n + 2) termos. Além disto, os (n + 1) pri
meiros termos de x11 + 1 são não-inferiores aos de x11 e o- termo de
ordem (n + 2) é positivo. Portanto, Xn < Xn+i para todo n E N.

Por fim, mostremos que (x11) é. limitada. Para tal, serão necessárias
as desigualdades abaixo:

a) Para cada n EN, (1 - - < 1, p _ 1, 2, ... , n.P) -
n 

b) Para cada n. EN, 2n- 1 � n!, o que pode ser visto facilmente
com o auxílio do Princípio da Indução. Note-se que a desigualdade
é verdadeira para n == 1. Admitindo que 2n-1 � n!, segue-se que
2• = 2 . 2•- 1 ,,; 2 (n!) ,,; (n + 1) n! = (n + 1) !, o que conclui
a demonstração.
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' Portanto, podemos escrever; para cada n E NJ que:
Xn = 1 + 1 + ;/ (1 - �) + ... + �/ ( 1 - �) ( 1 - : )

... ( 1 - �) < 1 + 1 + !_ (1) + .!, (1) (1) + ... + " 
1 2 2 

+ 2"�' (1) (1) (1) = 1 + 1 + ! + ;. + ... +
1 1/2 

+ 2n-l < 
2 + 1 __: 1/2 = /1

o que mostra que (x.) é limitada. Sendo monótona crescente e
limitada, a sucessão (x

n
) é Jonvergente (Teorema 6) .

29 - A sucessão cujo termo geral ·é Y
n 
= 1 + }1 +, + + 

+ ... + �! é monótona crescente e limitada e, portanto, conver
gente.

Os dois teoremas anteriores 1nos fornecem recíprocas do Teorema 2
para o caso das sucessões monótonas, Nosso próximo passo é esta
belecer um outro resultado que permita garantir algum tipo de 
convergência a partir da hipótese de que a sucessão é limitada. Na
verdade, demonstraremos que toda sucessão limitada possui uma
subsucessão convergente. EstJ fato, conhecido como Teorema de
Bolzano-Weierstrass para. sucessões, terá papel importante no desen�
volvimento do texto.

Faremos, inicialmente, a demonstração de um resultado que utili
zaremos na demonstração do Teorema de Bolzano-Weierstrass e que,
ao mesmo tempo, nos forneceluma caracterização diferente do ponto
de acumulação.

Lema 1 - Dados o conjunto A e R11 e o ponto a E RP) as seguintes
afirmações são equivalentes:

a) a E A';
b) existe uma seqüência (xn) em A de elementos distintos dois

a dois. tal que a = lim (x
n
) ; e

c) toda bola aberta de centro em a contém uma infinidade de
pontos de A.
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Prova: 

Mostraremos primeiramente que "a" implica "e", isto é, que, se 
a E A'J en.tão toda bola de centro em a contém uma infinidade de 
pontos de A. Suponhamos, por absurdo, que a bola B (a, r), r > O, 
é tal que B (a, r) ·" A é um conjunto finito. Sejam b1, b,, ... , b. 
os elementos deste conjunto diferentes de a e seja r1 = min {lb1 - ai,
[b, - a[, ... , [bn - a[)· 

Note-se que r1 > O e que B (a) r1) " A é um conjunto vazio ou 
então B (a, r1) r-- A = {a) (veja-se a figura a seguir). Em ambos 
os casos temos uma contradição com a definição de ponto de acumu
lação. 

o 

Mostraremos agora que "c" implica "b". Dada a bola B (a, J), 
seja x, E A tal que x1 EB (a, J) e x1 # a, isto é, O < [x1 - a[ < 1.

Da mesma forma, existe x, E A, x, # a e x, # x,, tal que x, E B (a, 
J / 2) . Prosseguindo desta maneira, podemos garantir que, para todo 
n EN, existe x,. E B (a, 1 /n) tal que Xn E A, Xn # x;_, # x._, # 
=f::,- .... ·# x2 e Xn # a. A seqüência assim construída· é convergente 
para a e ·seus elementos são distintos dois a dois. 

A implicação de "b" para "a" segue-se diretamente da definição 
de convergência e do fato de que (x.) é uma sucessão de elementos 
distintos. 
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que mostramos o 

C. Q. D.

Teorema 8 (Bolzano-Weierstrass) - Se (x.) é uma sucessão limitada em RP, ela possui uma �ubsucessão convergente. 
Prova: 

Seja X = { x.: n E N} o ,onjunto de valores de (x.). Há dois casos a serem considerados. 
Se X é um conjunto finito, então existe um elemento da sucessão que se repete um número infi ito de vezes. Neste caso, a subsucessão . é formada por estes termos.1Se X é um conjunto infi, ito, então ele possui um ponto de 

1 acumulação x (Teorema de �olzano-Weierstrass, Capítulo II). Fa-çamos agora uma construção s�melhante à realizada na demonstração de que "c" implica "b" no riema anterior. Dada a bola B (x, 1), seja x. E X tal que O < lx-,. x
n 

/ < 1. Note-se que x é um ponto 
, , de acumulação do conjunto (x

n
: n E N e n > n1} em vista do resultado "c" do Lema anterior. Portanto, dada a bola B (x, 1 /2), existe x. E X tal que n,· > n1 e O < lx - x, 1 < 1 /2. Prosseguindo 

• • neste processo, obtém-se uma �ubsucessão (xn,) tal que !x,,.
"" 

- xi < 

< 1 / k para todo k E N. Log\>, lim (x • .) = x.

III.!. 2 - Sümoões de J.ochy 
C. Q. D.

. Até agora, a maior parte �os resultados que 3.presentamos sobreconvergência de sucessões adfite que tenhamos conhecimento do limite da mesma. As Sucessões de Cauchy, que estudaremos nesta subseção, são interessantes, p�is nos permitem. provar sua convergência sem conhecimento do I1imite. Na ·verdade, estas são as únicas
1 sucessões que convergem em RP. 

Uma sucessão é de Cauch� quando seus termos tornam-se cada vez mais próximos uns dos outros à medida que n cresce. Por exem-
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pio, a sucessão (xn) = (1 /n: n E N) tem essa propriedade, pois, 
dados m E N e n E N, lxn - Xml = I_!_ - _!_I � _!_ + _!_ e, 

m n m n 

portanto, se escolhermos m e n grandes o suficiente, podemos tornar 
]xn - Xm l tão pequeno quanto desejarmos. 

É interessante também observar que, aparentemente, existe uma 
relação entre convergência e Sucessões de Cauchy. Já sabemos que 
(xn) converge para zero. Além disto, as sucessões (1, -1, 1, -1, ... ) 
e (1, 2, 3, 4, ... ) não são convergentes e também não gozam da 
propriedade de que seus termos aproximam-se uns dos outros à 
medida que n cresce. 

Passemos agora a uma análise mais formal das Sucessões de 
Cauchy. 

Definição 6 - A sucessão ( xn) em R• é de Cauchy se, para todo
número real E > O, existe um número natural M (E) tal que, para 
todo m � M (,) e para todo n � M (,), tivermos lxn - Xm l < ,.

Exemplos: 

30 - (xn) = (1 /n: n E N) é uma sucessão de Cauchy, pois, dado 
2 

e > O, tomemos M (e) como sendo o menor inteiro tal que - <e 
< M (,) . Portanto, quàisquer que sejam m, n � M (,), teremos 
/X. - Xm/ = I .!__ - ..!_ 1 � ..!_ + 

1
< -e

+
e - = e uma vez que

2 2 n m n m 

1 1- < e/2 e - < e/2.n m 
31 - A sucessão (x,.) = (1 + 1/2 + ... + 1/n: n EN) não 

é de Cauchy. Antes de mostrarmos isto, escrevamos a negação da 
Definição 6. 

Negação da Definição 6 - A sucessão (xn) em RP não é de Cauchy
se "existe" um número real Eo > O tal que, "para todo" número 
natural M, "existem" m) n E N, m) n � M e tais que [xm - xn [ � Eo , 
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Considere-se agora o número real Eo = 1 / 3 e sejam m e n ·números 
�aturais tais que m > n. ·Então:

1 1 1 1 
Xm - Xn = -·-- + --. - + . • • + - > - + • .. +

n+1 n+2 m m 

+ � = :cm - n) = 
1 

_ !!:___
m m m

Portanto, dado M E N, sejam n ?,, M e m 2n. Segue-se que 
1 1 

Xm - x. > 1 - 2 = 2 > e0 • Logo, (x.) não é de Cauchy.
O resultado mais importante sobre as sucessões de Cauchy é o

apresenta do a seguir. 

Te orem a 9 (Critério de Convergência de Cauchy) - Uma sucessão 
(�11) em RP converge se, e somente se, ela é de Cauchy.

Prova: 

O teorema ·será demonstrad,o na forma dos três Lemà.s a seguir. 

Lema 2 - Se (x.) em R• � convergente, ela é de Cauchy. 
Prova do Lema 2 - Seja , x = lim (x.) . Dado E > O, existe 

M (s) E N tal que n ), M (e) implica lx, - xi < e/2. Portanto, 
se m ), M (e) e n. ), M (e), temos que lx• - x.,I :( lxn - xj +
+ lx·m - xj < e. 

Lema 3 - Se (x.) em R0 é de Cauchy, ela é limitada. 
Prova do Lema 3 - Dado e = 1, seja M (1) E N tal que, se 

m, n. ), M (1), lx. - Xm l < 1. Seja iii EN (m fixa) tal que m), 
), M (1) e seja n ), M (1). Então, (x,! :( (x. - x;s( + (x;s j < 1 +
+ !xm ! e, portanto, (x.! :( B para todo n EN, onde B = max {!x,!, 
(x,!, ... , 1x., __ ,!, 1 + lx;sj). 

Lema 4 - Seja (x.) em R� uma sucessão de Cauchy e seja (x, ,)
uma subsucessão que converg� para x. Então, (x11) converge para x.

Pi-ova do Lema· 4 - Como • (x,) é de Cauchy, dado e > O existe 
um número natural M (e) tal que (x. - xm l < e/2 para todo 
m; n � M (E). Como lim (x 11 ) == x, existe· um número natural

k 
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M' (,) tal que lxn
, 

- xi < e/2 para todo nk), M' (,). Seja"'" EN
(m, fixo) tal que m, ), M' (,) e seja n ;?, max { M (,), M' (,) }-

Então, lxn - xi � lx,. - x;s,I + lx,,., - xi <

Dessa maneira, concluímos que lim (x11) .== x. 

Para encerrar- a demonstração do Teorema 9, 

E E 

2 + --y
= ,. 

observe-se que: • 
a) o Lema 2 garante que toda sucessão convergente é de Cau

chy; e 
b) a outra implicação segue-se dos Lemas 3 e 4 e do Teorema

de Bolzano-Weierstrass para sucessões. 
C. Q. D.

III .1. 3 - . Caracterização dos Conjuntos Fechados e dos. 
Conjuntos Compactos por Meio de Sucessões 

Procuraremos agora dar uma caracterização adicional dos Con
jilntos Fechados e dos Conjunt_os Com}'Jac_tos e� termos de sucessõ�s.
Este é um exercício útil porque melhora o nosso conhecimento com 
Telação à natureza de tais conjuntos e também porque nos permitirá 
apresentar certas demonstrações de maneira bastante simples. 

Teorema 10 - Um conjunto F e:: RP é fechado se, e somente 
sé, o limite de toda seqüência convergente de elementos de F per
tence a F.

Prova: 

Suponha-se que F seja um conjunto fechado e seja (x,) em F

tal que lim (xn) == x. Se x é um elemento da sucessão, claramente 
x E F. Se tal não acontece, toda vizinhança de x contém infinitos 
pontos do conjunto { Xn: n E N} e, portanto, contém infinitos pontos 
de F. Logo, x é um ponto de acumulação de F e, como F é fechado, 
X E F. 

Suponha-se agora que toda seqüência (x,) em F convergente é 
tal que lim (x,) E F. Seja x um ponto de acumulação de F. Pelo 
Lema l existe uma seqüência em F que c.onverge para x. Péla 
hipótese, x E F e, portanto, F é fechado. 

C. Q. D.
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Como aplicação deste resultado, considere-se o conjunto: sejam
a E R';_ - (O), m E R+ - (O) e B = (X E R•: < a, x > ,( m).

Mostremos que B é fechado. Para tanto, seja (y.) em B uma se
qüência que converge para y E RP. Como Y

n 
E B para cada n E N,

< a, Yn > � m e, portanto, devemos necessariamente ter (exem
plo 20) < a, y > ,( m. Assim, y E B, o que mostra que B é fechado.

Teorema 11 - Vm conjunto K e:: RP é compacto se, e somente
se, toda sucessão (x

n
) em K possui uma subsucessão convergente para

um elemento de K.

Prova: 

Suponha-se que K é compacto e seja (x.) uma sucessão em K.
Po!'tanto, (xn

) é uma sucessãd limitada que possui uma subsucessão
convergente (Teorema de B9lzano-Weierstrass para sucessões) . Se
gue-se do teorema anterior qije lim (x. ) E K.

' ' 

Suponha-se agora que tod� seqüência em K possui uma subsu-
cessão convergente para um dlemento de K.

Mostremos, primeiramente, lque K é- fechado. Seja (x.) uma su
cessão convergente em K. Caibo ela possui uma subsucessão conver
gente para um elemento de Í)., lim (x.) E K. Logo, ·K é fechado.

Se K não é limitado, então para todo B E R existe x E K tal que
lx! > B. Dados, portanto, os húmeros 1, 2, 3, .. ·J existem x1 E K

J 

x, E K, ... , x. E K tais que lx,I > n para todo n E N.

Toda subseqüência de (x
n
) é ilimitada e, portanto, não converge.

Isto contradiz a hipótese inicial.
C. Q. D.

III. 2 - Limite de Função

Trataremos agora da questão mais geral do limite de uma função
definida no subconjunto de Rv. Na seção anterior restringimo-nos
às sucessões que são funções definidas no conjunto dos números
naturais.
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O desenv9lvimento que faremos generaliza, portanto, o tratamento 
anterior. Sua importância, como mencionado no início do capítulo, 
prende-se ao papel fundamental que desempenhará em outras partes 
do texto quando estivermos examinando, por exemplo, Continui
dade de Funções, Derivadas e Integrais. A apresentação está orga
nizada da seguinte maneira: definição de limite; teorema$ sobre 
limites; e, por fim, existência de limites laterais para fÚnções mo
nótonas. 

III. 2 .1 - O Conceito de Limite de Função

Intuitivamente, o limite de uma função (quando ele existe) num·. 
ponto a é um valor do qual nos podemos "aproximar" tanto quanto 
desejarmos, desde que nos "aproximemos" o suficiente do ponto a.

Vejamos a figura a seguir. 
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O número-.b é o limite da função. no ponto a, porque, por menor 
que seja uma vizinhança do ponto b, conseguiremos encontrar valo
res arbitrariamente próximos de a cujas imagens estarão dentro da 
ref_erida vizinhança. Apelando ainda um pouco mais para a intuição 
do leitor, consideremos a função f: R ➔ R definida por f (x) = x. 
O limite def (x) no ponto x = 1 é b = 1, pois, qualquer que seja 
a_ viziqhança que �ç:,marmos com centro - em b, encontraremos uma 
vizinhanÇa com centro em x = 1 tal que a imagem dos seus pontos 
estará contida na vizinhança de b. 

f( X ) 

1 +€ ._ _____ ,, 

1 

1-6 ,--�,r

'--+-1 
ô 

Vejamos agora a definição precisa de limite. 

Definição 7 � Seja f: D ➔ R•, D e::: R,, e seja a E R' um ponto 
de acumulação de D. Diz-se que b E R• é o limite de f quando x

tende para a se a seguinte condição se verifica: para todo número 
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real e > O, existe um número real õ (e) > O tal que, qualquer que
seja x E D, com O < 1 x - a 1 < õ (e), temos que li (x) - b 1 < s.
Neste caso, escrevemos: 

b = lim J(x) 
z-ta.: 

Exemplos: 

32 - Seja f: R ➔ R definida por i (x) = x. Mostremos que
lim i (x) = 1. Para tanto, deveremos· mostrar que, qualquer que
.-, 

seja o número real E > O
J 

podemos encontrar um núffiero real 
õ (e) > O que satisfaça a condição acima. Observe-se, então, que:

li (x) - 1 1 = lx - li
Assim, dado E > O, podemo� tomar o número õ como sendo igual

a e, uma vez que, para todo x E R tal que O < 1 x - 1 1 < õ,. tere
mos li (x) - 11 < s.

33 - Seja f: R ➔ R definida por i (x) = x'. Mostremos que
lim i (x) = 4. Inicialmente, observemos que:·-· 

li (x) - 41 = lx' - 41 = lx - 21 lx + 21 (1)
Como a existência do limite é uma propriedade local, isto é, para 

a qual só interessa o comportamento da função nas proximidades 
do ponto considerado, podemos nos restringir, numa primeira apro
ximação, a uma vizinhança de raio J do ponto x == 2. Em outras
palavras, consideremos apenas os pontos do domínio da função tais 
que lx - 21 < 1. Então, tem-se que 1 < x < 3 e lx + 21 < 5, e (1)
pode ser agora limi_tado superiormente por 5 jx - 2]. Em outras
palavras, li (x) - 41 = lx' - 41 = lx - 21 lx + 21 < 5 lx - 21.

Dado um número e > O, podemos então tomar õ (e) como sendo
o menor dos números { 1, + }, isto é, õ (e) = min {1, +} · Neste
caso, sempre que x E R satisfizer O < lx - 21 < õ (e), teremos

E 

Jf (x) - 41 < 5 lx - 21 < 5 õ (e) ,,; 5 . 5 = ,.
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Veja-se a figura a seguir pata uma ilustração do procedimento que 
utilizamos na demonstração Ácima.' 

4 +& f-+-------1 

4 4-6 i-,-----,( 

3 X 

34 - Seja f: D ➔ R, ond� 
D = R - {l /3), definida porx' - X + ]8 /(x) =----�-.Mostremos que lzm f(x) = 1.)x - 1 1 ,-, 

Inicialmente, procuremos estimar, de maneira conveniente, o Valor' de lf (x) - 4j. Observe-se que: 
IJ<x) - 41 = l:r!- x + 18 - 41 � lx' - 13x + 22 I = lx-21 Jx- 1113x - 1 , l3x - 11 l3x - 11 
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Tal como no exemplo anterior, façamos uma restrição ao domínio 

d f 
- • - lx - Ili se torne dema-e que nao permita que a expressao 

l3x _ l l 
siado grande. Uma condição importante para isto é que nos mantenhamos afastados do ponto 1 / 3. Suponha-se, então, que nos restrin
jamos a uma vizinhança de raio 1, isto é, ]x - 2] < 1. Neste caso, 
1 < x < 3, -10 < x - li < - 8 e 2 < 3x - 1 < 8, ou, ainda,
1 1 1 1 Jx - IIJ 10 5 x _ J1 < 10 e 3x - 1 > 2. Portanto, 

J3x _ lJ < -2- = ·
Feitas estas considerações preliminares, seja agora E > O e tome

mos b (s) = min { 1, + }- Então, para todo x E D tal que O < 

Jx - Ili < Jx - 21 < b (s), teremos que lf(x) - 4J = lx - 21 l3x _ lj < 

< 5 lx - 21 < E. Em outras palavras, lim f (x) = 4. 
,-, 35 - Seja f: R ➔ R definida por: 

{ x, se x # 1 

f (x) = 
o} se x == 1 

Neste caso, f (1) = O, entretanto lim f (x) = 1, como pode ser
,-, 

demonstrado de maneira inteiramente análoga ao que fizemos no exemplo 32 (o gráfico da função, na página seguinte, ajudará o leitor a compreender melhor este exemplo) . 
36 - Seja f: R ➔ R definida por: 

J(x) =
J x' - -1 

x+l , sex ,.< 
l a, se x = -1

-1

Mostremos que lim f (x) = -2. Note-se, inicialmente, que na
z-'>-1 

definição de limite o valor da função no ponto não é considerado e, portanto, podemos estimar o valor de li (x) - (- 2) J pela ex-
pressão: 

IJ(x)- (--2)[ = 1 x'-1 + 21 = 1 (x+l) (x-1) + 21 = lx+l[ x+l x+l 
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f ( X ) 

X 

Dessa maneira, dado E > O) se tomarmos õ (E) == E, teremos que,
se O < lx - (-1) 1 < õ (s), lf (x) + 21 = lx + 11 < s. Por
tanto, lim f (�) = -2.

x-+ -1 

Passemos agora a fazer algumas observações com relação à defi
nição de limite de função.

a) Como os exemplos 35 e 36 ilustram, o limite de uma função
não é necessariamente igual ao seu valor no ponto considerado. Na·
verdade, como estes exemplos também ilustram, não faz a menor
diferença. se o ponto em questão pertence ou não ao domínio da
função. É fácil ver que, se g: R - {- 1} ➔ R é definida por
g (x) = �• - 1

. então lim g (x) = -2. Note-se que -1 não
X + J x--+-1 pertence ao domínio de g, porém ele é ponto de acumulação de

R- (-1}.
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O lato considerado pode ser facilmente comprovado. Sejam 
1: D ➔ RP, D = Rq, a E D ponto de acumulação de D e g: D -
- {a}➔ RP tais que, para todo x E D - {a), f(x) = g(x). Então,
lim f(x) = lim g(x). 

b)' A única condição imposta ao ponto a na Definição 7 é que 
ele seja ponto de acumulação de D, e como tal pode ou não pertencer 

·a D, ·como afirmamos na observação anterior.

Além disto, no�e-se que, se a não é ponto de acumulação de D,

então existe um número real y > O tal que B (a, y) " D é vazio
ou então é o conjunto {a}. Mostremos que, se tal ocorre, qualquer

número real é limite de qualquer função quando x tende para a.

Vejamos, então, a }legação da Definição de Limite: um número 
L E RP não é o limite de f quando x tende para a se existe mn 
número real e, > O tal que, "para todo" õ > O, existe x E D com 
O < jx - aj < õ e tal que lf (x) - LI ;,, e,. 

Considerando isto, seja Eo > O um número dado e note-se que, a 
não sendo ponto de acumulação de D, não existe nenhum x E D 

tal que O < jx - aj < y e, portanto, qualquer vetor b E RP é 
limite de qualquer função. Em outras palavras, se não impusermos 
a condição de que a E D', o conceito de limite torna-se inteiramente 
trivial. 

e) Uma versão equivalente da definição de limite é a seguinte:
dados f: D ➔ RP, D = Rq, e a E R• ponto de acumulação de D, 

diz-se que b E RP é o limite de f quando x tende para a se, para 
todo número real E > O, existe um número real õ (e) > O tal que 
f (Va) = B (b, e), onde Va = B (a, 1\ (e)) - {a} é uma bola perfu

r-ada de centro em a. 

A equivalência das duas definições pode ser facilmente compro
vada. Inicialmente, se se supõe que a Definição 7 é verdadeira, a 

•definição acima segue-se imediatamente. Por outro lado, se a defi
nição acima é verdadeira, e se x E D é tal que O < jx - aj < õ (e),
segue-se que f (x) E B (b, E), isto é, lf (x) - bj < s.

d) Podemos ainda apresentar a definição de limite de uma ter
ceira maneira (obviamente equivalente às duas anteriores) : dados 

f: D ➔ RP
,, 

D e: Rq, e a E Rq ponto de acumulação de D, diz-se 
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Eque b R• é o limite de f quando x tende para a se, para toda 
vizinhança W e: R' de b, existe uma vizinhança V e: R" de a tal 
que, para todo x E D n (V - {a)), f (x) E W. 

Provemos a equivalência desta definição com a anterior. É fácil 
ver que, se esta definição se verifica, a anterior também ocorre, pois 
as bolas são vizinhanças. Por outro lado, suponha-se que a definição 
da observação "e" seja verdad�ira e seja W uma vizinhança ·de b. 
Por definição, existe uma bola, B (b, e) e: W. Então, a bola perfu. 
rada B (a, õ) - {a} pode ser !tomada como V da definição acima. 

Procuraremos, no que se seg$e, utilizar mais intensamente a Defi
nição 7. No entanto, as duas ohtras definições são importantes para 
familiarizar o leitor com certas generalizações do conceito de limite. 
Além disto, no capítulo seguinte sobre funções contínuas faremos 
uso de uma destas formulações. 

Teorema 12 - Seja f: D ➔ R•, D e: Rq, e seja a E Rq um ponto 
de acumulação de D. Então, b E R• é um limite de f quando x 
tende para a se, e somente se, para toda sucessão (x

n
) em D - {a} 

tal que lim (x.) = a, tivermos b = lirn (f (x
n
)) . 

Prova: 

Seja (x
n
) em D - {a) tal que lim (xn) = a e suponha-se que 

lim f (x) = b. Dado E > O, existe õ (s) > O tal que, se x E D e 
·-·

O < [x - a[ < õ, então [f (X) - b[ < E. Como lim (x
n
) = a, 

existe um número natural M [õ (s)] tal que, se n ;,, M [õ (s) ], 
O < [x

n 
- a[ < õ (s). Portanto, para todo n ;,, M[I\ (s) ], teremos 

[f (xn
) - b [ < E, 

Suponhamos agora que toda sucessão (x
n
) em D - {a) que con

verge para a tem a propriedade de que lim (f (x
,.
)) = b. Supo• 

nhamos também que b não é o limite de f (x) quando x tende para a. 

Então, existe um número real e,0 > O tal que, para todo ô > O>
existe x E D com O < [x - a[ < 1\ tal que [f (x) - b[ ;:,: e0 • To-
mando-se sucessivament� Õ1 == 1

> 
Õ2 == 1 /2, ... , Õ

n 
== 1 /n, ... , e 

escolhendo, para cada um des�cs õ, x1 , Xi, . . .  , x1u . . .  , respectiva-
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mente, obtém-se uma seqüência em D - {a) tal que lim (x
n
) = a. Entretanto, lf (x.) - bj � E, para todo n EN. Esta contradição demonstra o resultado. 

C. Q. D.

Deste fato podemos imediatamente provar: 
Corolário (Unicidade do limite) - Seja f: D ➔ RP, D e:: Rª, e seja a E Rª um ponto de acumulação de D. Então, se lim f (x) = L1 e lim f (x) = L,, temos que L, = L,. 
·-·Prova: 
Ver o teorema acima e o Teorema 1. O resultado que acabamos de demonstrar é de grande importância prática para a verificação da existência ou não do limite de uma dada função. Assim, por exemplo, para mostrar que não existe limite é suficiente encontrarmos duas sucessões no domínio da função com a propriedade especificada no teorema e cujas imagens convergem para limites diferentes. Ou, ainda, basta encontrarmos uma sucessão com a propriedade especificada e cuja imagem não seja uma sucessão convergente. Vejamos alguns exemplos em que se pode tirar proveito do teorema. 
Exemplos: 
37 - Seja f: R' ➔ R definida por: 

f (x, y) J xy (x, y) # (O, O) 
l 

x
• + y' 

' se 
O, se (x, y) = (O, O) 

Verifiquemos se existe o limite de f quando (x, y) tende para (O, O). Para tanto, consideremos as seguintes· sucessões: 
(Z,) = { (1/n, 1/n): n E N) e (V,) = { (2/n, 1/n): n 
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Observe-se que (Z.) e (V.) são sucessões em,R' - { (O, O)} e que 
lim (Zn) = lim (V.) = O, Entretanto, lim (J (Z

n
)) = 1 /2 e 

lim (J (Vn)) = 2/5. Logo, não existe o limite de f quando (x, y) tende para (O, O). 
38 - Seja f: R ➔ R defini�a por: 

f (x) l sen +, se x # O

l O, se x = O

Mostremos, com auxílio do' teorema anterior. que não existe o limite de f quando x tende plra zero. Antes, porém, é interessante esboçar o gráfico de f para que tenhamos uma visão geométrica do 
fato. 

f (x) 

X 

-1 

É intuitivo, a -partir do gráfico, que o limite não· deve existir, pois à medida que nos aproximamos do ponto zero a função oscila abruptamente entre os valores +1 e -1. 
Mais formalmente, considereLos a sucessão (x11) ( 2 

(2n. - 1)" 
n E N) em R - {O). É fácil ver que lim (xn

) 
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( (2n - 1) ll
)

(f(x
n
)) = sen 

2 
: n EN = (1, -1, 1, -1, ... ) 

converge e, portanto, não existe o limite em questão. 

não 

Observe-se que, qualquer que seja o valor da função f no ponto 
x == O, o mesmo argumento acima mostra que não existe o limite· 

quando x tende para zero. 

Para enunciarmos o próximo teorema introduziremos a seguinte 

notação: seja f: D ➔ RP, D e R'. Então, para cada x E R,, f (x) =

= (f1 (x), f, (x), ... , fp (x)), onde t,: D ➔ R, isto é, f é um vetor
onde os componentes são as p funções reais Íi•

Teorema 13 - Seja f: D ➔ R•, D e R', e seja a E R' um ponto 
de acumulação de D. Então, existe o limite de f quando x tende 
para a se, e somente se, existem os limites das funções /,;. quando x 
tende para a. 

Prova: 

Ver o Teorema 12 e o Teorema 3. 
Como aplicação, consideremos os seguintes exemplos: 

39 - Seja f: R' ➔ R' definida por f (x, y) = (x' + y•, x• -y'). 
Mostremos que existe lim f (x, y) qualquer que seja (a, b) t R•.

(x, y)-+(a, b) 

Seja f,: R' ➔ R definida por f, (x, y) = x• + y' e seja (a., b
n
)

uma sucessão em R' - { (a, b)} que converge para (a, b). Então,
(a.) converge para a e (b,,) converge para b. Logo, (f1 (an, b

n
)) =

= (a: + b!) converge para (a' + b•). Similarmente, f,: R' ➔ R 
definida por f, (x, y) = x' - y• é tal que (f, (a., b.)) = (a.! - b!) 
converge para (a' - • b') . 

Assim, fica claro que: 

lim f (x, y) = (a' + b•, a• - b') 
(x, 11J -+ (a, b) 

40 - Seja f: R ➔ R' definida por: 

{(t,1/t),setaj,0 f (t) 
O, se t = O 
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Não existe o limite de f quando t tende para zero, pois não existe 

o limite de + quando t tende para zero.
Definição 8 - Sejam f: D ➔ R•, g: D ➔ R• e ex: D ➔ R, D e:: R•.

Então: 

a) a função soma é dada por f + g: D ➔ R• tal que
(f + g) (x) = f (x) + g (x) ;

b) a função produto interno é dada por < f, g >: D ➔ R tal
que < f, g > (x) = < f (x), g (x) >;

e) a função produto escalar é dada por « f: D ➔ R• tal que
(o. f) (x) = o. (x) f (x) ; e

d) se o. (x) # O para todo x E D, a função quociente é dada por
1 ( 1 ) 1 -·- f: D ➔ R tal que - f (x) = --)- f (x).o. o. ·  «(x 

Teorema 14 - Sejam f: D ➔ R• e g: D ➔ R•, D e:: R•, e a E R•
um ponto de acumulação de D. Se lim f (x) _ b e lim g (x) = e.

então: 

a) existe o limite de (f + g) quando x tende para a e
lim (f + g) (x) = b + e; e

b) existe o limite de < f, g > quando x tende para a e
lim < f, g > (x) = < b, e >·

Prova: 

Como a é· ponto de acumulação de D, existe pelo menos uma se
qüência (x

n) em D - {a} tal que lim (x
n
) ==a.Portanto, tomam.lo

agora uma seqüência arbitrária (x
n
) em D - {a} com lim (xn) == a, 

temos que lim (f (x
,.
)) . = b e lim (g (x.)) = e. Portanto (Teorema

5), temos que lim (f + g) (x.) = b + e e lim < f, g > (x,.) =

= < b, e>·

C. Q. D.
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Teorema 15 - Sejam f: D ➔ RP e a: D ➔ R, D e: Rª, e a E R• ponto de acumulação de D. Se lim f (x) • = b e lim a (x) = �' 
então: 

a) existe o limite da função af: D ➔ Rq definida por (af) (x) -
= a (x) f (x) quando x tende para a, e neste caso lim (af) (x) -
= �- b; e b) se a (x) # O para todo x E D e � # O, existe o limite da
função (.!__ J ) : D ➔ R' definida por (..!.... J) (x) = -

1
- . f (x)

a a a(x) 

quando x

Prova: 

tende para a, e neste caso lim (..!.... J) (x) = .!__ . b.
ze-->a a /3 

O resultado segue.se imediatamente dos Teoremas 12 e 5. 
Façamos algumas observações com relação a estes resultados. 

a) Tanto o Teorema 14 quanto o Teorema 15 nos fornecem
condições suficiente� para a existência do limite. Que estas condi
ções não são necessárias pode ser verificado através dos seguintes exemplos: 

Seja f: R ➔ R definida por: 
{ J /x, se x # O 

f (x) 
Ü

i 
se X =: 0

e g: R ➔ R definida por g (x) = x. Então, não existe o limite de 
f quando x tende para zero e, no entanto, lim f (x) .g(x) = 1.'-º - Sejam f: R ➔ R e g: R ➔ R tais que f (x) = -g (x) . Ainda
que não exista o limite de f quando x tende para a, existe o limite de (t + g) quando x tende para a. Neste caso, lim (f + g) (x) = O.

,-a b) Com relação ao resultado "b" do Teorema 15, convém notarque, na verdade, não é necessário fazer a hipótese de que a (x) # Opara todo x E D, porque se � # O teremos que a (x) # O numa vizi-
nhança do ponto a e, portanto, nesta vizinhança ( � J) está bem
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definida. Mostremos este fato. elmo lima (x) = � e� 'F O, seja dado·-· E = l�I > O. Então, existe õ > O tal que, para todo x E D com
O < lx - ai < õ, teremos la (x) - �I < 1�1- Portanto, - J�J < 

< a (x) - � < l�I ou, ainda, <'.< (x) > O se � > O ou a (x) < O se 
� < O para todo x E D satisfazjndo O < lx - aJ < õ. c) Quando � = O, para que exista o limite de ( ! J) quando xtende para a é necessário (poré não é suficiente) que lim f (x) ·= O,

1 porque, existindo lim (.!_ 1) (x), então temos que f (x) = (_.!_() •x--+a a a X • f (x) ) a (x). Logo, lim f (x) I= O.
x-->a 

1 

Abordaremos novamente estes! casos quando discutirmos as chama� 
das formas indeterminadas. 1 

Teorema 16 - Sejam f: D ➔ R, g: D ➔ R, D e:: R', e seja
a E Rª ponto de acumulação dei D tais que f (x) ;;;, g (x) para todo 
x E D - {a). Então, lim f(x);;;, lim g(x). 

Prova: Sejam b = lim f (x) e e = .im g (x) e suponhamos que e > b.Dado E = e - b > O, existe õ > O tal que 1 (t (x) - g (x)) - (b -- e) 1 < e - b para todo x E D I tal que O < J x - a 1 < õ. Segue-seque b - e< (t(x) - g(x)) [ (b - e) < e - b na vizinhançaacima. Portanto, f (x) < g (x), o que contradiz a hipótese de que 
f (x) ;;;, g (x) em D - {a).

C. Q. D.

III. 2. 2 - Limites Laterais! e Funções Monótonas
Nesta ·subseção introduziremo$ a idéia de limite lateral de uma 

função e provaremos o teorema! que garante sua existência para as 
funções monótonas. 

Definição 9 - Seja f: D ➔ R; D e:: R, e seja a E R nm ponto deacumulação do conjunto n> =] {x E D: x > a). Diz-se que b é olimite à direita de f quando x ,tende para a se, para todo número
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real E > O, existe um número real õ > O tal que, se a < x < a + 1\, 
x E D, então lf(x) - bl < e. 

Definição 10 - Seja f: D ➔ R, D e:: R, e seja a E R um ponto de 
acumulação do conjunto D"' = {x E D: x < a}. Diz-se que b é o 
limite à esquerda de f quando x tende para a se, para todo número 
real E > O, existe um número real õ > O tal que, se a - õ < x < a, 

x E D, então lf(x) - bl < e. 
Para indicar os limites laterais utilizaremos uma das notações 

abaixo: 

a) limite à direita de f quando x tende para a: lim f (x) ;
:,:;----> a+ 

f(a +O); ou f(a +); e 

b) limite à esquerda de f quando x tende para a: lim f (x);

f (a - O) ; ou f (a -) . 

Exemplos: 

41 - Seja f: R ➔ R definida por: 

f (x) = { 1, se x > O

-1, se x � O

O gráfico de f é o seguinte: 

f(' ) 
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Observando-se o gráfico qe f, pode-se perceber que o li mite à 
direita quando x tende para zero é 1 e o limite à esquerda é -1.

Mais formalmente, qualquer que seja s > O e qualquer que seja 
b > O, teremos [f (x) - lf = O < s para todo O< x < õ e também 
[f(x) +l[=0<sparatodo-b<x < O.

Observe.se que não existe o limite de f quando x tende para zero.
Claramente, nenhum númerd diferente de 1 ou -1 poderia ser o 
limite. Além disto, nem o número 1 nem o número -1 podem ser o 
limite, pois, dado s0 = 1 /2, qualquer que seja õ > O existe x E R 
tal que [f(x) -1[ ;;,, 1/2 ou [f(x) + lf ;;,: 1/2.

42 - Seja f: R ➔ R definida por: 
1 

f (x) = { x, se x < 3

x - 2, se x ;;,, 3

O gráfico de f é o seguinte: 

f ( X ) 
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É fácil ver que o limite à direita de f quando x tende para 3 é 1
e o limite :-\ esquerda é 3. Observe-se, também, que não existe o 
limite de f quando x tende para 3. 

Nos exemplos 41 e 42 verificamos que existiam os limites laterais, 
porém eles eram diferentes. Verificamos também que não exiitia o 
limite da função quando x tende para o ponto considerado. Isto 
não é uma coincidência, como mostra o teorema a seguir. 

Teorema 17 - Seja f: D ➔ R, D e:: R, e seja a E R um ponto 
de acumulação dos conjuntos n > e n< . Então, existe o limite de f 
quando x tende para a se, e somente se, existem os limites laterais 
quando x tende para a e lim f (x) = lim f (x) . 

x--+a+ x--+a-

Prova: 

Note-se, inicialmente, que a é um pcinto de acumulação de D. 

Suponha-se, agora, que b = lim f (x) . Então, segue-se da definição 

que b = lim f (x) = lim f (x) . 
z-a+ x--+ a-

Por outro lado, se existem os limites laterais e se lim f (x) _ 

= lim f (x) = b, então, dado s > O, existem: 
J;-4a+ 

a) 
- bl

b)
- bl

õ, > O tal que, se x E D e a - 1\1 < x < a, então lf (x) 
< e; e
õ, > O tal que, se x E D e a < x < a + õ,, então lf (x) 
< f. 

Tomando-se õ min (õ,, õ,), segue-se que lim f (x) b. 
·-·

C. Q. D.

Definição 11 - Uma função f: D ➔ R, D e:: R, diz-se crescente 
(decrescente) se, para todo x, y E D, x > y, tivermos f (x) > f (y) 
(t (x) < f (y)). A função f é não-decrescente (não-crescente) se, 
para todo x, y E D, x > y, tivermos f (x) ;;;: f (y) (t (x) :'( f (y)). 

Exemplos: 

X 43 - A função f: R+ ➔ R definida por_ f (x) =
1 

é cres-
+ x

cente, pois, dados x, y E R+ com O > x > y, então f (x) X 

] + X 
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1 1 

1 + 1 /x > -1 -+-1-jy- = f (y). Quando x = O, f (x) =

< f (y) para todo y > �- Portanto, f é uma função crescente.=º 

44 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) = maior inteiro menor
1 ou igual a x. É fácil ver que .f é não-decrescente, pois, dados x, y E R, 

x > y, temos que f (x) ): f (y) .
Quando f é crescente, nãotdecrescente, decrescente ou não-cres

cente, diremos que é uma função monótona. O teorema que se segue
mostra um aspecto imporlante do comportamento das funções monó
tonas� qual seja, a existência ,ias limites laterais. 

Definição 12 - Seja f: D ➔ 1R•, D e:: Rq. Diz-se que f é limitada
se o conjunto f (D) é limitado· em Rq, isto é, se f (D) está contido
em alguma bola.

Exemplos: 

45 - A função f: R ➔ R dcifinida por f (x) = x não é limitada,
pois f (R) = R.

46 - A função f: R ➔ R d�finida por f (x) = sen x é limitada,
pois f(R) = [-1, 1]. 1 

Teorema 18 - Sejam: f: D ➔ R, D e:: R, uma função monótona
limitada, a E R um ponto de aicumulação do conjunto D> e b um ' 
ponto de acumulação do conjun:to n-==.Então, existem os limites late-
rais f (a+) ef(b-).

Prova: 

Mostremos que existe o limite ,à direita de f quando x tende para a. 
Para fixar idéias, suponhamos !que / seja monótona não-crescente 
limitada. 

Como a é um ponto de acumµlação de n>, temos que, para todo ' ô > O, o conjunto (a - ô, a + ô) r. D> é não-vazio e diferente
de (a}. Logo, se x E (a - õ, a+ õ) r.D>, temos qne a< x <a+ ô.
Dado õ, = 1, seja x, E D tal quer < x, < a+ ô,. Além disto, como



a é também ponto de acumulação do conjunto {x E D: a< x < a+

+ ll,), dado ll, = min { � , [x, - a[ l, existe x, E D tal que
a < x, < a + ll,. Portanto, x, < a + ll, ,;;; a + Jx1 - a[ = x1• 

Dado agora ll" = min { ; , [x, - a[}, existe x, E D tal que x, > x,.

Prosseguindo desta maneira, obtém-se uma seqüência (x11) em
D - {a) que é monótona decrescente e que converge para a. Uma
vez que fé monótona não-crescente e limitada, temos que a seqüência

(f (x.)) é monótona crescente e limitada. Logo, (f (x.)) converge
para um número real L (note-se que L ·= sup {f (x.) : n E N)). 

Mostremos, finalmente, que lim f (x) = L. Dado E > O, existe
x-"a+ um número natural M (E) tal que, se n ? M (s), [f (x.) - L[ < f. 

Além disto, se x > a, existe n E N tal que x > Xn > a e, portanto, 
L ? f (x,) ? f (x), isto é, L ? f (x), qualquer que seja x E v> .

Seja, agora, n ? M (s) e tomemos õ ·= X
;; 

- a. Então, se a < x < 

< a + ll (isto é, a < :, < x,;), teremos f (x;;) ,;;; f (x), donde se
conclui que -E < O < L - f (x) < L - f (x

;;
) < E, ou seja,

lim f(x) = L. 
x--+a+ 

O argumento acima pode ser adaptado para mostrar que existe o 
limite à esquerda de f quando x tende para b.

III. 2. 3 - Limite Infinito e Limite no Infinito

Definição 13 - Seja f: D ➔ R, D e R.

C. Q- D.

a) Se a é um ponto de acumulação de D, diz-se que o limite
de f quando x tende para a é mais infinito (indica-se lim f (x) = 

= + oo) se, para todo B E R, existe um número real ÕB > O tal
que, se x E D e se O< [x - a[ < lln, temos f(x) > B. O limite
de f quando x tende para a é menos infinito (indica-se lim f (x) = 
= - oo) se, para todo B E R, existe lln > O tal que, se x E D e
se O< [x - a[ < lln, temos f(x) < B. 
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b) Seja D ilimitado superiormente. Diz-se que o limite de f

quando x tende para mais infinito é o número real b (indica-se: 
lim f (x) = b) se, para todq E > O, existe um número real V (E)

x--++co tal que, se x E D e x ;;, V(�), então lf (x) - bl < E, O limite
de / quando x tende para mais infinito é mais infinito (indica-se: 
lim f (x) = + oo) se, para todo B E R, existe um número real V (B)

:e--++co tal que, se x E D e x ;;, V (B), tem-se f (x) > B. (De maneira
análoga, pode-se definir o que se entende pela expressão "o limite 
de f quando x tende para mais infinito é menos infinito".) 

1 e) Seja D ilimitado inferiormente. Diz-se que o limite de f quan
do . x tende para menos infinito é o número real b (indica-se: 

lim f (x) = b) se, para todq e > O, existe um número real V (E)
x--+- co tal que, se x ED ex � V (e), então [f (x) - bl < E- O limite de f
quando x tende para menos !infinito é mais infinito (indica-se: 

lim f (x) ·== + co) se, para tO:do número real B
) 

existe um número

real V (B) tal que, se x E D e i' � V (B), f (x) > B. (De maneira
análoga, pode-se definir o que ,se entende pela expressão "o limite
ele f quando x tende para menos infinito é menos infinito".) 

1 

Exemplos: 

47 - Seja f: R - {O)➔ R definida por f(x) = Ti' O limite
de f quando x tende para zerf f é mais infinito, pois, dado B > O,

1 
f (x) > B, qualquer que seja x: E R - (O) com [xi < li = T' O
gráfico de /, na página seguinte, ilustra esta ·demonstração. 

48 - Seja f do exemplo anteiior. Mostremos que lim f (x) = O.
x-++ co 

Seja E > O dado e seja V (E) um número real tal que V (E) > _!_E 
( por exemplo, V (E) = + )- . Portanto, se x > V (e), teremos

1 1 
• 

f (x) = 7xf � V (e) < E- Analogamente, pode-se mostrar que
lim f (x) = O.

x--+-00 
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Vejamos agora alguns resultados sobre limites infinitos e limites 

no infinito (algumas demonstrações serão deixadas a cargo do leitor). 

As funções f e g nos teoremas a seguir estão definidas no conjunto 
D e R e com valores em R. Além disto, a será sempre um ponto 
de acumulação de D.

Teorema 19 - Selim f(x) = +co (lim f(x) = -co), então 

não podemos ter lim f (x) = L E R nem lim f (x) = - co 

(fim f(x) = '+co). 

Teorema 20 - Se f (x) ,;;; g (x) e fim f (x) 

lirn g (x) = + co. 

+oo, então

Teorema 21 - O limite de f quando x tende para a é mais infinito

se qualquer seqüência (x,) em D - (a) que converge para a é tal 
que lim f(x,,) = +co. 

n--l+ oo 

Prova: 

Note-se que lim f (x.) = + oo significa que, dado um número 
n-+oo 

real B
1 

existe um número natural Mn tal que, para todo n � MB .. 

temos f (x.) > B.
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Suponha-se que (x,) em DÍ - {a} é uma seqüência que convergepara a e que lim f (x) = + c;o. Portanto, dado B E R, existe Õn > O
tal que O < \x - a\ < Õn, f !(x) > B. Logo, pelo fato de que (x,)
converge para a, segue-se qhe, para n "suficientemente grande",
\x. - a\ < 1\0, donde f (x.)j > B.

Por outro lado, suponha-sÇ que, dada uma seqüência (x
n
) em

D - {a) que converge para a, tenhamos lim f(x,) = +oo. Supo-
nha-se também que o limite he f quando m;�ende para a não seja
mais infinito. Isto quer dizeri que "existe" um número real B talque, "para todo" õ > O, "existe" x E D com O < \x - a\ < õ e

-
' tal que f (x) � B. Se tomarmos sucessivamente õ, = 1, õ, =

= 1/2, ... , õ. = 1/n, ... , el, correspondendo a cada um destes õ,·"' • • 'd se tomarmos x1, x2, • • .  , x111 . . •  , a sequencia assim construi a _per-tence a D - {a), converge pata a e, no entanto, o limite de (t (x,))
quando n tende para mais inÍ/nito não é mais infinito. Esta contra

dição encerra a demonstração do teorema. C. Q. D.
Teorema 22 - Suponha-se ql1 e lim f (x) = + oo e que g seja limi-

•-• tada numa vizinhança de a. Então, lim g ((x) = O.

Prova:
1 •-• f x) 

Seja • > O �do. Como g é \!imitada, existe B > O e õ' > O taisque \g (x) 1 � B para todo x E D r. B (a, õ') . É também verdade
que, dado o número real B , ekiste õ" > O tal que f (x) > B para 

E I E todo x E D com O < lx - ai 1 < õ". 
Portanto, se õ = min (õ', 1\1'}, segue-se que, para todo x E D tal

que O < lx - a\ < õ, teremos I g (x) 1 = \g (x) 1 < 'jj = e. 1 f(x) lf(x) 1 B/eC. Q. D.
Teorema 23 - Seja f tal qJ f (x) > O para todo x E D. Então,

l• 
1 

O l 1m -
1 ( ) = se, e somente se, im f (x) = + oo.

a:--+a X [ z--+a 
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Prova: 

O caso em que lim f (x) = + oo está contido no teorema anterior.
·-·

Suponhamos, portanto, que ��ª f �x) = O. Então, dado qual-
! O . 1 quer número rea B > , sep e = 11. Segue-se que_ existe õ > O

tal que, para todo x E D com O< lx - ai < õ, teremos _

1_ < _!_
J (.x) B 'ou seja, f (x) > B.

C. Q. D.
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Exercícios 

1. Dadas as sucessões abaixo, diga quais são convergentes e, paraestas, qual é o limite: 
1 a) X1 == x2 == 1 e Xn+i = x11 + X.n-i para todo n � 2, n E N;

b) x,, = -;.-. 11 E N; l
e) Xn \ln + 1 - y11, n E N;

d) x. (+, 
11 + 1 ) , n EN;112x,, I+ 3

;;, 

e) 
1 

X1 == ], Xn+1 =: 41 , n � 1, n EN; 
Xn == nb'\ O < b < 11, e n x. é monótonai; EN (sugestão: para 
b - b ' ' 

1 g) x, 11 - -, n EN; e 
todo n ;;, 

h) xk = � se�, k, k EIN.
2. Sejam (x.) uma sucesslo em R• que converge para zero e(yn) uma sucessão limitada e� Rv. Mostre que < Xn, Yn > converge

para zero.
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3. Seja (x.) uma sucessão em R. Mostre que lim (x.) O se,
e somente se, lim ([x.[) = O. 

4. Seja (x.) uma seqüência convergente em R. Mostre que
([x.[) é uma seqüência convergente e que se pode ter (jx.[) conver
gente e (x.) divergente.

5. Seja (x.) em R uma sucessão de termos positivos. Suponha
que existe zm • 1· ( xx•+•' ) e seja r este limite. Mostre que:

a) se r < 1, lim (x
n
) = O; 

b) se r > 1, (x.) é divergent�; e
e) se r == 1 J nada se pode afirmar com relação à convergên_cia

de (x.).
6. Utilizando os resultados do exercício anterior, estude a con

vergência das sucessões: 

a)

b)
e)
d)

b" --, b > O, n E N;
n! 

b > O, n E N;
n 

Xn = bn, n E N; e

n
Xn ·== - , n E N. 

n! 

7. Seja (x,.) uma seqüência em R
+ 

tal que lim (x.) � x. Mostre
que lim (yx.) = yx.

8. Seja (x,.) uma sucessão em R que converge para zero. Mostre
que a sucessão (x.) = (x, + • �- + x., n EN) também converge
para zero e que, se (x.) converge para a E R, (:r.) também converge
para a. 

9. Existência de limites:

a) Seja f: R ➔ R dada por f (x) - x + 4. Mostre que
lim f (x) = 6. 
·-·
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b) Seja f: R� ➔ R' dada por f (x, y) = (x + yy, x yY).Existe o limite de f quando (,:, y) tende para (O, O)?

e) Seja f: R ➔ R dada pbr:
! l Jx, se x ej, O

f(x) = 0
) 

Se X = 0
Existe o limite de f quando x tende para zero? 
d) Seja f: R ➔ R definida por:

{ xi' sen _!_ se x -'- O 
f (x) = X ' -r

O, se x == O 

Mostre que lim f (x) = O.

e) ,-o Seja f: R ➔ R definida por: 
f (x) = { 1en +,, se x

O, se x == O 

Existe o limite de f quando x tende para zero?
10. Sejam f: D ➔ R• e g: D ➔ R•, sendo D um subconjuntode Rª. Seja a um ponto dej acumulação de D e suponha que: 

lim f (x) . O e g é limitada numa vizinhança de a. Mostre que
lim < f (x), g (x) > = O. 
,-a 

l I. Use o resultado do exercício anterior para mostrar que

lim h (x) = O, sendo h: R -'-> R dada por: 
::r;--i,O 

1 

{ . 
1 

x' sr::n --, se x # O 
h (x) = x 

O, se x == O 

12. • Sejam X e: RP um conjunto compacto e Y e: R• um conjunto fechado. Mostre que X - Y é um conjunto fechado (obs.: 
X - Y = { x -· y: x E X e YI E Y }), 
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Capítulo IV 

FUNÇÕES CONTÍNUAS 

Neste capítulo vamos nos concentrar na caracterização e no estudo 
das propriedades de uma classe importante de funções: as Funções 

Contínuas. O interesse por elas advém de várias razões, algumas das 
quais apresentamos a seguir: 

a) Se uma função é contínua em um ponto, ela é relativamente
"bem comportada" numa vizinhança daquele ponto. Por exemplo, 
se f é contínua no ponto a e f (a) > O, então é positiva numa vizi
nhança de a. 

b) Se uma função é contínua em todo o seu domínio, ela pre
serva certas características topológicas deste domínio. Por exemplo, 
a imagem direta de um conjunto compacto por uma função contínua 
(neste. conjunto) é ainda um conjunto compacto; a imagem direta 
de um conjunto conexo por uma função contínua (no conjunto) é 
ainda um conjunto conexo. Propriedades como as apontadas acima 
colocam tais funções em posição de destaque no estudo da topologia. 
Do ponto de vista deste texto, entretanto, estaremos interessados em 
implicações mais imediatas destes resultados, tais como o Teorema 

do Valor Intermediário e o Teorema de Weierstrass. Este última 
garante a existência de extremos globais para funções reais contínuas 
em conjuntos compactos. O leitor com algum conhecimento de Teo
ria Econômica pode perceber o papel importante do mesmú para 
garantir a existência de máximos em certos problemas freqüente� 
mente encontrados pelo economista. 

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: na Seção IV .1 
apresentamos a definição de função contínua em um ponto de seu 
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domínio (continuidade local) e exploramos, com algum detalhe, 
as suas principais propriedades (tendo em vista que uma parte 
do trabalho "braçal" das demonstrações já foi feita no capítulo an
terior, aqui serão omitidos detalhes das mesmas, sendo o leitor infor-• 
mado sobre os resultados que necessitará para a elaboração da prova) ; 
na Seção IV. 2 estudamos as principais propriedades das funções 
contínuas em todos os pontos de seu domínio (Globalmente Contí
nuas) e apresentaremos algumas aplicações relacionadas com a Teoria 
Econômica; na Seção IV. 3 definiremos Continuidade Uniforme; na 
Seção IV .4 fazemos uma pequena apresentação sobre Funções Li
neares e Funções Lipschitzianas; e, finalmente, para o leitor um 
pouco mais familiarizado com a Teoria do Equilíbrio Geral, na 
Seção IV. 5 demonstraremos a existência de Equilíbrio Competitivo 

numa economia de trocas com dois produtos e dois consumidores 
como aplicação do Teorema do Valor Intermediário. 

IV. 1 - Continuidade Local

Intuitivamente, pode-se dizer que f é uma função contínua num 
ponto se podemos desenhar o seu gráfico, numa vizinhança deste 
ponto, sem retirarmos o lápis do papel. Isto significa, em outras 
palavras, que a função não sofre variações muito "abruptas" nas 
proximidades dos pontos onde ela é contínua. Por exemplo, se no 
ponto a uma função contínua é positiva, então ela ainda será posi
tiva numa vizinhança de a, o que, entretanto, pode não acontecer 
com funções que não sejam contínuas. Vejamos os gráficos na página 
a seguir e procuremos nos convencer de que este é realmente o caso. 

A idéia de que uma função contínua não sofre variações dema
siadamente grandes pode ser ainda entendida de uma forma diferente, 
qual seja, a de que a "distância" entre f (a) e f (x) não fique "muito 
grande" quando x está próximo de a (note-se que nos gráficos 
da página a seguir temos dois casos distintos que ilustram bem este 
fato). No caso da função contínua, por menor que seja a vizinhança 
V do ponto f (a), conseguiremos encontrar uma vizinhança U do pon
to a com a propriedade de que f (x) pertencerá a V sempre que x per-
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tencer a U, o que não ocorre com a vizinhança W da função g no 
ponto a. Qualquer que seja o intervalo contendo a que considerar
mos, ele conterá elementos cuja imagem não" pertence a W.

f(x ) 

o 

Função Contínua no Ponto a

g(x l 

b / 
,' 
1 

a) '-i__J 

Função Descontínua no Ponto a

Passemos agora a tornar mais precisa e oper�cional a noção de 
continuidade. 

Definição 1 - Seja f: D ➔ R", D e. R•, e seja a E D. Diz-se que f
é "contínua no· ponto a" se, para to�o número real E > O, existe 
um número real li (s, a) > O tal que, para todo x E D com lx - ai < 

< li (e, a), tem-se lf (x) - f (a) 1 < E. 

Vejamos alguns exemplos para tornar mais concreta esta noção. 

Exemplos: 

1 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) = b, onde b é uma cons
tante (ver gráfico a seguir) . A função f é contínua em todos os 
pontos de seu domínio. Para verificarmos isto, seja a E R -e seja 
dado E > O. Então, qualquer que seja o número real ô > O que 
tomarmos (por exemplo, ó = 100), teremos que lf (x) - f (a) 1 

lb - bl = O < e para todo x E R com lx - ai < ô. 
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i 
t 1, 9

Q+e 

bl 1 
b- e

1 
1 
1 
1 

a-, a o+6 • 

2 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) ·= a + b x, onde a e b são constantes e b # O (ver gráfico a seguir) . Mostremos que, dado e E R, f é contínua no pontolc. Para tanto, observemos que:
lf (x) - f (e) 1 = lb - b cl = lbl jx - cl (!) 

f( X l 
f(c)+e 

f(c) 

f(c)-e 

o 

1 1-------: 

e-< e 
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Desta expressão podemos imediatamente descobrir unia maneira 
de encontrarmos um valor para õ em função do número E dado, 
isto é, seja E > O dado e, pela "aparência" da expressão (1), tome-

mos ô := iif · Assim, qualquer que seja x E R que satisfizer

lx - cl < ô, teremos que: 

lf(x) - f(b) 1 = lbl lx - cl < ô lbl 

Logo, f é contínua em e.

3 - Consideremos agora a função f do exemplo anterior modifi
cada da seguinte maneira: f: R ➔ R definida por:

f 
(x) 

= { a + b x, sé x # O

O, se x == O 

sendo que, por simplicidade, tomaremos a > O e b > O. Veja-se 
o gráfico de f, onde se pode perceber que f não é contínua no
ponto x = O (ela ainda é contínua nos demais pontos de seu do,.
mínio) . Considere-se a vizinhança do contradomínio de f de raio
a e centro na origem. Observe-se que, qualquer que seja õ > O, se 

1 tomarmos x > O e x < ô (por exemplo, x = 2 ô), teremos que:

lf (x) - f (a) 1 = lf (x) 1 = la + b xi = a + b x > a 

Portanto, em qualquer vizinhança da origem é possível encontrar
mos um número real x tal que lf (x) - f (a) 1 > a. Conseqüente
mente1 

f não é contínua neste ponto.
Convém notar que no desenvolvimento acima Utilizamos uma for

ma bem específica de dizer que a função f não é contínua. É útil 
escrevermos ·esta negação explicitá.mente. 

Negação da Definição de Continuidade. A função f: D ➔ R•, 
D e Rq, não é contínua no ponto a E D se existe um número real 
Eo > O tal que, para todo número real ô > O, existe x E D com 
lx - ai < ô e lf (x) - f (a) 1 � Eo-
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1 4 - Seja f: R ➔ R definida por f(x) = x•. Mostremos que f
1 é contínua em R. Tomemos, inicialmente, o ponto a = O e obser-

vemos que:
1 

[f (x) - f (Q) [ = [x'[ = [x['
1 ' Portanto, dado s > O, se e/colhermos õ = ys, teremos que, se [x[ < õ, [f(x) - f(O) 1 !xi' <Ô'= s.

Logo, f é contínua na ongJm.Se agora a E R - (O), temlos o seguinte: 
]f(x) - f(a) 1 [x•t a'[ - [x - a[ [x + a[ 

Façamos uma limitação preli, inar da vizinhança que iremos considerar (ver o exemplo 33 do Capítulo III) impondo a condição [x[ < [a[. Isto significa que: 1 

J.• - aj :( l[x[ + [a[ < 2 [a[ 
Jx + a[ :( Jx[ + [a[ < 2 [a[ 

Seja agora E > O dado. Totando õ = min ( 2 [a[, 2 •[a[ ),tem-se que: [f (x) - f (a) J = Jx - a[ Jx + a[ :( 2 [a[ Jx - a[ < s para todo x E R que satisfaça l[x - a[ < /\ ..

. 5 - Considere-se a função f: p ➔ R, D= [O, I] v (3), definida por f (x) = x (veja-se o gráfico a seguir) . Mostremos que f é 
contínua em todos os pontos de ,seu domínio. Se x E [O, IL o método
do exemplo 2 serve para mosl�ar que f é contínua em x. Quando
x = 3, dado E > "O, se tomamo� ô == 1 /2, a bola de raio õ e centro
em x = 3 contém um único Pionto do domínio de f, qual seja, opróprio 3. Portanto, [f (x) - f (3) J = O < s para todo x E D com [x - 3[ < /\.  É fácil generalizar este arguniento para mostrar que uma função
é sempre contínua em pontos is�lados de seu domínio. Em particular1 

as sucessões são funções contíriuas.
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6 - Considere-se a função (chamada a i-ésima projeção)"'' R• ➔ R, 
E {l, 2, . . .  , q}, definida por ni (x) =xi.Ai-ésima projeção associa

a cada vetor x de Rq a sua i-ésima coordenada (veja-se o gráfico 

a seguir para uma ilustração) . A primeira projeção, por exemplo, 

associa ao vetor x = (xi, x2) E R2 o número real x1, que é a 

primeira coordenada do vetor x. 

As projeções são funções contínuas, pois, dado a E R•, l1ti (x) -
- rr,(a) 1 = lx, - a,I ,:;:; lx - ai. 

Assim, qualquer que seja E > O, se tomarmos ô = E, teremos que, para todo x E R• com lx - ai < õ, l1ti (x) - a:, (a) 1 < E· 

7 - A função de Dirichlet definida em R por: 
D(x) = {J, se x E Q

O, se x ,; Q
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não é contínua em nenhum ponto do seiI domínio, pois qualquer 
vizinhança de um número racional contém números irracionais e 
qualquer vizinhança de um n�mero irracional contém números ra
cionais. Isto significa que, se 1escolhermos E == 1 /2, qualquer que 
seja a E R e qualquer que seja a vizinhança considerada de a,

existirá sempre um ponto x pertencendo a ela tal· que ID (x) -
-D(a)l>l/2. 

TT2 I
Tf2(x l=x2t---E-,----'-' -,

8 - Seja a função f: R+ --> R definida por f (x) = yx, f é uma 
função contínua em qualquer ponto de seu domínio. Seja a E R,

a =;'= O, e note-se que: 

lf(x) - t(a) 1 = lvx- vfl -
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Portanto, dado E > O, se tomamos õ = e. y'a, podemos garantir 
que, para todo x E R+ com lx - ai < õ, teremos lvx - y'Õ. 1 :;:;;
.,., lx - ai ""�--�<e.v'a 

Se a == O, então tomaremos õ ·== E.e
J pois assim teremos que 

lv'x - ºI = lv'x 1 < y'õ = e para todo x E R+ com Jxl < õ.

9 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) = sen x. Seja a E R e 
1 consideremos a identidade sen x - sen a ·= 2 sen 2 (x - a)

1cos 
2 

(x +a). 
Mostraremos agora que f é uma função contínua em R: 

lsen x - sen ai= 2.[sen + (x - a)I Jcos + (x +a)[:,=;; 
:,=;; 2. 1 sen + (x - a) J,;:;; 2. [I+ (x - a)[] lx - ai 

(na última passagem acima utilizamos a seguinte desigualdade: 
lsen a - sen bl ,;:;; la - bl para todo a E R e b E R). 

Portanto, dado E > O, tomando-se E = õ, podemos ver que f é 
contínua. 

Façamos, agora, algumas observações gerais com relação à definição 
de continuidade. 

a) A definição de continuidade da função f no ponto a é pare
cida com a definição de limite de f quando x tende para a. Entre
tanto, convém notar algumas diferenças importantes: o ponto a, na 
Definição l, pertence ao  domínio da função e não é, necessaria
mente, um ponto de acumulação deste domínio; para que a função 
seja contínua no ponto a é fundamental seu comportamento neste
ponto - isto é, o valor/ (a) -, enquanto no caso <lo limilé o que se
passa no ponto a é absolutamente irrelevante - na figura inicial deste 
capítulo, note-se que a função g não é contínua no ponto a, porém 
b = lim g(x). 

b) O número real õ depende, em geral, dos valores de E e de a.
Para simplificar a notação escrevemos, na maior parte das vezes, 5 
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ao invés de õ (E, a). Deve, entretanto, ficar gravado na mente do 
leitor que, para cada E considerado e para cada ponto a em que 
a função é contínua, teremos um valor diferente para õ. No caso 
em que pudermos escolher õ independentemente do ponto a, será 
possível formular uma noção mais forte de continuidade (sobre isto 
falaremos na Seção IV . 3) . 

e) Apesar de a Definição 1 ter sido apresenlada em termos dos
E e õ, ela pode ser facilmente reescrita em termos de bolas. Diz-se 
que. f: D ➔ RP, D e:: Rq, é contínua no ponto a E D se, para todo 
s > O, existe uma bola aberta B (a, õ), õ > O, tal que, para todo 
x E B (a, õ), tem-se f (x) E B (j (a), E), ou seja, f[B (a, õ) r, D] e::: 
e:: B (j (a), s) . 

d) A definição de continuidade pode ainda ser reformulada em
termos de vizinhanças, sem apelar explicitamente para os E, ô ou 
bolas. Vejamos isto: diz-se que f: D ➔ Rv, D e:: Rq, é contínua 
no ponto a E D se, dada uma vizinhança V de f (a), existe uma 
vizinhança U de a tal que, para todo x E U r, D, temos f (x) E V, 
ou seja, f ( U ,-, D) e::: V. 

Mostremos sua equivalência com a Definição 1. Suponhamos, ini
cialmente, que se verifica a condição acima e seja dado E > O. Sabe
mos que B (j (a), s) é uma vizinhança de f (a). Portanto, existe 
uma vizinhança U de a tal que f (U r, D) e::: B (j (a), s). Como Ué 
uma vizinhança do ponto a,. 

ela contém uma bola de centro em a 
e raio õ > O. 

Suponhamos agora que f seja contínua no sentido da observação 
"c" anterior e seja V uma vizinhança de / (a) . Existe, portanto, 
uma bola B (j (a), s) e::: V, E > O, e, como f é contínua, também 
existe uma bola B (a, õ), õ > O, tal que f[B (a, õ)] e::: B (f (a), s) e::: 
e:: V. Como B (a

} 
õ) é uma vizinhança de a> 

fica demonstrada a 
equivalência das definições. 

e) Estamos examinando a continuidade de funções definidas em
subconjuntos de Rq com valores em RP utilizando a Norma Eucli
deana para medir distância tallto em Rq quanto em RP. Tendo em 
vista que as três normas discutidas no Capítulo II são equivalentes, 
as funções que são contínuas em uma destas normas serão ainda 
contínuas em qualquer das outras duas. Além disto, a continuidade 
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da função não será alterada se utilizamos normas difefentes em 
Rº e R•.

Procuraremos agora estabelecer a relação exata entre ·os conceitos 
de limite e continuidade e entre continuidade e seqüências conver
gentes do domínio da função. 

Teorema 1 - Seja f: D ➔ R•, D e Rq, e seja a E D um ponto 
de acumulação de D. A função fé contínua_ no ponto a se, e somente 
se, lim f (x) = f (a). 

x-• 

Prova: 

A continuidade de f no ponto a assegura que, dado E > O, existe 
ô > O tal que jf (x) - f (a) j < e, qualquer que seja x E D com 
lx - ai < ô. Entretanto, como a é ponto de acumulação de D,

podemos afirmar que O < jx - ai < ô verifica-se para algum x E D,

x =,f= a. Dai, pode-se afirmar que, se x E D e ·o < jx - aj < 1\, 
teremos jf (x) - f (a) j < e, isto é, lim f (x) = f (a). 

x-,a 

Se o lim f (x) = f (a), temos que, qualquer que seja e > O,
x->a 

existe ô > O tal que jf (x) - f (a) j < s para todo x E D com 
O < jx - aj < ô. Como a E D, segue-se que f é contínua. 

Teorema 2 - Seja f: D ➔ R•, D <= Rº, e seja a E D. A função f
é contínua no ponto a se, e somente se, qualquer que seja a sucessão 
(x.) em D com lim (x.) = a, tivermos que a sucessão (J (x�)) con
verge para f (a) . 

Prova: 

Se a é ponto de acumulação de D, então (Teorema 12 do Capí
tulo III) lim f (x) = f (a) se, e somente se, qualquer sucessão 

,-n 

(x,.) em D - {a} que converge para a é tal que (f (x.)) converge 
para f (a) . Como o ponto a E D e o limite da sucessão f (x.) (ou 
seja, o limite de f quando x tende para a) é f (a), podemos relaxar 
o requisito de x

11 
-=j= a para todo n E N, sem prejuízo do resultado.

- Note-se, por fim, que, se a não é ponto de acumulação de· D, f

é contínua em a (ver exemplo 5 anterior) . Além disto, a seqüência
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(x.) em D converge para a se, e somente se, o elemento a repetir-se um número infinito de vezes a partir de um certo índice rf. Logo, f(x0) = f(a) para todo n C. Q. D.O resultado acima nos forn ce um critério útil para mostrar que uma função não é contínua um ponto a de seu domínio. Para tanto, basta encontrarmos uma sucessão (x11) em D convergindo para 
a tal que (f (x.)) não conve ge ou converge para um valor diferente de f (a). 

Exemplos: 10 - A função f: R' ➔ R definida por: 
f (x, y) { x•

1
x y• , se. (x, y) ,,t, (O, O)

O, se (x, y) = (O, O) não é contínua no ponto (O, ) , pois já mostramos (exemplo 37 do Capítulo III) que não existe o limite de f quando (x, y) tende para (O, O). li - Da mesma maneira, a função f: R ➔ R definida por: 
{sen 1/x, se x ,,t, O f(x) = 0} se X == 0 não é contínua no ponto x = , pois não existe o limite de f quando 

1 x tende para zero (exemplo 38 do Capítulo III) . 12 - A função f: R ➔ Rldefinida por: { sen 1 /x, se x # O f (x) = 1 Ó, se x = Oé contínua no ponto X = o, Jois, dado e > o, se tomarmos õ = e, teremos que jt(x) - f(O) j =llx sen_ -+i = Jxj [sen -+i,,;; jxj < esempre que Jxj < õ. 192 



É interessante observar um esboço gráfico de f para termos uma

idéia mais intuitiva da razão pela qual a função é contínua.

g(x),-x 

Intuitivamente, o que ocorre é o seguinte: à medida que X apro�
xima-se de zero, ele passa a ser o elemento dominante na expressão
x sen _ _!_ e, desta maneira, "a per ta" a função sen _!_ no bico do

X X cone gerado pelas retas h (x) = x e g (x) = - x (compare-se o
gráfico acima com o da função do exemplo anterior) .

Vejamos agora alguns teoremas sobre continyidade de funções.
Alguns destes resultados não serão demonstrados, tendo em vista a
semelhança .da demonstração com a dos teoremas análogos sobre
limites.

Teorema 3 - Sejam f: D ➔ RP e g: D ➔ RP, D e R•, contínuas
no ponto a E D. Então, (J + g) e < f, g > são contínuas no
ponto a.

Teorema 4 - Sejam f: D ➔ RP e a: D.➔ R, D e R', contínuas
no ponto a E D. Então, (af) é uma função contínua em a. Além
disto, se a (x) =J, O para todo x numa vizinhança de a, então ( ! f) 
é contínua em a.
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Teorema 5 - Seja f: D ➔ R•, D e::: R', contínua no ponto a E D.

A função j jfj j definida por j jfj j: D ➔ R tal que j jfj j (x) = jf (.,) j
é contínua no ponto a.

Prova: 

Dado e > O, existe õ > O tai que, para todo x E D com jx - aj < õ,
jf(x) - f(a) j < e. Portanto, j jjfjj (x) - jjfjj (a) j = j jf(x) j -
- jf (a) 11 ,,;; jf (x) - f (a) j < E para todo x E D com jx - aj < õ.

C. Q. D.

Teorema 6 - Sejam f: D ➔ RPJ D e Rª, e g: V ➔ Rm, V e RP,

Então, se f é contínua em x = a e g é contínua em b = f (a),
gol é contínua em a.

Prova: 

A figura a seguir praticam:ente demonstra o teorema. Em função
disto, um exame cuidadoso 1da mesma facilitará muito o entendi
mento do restante da demo'nstração.

V 

Dado E > O, temos, pela! continuidade de g no ponto b, que
existe 1\1 > O tal que, para !todo y E V com jy - bj < õ,, temos
jg (y) - g[f (a) J j < e. Com9 f é contínua em a, existe õ, > O tal
que, para todo x E D com jx � aj < õ,, temos jf (x) - f (a) j. < i\1, 

P.ortanto, para todo x E ri (guf) com [x - aj < õ21 teremos
jg[f (x) J - g[f (a)] j < e, istJ é, g,f é contínua em a.

• 
1 
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Exemplos: 

13 - Seja a função f: R ➔ R definida por: 
{ sen __!__, se x =j,, O 

f (x) = X 

O, se x ::::: O 

J{t vimos que f não é contínua no ponto x = O. Se x # O, f (x) -
= h[g (x) ], onde h: R ➔Ré definida por h (x) = sen x e g: R -- (O)➔ Ré definida por g(x) = __!__,

X 

g é uma função contínua em todos os pontos de seu domínio (por 
quê?) e h também é contínua. Logo, h0g é contínua pelo teorema 
que acabamos de demonstrar. 

14 - Seja a funçãof: R" ➔ R definida por f (x) = (x: + x; +
+ ... + ,:) ,;, (Norma Euclideana). Seja 1t: R" ➔ R definida por "(x) = (it, (x)) • + ... + (it, (x)) 2 e h: R

+ 
➔ R defini

da por h (x) = yX. Note-se que .;e é contínua em Rq, pois é uma 
sOma de funções contínuas, e h é contínua em R (exemplo 8) . Como f .== hQrr, segué-se que f é contínua em Rrz. 

15 - Seja a função f: R' ➔ R definida por: 
f (x, y) = l x' x: y•' se (x, y) # (O, O)

O, se (x, y) = (O, O) 
Já vimos que f não é contínua no ponto (O, O). Mostremos agora 

que. ela é contínua nos demais pontos do dom�nio. Note-�e que, se (x, y) # (O, O) : 
j (x, y) = ,r1 (x, y) • 1r, (x, y)[,,., (x, y)]' + [1r, (.e, y)J' 

Portanto, o numerador- é uma função contínua e o denominador é também uma função contínua em R' - { (O, O)). Em conseqüência 
çlo Teorema 4, f é contínua. 



16 - É fácil ver que a condição do Teorema 6 é suficiente, porém não necessária. Basta tomarm�s qualquer função f definida em R e descontínua em algum pontb e a função constante g: R ➔ R de• finida por g (x) = b. Obvia1hente, g,f é contínua. ! 17 - Da mesma forma, os_.Teoremas 3, 4 e 5 fornecem apenas condições suficientes de contiquida<le. Por exemplo, seja f: R ➔ R definida por: 
f(x) { 1, se x E Q 

-1, se x !ô Q

f é descontJnua em todos oS pontos de seu domínio. 
Seja agora g: R ➔ R definjda por: 

l{-1, se x EQg(x) =; j /, se x !ô Q
Portanto, g também é descoAtínua em todos os pontos do domínio. Entretanto, (f + g) é contínua; [ [f[ 1 e [ [g[ 1 são contínuas. 
18 - Seja /: D ➔ RP, D ci: Rq} uma função contínua em todos os pontos do conjunto D e sclja Y e:: D. Definindo g: Y ➔ R• de forma a termos g (x) = f (�), é intuitivo que g é uma função contínua. A continuidade de k pode ser provada simplesmente no• tando-se que g = f,lr, que São funções contínuas (ly é a função identidade cm Y). A função !g, na verdade, é a restrição de f ao domínio Y. Em geral, a restrição de f a qualquer subconjunto Y de seu domínio será indicada po,r f/Y. Demonstraremos agora um iresultado que sirilplifica muito certas 

1 verificações de que uma funçã'o com valores em RP é contínua. Paratanto, observemos que, se f: b ➔ RP} D e: Rq, então f pode ser escrita em termos das funçõeJ componentes f-1.: D ➔ R, D e: Rq, da seguinte maneira: f == (t1l fg, ... , f
p
), onde, para cada x E D, tem-se f (x) = (f1 (x), f, (x), ... , f, (x)). 

Teorema 7 - Seja f: D ➔ Rv, D e:: R•, seja a E D e sejam 
f,: D ➔ R, 1 ::;;; i ::;;; p, tais q�e f (x) = ({1 (x), f, (x), ... , f, (x)). 
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A função f é contínua no ponto a se, e somente se, fv f
tJ . ; ., f

9 

são contínuas em a. 

Prova: 

Se fé contínua, as funções componentes também o são, pois, para 
cada i E (1, 2, . , ., P), f, = :it,,f. 

Por outro lado, se, para cada i E (1, 2, ... , p), t, é contínua no 
ponto aJ qualquer seqüência (x

n
) em D que converge para a é tal

que (f, (x
n
)) converge para f< (a). Conseqüentemente, (t1 (xn

), ... , 
••. , fv (xn)) converge para f (a) = (f1 

(a), ... , f, (a)), qualquer 
que seja a seqüência (xn

) em D com lim (x
n) = a. Portanto, f é 

contínua. 

C. Q. D.

19 - Seja f: R' ➔ R' definida por f (x, y) = (x• + y•; x• - y•), 
A função f é contínua em todos os pontos de R', pois f,: R' ➔ R 
definida por /

1 (x, y) = x' + y' é contínua em todos os pontos 
de R' (por quê?) e f,: R' ➔ R definida por f, (x, y) = x' - y• 
também é contínua em todos os pontos de R' (por quê?). 

20 - A função f: R ➔ R' definida por f (t) = (t, 2t) é contínua 
em todos os pontos de R, pois as funções f1 : R ➔ R e f,: R ➔ R 
definidas por f, (t) = t e f, (t) = 2t são contínuas em todos os 
pontos de seu domínio. 

Teorema 8 - Sejam f: D ➔ R, g: D ➔ R, D e::: R, contínuas no 
ponto a E D. Se f (a) > g (a), então existe õ > O tal que f (x) > g (x) 
para todo x E D que satisfaz [x - a[ < õ. 

Prova: 

A função (f - g) é contínua em a. Logo, dado e = f (a) -
- g (a) > O, existe õ > O tal que g (a) - f (a) < f (x) - g (x) -
- (f (a) - g (a)) < f (a) - g (a) para todo x E D tal que 
/x - aj < õ. Segue-se que f (x) - g (x) > O para todo x E D
com /x - aj < õ. 

C. Q. D.
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Corolário - Seja f: D ➔ R, D e: R, contínua no ponto a E D.Se f (a) > O, existe õ > O tal que f (x) > O para todo x E D que satisfaz lx - ai < õ. Convém observar que, quando enunciamos a segunda parte do Teorema 4, fizemos a hipótese de que a (x) # O numa vizinhança do ponto a. Em vista do corolário acima, esta hipótese poderia ser 
_substituída por ex (a) # O. '
IV. 1 . 1 - Descontinuidades das Funções Reais

A natureza das descontinuidades de uma função é um fato de importância em certos casos. Por exemplo, já vimos que a função: 
li_sen 1 /x, se x # O

f (x) = 0) se X := 0 
é descontínua em x = O e que a função: 

{ a + bx, se x # Og(x) =

O, se x == O

também é descontínua (se a:# O) na origem. Existe, no entanto, 
1 uma diferença entre as descontinuidades destas funções, qual seja. sé redefinirmos g no ponto x = O, podemos torná-la contínua. Entretanto, qualquer que seja a maneira que escolhermos para redefinir a função f em x = O, ela permanecerá sendo descontínua. Este é apenas um exemplo que mostra existirem vários tipos de descontinuidade com "gravidades" diferentes. O principal resultado que queremos demonstrar é que as funções monótonas não possuem um "número muito grande" de descontinuidades, isto é, o conjunto de ponlos onde uma função �onótona é descontínua é, no máximo, enumerável. 

Definição 2 (Tipos de Descontinuidade) - Seja f: D ➔ R, D e: R, descontínua no pon,to a E D. Um dos seguintes casos pode ocorrer:a) o limite de f quando x tende para a existe, porém é diferentede f (a) '(descontinuidade removível) ; 
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b) existem os limites laterais f(a +) e f(a -) , porém eles sãodiferentes (descontinuidade de !.ª espécie); e 
e) não existe um dos limites laterais (descontinuidade de 2.ª espécie) 
Exemplos: 

21 - A função g acima tem descontinuidade removível no ponto 

X 0. 22 - A função f: R ➔ R definida por: 
f (x) { 1, se x > O

-1, se x < O

tem descontinuidade de !.ª espécie no ponto x = O, pois f (O +) = 1e f (0 -) = -1.

• 23 - A função f: R ➔ R definida por:
f (x) {sen 1/x, se x 

O, se x = O

"F o

possui descontinuidade de 2.ª espécie no ponto x O. 

24 - A função h: R ➔ R definida por: 
1 (. ). _ {-1, se x > O
t X ·- X • O, se x < O

possui descontinuidade de 2.ª espécie no ponto x = O, pois nãci existe o limite ele f quando x tende para zero pela direita (observe-se 
que, quando afirmamos que não existe lim�te, na verdade não existe limite nó conjunto cios números reàis). O gráfico da função h 
poderá ajudar o entendimento da argumentação acima. 

25 - Seja f: D ---> R, D e:: R, uma função monótona. Já vimos que existem os limites laterais f (a +) e f (a -) em todo ponto aque seja ponto de acumulação de D> e D< (ver Teorema 18 do 
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• f{ X) 

Capítulo IIi). Portanto, uma função monótona, além de não possuir 
descontinuidade de 2.ª espécie, também não possui descontinuidades 

removíveis, pois, se f é descontínua em a e se existe lim f (x) , então 

lim f (x) # f (a). Suponha-se, para fixar idéias, que lim f (x) = b

e que f (a) > b. Dado E = f (a) - b, existe õ > O tal que, para 
todo X no domínio de f com a - 1\ < X < a + õ, teremos b -
- f (a) < f (x) - b < f (a) - b.

Portanto, f (a) > f (x) para todo x em (a - õ, a + 1\), o que é 
incompatível com f monótona. 

Teorema 9 - Seja f: D ➔ R, D e: R, uma função monótona. 
O conjunto dos pontos de descontinuidade de f é contável (isto é, 
ele é finito ou enumerável),. 

Prova: 

Seja e E D um ponto onde f é descontínua. Então, f (e +) #

# f (e -) , uma vez que f é monótona. Suponha-se, para fixar 
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idéias, que f é monótona crescente. Então, f (e +) > f (e -) , pois, 
dado e> O, existe x (D tal que -e < f(x) - f(c +) < e e 
também existe x' E D tal que - e < f (x') - f (e -) < e, onde 
a < x < a + 1\ e a - 1\ < x' < a. Portanto, f (x) ;;;, f (x') e, 
então, e + f (e +) > f (x) ;;;, f(x') > f (e -) - e, ou seja, 
f(c +) > f(c -) - 2e. 

Como a desigualdade acima vale para todo E > O e como já sabe
mos que f (e +) # f (c -) , seg·ue-se que f (e +) > f (e -) . 

Observe-se agora <}ue, se e' E D, e' > e, e f é descontínua em e', 
então f (e' -) ;;;, f (e +), como pode ser visto por um argumento 
semelhante ao anterior. 

Consideremos agora o intervalo (f (e -) , f (e +)) e tomemos 
r, E Q" (J (e -) , f (e +)) . Logo, a cada ponto de descontinuidade 
de f podemos associar biunivocamente um número racional, donde 
se segue a conclusão de que o conjunto destes pontos é, no máximo, 
enumerável. 

C. Q. D.

IV. 2 - Continuidade Global

Estudaremos, nesta seção, algumas das propriedades das funções 
que são contínuas em todos os pontos_ de seu domínio. Os três 
principais teoremas a este respeito são: o da continuidade global, 
o da preservação da conexidade e o da preservação da compacidade.
Após cada um deles procuraremos retirar algumas de suas c�nse
qüências importantes. Entretanto, a discussão que se segue ao teo
rema da continuidade global não é essencial para a compreel).são
dos demais teoremas da seção, pois ela é feita com o objetivo de_
particularizar a conclusão para situações de interesse em Teoria 
Econômica. Em outras palavras, o que faremos após a apresentação 
do teorema da continuidade global é "ajeitar" a conclusão de ma
neira que o resultado possa ser· imediatamente reconhecido quando 
o leitor defrontar-se com aplicações econômicas do mesmo.
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Conv:ém récordarmos dois fatos: 
a) . Imagem Inversa: seja f: D ➔ IP, D e: R", e seja W e: RP,A imagein inversa de W por f é o conjunto f- 1 (W) = {x E D:

f (x) E W}. b) A função fé contínua no ponto a E D se, para toda vizinhançaV de f (a), existe uma vizinhança U de a tal que, para todo x E D r-- U, temos f (x) E V. 
Definição 3 - A função f: D ➔ RP, D e: R", é contínua em D

(ou, mais simplesmente, é contínua) se f é continua em todos os pontos de D.

Para motivar um pouco o téprema da continuidade global, obser
vemos o seguinte: se g: Rq ➔ :,R é a função constante e se A e::: Rr:t é aberto, então g (A) = {a) é um conjunto fechado (ou, mais importante do que isto, g (A) não é um conjunto aberto). Outro 
exemplo, menos trivial, deste mesmo fato é dado pela função 
h: R ➔ R definida por: 

h (x) = { -x' -1- x, se x ;,, O

x,2 + xJ se x < O 
Dado o conjunto aberto (-1, O) no domínio de h, h ( (-1, O)) -

= [-1/4, O), ou, ainda, h((-1, 1)) = [-1/4, 1/4]. Vejamos 
o gráfico a seguir para nos convencermos disto.

h(x) 

�112 

_, 1/2 
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Teorema 10 - A função f: D ➔ RP, D e Rq, é contínua em D

se,_ e somente se, para cada conjunto V aberto em RP, existe um 
conjunto W aberto em R' tal que W n D = f- 1 (V). 

Prova: 

Sejam f contínua em D, V e:: RP aberto e a E f- 1 (V) (se 
r- 1 (V) '= <f,, faça-se W = <f,). Então, V é uma vizinhança de f (a)
(por definição de imagem inversa, f (a) E V). Sendo f contínua, 
existe unia vizinhança U de a tal que f (U n D) e V. Como· U é
uma vizinhança de a, existe um conjunto aberto W

a 
e U. Definire• 

1nos, portanto, T1' da seguinte forma: 

1V - '.J w. 
ae1-1 (V) 

Desta forma, teremos W n D = f- 1 (V), pois: 

a) se y E f-1 (V) =► y E D e y E W, =► y E D n W; e

b) se y E W ,, D =► y E w. para algum a E f- 1 (V) =►
-► f (y) E V =► y E f-1 (V) .

:Mostremos agora que, verificando-se a condição do teorema, f é
contínua em D. Seja a E D e seja V e R,P um conjunto aberto que 
contém f (a) . Existe um conjunto aberto W e Rq tal que W n D =

= 1-1 (V).
Como f (a) E V, a E W, que é uma vizinhança de a com a proprie,

dade de que, se x E W n D, f (x) E V. Então, f é contínua em a. 
Como a é um ponto qu�Iquer de D, f é contínua. 

C. Q. D.

Corolário 1 - A função f: R, ➔ RP é contínua em R' se, e 
somente se, para cada conjunto V aberto em RP, o conjunto 1- 1 (V) 
é aberto em Rq.

Como aplicação deste corolário, podemos 1nostrar uma vez mais 
que a função: 

{ 
1 

f(x) 
senx, se x #O

O, se X= 0

203 

=



. i não é continua em R, Pº"i f-1 ( (-1, 1)) = R - A, onde 
A = (x E R: x = 

(Z 
2 ) ! , n EN) não é um conjunto aberto.

n - .ln Para verificarmos que R - A lnão é aberto, note-se que O E R - A
1 e, no entanto, qualquer vizinhança de O contém elementos de A. Observe-se ainda que o arg-mJento acima continua válido qualq_uer 
1 que seja o valor atribuído a 1 no ponto x == O. Antes de apresentarmos o Corolário 2, é conveniente introduzirmos uma notação. Dados a função f: D ➔ R; D e Rq} e o número real a, denotaremos por ª+ e a_ 1 os seguin.tes conjuntos:

ª+ = (x E D: f (x) > J} e <L = (x E D: f (x) < a} 
Denotaremos ainda por ã"+ e a_ os seguintes conjuntos: 

ª+ = (xED:f(x) ):a� e ã- = (x ED:f(x) :c;;;a} 
Corolário 2 - A função l:lD ➔ R, D e R', é contínua em D se, e somente se, para todo E R, existem conjuntos abertos em Rq, IV+ e IV_, tais que IV+]" D= a+ e IV_" D= a_. 
Prova: 

Seja f contínua em D, seja � E R e sejam a conjuntos abertos em R: A = {x E R: x < a} e E = (x E R: x > a). Portanto, pelo teorema da continuidade glob�l, existem os conjuntos abertos JiJ! + e 
W _, pois ª+ = f- 1 (A) e al = 1- 1 (B). Suponhamos agora que a cdndição do teorema se verifica. Seja V um conjunto aberlo em R. J estrutura dos conjuntos abertos de números reais (Teorema 4 d6 Capítulo II) garante que V é uma reunião enumerável de interv�los abertos dois a dois disjuntos. Além <listo, este conjunto de inten•ilos é único. Seja, portanto, V = v (I;) [. onde 1· EN. Notemos que esta união ; 1 pode ser infinita. Iviesmo nest;e caso, podemos escrever:

f-1 (V} '--j 1-1 (I;)
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Dado j E N, o intervalo 11 é de uma das formas abaixo (onde 
a, b são números r:eais e b > a) : 

a) /J = {x E R: x < b};

b) 11 = {x E R: a < x < b) (x E R: x < b) n (x E R: 
X > a); OU 

c) 11 = (x E R: x > a).

Para os intervalos do tipo "a" temos que f- 1 (IiJ = (x E D: 
f (x) < b) = b_; para os do tipo "b", r- 1 (11) = (x E D: f (x) < 

< b) " (x E D: f (x) > a) = b_ "a + ; e, para os do tipo "c", 
r-1 (11) = (x E D: f (x) > a) = ª+ · Assim, podemos dizer que: 

- no caso_ "a" exi.ste um c�:mj-qnto W1 aberto _em J1_11 tal que

W1 " D = 1-1 (l;) ; 

- no caso ''b" existem dois conjuntos W� e W� abertos em Rq tais
1 J 

que f- 1 (l;) = (Wª n D) " (W' " D), ou, ainda, f- 1 (li) = 
J J 

== (TV� n TV�) r- D e, como Wl! r-. TV� é aberto, também existe Tif1
1 

J :J 3 :J 

(ss W1" W}) tal que f-1 (11) = W1 " D; e 

- o caso "C" é semelhante ao caso "a".

Portanto, temos finalmente que: 

r' (V) = '-:-' r' (I;) = V (W;" D) = D " ( V W,-) 
J J J 

Conclui-se, portanto, que f é contínua, uma vez que v T1'i é um
; 

conjunto aberto. 

C. Q. D.

Como aplicação de uma parte do Corolário 2, considere-se a 
função: 

definida por U (x, y) = log x + log y. É fácil ver que U é uma 
função contínua em seu domínio (interior de R�) e, dessa maneira,

qualquer que seja a ER, o conjunto { (x, y) E R•: log x + log y > a} 
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é aberto
. 

Por exemplo, se a _;_ O, temos a representação geométrica 

deste conj unto na fig ura a seguir. 

!ogK+logy:O 

Corolário 3 - A função f
: 

D ➔ R, D e: RP, é contínua se, e 

somente se, para todo a E R, existe1n conjuntos fechados F + e F _ 

tai
s que F+ r-.. D== 'a+ e F_ r-.. D= a_. 

Prova: 

Note- se que C
D 

ª+ = {x E D: f (x
) 

< a
) 

- a_; C
D

;;:_ = 

= {x E D: f (x
) 

> a
} 
= «+ · 

O corolário anterio
r 

afirma que f é contínua se, e somente se, 
existem con juntos abertos em Rq, J,V + e TV_, tais que a_ == W _ r-. D 
eª

+ 
= W+ r-. D

: 

Finalmente
, 

notemo
s 

qu
e C

D 
w- = (R' - w -

) 
" D e, por 

tanto, e D w - é fechado em R'. Tomando _
F + = e 

D 
w -, segue-se 

que ã
+ 
= F+ " D.



Um argumento semelhante 1nostra que a_

chado em R'J. 
F 0 D, .F,_ fe-

Corolário 4 - Seja f: Rq ➔ R. As seguintes afirmativas são equi
valentes: 

a) f, é contínua em R(J;

b) a_ e ª+ são conjuntos abertos em Rq, qualquer que sej�
a E R; e 

c) U+ e a� são conjuntos fechados em Rq, qualquer que seja
a E R. 

Analisaremos agora � de maneira geral - como estes resultados 
podem ser aplicados a um problema importante na Teoria do Com
portamento do Consumidor. Suponha-se que as alternativas de con
sumo de um indivíduo sejam representadas por um subconjunto 
X de Rq e que, dados x E X e y E X, exatamente uma das alternativas 
abaixo seja verdadeira: 

a) o indivíduo prefere x a y (notação: x P y) ;

b) o indivíduo prefere y a x (notação: y P x); e
c) o indivíduo é indiferente entre as alternativas x e y (notação:

X I y).

Quando ocorre a alternativa "a" ou a alternativa "e", dizemos que 
x não é inferior a y (notação: x R y) . 

É fácil verificar que x R x para todo x E X; que, se x R y e y R z, 
então x R z para todo x E X, y E X e z E X; e que, dados x E X e 
y E X, ou X R y ou y R X. 

Esta relação binária com as três propriedades acima é chamada 
uma Relação de Preferências em X. 

Dados X e uma Relação de Preferências em X, uma questão rele
vante é a seguinte: existe alguma função U: X ➔ R que seja 
contínua e tal que U (x) ·;;:, U (y) sempre que x R y? No caso 
afirmativo, diremos que representa a relação de preferências R.

A resposta a esta pergunta é difícil e está além do escopo deste 
livro, mas o leitor interessado pode consultar, por exemplo, Debreu 
(1959, Cap. 4). �rocuraremos, no entanto, indicar como os resultados 



anteriores são utilizados para s'e chegar a uma resposta afirmativa. 
Simplifiquemos um pouco a qubstão admitindo que X = R•. Obser
ve-se que, se existe a função U� RP ➔ R, então ela tem a seguinte 
propriedade: para todo x E R•, os conjuntos (y E R•: U (.y) >

> U (x) } e {y E R•: U (y) <t U (x) } são abertos em R• (Coro
lário 4) . Estes conjuntos estão� represfntados na figura a seguir e 
correspondem às áreas acima e à baixo da curva de indiferença U (x) 
da função U.

1 

i 

1 
{rer l: u(y)c:u(x l} 

1 

u (:,:) 

É também uma conseqüência do Corolário 4 que, para todo 
x E R•, os conjuntos: 

1 
{y E R•: U (y) ;;, U (x)) e {y E R•: U (y) ,;:;; U (x)) 

são fechados em RP. 
1 

Em vista destas considerações) fica claro que não existe chance de 
demonstrar a existência da fuhção U sem que se verifiquem as 
propriedades acima. Segue-se dikto que, se se faz a hipótese de que 
os conjuntos: 

{y E R•: X R y) , e {y E R•: y R x) 
1 
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são fechados, não estarem.os restringindo em nada a generalidade da 
demonstração. Esta hipótese é usualmente feita nos tratamentos 
deste problema - uma vez mais indicamos Debreu (1959, Cap. 4) 

como uma referência· importante sobre o assunto - pois ajuda na 
construção do argumento. 

Corolário 5 - A função f: D ➔ RP, D e Rq
., 

é contínua em D

se_. e somente se, para cada conjunto F fechado -em RP
J 

existe um 
conjunto G fechado em Rq tal que G " D = 1-1 (F).

Prova: 

Suponha-se que I é contínua em D e seja F e= R• fechado. 

Então, existe um conjunto aberto W e Rq tal que W I"""\ D ==

= 1-1 (R• - F) = D - 1- 1 (R). 

Portanto, x E J-1 (F) ◄=► x E D e x !" W " D ◄=► :e E D -

- (W " D) ◄=► X E D e X E e w ◄=► X E D " e w. Como

J- 1 (/i') = Dr- e W, fica demonstrada a primeira parte do teorema.

Suponha-_se agora que a condição do teorema se verifique e seja 

V e RP aberto. Então, temos que e V == R1' - V é fechado e, neste

caso, existe um conjunto fechado G e Rq tal que G r--.. D =

= 1- 1 (R• - V) ,� D - 1-1 (V) . 

De forma análoga ao que fizemos acima, conclui-se que 1-1 (V) _

=Dr- e G.

Como e G é aberto, I é contínua.

Corolário 6 - A função I: R• ➔ R• é contínua em R• se, e 
somente se, para cada conjunto F fechado em R•, o conjunto 1� 1 (F) 
é fechado em R•. 
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IV. 2 . 1 - Preservação d� Conexidade
1 

Teorema 11 (Preservação Ida Conexidade) - Seja f: D ➔ R•,
D e:: R", contínua em D. Se D é conexo, então f (D) é conexo. 

Prova: 

Suponha-se que f (D) é de.sconexo. Neste caso, existem conjuntos 
.. al;>erto_s A e B em RP tais qtle:

1 

A n f (D) 0] c,1; B n f (D) r< e,\ (2) 
[A n j (D)] 0 [B n f (D)] = e,\ (3) 
[A n f(D)] v [B n f(D)] = f(D) (4) 

P'elo teorema. da continuidade global, existem conjuntos abertos 
A i, B1 em RQ. tais que: 

A, n D= f- 1 (A) e B, n D= f- 1 (B) 

Note-se que 1-1 (A) # e,\ e 1-1 (B) # c,1. Além disto, 
(A 1 n D) n (B1 n D) -+ e,\, em vista de (3), e (A 1 n D) v 
v (B, n D) = D, em vista.de (4). 

Dessa maneira, A
1 

e B
1 

rqrmam uma desconexão para D, o que 
significa que, se f (D) não é ,conexo, D também não é conexo. Esta 
afirmativa é equivalente à �finnativa do teorema. 

C. Q. D.
1 

Corolário - Se f é comínul em H e:: D e H é conexo, então f (H) 
, 1 e conexo. 1 

Prova: 

f/H é contínua em seu ddmínio. 

Exemplo: 

26 - A esfera S = { (x, y) E R': x' + y' = J} é um conjunto 
conexo, pois é a imagem d� R pela função contínua f: R ➔ R'
definida por f (t) = (sen t_,: cos t), 

1 
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Apresentaremos a seguir ·um segundo corolário do Teorema li, 
que, entretanto, pela sua importância, será denominado de teorema. 

Teorema 12 (Teorema do Valor Intermediário) - Seja f: H ➔ R, 
H e: RtJ, contínua e limitada no conjunto conexo H. Se existe k ER 
tal que inf f (H) < k < sup f (H), então existe e E H com a 
propriedade de que f (e) = k. 

Prova: 

Suponha-se que H é conexo, que f é contínua em H e que k E R 
seja tal que inf f (H) < k < sup f (H) . Se f (x) # k para todo 
x E H, então k <" f (H) e os conjuntos A = {t E R: t < k} e 
B = {t E R: t > k) formam uma desconexão para f (H) . Isto 
contradiz a hipótese de que H é conexo e f é continua. 

C. Q. D.

É interessante notar que, apesar de as funções contínuas possuírem 
esta propriedade do valor intermediário, existem funções descontí
nuas que também gozam dela. Por exemplo: 

() {sen-1-,sex#O 
f X = X 

O, se x = O 

O conjunto de valores de f é [-1, 1], isto é, ela assume todos 
os valores no intervalo [-1, 1]. ·Certainente, as funções que possuem 

descontinuidades removíveis ou de l.ª espécie não possuem esta 

propriedade. 

Vejamos duas aplicações do teorema: 

a) Seja f: [a, b] -'> R contínua e tal que f ([a, b]) = [a, br 

Mostraremos que existe x E [a, b] tal que f(x) = x, isto é, o gráfico 
da função f corta. a diagonal do quadrado cujos lados são (a, a), (a, b), (b, a) e (b, b).

Para provarmos isto, consideremos a função g: [a, b] ➔ R·definida

poi' g (x) = f (x) - x. Note-se que g (a) = f (à} - a ;;;, O. Entre

tant<>, .se g (a) = O, a é o x procurado. Da mesma forma, g (b) � O.
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Se g (b) = O, b é o x procurado. Se g (a) > O e g (b) < O, então 
existe x E (a, b) tal que g (x) = O, uma vez que g é uma função 
contínua. Isto é, f (x) = x.

b 

tl.J 

o 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

o X 

/ 

GI f 1 

b 

b) Seja S = {x E R': jxj = ·J} e seja f: S ➔ R uma função
contínua em S. Mostraremos que existe z E S tal que f (z) = f (-z). 
Com efeito, seja g: S ➔ R definida por g (x) = f (x) - f (-x) . 
g é bem definida, pois, se x E S, -x E S. Além disto, g (x) =

= f (x) - f (-x) = - [t (-x) - f (x) J = -g (-x). Se 
g (x). = O, então f (x) = f (-x); em caso contrário, g (x) e g (-x) 
�ão de Sii:ia.i� oposto� e_, __ pelo tea:r�ma do _valor. intermediário, existe
z E S tal que g (z) = O, ou seja, f (z) = f (-z). 

IV. 2. 2 - Preservação da j Compacidade
1 

Teorema 13 (Preservação da Compacidade) - Seja f: K ➔ R•,

K e:::· R•, contínua em K. Se K é compacto, f (K) é compacto. 

Prova: 

Suponha-se que K é compacto. Se f (K) não é compacto, existe 
unia suces.são (y.) em f (K) que não possui subsucessão convergente 
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para um elemento de f (K). Para cada n E N, existe x. E K tal que 
y. = f (x,). A sucessão (x,.) possui uma subsucessão (x,,) que
c'.óriverge para x ·E K (pois K é compacto). Como f f continua,
(J (x.,) ) converge para f (x) E f (K), o que contradiz a propriedade
da sucessão l,y.) .

C. Q. D.

Corolário 1 - Se f: K ➔ R•, K e::: R", é contínua no, .compacto K,

então f é limitada em K. 

Corolário 2 - Seja f: D ➔ R•, D e::: R". Se fé contínua em K e::: D,

K compacto, então f (K) é compacto. 

Prova: 

f / K é contínua no compacto K.

O próximo resultado é um corolário do Teorema 13, que, pela 
sua importância, no entanto, será representado �a for111� .. .d': ____ u,m 
teorema. 

Teorema 14 (Teorema de Weierstrass) - Seja f: K➔ R, K e::: R",

contínua no conjunto compacto K. Então, existem x• E K e x* E K

tais que f (x•) = sup f (K) e f (x .) = inf f (K). 

Prova: 

Basta notar que sup f (K) e inf f (K) são pontos de fronteira de 
f (K) e que f (K) é um conjunto fechado. 

C. Q. D.

Em outras palavras, .o teorema d� Weierstrass garante que u�a

função contínua definida num conjunto compacto assume um valor 

máxim? e um valor mínimo. É importante enfatizar que a condição

é: apenas suficiente. A função constante é o contra-exemplo mais 
simples para mostrar que ela não é necessária. 

Vejamos alguns exemplos que ilustram a impor.tância da hipótese 
de compacidade. 
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Exemplos: 

27 - Seja f: R+ - (O) ➔ iR definida por f (x) ver q�e �+_ -'- {O) nã� � um /conjunt� compacto epossui max1mo nem m1n1mo ,este con 1unto. 

1/2 
.1 

1 

___ L_[ __ 

i 1 
2 

1 É fácil
X a função f não 

X 

28 - Seja agora g: [l, 2] ➔ R definida por g (x) = _!_, Como g 
X é contínua· e [l, 2] é u� cofj.Unto compacto, g possui máximo eiriínimo. Neste caso, com auxílio da figura allterior é fácil ver que g • ' • 1 I ' • 2 atJ_nge_ m3.-_x1mo em x = e m1mmo em x = .. ·... . . 1 29 - Vejamos uma aplic�ção deste resultado na teoria do comportament� do consumÍdor. S�ja U: R� ➔ R uma função utilidade cOniínúa. n·entre as hipótese� ·usualmenté feitas com relação· a U,destaquemos a.segt.linte: se x,,iy ·E R+ e x'i. ? %1 i == 1, 2, ... , p, e

x, > Y; para algum j E (1, 2, ... , p), então U(x) > U/y). Intuitivamente, isto corresponde à 1·hfpótese de que o consumidor sempre'!melhora" se tem pelo .menos a mesma quantidade de (:P - J) bense obtém uma quantidade maior de um dos bens.
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Dessa forma, a função U não é limitada e, em consequencia, não existe x E R".. que maximize U, isto é, tal que U (x} ): U (x) para todo x E R>;_. 

Entretanto, na formulação do problema do consumidor, a escolha efetiva é restrita a um subconjunto de R: determinado pela renda e pelos preços dos bens. Designando estes preços por a1, a2,. • • •  , a
11

, a renda por m e admitindo-se que a1 > O, a2 > O, ... , ap > O e 
m > O, esta restrição é o conjunto B == {x E R:: a1 X1 + ... +

+ a,, x, ,( m).
Já vimos (exemplo 58 do Capítulo II) que este conjunto é compacto e, portanto, U / B possui um máximo em B (pelo teorema de Weierstrass) . 

IV. 3 - Continuidade Uniforme

Qu"ando definimos continuidade de uma função em um ponto a pertencente ao seu domínio, enfatizamos o fato de que o número õ depende de E e de a. Ein certos casos, entretanto, pade-se obter õ independentemente do ponto a, isto é, desde que x' e x" estejam �- uma distância -menor do que ô um do outro, teremos que lf (x') -
- f (x") 1 < s. Examinemos esta idéia mais detidamente através de alguns exem• 
pios. Seja a função f: R

+ - {O) ➔ R definida por f (x) = +- Já
sabemos que f é contínua em t<:>do ponto a pertencente ao seu do� mínio. Portanto, dados > O, existe i5 (s, a) > O tal.que, se x E R+ 
:--- {O) e jx - aj < i5 (s, a), temos: 

• • 11 1 1 !t (x) - f (a) 1 = X - a < E 
Examinemos agora o gráfico da função. 
O gráfico de f a seguir mostra que, dado s > O, o ".maior" i5 que podemos encontrar é aquele mostrado no gráfico. Observe-se que,· se tomarmos um ponto a' > a (não mostrado no gráfico), dado s > O, o mesmo õ será suficiente para garantir que a condição de conti-

215 



nuidade se verifique. Na verdade, o õ máximo correspondente ao ponto a' seria,_ sem dúvida, maior do que para a, e este é o fato quegarante a independência do ô e a para valores maiores do que a.

t<a"J _T 

-t, 11 1 1
1 1 1

--++t----• 
1 

t(a 1--W-t---j---t+--t -- -f-- 1 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

o'�i" a" a'+d"" a-d a a+d" 

Entretanto', consideremos agora o ponto a" < à. Pode-se percebeique o ô máximo será menor do que no ponto a e, portanto, nãoserá possível garantir a continuidade utilizando-se o {) do ponto a.Além disto, qualquer que seja ô tomado no caso do ponto a, sempreserá possível encontrar a" < a tal que o ô correspondente a a" sejamenor do que qualquer 1\ tomado no ponto a.Comprovemos estas afirmativas de maneira mais formal. Dado 
E > O, suponha-se que exista ô, independentemente de a, tal que�se x E R+ - {O} e lx - ai < li, lf (x) - f (a) 1 < ,. Escolhamosagora a da seguinte maneira: a > O e a < min {ô, J / 3 , } e seja
x = a + 1\/2. Note-se que lx - ai < 1\ e que: 

IJ<x) - J(a)I = /.!.... - .!....I = 1 1 - .!....I = x a a+ ó/2 a 
= 1 (2a-=i-\)ª / = (2a: ó)ª > 3:ª = :a > e 
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• Isto mostra ·que não é possível obtermos pà.ra a função" acima um
valor de õ independente de a.

Consideremos agora a função g: R ➔ R dada por g (x) = a + b x,

b # O. Para todo e E R, lg (x) - g (e) 1 = lbl lx - cl e, portanto,
E dado s > O, se escolhermos õ = 7bf teremos lf (x) - f (b) 1 < E

sempre que Jx. - cl < õ, qualquer que seja o ponto e E R. Veja-se
o gráfico a seguir para uma ilustração.

g 

g·(c")+f. --- - -

g(c) ---- - 1 
1 

g(c)-�_ 1 
1 
1 
1 

1 1 
I' 1 

Definição 4 - Seja f: D ➔ R•, D e: R". Diz-se que f é Unifor

memente Contínua em D ·se, para todo número real E > O, existe 
um número real õ (s) > O tal que, para todo par x1, x, E D com 
lx, - x,I < õ (E), tem-se lf (x,) - f (x,) 1 < E. 

Com· relação a esta definição, convéin observar que: 

a) Continuidade Uniforme é uma propriedade da função em um
conjunto e não em um ponto; 

b) como dito anteriormente, õ é um número que depende so
mente de E; e 
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c) já vimos que existem funções contínuas que não são unifor
memente contínuas, porém é claro que toda função uniformemente 
contínua é contínua. 

Exemplos: 
30 - Seja I = [a, b], a, b E R, O< a< b, e seja f: I ➔ R definida 

por f (x) = _!_, Mostraremos qi'ie f é uniformemente contínua em I.
X 

Seja E > O dado. Dados x,, x, E I: 
lf (x,) - f (x,) I = < 

lx, x,I 
a' 

Tomando õ =
- x,I < õ (E):

a2s, tem-se que, para todo Xi, x, E I com [x1 -
1 

lf(x,) f (x,) 1 < 
lx, ;;: x,I

1 

Ô (E) 
< --=E a• 

31 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) = x•. Mostraremos que f
não é unifôrmemente contí�ua em R. Note-se que, qualquer que2 2 õ seja õ > O, se tomarmos E = J,' x, = Te x, = T + 2, tere-
mos que lx, - x,I < õ e: 

lf (x,) - f (x,) i = 1 ;, - 2 - �· 1 2+ 

Logo, f não é uniformemente contínua. 

32 � Seja agora X e: R um �onjunto limitado e seja f: X ➔ R
dada por f (x) = x'. Mostremos que f é uniformemente contínua 
em X. Seja a E R, a # O, tal que lx\ ,,:; a para todo x E X. Então, 
dados x E X, y E X e E > O: , 
IJ(x) - J (y) 1 = lx' - i/1 = !x - YI lx + YI ,,:; lx - y[ (lxl + [yl) ,,:; 

,,; 2a [x-yl < e
1 

desde que lx - y[ < õ e õ = ;a ·. Portanto, f é uniformemente 
contínua em X.

218 



1 33 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) =

1 
+ x'. Mostremos

que f é uniformemente contínua. Note-sé que:

1 1 1 1 ll - x'I IJ(x) - J(y)I = 1 + x' ·- 1 + Y' = (1 + x') (1 + Y') =
_ 1 xi IY + xi :O:: I _ xi [ lvl + lxl l _- y- U+x') (l+Y') "" y (l+x') (l+y•JJ-

[ lvl 
= IY - xi (1 + Y') •

1 lxl 
1+x2

+ 1+x2 • (J � y') ],;;;; 2 IY - xi

uma vez que IYI 1 + Y'
JxJ 

< 1, 1 ' +x < 1, 1 _J_+ __ :( J ex' 
1 

1 + y• � 1.

F Logo, dado E > OJ se tomarmo� ô = T' teremos que, para todo
x, y em R com Jx - yJ < õ, J/ (x) - f (y) 1 < e.

• Uma Negação da Definição de Continuidade Uniforme é a se
guinte: f: D ➔ RP

J 
D e RqJ não é uniformemente contínua em D

se "existe" um número ·real Eo > O tal que, para todo õ > O,
"existem" x, ED e x, ED com Jx, - x,J < õ e Jf (x1) - f (x,) J ? ,,.

Existe, entretanto, em certos casos, uma maneira mais. simples de
ser utilizada para mostrar que uma função não é uniformemente
contínua. O lema a seguir estabelece o resultado.

Lema - Uma condição necessária e suficiente para que f: D ➔ RP,
D e Rq, não seja uniformemente contínua em D é que existam
um número real e, > O e duas seqüências (x.) e (y.) em D tais. 1 que, para todo n EN, 1x. - .Y•I < n e lf (x.) - t (Yn) 1 ;;,, ,,.

Prova:
Suponha-se que f não é uniformemente contínua. Então, para

1cada n E N, se tomarmos 1\n = - na negação dà Definição den Continuidade Uniforme, teremos duas seqüências (x.) e (y.) em D
tais que Jx. - y.J < Õn e Jf (x,) - f (y.) 1 ? •o·
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Por outro lado, se se verifica.a condição do lema, então, qualquer 
que seja õ > O, existe n EN tal que ..!- < õ. Logo, existem x, E D.n e x, E D. (isto é, x1 = x. e x, = Y.) tais que lf (x,) - f (x,) 1 
= lt ex�) - t (y.) 1 ;;;, s,.Disto se segue que f não é uniformemente contínua. 

Exemplos: 
34 - Dada a função f: R+ - {O} ➔ R definida por f (x) = .!__

X ' é fácil ver, ba�eado no critério acima, que ela não é uniformemente 
contínua. Basta tomar as seqüêrtcias (x.) = ( +) e (y,.) = ()n)

2 1 e notar que 1x. - Ynl = y,;;: < n e que li (x.) - t (y;,) 1 =
= ln - 3nl = Zn ;;;, 2.

35 - A função f: R' ➔ R definida por f (x, y) = x y não é uniformemente contínua. Basta considerarmos as seguintes seqüências: 
(x.) = (n, n) e (y.) = ( n + :n , n + :n)

Note-se que:

!x - y ! = 1(-1 _1 )1 = (-2 ),,, = �1 < .!__• • 2n ' 2n , 4n' v 2 n n 
e que:

/J(x.) - f (y.)/ = 1 n' - (n' + 4�' + 1) 1 = 1 1 + 4�' 1 > 1
36 - A função f: R

+ 
- {O) ➔ R definida por f (x) = sen .!__

X não é uniformemente contínua. Consideremos as seqüências: 
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Note-se que: 

e que: 

1 sen -1- - sen -1-1 = 11- ( -1)1 = 2
Xn Yn 

Com auxílio do lema anterior, provaremos agora o resultado 
mais importante sobre continuidade uniforme. 

Teorema 15 (Teorema da Continuidade Uniforme) - Se f: K ➔ 
➔ R11

J K .e:: Rº, é ·contínua no conjunto compacto K, então fé uni
formemente contínua em K. 

Prova: 

Seja f contínua no compacto K. Se f não é uniformemente contíntia,
então existem duas seqüências (x,,) e (Yt,) em K e um número real

1Eo > o tais que 1x. - Ynl < n e lt (x.) - t (y.) 1 ;;,: Eo para 
todo n EN. 

Como K é compacto, 
K que converge para x 
:_ f (x) E f (K).

(x.) possui uma subseqüência (xn ) em• 
_E K.· Sendo f contínua, lim (f (x.))

A subseqüência (y. ) também converge para x, pois Jy. - xi ,,;; 
k k 

1
,,;; !Y., - x.,( + lx,, - xi < ,, + lxn, - xi.

k 

• Dessa maneira, a· seqüência (f (y • .J ) também converge para f (x),
Finalmente, lf(x • .) • - f(y.,) 1 ,,;; lf(x.) - f(x) 1 + lfCY . .) -

- f(x) 1·
Portanto, existe um número natural N (E) tal que, se nk ): N (E),

teremos lf (x. ) - f (y. ) 1 < Eo, 
> k 

Isto contradiz a hipótese de que lf (x.) - f (y.) 1 ): e, para todo 
n EN. 

G. Q. D. 
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Exemplos: 

37 - A função f: [O, l] ➔ R dada por f (x) - yx é uniforme
mente contínua em· [O, l]J pois ela é.contínua num compacto.

38 - A função g: [l, 2] ➔ R dada por g (x) = :, é uniforme
mente contínua em [1, 2], pois ela é contínua num compacto.

39 - Note-,e que f: R+ - (O) ➔ R dada por f (x) = :, não

é uniformemente contínua. As '
!
seqüências (x,) = ( +) e (y.) = 

( 1 ) • • • 1 = T são tais que 1x. t- Ynl < n e lt (x.) - t (y.) 1 = 
= 3., ,;;, 3.

Os exemplos 38. e 39 deixam clara a importância do domínio da
função na verificação de que ela é uniformemente contínua. Sempre
que se faz alguma afirmativa sobre continuidade uniforme, deve-se
especificar claramente o domínio sempre que houver possibilidade
de confusão.

IV. 4 - Funções Lineares, Funções Lipschitzianas e.
Continuidade Uniforme 

Examinaremos, inicialmente, a classe das funções lineares, que,
apesar de extremamente simples do ponto de vista operacional -
como veremos a seguir -, aparecem, no entanto, em várias aplicações' interessantes.

i Definição 5 - f: R• ➔ R• é 11ma Função Linear se, dados x, y E R•
e a, � E R, f (ax + � y) = o.f (x) + M (y).

Exemplos: 

40 - A função f: R' ➔ R definida por f (x, y) = x + y é linear,
pois, dados (x, y) e (x', y') pertencentes a R• e a e � pertencentes
a R:
j [a (x, y) + {3 (x', y')J = J[(ax + {3x', ay + {3y')J = ax + {3x' + ay + •

+ f!y' = (ax + ay) + (/3x' + f!y') = aj(x, y) + BJ(x', y')
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41 - A função f: R ➔ R definida por f (x) = a + bx, a # O e b # O, não é linear, pois, dados x E R e y E R: 
f (x + y} = a + b (x + y} = a + bx + by # f (x) + f (y} 
' Note-se, contudo, que a função g (x) = f (x} - a é linear. 

42 - A _i-ésima projeção rr,: R' ➔ R definida por rr, (x} = x, 
é uma função linear. Dados x E Rq, y E Rq e os números reaisa e_�: 

43 - Uma matriz m x n é urna tabela que contém m n números

reais dispostos em m linhas e ri colunas. Por exemplo, a matriz A 
abaixo é 2 x 3) pois possui duas linhas e três colunas:

[a,, 
A= 

a.,

Dada a matriz A, P. x q, cujo elemento genérico é (ai1
), i ==

== 1, 2, .. :;p e j == 1, 2, ... , q, e o vetor ·x == (x1, x2, ... , ... , x
q
) E: Rq, define-se o produto A .x ·como ·sendo o vetor y =

= (y,, y,, ... , y,} E R• tal que: 

y, (5) 
y, = < a,, x > 

Por exemplo; se A [513 03 41]· ex= (1, 2, 3), então A.x =

(y,, y,}, onde y, < (2, 3, 1), (1, 2, 3) > = 11 e v, =

< (5, o, 4), (1, 2, 3) > = 17.
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Note-se agora que,_ dada a m�triz A, p x q, os vetores x e y ·per
tencentes a Rq: e os números reais ex e �, �emas qlle:

A (ax + BY) = A (ax) + A (By) = a(Ax) + B(Ay) 

isto é, dada uma matriz A, p x q, a função f: Rq ➔ RP definida por 
f (x) ..:.. A .x é "linear. 

É interessante que vale também a recíproca deste resultado, qual 
s_eja, da.da _a função linear f: Rii ➔ RP, existe uma matriz A, p x q, 
tal que f (x) = A .x. Verifiquemos isto. 

Consideremos os vetores da base canônica de Rq: e1 = (1, O, 
O, ... , O), e,= (O, 1, O, ... , O), ... , e,= (O, O, ... , 1), e sejam: 

1 

f (e,) (a\,, a,,, ... , a.,) 

f(e,) (a,,,_a.,, , .. , a,,) 

Seja agora x E R•. Tendo em vista que / é linear, podemos escrever: 

J(x) = J(x1 e1 + ... + x, e,)= x1 j(e1) + x, J(e2) + ... +

+x,J(e,) =x1 (a11 , a21 , • • •  , a.,)+x, (a12, a,,, .. _., a,,)+ 
+ ... _ + x, (a.1,! a,,, ... , apq

) = A.x

Em resumo, acabamos de provar o seguinte: 

Teorema 16 - A função f: Rq ➔ RP é linear se, e somente se, 
existe uma matriz A, p x q, tal que, para todo x E R•, f (x) = A. x. 

Teorema 17 - A função linear f: Rc: ➔ RP é contínua. 

Prova: 

Dado e > O, seja z E R•. Então jf (x) - f (z) j = jA .x - Azj =
..:.. jA (x - z) j, onde A· é a matri, p x q que corresponde à função 
linear f. Pela definição do produto A (x..:.. z), temos que A (x - -z) 



...:.. (< a1, (x - z) >, < a,, (x - z) >, ... , < a,, (x - z) >,
onde 01, a2, •.. , ª

v 
são os vetores que formam as p linhas .da matriz 

A - ver as equações (5) . 
Portanto: 

IA (x - z)I = 1( < a,, (x - z) > , .... , < ap, (x - z} > I =

=,<a,, (x-'z)>'+ <a,, (x-z)>'+ ... + <a., (x-z)>' 

No_ta·ndo que a. função raiz quadrada é monótona crescente e 
que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, < a,, (x -;-- z) >' �

� Ja,J' Jx - zJ' para todo i = 1, 2, ... , p, segue-se que: 

IA (x - z)I = l < a1, (x -
z) >' + ... + < ª", (x - z) >' �

� /x - zl (ia,!'+ /a,/'+ ... + /avi'J'1'
ePortanto, tomando õ == ------'-----� temos que, para 

(la,!'+ ... + lav l'/1
' 

todo x E Rª tal que Jx - zJ < ll, teremos Jf (x) - f (z) J < E, isto é, 
fé contínua no ponto z ERq. Como z.é arbitrário, fé contínua em Rq. 

Observe-se, para completar a demonstração, que a escolha de õ 
feita a<;ima só é possível se la,J # O para algum i E (1, ... , P}. 
Quando isto não ocorre, A é a matriz cujos elementos são todos 
nulos e f é a função constante tal que, para todo x E R', f (x) = 
= O E Rª. Esta função é obviamente contínua. 

C. Q. D.

Teorema 18 - A função linear f: R• ➔ R• é uniformemente 
c9ntínua. 

Prova: 
A demonstração é praticamente a mesma dada no Teorema 17. 

Deixamos a cargo do leitor reescrevê-la para o presente caso. Not�-se, 
para facilitar ainda mais o seu trabalho, que o a encontrado acima 
é independente de z. 

C. Q. D.

Observemos, como introdução para a próxima definição, que tudo 
o que se necessita para prov�r que uma função linear é uniforme-
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mente contínua é estabelecer a seguinte desigualdade: para todo 
x . E Rq e y E R0, existe um número real e > O tal que [f (x) 
- f (y) [ ,( e [x - y[.

No caso da função linear, 1 este número e = (la1 l8 + ... +
+ [a,[') 11•. As funções Lipschitzianas são, portanto, aquelas que 
satisfazem uma -condição desta natureza. 

Definição 6 - Diz-se que ·a função f: D ➔ R•, D e:: R•, satisfaz 
Uma Co11dição de Lipschitz ou é Lipschitziana se existe um número 

real e > O tal que, para todo 'f E D e y E D, tem-se [f (x) - f (y) [ ,( 
,( e [x - y[. 

Exemplos: 

44 - Toda função linear .é Lipschitziana. 

45 - A função f: R+ ➔ .R definida por f (x) = yx não é 
Lipschitziana. Suponha-se que 'existe e > O tal que [f (x) - f (y) [ ,( 
',( e [x ...: y[ para todo x E R+ e y E R+. Tomando y = O na 
relaçã(? �nterior, obtém-se: 

1 

vx 
< e 

para todo x E R+ - (O). Esta condição não. pode ser satisfeita 
1 

pará. nenhum número real, uma vez que lim , 
1 

= + oo. 
z--+O+ V X 

146 - .A função f: R ➔ R definida por f (x) = 
1 + x• 

Lipschitziana com constante e = 2 (ver exemplo 33 anterior) . 
é 

47 - A função f: R -,, R âefinida por f (x) = x• não é Lips
chitziana, pois não pode ser [x• - y'[ < e [x - y[ para todo 
x E R e y E R. Note-se que, da desigualdade acima, segue-se que 
• [x + y[ < e para todo x E R e y E R, o que é, obviamente, um
absurdo. 

48 - A função f: [I, 2] ➔ R dada por f (x) = y x é Lipschitziana, 
pois,. dados x E [J, 2] e y E [J, 2]: 

[x - Y[ 1 
[vx - yy[ = · yx + yy.,:;; 2 [x - yJ
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Teorema 19 - A função Lipschitziana f: D ➔ R•, D e:: R•, é 
uniformemente contínua. 

Prova: 

Deixamos a cargo do leitor escrever esta demonstração. 

Exemplo: 

49 - A função f: R+ ➔ R definida por f (x) = y x não é Lips
chitziana (exemplo 45) , porém é uniformemente contínua. Para 
demonstrarmos que ela é uniformemente contínua, consideremos 

inicialmente f/[O, 1]. Pelo teorema da continuidade uniforme, f é 
uniformemente contínua em [O, 1].

Por outro lado, se considerarmos agora f/[1, co), pode-se mostrar 
que ela é uniformemente contínua (na verdade, Lipschitziana). Um 
argumento igual ao do exemplo 48 anterior é suficiente para isto. 

Portanto, se agora é dado E > O, sabemos que existem ô, > O e 
ô, > O tais que: 

a) se x E [O, 1] e y E [O, 1] e lx - YI < ô,, lf (x) - f (y) 1 < 

< i/2; e 
b) se x E [1, co) e y E [1, co) e lx - YI < ô,, lf(x) - f(y) 1 < 

< e/2. 

Seja agora ô= min (ô,, ô,} e sejam x E R + e y E R + tais que 
lx - YI < ô. É claro que, se X e y pertencerem a um dos .intervalos 
acima, teremos lf (x) - f (y) 1 < s/2 < E- Se, no entanto, x E [O, 1] 
e y E [1, co), então lf(x) - /(y) 1 ,;;;; lf(x) - f(l) J + Jf(l) ...:_ 
- f (y) 1 < E/2 + E/2 = E, pois, se lx - yJ < ô, certamente
lx - li < ô e IY - lJ < ô (veja-se a figura a seguir).

lx-1I<6 Jy-11 < 8 

o X y 

lx-yl<ô
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IV. 5 • - Equilíbrio Competitivo numa Economia de
Trocas 

Nesta seção procuraremos estudar um problema importante da 
Teoria do EqÚilíbrio Competitivo, qual seja. a de existência de 
equilíbrio. De uma maneira intuitiva, a questão de existência - no 
�ontextC?, de uma economia dq trocas onde não há produção - refe
·re�se à possibilidade de o compoi·tamE:nto individual ser compatível
·com o equilíbrio de mercado, num sentido que será explicado adiante.

Como disseffios, somente examinaremos economias onde não existe
prod1{ção, o que significa, eni outras palavras, q{ie a economia em
questão tem apenas a função de distribuir quantidades existentes.
Mais simplificadamente ainda, trabalharemos com uma economia
onde existam apenas dois consumidores e dois produtos. Esta última
hipótese (dois produtos) é feita para simplificar a demonstração,
de forma a· utilizarmos o ·teorema· do valor intermediário para as
funções contínuas.

Para evitar um alongamento excessivo desta seção, omitiremos
uma descrição detalhada da escolha dos indivíduos. Admitiremos
que,. dados os preços p, e p, (indicados de agora em diante pelo
vetor p = (p,, p,) e medidos em relação a uma determinada unidade
de contas), o consumidor escolhe um único vetor de quantidades
a serem consumidas x E R!.

Mais especificamente, admitiremos que a função F: R: - {O) ➔

.➔ R: associa a cada p E R: - {O) o vetor x E R:, isto é, F (P) =
= (f, (P), f, (P)), onde f,: R'+ - {O) ➔ R

+ 
dada por f, (p) =

-== xi, i == 1, 2. Portanto, Fé a função de demanda de um indivíduo.
Como temos dóis· Consumidores, deriotarenios por F1 e F1 as respec
tivas demandas. Além disto, f/ (P), i = 1, 2 e j = J, 2, é a demanda
da mercadoria i do indivíduo j. Admitiremos ainda que cada indi
víduo possui uma dotação inicial de ambas as mercadorias, que
serão denotadas por W1 == (X1, y'8) e UÍ2 == (Xt, y.e) , que são vetores
pertencentes a R: - {O).

A função de excesso de demanda da mercadoria 1 é definida da
seguinte maneira:

z,: Rt - {o) -➔ R dada por Z,(p) = [J](p) + J;(p)] - [x' + x']
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Similarmente, a função de excesso de demanda da mercadoria 2

é definida da seguinte forma:

Vejaffios agora as hipóteses que nos permitirão finalmente provar
que existe um equilíbrio competitivo nesta economia. Como o nosso
objetivo é a ilustração de um fato matemático, não procuraremos
analisar as hipóteses <lo ponto <le vista de seu conteúdo econômico.
O leitor interessado nestes aspectos pode consultar, por exemplo,
Arrow e Hahn (1971, Cap. 2). Convém mencionar que a demons
tração apresentada a seguir é a mesma dada por estes autores.

a) z, e z, são funções, isto é, para cada p E R: - (O) existe um 
único número real Z1 (J,) e um único número real z, (P) (um 
caso em que Z

1 e Z
2 

não são funções foi apresentado ri.a Seção 1.2 
do Capítulo I, quando mostramos como aparece a noção de Corres� 
pondência na Teoria da Demanda) . 

b) Z1 e 22 são funções homogêneas do grau zero, isto é, para
todo número real}, > O e para todo p E R� - (O), Z1 (1.p) = Z, (p\

e z, (1.p) = z, (p) (uma ·definição geral de função homogênea é
apresentada no Capítulo V). Uma implicação importante desta hipó
tese é que somente interessam, para determinação de Z1 é z

,,, os
preços relativos. Dessa maneira, o nível absoluto dos preços pode
ser fixado arbitrariamente. ·Faremos isto supondo que os preços e·stão
restritos no conjunto S = {P E R'+. - (O): P1 + P, = 1).

S é um conjunto conexo, pois é a imagem de [O, 1] pela furição
contínua f: R ➔ R' dada por f (x) = (x, 1 - x) (na verdade, Sé

convexo e, .como. mostraremos· acíiarite, todo conjunto convexo- é
conexo) . Geometrícamente, quan:do nos-·restringimos ao Conjunto s,

�stamos simplesmente nianterido cons_tante .â relação_ :: • �·muda�d-�.
o nível de P1 e P, (veja-se .a figura a seguir).

c) Vale a Lei de Walras, isto é, para todo p E S, P1Z1 (P) +

+ P,Z, (P) = O.

d) As funções Z1 e z, são contínuas em S.
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'l'.P2 
1' / 1 

1 / 1 / 1 / 1 
ci� 

1 / 
1/ 
1/ 

P1 pi 

Definiremos agora o que Yem a ser equilíbrio compet1t1vo. A principal característica de um. mercado competitivo é que os indivíduos tomam suas decisões de consumo baseados nos preços dos produtos que são vistos comó parâmetros (isto é, dados) para o tomador de decisão. Intuitivarhente, portanto, a existência de equilíbrio competitivo garante quel existe um vetor de preços que é com
patível com escolhas individuais dos membros da sociedade. 

• ' Da maneira como vimos trat'.ando o problema, existe uma maneira natural de definirmos equilíbri�. Numa situação destas, ou os excessos de demanda são nulos ou são· n�gativos. Este último caso é compatível com a existência de bens livres que existem em quantidades maiores do que a demanda ao preço zero. Neste contexto, note-se que estamos 
admitindo que p1 = O ou p, : O (mas não ambos simultaneamente 
iguais a zero), justamente parh dar margem ao caso que acabamos 
de mencionar. 
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Definição 7 - Diz-se que p E S é um I?reço de equilíbrio se 
z, (Pl :::;; o e z, (fjJ :::;; o.

É fácil ver que, se Z
!. 

(P) ;:- O, necessariamente p, = O. A Lei 
de Walras garante que p, z, (p) + p,z, (p) = O. Se p, > O, então 
fi,Z, (p) > O, o que contradiz o fato de que p é um preço de equi
líbrio. Portanto, sempre que um bem for abundante, seu preço é nulo. 

O principal resultado desta seção é o teorema a seguir apresentado. 

Teorema 20 - O conjunto E = {P E S: Z, (P) :::;; O e Z, (P) :::;; 
:::;; O) "F q, dadas as hipóteses "a"-"d" feitas anteriormente. 

Prova: 

Note-se que E é o conjunto dos preços de equilíbrio nesta econo
mia. Para mostrar que E # <p, procederemos da seguinte forma: 

Consideremos os vetores p1 
= (1, O) e p0 

= (O, 1) e suponhamos 
que eles não _pertencem a E (caso contrário, o teorema estaria de
monstrado). Segue-se, da Lei de Walras, que: 

1.Z1 (P') + O.Z,(p1) = O 

e: 

O.Z,(pº) + 1.Z,(pº) = O 

isto é, Z, (P') > O e Z1 (Pº) > O, pois, caso contrário, Pº ou P' 
estariam em E (veja-se a figura a seguir) . 

Note-se agora que, para todo p E S: 

P' = t P' + (1 - t) Pº E S, o :::;; t :::;; 1 

Seja i' E (O, 1) e note-se que (Lei de Walras) Z1 (pi) e z, (P') têm 
siriaís coiltrários (a :menos que pt E E, caso erri· que nada mais haverfa. 
para ser demonstrado). Suponha-se que z, (P') < O. Como Z, (P') >

> O, segue-se do teorema do valor intermediário que existe f, E S 
tal que Z1 (P) = O. É claro que z, (P) = O e, portanto, p E E. 

C. Q. D.
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Convém explicitar que não 6 possível garantir que o conjunto E
1 possui um único elemento. A rnicidade do equilíbrio competitivo

requer restrições mais fortes so� e as funções de excesso de demanda. 
Nenhuma das hipóteses que fizemos (e, neste caso, nenhuma das 
hipóteses mais usuais sobre a fJnção de utilidade) é suficiente para 
impedir que a função de excessb de demanda apresente um compor
tamento tal como mostra o grkfico ·a seguir. 

z1( P l 
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O equilíbrio competitivo pode ser·visuàlizadd·de uma forma talv"ez 
mais familiar .para o leitor, qual seja, com o auxílio da caixa de 
Edgeworth-Bowley. Para tanto, teremos que utilizar as noções de 
curva de indiferença e função utilidade que não introduzimos ante
riormente. Esperando que estes conceitos não sejam totalmente des
conhecidos, prosseguiremos sem maiores preocupações. 

Os comprimentos dos· lados da caixa representam as disponibili
dades totais dos dois bens. O consumidor 1 tem a "sua origem'' no 
canto inferior esquerdo e o consum·idor 2 no canto superior direito. 
O ponto A representa as dotações iniciais de cada um e as curvas 
de indiferença de ambos são traçadas convexas à origem correspon
dente ao consumidor a que se referem. Nesta figura, E é o ponto 
onde se dá o equilíbrio competitivo, pois neste caso os indivíduos 
estão escolhendo as quantidades demandadas de modo a maximizar 
sua utilidade (curva de indiferença mais elevada possível, dado o 
preço P) e não há excesso de demanda positivo (ambos são zero 
neste caso) para nenhuma mercadoria. 

Bem 2 

Bem i <E-
0 

Consumidor 2 

------+----------�------�----

,, ,, 

Const1n'iidor 1 o- ,, X1+x2 Bem 1 

Bem2 
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Suponha-se agora que, dada a curva de indiferença do indivíduo J

que passa pelo ponto A, tenhamos uma curva de indiferença tangen
ciando-a no ponto B tal como reproduzido parcialmente abaixo:

Se chamarmos de q a taxa marginal de substituição para o indi
víduo 1 no ponto B, notaremos que: 

F (x1, y,) = (q. x1 + y,) - (q. x1 + y1) < O

onde x1 e y1 são as quantidadls efetivamente consumidas por ele.
Examinando agora o ponto C de tangência entre a curva de indi

ferença do indivíduo 2 que passa por A e uma curva do indivíduo 1,

notaremos agora o seguinte:
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F(x,, y,) = (q. x1 + y,) - (q. x1 + y,) > O

Admitindo que q seja uma função contínua de x1 e y1J a função 
F será contínua e o movimento de B para C pode ser descrito 
de maneira contínua, isto é, x

1 
== x1 (t) e y1 == y1 (t) para 

O (; t (; 1, sendo estas funções contínuas em [O, 1] com x1 (O) e 
y, (O) correspondendo ao ponto B e x

1 
(1) e y, (1) correspondendo 

ao ponto C. Dessa maneira, F é uma função contínua de t tal que 
F (O) < O e F (1) > O. Então, existe t E (O, 1) tal que F (t) = O, 

que é o ponto de equilíbrio procurado (este argumento deve-se a 
Negishi [1972, pp. 12-5]). 

Para encerrar a discussão deste tópico, convém chamar a atenção 
do leitor para os seguintes pontos: 

a) A mesma demonstração aplica-se ao caso em que há mais de
dois indivíduos _na economia. A hipótese crucial para permitir o 
uso do teorema do valor intermediário é a existência de somente 
duas mercadorias. 

b) A demonstração para o caso mais geral em que o número de
mercadorias é maior do que 2 exige teoremas mais poderosos do que 
o dO valor-intermediário. Nestes casos, utiliza-se o Teorema de Ponto

Fixo de Brower ou o Teorema de Ponto Fixo ·de Kakutani.

Neste livro não trataremos dos teoremas de ponto fixo, pois este 
material está além do escopo do texto. 
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Exercícios 

l. Verifique se as funções abaixo são contínuas nos pontos espe�
cificados: 

a) f: R ➔ R dada por f(x) = x' no ponto a E R;

b) f: R' ➔ R4 dada por f (x; y) = ( x•, xy, x - y, x• � 1 ) no
ponto z = (z,, z,) E R'; 
. c) f: R ➔ R dada por f (x); = a, + a1x + a,x• + ... + anx•,

sendo n E N � a0, a11 . . .  , a
11 

constantes (verifique a continuidade 

no ponto e E R) ;
<l) f: R ➔ R definida por f (x) = min (1, x) no ponto a= I; e
e) f: R' ➔ R dada por:

f (x, y) 
{ xy• 

, ; , , se (x, y) "F 
- X T y 

1, se (x, y) = (O, O)
nos pontos (O, O) e (a, b) "F (O, O).

(O, O)

2. Mostre que as funções 11 8 e li ,r são contínuas em R•.
3. Mostre que a função f: D --> R•, D e= Ro, é contínua em a E D

se, e somente se, para toda
. 
vizin,hança V de f (a), existe uma vizi� 

nbança V, de a tal que V1 r-. D = 1- 1 (V) .
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4. Utilizando o Teorema da Continuidade Global e seus corolá-
rios, mostre que: 

a) a esfera S (O, 1) = (x E RP: !xi = J) é um conjunto fechado;

b) o conjunto ( (x, y) E R': xy .> l} é um conjunto aberto;

c) o conjunto H = { (x, y) E R•: x + y ,;;; l} é um conjunto
fechado; e 

d) o conjunto { (x, y) E R': -1 < x < 1 e -1 < y < l}.
é um conjunto aberto. 

5. Sejam K e:: RP um conjunto compacto e f: K ➔ H, H e: R•,
uma função contínua cm K tal que existe 1- 1

: H ➔ K. Mostre 
que 1- 1 é uma função contínua em H (sugestão: H é fechado; 
dado G e RP fechado, K r. G é compacto e, portanto, r(K r. G) é 
compacto; a imagem inversa de G por 1- 1 é igual a/ (K n G) e, por
tanto, é um conjunto fechado). 

6. Seja X E RP um conjunto convexo e f: RP ➔ R• uma função
linear. Mostre que f (X) é um subconjunto convexo de R,. 

7. Sejam f: RP ➔ R• e g: R• ➔ R• funções lineares. Se e E R,
mostre que (cf + g) é uma função linear. 

8. A função f: R• ➔ R• é uma função afim se f (ax + /lY) = 

= af (x) + �f (y) para todo x E R•, y E RP, a E R, /l E R, a+ /l = 1, 
Mostre que, se X é convexo e fé uma função afim, f (X) é convexo. 
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Capítulo V 

FUNCõES DIFERENCIAVEIS 

•- A experiência anterior da maioria dos leitores deste texto já lhes 
deve ter ensinado· a importância da noção de diferenciabilidade em 
Economia. Nos cursos elementares, a utilização das derivadàs resume
se na definição e cálculo de elasticidade, produtividades marginais, 
etc. No entanto, o escopo para utilização da diferenciabilidade vai 
-bem· além <lestes aspectos computacionais.

Sem dúvida alguma, o exemplo mais importante talvez seja o
chamado Método da Estática Comparativa, que é parte fundamental

do núcleo metodológico da Teoria Econômica. Em essência, a Está
tica Comparativa procura obter proposições passíveis de verificação
empírica através da análise do impacto de variações nos parâmetros_
de um determinado sistema (modelo) sobre as variáveis de interesse.
Uma versão muito _popular deste instrumental baseia-se no Teorema

da Função Implícita (no Capítulo VII, após apresentarmos este
teorema, faremos uma discussão desta metodologia) .

Neste capítulo, no entanto, o principal objetivo é definir a deri
vada de uma função e investigar as principais propriedades das 
funções diferenciáveis. Para maior clareza, a exposição será feita em 
duas etapas: primeiramente, desenvolveremos a teoria para as funções 
definidas em subconjuntos de R com valores em R - as funções de 
uma variável - e, em seguida, trataremos das funções definidas em 
subconjuntos de R• com valores em R. Esta abordagem, aliás usual 
nos livros-texto, é interessante porque permite que acompanhemos 
as noções abstratas com diagramas bem precisos na sua primeira 
etapa. Espera-se que, na segunda fase, onde os diagramas são menos 
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·precisos, possamos utilizar a experiência adquirida para facilitar a
compreensão

. Em ambas as partes procuraremos desenvolver o seguinte esquema:
Conceito de Derivada; Teoremas sobre Funções Diferenciáveis; Fór
mula de Taylor; e Aplicações da Fórmula de Taylor (as principais
aplicações da Fórmula de Taylor serão os estudos de Máximos e
1\1ínimos e das Funções Cônc.was e Convexas) .

V. 1 - Derivada de Funções de uma Variável

Definição 1 - Seja f: D --> R, D e R e e E D um ponto de 
acumulação de D. Diz-se que f possui derivada no ponto e se existe 

o limite de f (x) - f (e) qual]do X tende para e. No caso afirmativo,
• 

X - C 

a derivada de f no ponto e é o /im f (x) - f (e) . Indicaremos a 
x---i-c X - C 

derivada de f no ponto e por f' (e) . 
Com relação à definição acima, note-se que: 

a) a expressão q (x) = f (x) - f (e) é bem definida no con
x - e 

junto D - {e) e, além disto, uma vez que e é um ponto de acumula
ção de D - {e}, podemos, corn,�tamente, escrever lim

,-, 

i (x) - f (e) . 
X - C-

1 

b) � existência da derivada depende somente do comportàmento
da função em uma vizinhança do ponto e

) 
isto é, esta é uma pro

priedade local; 
c) apenas por questão de ênfase, convém lembrar que a expreSsão

"existe o limite" tem sido utilizada no sentido de "existe o limite 
no conjunto dos números reais", isto é, o limite é finito; e 

d) por fim, é simples ver que f é diferenciável no ponto e E D,
ponto de acumulação de D, se, e somente se, para todo h E R tal

que e + h E D, existe o lim 
Ho 

f(c + h) - f(c) 
���-�-�� ; quando o limite 

h 

f(c + h) f(c) . existe, f' (e) = lim -�--�-��
li 
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Definição 2 - Se a derivada de f existe em todo ponto de acumu
lação e E D, diz-se que f é derivável em D.

Observe-se que, se D é um conjunto aberto, então sempre que 
calcularmos o limite de f (x) - f (e) quando x tende para e esta-

x -,- C 

remos levando em consideração· pontos à direita e à esquerda de e,

isto é, quando D é aberto a derivada existe, no ponto e, se, e somente 
se, existem e são iguais os seguintes limites: 

lim f (x) f (e)
X - C 

e lim f (x) f (e)
X e 

A existência destes limites, garantindo-se, é claro, que e é ponto 
de acumulação dos conjuntos {x E D: x > e} e {x E D: x < e},
garante a existência das derivadas laterais f' (e+) e f' (e-) . Dessa
maneira, se por exemplá D = [a, b], dizer que f é derivável em D 
significa que nos extremos do intervalo existem f' (a+) e f' (b-),
respectivamente. 

A interpretação geométrica da derivada é um tópico convencional. 
Na figura a seguir a reta ST, que passa pelos pontos (e, f (e)) e
(x, f (x)) pertencentes ao gráfico de f, tem por inclinação f (x) - f (e)·

X - C 

À medida que o ponto x aproxima-se de e, a curva ST "gira" no 
sentido contrário ao dos ponteiros do relógio até que no limite (se 
existe a derivada) ela coincide com TT, a tangente ao gráfico de f
no ponto e. Em outras palavras , a derivada é a inclinação da tan
gente ao gráfico de f no ponto (e, f (e)) . Convém ainda observar
que a equação da reta TT é t (z) = f (e) + f' (e) (z - e) e a da
reta ST é s (z) = f (e) + f (x) - f (e) . (z - e).

X - C 

Exemplos: 

1 - Seja f: R ➔ R dada por f (x) = a + b x e seja e E R. Então,
qualquer que seja x E R, x # e, temos:

f (x) f (e) b (x - e) b 
X - C X - C 
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e 

Portanto, /im f (x) - f (e)
x-+c X - e '

ST 

X 

b, ou seja, f é derivável em R 
e f' (e) = b para todo e E R.' 

2 - Seja f: R ➔ R dada �r f(x) = x• e seja e E R. Dado x E R, x # e, temos que: 
. f(x) - .f (e) 

X -- C 

x! - e' 

X - C 

Portanto' lt·m f (x) - f (e) ' 2 • f n ~o ·a E R= e, pois a u ça que assoei x 
,-, X - C 1 

ao número x + e E R é contíriua. Em outras palavras, f é derivávelem R e f' (e) = 2c para todo e E R. 
3 - Seja f: R ➔ R dada por: 

f (x) = { fx, se x -� 1
x + 1, se x > 1
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Tendo em vista o exemplo 1, já sabemos que f é derivável em todo ponto x "=/= 1. Examinemos a existência da derivada no ponto x == 1. Note-se que: 

Portanto, lim 
x --tl+ 

f (x) :._ f (1) 
X - 1

= {2, 
1, 

se x se x 

f(x) - f(1) 
= 1 

X - 1
e lim 

x-+J-

< 1 

> 1

f (x) - f (1) _ 2 
X - 1

- ,

Como estes limites são diferentes, f não é derivável no ponto x == 1.Geometricamente, a tangente ao gráfico de f no ponto (IJ 2) não está determinada. É interessante ainda observar que f é contínua no ponto x = 1, pois /(1 +) = f(I -) = 2.

f(,) 

4 - Seja a função f: R ➔ R definida por: 
f (x) { x' + 1, se x

1, se x ;,, O 
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Examinemos a existência da derivada de f no ponto x == O. Assim,para todo x =j= O:

f (x) - f (O) 
Portanto: x 1 

{ x, se x < O

O, se x > O 

lim f (x) - f (O) 1 lim f (x) - f (O) = O 
:z:->O- X ·1 z ---+ O+ X ou seja, existe a derivada de f no ponto X = o e r (O) = o (veja-seo gráfico de f a seguir) .

l 1 

5 - Seja f: R+ ➔ R dada BOr f (x) = yx e seja e E R
+ 

- {O}. 
Então: 1

J(x) - J(c) vx" - vc' vx" - vc Vx + vc = = = 
x - e x - e (x - e) Vx + vc 1 

«; + vc para todo x E R+ - {e}. l 
Dessa maneira, podemos co cluir que:

lim J(x) -j(c) = lim 1 1 
z---+c x-c 1---+c .../i +Vc 2..../c 

1 

uma vez que a função raiz qu�drada é contínUa em R+
.
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Examinando agora o caso em que e == O, notamos que: 

--'-f--'-
(x-'---)---'cf

-'-
(0

'-
) 1 

X O =V; 

para todo x # O. 

Entretanto, lim
1 
_ == + oo, donde se conclui que não existe

z-o V X
a derivada de f no ponto zero. Geometricamente, isto corresponde 
ao fato de que na origem a tangente ao gráfico de f é vertical. 

f(x) 

G(f 1 

X 

6 - Seja f: R-> R dada por f(x) - �x e seja e E R - {O). 
Então: 

j(x) - J(c)
x-c

para todo x E R - {e}. 

(xl/S _ clfS) (x'I' + xl/3 cl/S + c'I')

1 
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Como a função raiz cúbica t contínua em R (demonstre isto) : 
Quando e O: 

e, portanto: 

f(x) � j(c) 1 lim ., 
1,_ e = 

,�, � 3 ..yz, 

J(x) -1 j (e) 1 
X _l C 

= -,;lz!-

,;m ,J l(c) � +• 

z-tO 
X - e• ,,·~,d''l I o isto e, nao e envave no p@nto x == . 7 - Seja f: R ➔ R definila por:

{lsen +, se x =I= O

f • se x = O
f (x)Exàminemos a hemos que: existência d� derivada de f no ponto x _ O. Sa-

J(x) - f (O) <= _x_se_n_x_ = sen .!_
X X para todo x =I= O. Portanto, não existe a derivada de f no ponto x == O, uma"vez quenão existe o limite de sen -

1
- quandO x tende para zero , (ver exemx pio 38 do Capítulo III) . Ainda com relação a éste ef",emplo, a figu_ra que apresentamos no Capítulo IV; referente ao e>templo 12, já nos faria supor que a derivada não existe, porque a! forma como f se aproxima da origem . . d . ~ • 1 b 1 ~ f (x) permite am a vanaçoes muito ruscas na re açao --- para que 

1 X ela admita uma tangente úni(a na origem.246 



8 - Seja agora f: R ➔ R definida por: 
lx2 .scn _!_, se x

f (x) = . X • -O, 

Examinemos a existência da derivada _de f no ponto xtanto, note-se que, para todo x y=- O: 

e, portanto, 
f (x) - f (O) 

X - 0

1 
lim x sen 

x sen 

O. 

1 

X 

O. Para

Geometricamente, o gráfico de f deixa claro que ela é derivável na origem com derivada zero, porque f .se apr_oxima da -origem "espremida" pelas parábolas y = x' e y = - x•.

f (,) 
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9 - Séjaf:R-(O)➔Rdadaporf(x) = �esejacER-(0).
x•Então:

.f(x) - f(c) 
x-c 

:1 1
y-7

1 x-c
para todo x E R - (O), x # e.

1 

Portanto:

. f(x)�f(c)hm x ..L e
.:i:-) e 1 

c+x

2 

para todo e E R - (O).
Passaremos agora a examin r a noção de diferenciabilidade. No ' contexto das funções de uma !variável, como veremos a seguir, não

há diStinção entre as funções 'deriváveis e as funções diferenciáveis. 

Entretanto, a noção de diferenciabilidade é mais útil para certasgeneralizações que faremos na Seção V. 2. 
Definição 3 - Seja f: D � R� D r= R) e seja e E D um ponto deacumulação de D. Diz-se que f é diferenciável em e se f é derivávelem e e se existe uma função Ir definida para todo h E R tal que

e+ h E D com: 
f (e + h)

sendo:
f /e) + f (e) . h + r (h)

lim l-2:..®_ = O 
•-oi h 

(1)

É importante notar que J restrição fundamental na definição
acima é a de que lim r tj = O, porque a equação (1) sem

•-o 

esta condição poderia ser interpretada como a definição da funçãor (h). Em outras palavras, d.Ida uma função f derivável em e, ésempre possível definir r (h) pela equação (1). Nada garante, a
priori, que r assim definida irá satisfazer a restrição imposta pelo 
valor que deve ter o limite acima. 
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Exemplos:

10 - Seja f: R ➔ R dada por f (x)
para todo h E R temos:

xª e seja e E R. Então, 

f (e) = 2c
f (e + h) - f (e) - f' (e) . h = h'

Portanto, a. função r da Definição 3 é r (h) = h'. Note-se que

/. r (h) . .f. d" . ,m -h- == O, isto é, ven 1ca-se a con 1ção imposta para que
•-o 

f seja diferenciável. 

li - Seja f: R+ ➔ R definida por f (x) = yx. Já sabemos que f
não é diferenciável em x == O, pois não existe a derivada neste ponto. 
Entretanto, se e # O, então para todo h E R tal que e + h E R+
temos: 

2yc 
t' (e) =

1

h 
f(c + h) - f(c) - f'(c) .h ·_ y'c + h - yc

zvc 

Portanto, a função r da Definição 3 é dada por r (h) = y e+ h -
h 

_ y'c _ --= para todo h tal que h + e ? O. Segue-se que:
2\/C 

lim r (h) =

h-tO h 

uma vez que: 

=f'(c) = _1_
2Vc 

Pela observação dos exemplos anteriores, º· leitor já terá percebido

o conteúdo do teorema a seguir.
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Teorema 1 - Uma função f: D ➔ R, D e::: R, é diferenciável no
ponto e E D; ponto de acumul�ação de D

) 
se, e somente se,.f é deri

vável em e.

Prova: 

Pela própria definição,
tência da derivada de f.

a di'ferenciabilidade de f implica a exis-
' 

Por outro lado, se f é derivável em e, então, qualquer que seja
h E R tal que e + h E D, podéremos definir a função r da seguinte
maneira: 

r (h) = f (e + h) - f (e) - f' (e) . h
Daí, obtém-se que:

r (h) --,,-
e, portanto: 

f(c + h) - f(c)
h 

- f' (e)

- t' (e)] o 

C. Q. D.
A definição de diferenciabili4ade da função f no ponto e, expressa

' 

pela equação (1) e pela condição lim '1(h)
= O, pode ser rees-

, h--)0 . l  

crita de maneira equivalente e que, em certos contextos, torna mais 
simples a sua manipulação, isto é, f é _diferenciável no ponto e E D, 

e ponto <le acumulação de D, s�. e somente se, para todo h E R tal 
que e + h E D, tivermos que:

f (e + h) = f (e) + f' (e) h + h q, (h)

sendo que:
lim q, (h)
,-o 

1 O e q, (O) o 
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A equivalência das duas definições pode ser verificada da seguinte 

forma: dada ª. função r (h), definiremos q, (h) = r ��) se h # O e

q, (O) = O; dada a função q, (h), definiremos r (h) = h q, (h).

Passaremos agora a examinar as principais propriedades das fun
ções diferenciáveis, mostrando inicialmente que a cliferenciabilidade 
garante que a função é contínua. 

Teorema 2 - Se f: D --> R, D e R, é diferenciável em e E D, e
ponto de acumulação de D, então f é contínua em e.

Prova: 

Da diferenciabilidade de f em e, segue-se que, para todo h E R
com e+ h E D:

lim f (e + h) = lim (J (e) + f' (e) . h + r (h)) f (e)
h->0 h->0 

o que garante a continuidade da função f.

Dentre os exemplos anteriormente apresentados, já vimos que 
continuidade não é uma condição suficiente para diferenciabilidade. 
Além destes, convém ainda lembrar a função valor absoluto, que ê 
contínua em R, porém não é diferenciável na origem, como pode 
ser verificado, na página seguinte, com o auxílio do seu gráfico. 

Teorema 3 (Fórmulas de Derivação) - Sejam f: D -> R e
g: D ➔ R, D e:: R, diferenciáveis em e E D, e ponto de acumulação
de D. Então, as funções (f + g) : D --> R dada por (J + g) (x) =
= f (x) + g (x), (fg) : D ➔ R dada por (Jg) (x) __:__ f (x) g (x) e

f (x) 
(f/g): D--> R dada por (J/g) (x) = -- se g (x) # O parag (x) 
todo x E D são diferenciáveis em e. Além disto, (J + g) '(e) • =
= f'(c) + g'(c), (fg)'(c) = f'(c) g(c) + f(c) ft(c) e (f/g)'(c)

f'(c) g(c) - f(c) g'(c) 
[g (e)]'
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Prova: 

a)

b)

e)

1 X 1 

G( 1 x 1) 

lim (J + g) (x) - (f + g) (e) = lim f (x) - j (e) +
x - cl 

,-, x - e 

+ l. g (x) r- g (e) 
J' ( ) + , , ) im L = e g \e ; 

x-+c X I C 

lim (fg) (x) - (Jg) fo) = lim g (x) . f (x) - f (e) +
X - C j z-)c X - C 

+ lim f (e) 
g (x) - g (e? = f' (e) • g (e) + f(c) g' (e); e

x->c X - C 1 

lim (J fg)(x) - (J / g) (e) =
X -- C 

= lim 1 [ g (e) • f (x) - g (x) • f (e) ] =
,-, g(:c) • g(c) x - e 
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= lim 1 [g (e) . f (x) - J (e) _ j (e) g (x) • g (e) . x - e 

j' (e) g (e) - j (e) g' (e) 
[g (e)] 2 

g (x) - g (e) ] = x-c

C. Q. D.

Note-se que, se f = (a.g), onde a. é uma constante, segue-se da 
regra da multiplicação que f' (e) = a..g' (e). Mostremos também que, 
se f: D ➔ R, D e R, é dada por f (x) = x•, onde n é um número 
natural, f' (e) = n. c•-1 para todo e E R. Isto se faz por meio do 
princípio da indução: primeiramente, note-se que, se f (x) == x, entãof' (x) = (1) .x1

-

1 
= l; suponha-se agora que f (x) = x• e quef' (x) = k. x•- 1 e mostremos que a fórmula é válida para k + 1.

Para isto, seja f (x) = x•+ 1 e observe-se que f (x) = (x') x e, pela
regra do produto acima e pela hipótese de indução:

( ) ( k-1) k ( ) k k k J' x = k • x x + x • 1 = k x + x = (k + 1) x 
Pediremos ao leitor que, nos exercícios, calcule as· derivadas de

algumas funções importantes. 

Teorema 4 (Regra da Cadeia) - Sejam f: D ➔ R, D e R, e g: V ➔ R, V e R, com f (D) e V. Se f é derivável em e E D,
ponto de acumulação de D, e se g é derivável em b = f (e), ponto 
de acumulação de V, a função composta (g,f) é derivável em e e 
(g,f)'(c) = g(b) .f'(c). 

Prova: 

Como f e g são diferenciáveis em e e b, respectivamente, temos 
que, para todo h E R tal que e + h E D e para todo k E R tal que 
ú + k E V:

f(c + h) = f(c) + f'(c) .h + ffJ(h) .h 

sendo lim f/J (h) = O e f/J (O) = O; e 
g(b + k) = g(b) + g(b) .k + p (k) .k 

sendo lim p (k) O e p (O) = O.
k-0 

253 



Como f (D) U V, se e + 1, E D, então f (e + h) E V. Portanto, 
se k = f (e + h) - f (e) = [j' (e) + q, (h)]. h, segue-se que 
b + k = f(c + h) E V. Portanto: 

g,J(c + h) = g[J(c + h)] = g(b + k) = g(b) + g'(b) • /e+ p(lc) •/e= 

= g (b) + [g' (b) + p [f (e + h) - f (e)]] [J(c + h) - f (e)] =
= g (b) + [g' (b) + p /[j' (e)+ 'I' (h)] • h}J [j' (e)+ 'I' (h)] h = 

= g(b) + [g'(b) • j'(c) • /t] + g'(b) • 'I' (h) • h + p{[j'(c) + 

+ 'I' (h)] h l • [j' (e) + 'I' (h)] h 

Note-se agora que lim [g'(li) .q,(h) + P {[f'(c) + q,(h)].h} 
,-o

[j' (e) + q, (h)] = O, uma vez que:

lim g' (b) q, (h) = O, pela clife,enciabilidade da função f;
,-o 

lim P {[j' (e) + q, (h)] .h) =+ O, pois lim [j' (e) + q, (h)] h == O; e 
h-0 h-O 

P é contínua na origem com P• (O) == O.

Desta maneira: 

g,f(c + h) == g(f(c)) + g'(b) .f'(c) .h + a.(h) .h
onde a (h) == g' (b) .q, (h) + P {[f' (e) + q, (h)] h) [f' (e) + q, (h)]. 

Isto conclui a demonstração. 

C. Q. D.

Uma aplicação simples da regra da cadeia generaliza a fórmula ela 
derivada ele um expoente, isto é, seja f: R ➔ R dada por f (x) = xn 

e seja g: R ➔ R uma função diferenciável. Então, f,g (x) = g (x) n 

é diferenciável e, para todo e E R: 
(f,g) '(e) = f' [g (e)] . g' (e) = n g (e) n-, . g' (e) 

Assim, a derivada da função h: R ➔ R dada por h (x) = (a0 +
+ a1 x + a2 x

2 + ... + a
n 

xn) 'P} no ponto x == e) é a seguinte: 

h' (e) = p , [ao + a, x + ... + an xny-t • (a, + 2a, x + 
+ ... + nan xn -1) 
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Com au:Xílio da regra da cadeia e dos resultados do Teorema 3 

podemos, de maneira bastante simples, verificar se uma dada função 
é diferenciável e, em caso afirmativo, calcular sua derivada. Como 
já vimos no parágrafo anterior um. exemplo disto, a seguir descre
vemos outra aplicação da mesma natureza. Seja f: R ➔ R definida 
por: 

f 
(x) = { sen � se x

O, se x = O 

JJ vimos que r rião é diferenciável no ponto X == O. Entretanto, 
se. x # O, f (x) = (h,g) . (x), onde h: R ➔ R é dada por h (x) =

1 
= sen x e g: R - {O} ➔ R é dada por g (x) = -. A função seno

X 

é difetenciável em R (ver exercício 7) e a função g é diferenciável, 
pois é o quociente de duas funções diferenciáveis. Portanto, f é 
diferenciável em R - {O) e f' (e) = (h,g) '(e) = h' (g (e)) . g' (e) =

= (cos �) • ( - :, )• uma vez que h' (x) = cos x para todo

x E R (ver exercício 8) . 

Teorema 5 - Seja f: D ➔ X, D e: R e X e: R, e suponha-se 
que ·existe a função inversa 1-1: X ➔ D. Além disto, admita-se que 
1 é derivável em e E D, e ponto de acumulação de D, e que 1-1 é 
contínua no pauto b = f (e). A função 1-1 é derivável no ponto 

1
f'(c) 

b se, e somente se, f' (e) # O. Neste caso, (f-1)' (b) =

Prova: 

Suponha-se que f' (e) #- O. Queremos n1ostrar, então, que 
-f- 1 (y) - 1- 1 (b) 1 • • · /im • • 

b
=-,-

(
-.Para tanto, seja (y,,) em X - {b)

,-, y - 1 e) 
uma seqüência que converge para b (esta seqüência certamente 
existe, pois b é um ponto de acumulação de X). Como 1- 1 é con
tínua em b, f- 1 (y

,,) converge para f- 1 (b) = e. Para cada n E N,

existe x, E D. - { e} _tal que Y
n 

= 1 (x,), ou seja, a seqüência (x,) em
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D - { e) converge para e e, portanto, lim

(Teorema 12 do Capítulo III).

f (x.) - f (e) 
= f (e) 

X� - C 

Por fim, note-se que: 

/ 1 (y.) - r' (b)
Yn - b f(xn) - f(c)

1 
f (xn) - f(c)

o que significa que a

Xn - C 

1-, (y ) - 1-1 (b)sucessão II 

b converge 
· Yn - para

f (e) . Como (yn) é arbitrária, segue-se do Teorema 12 do Capí-

tulo III que /im 
·-·

1-1 (y) - 1-1 (b)
y - b;

1 

f(c) 

Suponha-se agora que (f-1) '[b) existe. Então, (f-1,f) é diferenciá-
, 

. vel no ponto e E D (regra da cadeia) e, como (f- 1,f) (x) = x para
todo x E D, segue-se que J ' (f- 1,f)' (e) = (f-1)' (b) .f (e). Por-

1 tanto, f' (e) aja O e (t-1)' (b) = !'(e)"
C. Q. D.

Exemplo: 

12 - Com o auxílio do teorema acima, é extremamente simples 
estudar a diferenciabilidade (ver exemplos 5 e 6 anteriores) das
!unções f: R ➔ R dada por f (x) = .,Yx e g: R+ ➔ R

+ 
dada

por g(x) = yx.

Para tanto, considere-se a função h: R ➔ R com h (y) = y'. h
é diferenciável em R eh' (y) aja O para todo y # O, isto é h' (y) = 3y•.
Como f == h- 1 é contínua em R, ela ·é diferenciável em todo Ponto

1 1 b = h (e) tal que h' (e) afa O. Neste caso, f' (b) = --) = -- =

. h' (e 3c' 

1 

3 --:;V • 
1 Similarmente, conclui-se que g (b) = �����2 (g-1) '(e) 

sendo g- 1: R
+ 

➔ R
+ 

dada por g- 1 (y) = y• e .b # O.
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Além disto, podemos concluir que nem f nein g são deriváveis 
no ponto x = O, pois h' (O) = O e (g-1) '(O) = O.

V. 1 . 1 - O Teorema do Valor Médio

O Teorema do Valor Médio é um dos resultados mais importantes 
do cálculo diferencial, em vista do número bastante grande de impli
cações - teóricas e. práticas - que possui. Para chegarmos à demons
tração do teorema, necessitaremos de alguma preparação anterior 
que envolva a caracterização dos extremos relativos de uma função 
diferenciável no interior de seu domínio. Ao final da apresentação, 
utilizaremos � ççmc:Jusã9 do teorema para caracterizar os extremos 
da função (máximo ou mínimo) . 

Definição 4 - Seja f: D ➔ R, D e:: R. Diz-se que f tem um máximo 
relativo ou uril máximo local (mínimo relativo ou mínimo local)" ·no 
ponto e E D se existe um número real õ > O tal que f (x) ,;;;; f (e) 

(f (x) ;;;, f (e)) para todo x E D tal que lx - cl < ô. 

Diz-se que f tem um mdxirno relativo estrito (mínimo rei"ativo 
estrito) se f (x) < f (e) (t (x) > f (e)) para todo x E D tal que 
O < lx - cl < õ. 

Quando a função possuir um máximo ou um mínimo relativo (es. 
trito) no ponto e, dizemos que f possui um extremo relativo (estrito) 
no ponto e, 

A figura a seguir ilustra estes conceitos. A função f tem um má
ximo relativo estrito no ponto c1 e um mínimo relativo no ponto e,. 

Quandq tratamos de funções que são difere�ciáveis e os seus extre. 
mos ocorrem no illterior do domínio, o valor da derivada nestes 
pontos é zero. Procuraremos demonstrar -isto. Antes, porém, prove!llos 
o seguinte lema:

Lema - Seja f: D ➔ R, D e R, derivável em e E D, e ponto de
acumulação de D. Então: 

a) se f (e) > O, existe um número real õ > O tal que f (x) >

> f(c) para todo x ED com.e< x <e+ õ; e

257 



f(x) 

1 1 1 G (f) 

1 1 
1 1' 
C

I 
C
z 

X 

b) se f' (e) < O, existe UIIli número real õ > O tal que f (x) >

> f (e) para todo x. E D com e - õ < x < e.

Prova: 

a) Seja s > O tal ·que O d s < f' (e). Como f é derivável em e,existe õ (s) > O tal que: 1 
1 f (x)x -_ fc(c) 1 - f' (e) _ < s

para todo x E D com O< lx .- cl < õ(s). Portanto, se x E D e e < x < e + õ, temos que: 
' 

O < f' (e) - s < f (x) - f (e) < f' (e) + E
Corno (x - e) > O, f (x) > f (e).b) Análogo à prova do item "a".• 
Com relação a este lema, observemos o seguinte: 

C. Q. D.
a) Por um pr:ocedimento a:nálogo ao da demonstração do lema,pode-se mostrar que, se f' (e) > O, f (x) < f (e) para todo x ·E D



com e - õ < x > c,.onde õ é um número real positivo. Se f' (e) < O,

f (x) < f (e) para todo x E D com e < .x < e + õ, onde õ é um 
número real positivo. 

b) O lema acima, conjugado com a .observação anterior, não

garante que, se f' (e) > O, f é crescente numa vizinhança do ponto 
e, porque o valor de / é sempre comparado com o mesmo valor 
fixo f (e) . Um exemplo de uma função que satisfaz estas hipóteses 
e que não é crescente em nenhuma vizinhança do ponto e. pode 
ser encontrado em Lima (1976, p. 209) . 

e) Finalmente, sugerimos ao leitor reexaminar a demonstração
do lema e notar qué a hipótese de que a derivada existe no ponto e
é muito forte. O mesmo resultado, com a mesma demonstração, é 
verdadeiro se se supõe apenas que existe a derivada lateral (isto. é, 
f' (e +) no caso "a" e f' (e -) no caso "b") . 

Teorema 6 (Máximo Interior) - Seja f: D ➔ R, D e R, e seja e

um pont<? interior de D onde f tem um máximo relativo. Se f é 
derivável em e, então f' (e) • = O.

Prova: 

Dado o lema anterior, é fácil ver que não podemos ter f' (e) < O 
nem f' (e) > O.

C. Q. D.

É extremamente importante que este re�ultado seja bem enten
dido. _Em particular, o simples fato de que a derivada de uma função 
se • anula em_ um ponto não garante que naquele ponto a função 
possua algum éxtremo relativo, Por exemplo, a f;,nção f: R ➔ R 

dada por f (x) = x' é monótona crescente e, no entanto, f' (O) = O. 
Uma outra observação, na mesma linha da anterior,· é ·qué os 

éxtremos relativos (mesmo que ocorram no interior do domínio) 
podem coincidir com pontos onde a função não é diferenciável, como 
é o -caso da função valor· absoluto que tem mínimo na origem. 

Em· conclusão, o Teorema 6 fornece apenas uma· (importante) 
condição necessária para que um ponto interior do domínio de 
função seja um extremo relativó. ·Posteriormente nos aprofunda
remos mais nesta questão e trataremos de mostrar que existe uma 
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classe de funções· .- as funções côncavas e diferenciáveis - para as 
quais à condição é taiµbém. suficiente. 

Se a função f possui derivada em todos os pontos de seu domínio 
D, entãO podemos definir uma função f': D ➔ R que associa a 
cada x ·E D o valor da derivada de f no ponto x. Mais geralmente, 
se X e D é o conjunto dos pontos onde f possui derivada, pode-se 
definir a função f': X ➔ R tal como acima (a função f' é chamada 
função derivada primeira de f) . 

Teorema 7 (R.,lle) - Seja f: [a, b] ➔ R contínua em [a, b], dife
renciável em (a, b) e tal que f (a) = f (b). Então, existe e E (a, b) 
tal que f' (e) = O.

Prova: 

Se f for constante em [a, b], então, qualquer que seja e E (a, b), 
f' (e) = O.

Caso c'onfrário, f atinge uin • máximo M e um mínimo m (Teo1:'e
ma de Weierstrass) em [a, b ]. Comó ela não é constante, pelo menos 
um deles é atingido no ponto e E (a, b). Logo, f' (e) = O,

C. Q. D.

Exemplos: 

13 - Seja f: 1 ➔ R, onde 1 é um intervalo diferenciável em 1,

e sejam a E J e b E J duas raízes de f, isto é, f (a) = f (b) = O.

Então, a ·função f': I ➔ R tem uma raiz em (a, b). Note-se que 
f/[a, b] satisfaz todas as hipóteses do Teorema de Rolle e, portanto, 
existe e E (a, b) tal que f' (e) = O.

I 4 - Sejam f: I ➔ R e g: I ➔ R diferenciáveis no intervalo I

e tais que f (x): g' (x) - f' (x) . g (x) # O para todo x E I. Então, 
_entre duas raízes de f existe uma raiz de g� isto é, se a E J e b E J são 
tais que f (a) = f (b) = O, então existe e E (a, b) tal que g (e) = O.

Note-se que, se g (x) # O para todo x E (a, b), então a função 
h (x) = f (x)

) é bem definida em [a, b] e satisfaz as hipóteses do
g� . 

Teorema de Rolle. Portanto, .existe e E (a, b) tal que h' (e) = O,
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isto é, 
f'(c) . g.(c) - f (e) . g' (e)

[g (e)]'
O, o que contradiz a bipó-

tese inicial. 

Teorema 8 (Teorema do Valor Médio de Lagrange) - Seja
f: [a, b] ➔ R contínua em [a, b] e derivável em (a, b). Então,
existe e E (a, b) tal que f' (e) =

Prova: 

f(b) - f(a)
b � a 

pesenhemos inic�almente uma· figura que nos indicará exata01:ente 
o que deve ser feito para demonstrar o resultado. Do ponta: de

vista geométrico, o resultado do teorema garante que em algum

ponto do intervalo aberto (a, b) a inclinação da tangente ao gráfico
de f é paralela à reta que une os pontos (a, f (a)), (b, f (b)), cuja
equação é s (x) = f (a) + f (b) - f (a) (x - a) .

b - a 
Para demonstrarmos o teorema, é suficiente not�rmos que a fun. 

ção q,: [a, b] ➔ R dada por q, (x) = f (x) - s (x) satisfaz as bipó-

f (X) 

X 
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teses do Teorema de Rolle. Portanto, existe e E (a, b) tal que q/ (e) = f' (e) - s' (e) i f(b) - f(a) 
= r < cl - ---'--'-..!,------'-.é...!_ = o.b - a C. Q. D.

Um enunciado equivalente para o Teorema do Valor Médio é apresentado no Teorema 9. . . . 
Teorema 9 - Sejam h E R, Ih > O, e f: [a, a + h] ➔ R contínua em [a, a + h] e diferenciável [em (a, a + h). Então, existe 0 E R, 

O< 0 < 1, tal que f(a + h)j ..:..f(a) + {'(a+ 0h) h. 

Prova: 

1 • Basta tomarmos b = a + h e notarmos que e E (a,. b) se, e so-·mente se, existe 0 E (O, 1) tall que e = a + 0 (b - a) .
1 • C. Q. D .

. Corolário 1 - Seja f.: [a, b] ➔ R contínua em Ia, b] e tal que. a derivada de f se anula em to os os pontos de (a, b). Neste caso, a função f é constante. 
Prova: Seja x E [a, b]. f /[a, x] satisfaz as hipóteses do Teorema do Valor Médio. Logo, existe e E (a, x) tal que f (x) - f (a) = f' (e). (x -- a) = O, isto é, f (x) = f (a) para todo x E [a, b]. 

C. Q. D.
É importante que se óbserv6" que o corolário não é verdadeiro se o domínio de f não é um intervalo. Seja, por exemplo, f: [l, 2] vv [3, 4] ➔ R dada por f (x)

1 

= 1 se x E [J, 2] e f (x) = 2 se
x E [3, 4]. Neste caso, f' (x) -+- O para todo x no domínio de f, e- ' 1 esta nao e constante. 1

i 

Corolário 2 - Sejam f: [a, b) ➔ R e g: [a, b] ➔ R contínuas em [a, b], deriváveis em (a, b) e tais que f' (x) = g (x) para todo 
x E (a, b) , Neste caso, f (x) e g (x) diferem apenas por uma constante.· 
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Prova:· 

A função h: [a, b] ➔ R dada por h (x) = f (x) - g (x) é constante pelo Corolário 1. C. Q. D.
Corolário 3 - Sejam f: (a, b) --> R e e E (a, b). Suponha-se quefé derivável em (a, b) - {e), contínua em e e que existe lim f' (x).

Então, f é diferenciável em e e f' (e) = lim f' (x) .
. Prova: 

Sejam L ....: lim f' (x) e (x,) uma seqüência em (a, b) - (e) tal
,-, 

que (xn) converge para e. Para cada n. E N, f restrita ao intervalo 
[e, X

n
] ou [x

n
, e], conforme seja x

11 
> e ou X

n 
< e, satisfaz as hipóteses do Teorema do Valor Médio. Então, existe Yn em (e, xn) ou (x., e)

f (xn) - .f (e) tal que f (xn) - f (e) = f' (yn) (xn - e), ou, ainda, ��--�
x,. - e 

= f' {y.). A seqüência {yn) converge para e e, portanto, {f' {yn)) converge
. f (xn) - f (e) . para L: De:;sà pi.aneira, • converge para '(xn)

Xn - C 

é uma Sucessão .arbitrária, lim f (x) - f (e)
X - C 

= L = f' (e).
C. Q .D.

Se não existe ·o limite de f' quando .x tende para e, nada se pode
afirmar quanto à existêllcia da derivada no ponto e. Por exemplo,a função f: R --> R dada por:

{ x1 
• sen +• 

O, se x = O
f(x) = 

possui derivada em iodo ponto x # O e f' (x) = 2x sen _!_ - cos 1
X X 

Entretanto, não existe o limite de f' quando x tende para zero,

pois as seqüências (x,) = ( 2� ) e (y.) = ( (2n : 1) 1t ) são
tais que x, # O, Yn # O, lim x,. = lim Yn = O, lim f' (xn) = -1e lim f' (y,.) = 1.
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Apesar disto, / é derivável na origem, como mostramos no exemplo 8, o que obviamente só acontece porque a função f não é con
tínua na origem. Considerando a função g: R ➔ • R dada por: 

g (x) •• 1 x sen
. 
! , se x # O

. O, se x == O • 

pode-se verificar que também não existe o limite de g' quando x 
tende para zero. Neste caso, no entanto, não existe a derivada de g no ponto zero (exemplo 7). 

Corolário .4. - Seja /: (a, b) ➔ R derivável em (a, b). Então, se e. E (a, b) e f é descontínua em e, esta descontinuidade é de 2.ª espécie. 
Prova: 

Como e é uma descontinuidade de f', não existe (Corolário 3) o limite de f' quando x tende para e: Logo, as descontinuidades de f' 
não são removíveis. Entretanto, como ·e derivável em e, temos que 

f'(c�) � f'(c) = f'(c+). Suponha-se que L = lim f' (x) . Então, por um procedimento 
a:riálogo ao adotado na demonstração do Corolário 3 (considere-se uma sucessão (x,) ·em (o, b) - {e) tal que x. > c·e lim x� = e), pode-se mostrar que lim f' (x) = f' (e+). 

x---t e+ Da mesma forma, se lim f' (x) = L', temos L' = f' (e-). 
Portanto, se existfrem os limites laterais, eles deverão ser iguais 

entre si e também iguais_ a f. (e)
_, 

o_ que contradiz a hipótese de

que f' é descontínua no ponto e.

• Logo, as descontinuidades de f' não podem ser de J.ª espécie.
C. Q. D.
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Corolário 5 - Sejam I um intervalo em R e f: I ➔ R derivável
em/. Então:

a) f' (x) ;;, O para todo x E I se, e somente se, f é não decrescente
em l;_ e 

b) se f' (x) > O para todo x E /, f é crescente em I.

Prova: 

a) Sejam f' (x) ;;, O para todo x E I e x, E /, x, E I tais que
x, > x

1
• f/[x,, x,] satisfaz as hipóteses do Teorema do Valor Médio.

Assim, f (x,) - f (x1) = f' (e) (x, - x1) para algum e E (x1, x,).
Como f' (e) ;;, O, f (x,) ;;, f (x,).

Por outro lado, dado um ponto e E I, f (x) - f (e) ;;, O para todo
· X - C 

x E /, uma vez que f é monótona não decrescente. Assim, f' (e) =

= lim f (x) - f (e) ;;, O.
x-tc X .:.._ e 

b) A demonstração é a mesma da
Note-se apenas que, sendo f' (e) >
f (x,) > f (x1).

primeira parte· do item "a"; 

O, teremos necessariamente 

C. Q. D.
A reciproca da parte "b" do Corolário 5 não é verdadeira. Por

exemplo, a função f: R ➔ R dada por f (x) = x' possui derivada
nula na origem e é monótona crescente, como já havíamos men

cionado. 

Também deve ser observado que valem resultados análogos para
as funções moriótonas não crescentes e monótonas decrescentes, isto 
é, sob as hipóteses do Corolário 5, temos que: a) f' (x) ,( O para todo
x E I se, e somente se, f é não crescente em I; e b) se f' (x) < ·o
para todo x E I, f é monótona decrescente em /.

Corolário 6 - Seja f: [a, b] --'> R contínua em [a, b] e deri
vável em (a, b) . Se existe õ > O tal que f' (x) ;;, O para todo
x E (a, b) n (a, a + õ), então f tem mínimo relativo no ponto a.

Prova: 

Se x E (a, a + õ) n (a, b), f/[a, x] satisfaz as hipóteses do
Teorema do Valor Médio. Neste caso, existe e E (a, x) tal que
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f (x) - f (a) = f' (e) (x - a) ;;,, O. Portanto, f (x) ;;,, f (a) para 
todo x E (a, a + ô) n [a, b]. 

C. Q. D.

Corolário 7 - Seja f: [a, b] ➔ R contínua em [a, b] e derivável 
em (a, b) . Se existe um número real ô > O tal que f' (x) ;;,,· O 

para todo x E (b - õ, b) n (a, b), então f tem máximo relativo 
no.ponto b. 

Prova: 

Se x E (b - ô, b) n (a, b), então existe e E (x, b) tal que 
f (b) - f (x) = f' (e) (b - x) ;;,, O.

C. Q. D.

Corolário 8 - Seja f: [a, b] --> R contínua em [a, b] e derivável 
em (a, b). Se existir um número real ô > O tal que f' (x) ,;;; O 
para todo x E (a, b) n (a, a + ô), então f tem máximo relativo 
no ponto a.

Corolário 9 - Seja f: [a, b] --> R contínua em [a, b] e derivável 
em (a, b). Se existir um número real ô > O tal que f' (x) ,;;; O 

para todo x E (a, b) n (b - õ, b), então f tem um mínimo relativo 
no ponto b. 

Passaremos agora a procurar identificar condições suficientes para 
que num ponto x do domínio da função f ela possua máximo ou 
mínimo relativo. Os Corolários 6-9 acima já nos dão uma condição 
desta natureza para os pontos e:Xtremos do intervalo onde a_ funçã0 
está definida. É conveniente inclusive traçarmos figu�as representa
tivas dos resultados destes corolários (página seguinte), uma vez que 
estas i�éias sii:nples sobre extremos que não ocorrem no interior do 

domínio aparecem, de maneira um pouco diferente, em problemas 
de otimização mais complexos. 

Exploremos um pouco mais estes corolários com o objetivo de 
obter condições suficientes com relação aos extremos da função. Já 
sabemos que, se f atinge um extremo no interior do domínio e 
se ela é derivável neste ponto, a derivada é nula. Geometricamente, 
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a b 

Corolários 6 e 7 

a b 

Corolários 8 e 9 
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a diferença entre um máximo relativo e um mínimo relativo (ambos. 
interiores) é bastante óbvia. Os pontos c1 e c3 na figura a seguir 
são máximos, pois a tangente ao gráfico de f tem inclinação positiva 
à sua esquerda e negativa à sua direita. O inverso acontece no ponto 
c2, que é um mínimo relativo.

f(x) 

a 
C I 

O que se torna interessante, entretanto, é que a diferenciabilidade 
de f no ponto onde ela tem extremo não é importante, isto é, se 
ela é diferenciável numa vizinhança perfurada do ponto, o mesmo 
comportamento da tangente caracteriza os máximos e os mínimos, 
como ilustra a figura a seguir. 

f(x) 

o cl c2 b 
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Portanto, é. possível estabelecer um conjunto de condições suficie 

entes para identificar os extremos de uma função no interior de 
seu domínio. 

Teorema 10 - Seja f:.[a, b]--> R continua no ponto e E (a, b) e 
diferenciável numa vizinhança V de c

J 
exceto possivelmente no ponto 

e. EntãO:

a) / tem máximo relativo em e se existe um número real õ > C

tal que f' (x) ;,;, O para todo x E V " (e - ll, e) e f' (x) � O

para todo x E V " (e, e + õ) ; 

b) / tem niínimo relativo em e se exiSte um número re�l õ > O

tal que f' (x) � O para todo x E V " (e - ll, e) e f' (x) ;,;, O 
para todo x E V " (e, e + õ) ; e 

c) f não possui extremo relativo em e se f' não troca de sinal
em uma vizinhança do ponto e._

Prova: 

a) Pelo Corolário 7, qualquer que seja x E (e - õ, e) ,--; V,
f (e) ;,;, f (x) . Pelo Corolário 8, para todo x E V " (e, e + õ), 
f (e) ;,;, f (x). Logo, f tem máximo relativo no ponto e. 

b) Utilize-se os Corolários 6 e 9.

e) Suponha-se que f' (x) ;,;, O numa vizinhança perfurada W
de e de raio õ. Pelo Corolário 7, f (e) ;,;, f (x) para todo x E (e -
- õ, e) ." V. Pelo Corolário 6, para todo x E (e, e + õ) n V, 
f (t) � f (x) . Portanto, e não é um extremo relativo (o caso em que 
f' (x) � O demonstra-se analogamente) . 

C. Q. D.

Exemplos: 

15 - Seja f: R --> R dada por f (x) = x• - 5x + 6. f é diferen
ciável em R e f1 (x) ·= O se, e somente se, x = 5 J 2} o que significa 
que, no ponto x == 5 /2} f pode ter um máximo relativo, um mínimo 
relativo ou nenhum dos dois. Para tentarmos identificar a natureza 
deste ponto, procuremos utilizar o Teorema 10. f' (x) = 2x - 5 
e, portanto, f' (x) < O para todo x < 5 /2 e f' (x) > O para todo 
x > 5 / 2. Conclui-se que f tem um mínimo relativo no ponto 
X = 5/2. 
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16 - Seja f: R ➔ R dada par f (x) = (x -1) '· f é diferenciável 
em R e f' (x) = O se, e somente se, x 1. Como f' (x) < O para
todo x < 1 e f' (x) > O para todo x > 1, f tem mínimo relativo 
em x = O. 

Observemos que; com um qiínimo de raciocm10, poderíamos ir 
. um pouco mais além da const*ação de que, no ponto x = 1, f tem
mínimo relativo, porque f (x) ;,, O em R e f (x). = O somente no
ponto x = 1. Dessa forma, f (1) < f (x) para todo x E R - {l), 
o que significa que f tem, rta verdade, um mínim.o glob.al (ou
ab_soluto) neste ponto. (Os extremos globais serão cúidadosamente
definidos pasieriormente.) 

17 - Seja f: R ➔ R dada por f(x) = (x - 1) '· fé derivável 
em R e f' (x) - O se, e somen�te se, x = 1. Além disto,.f ' (x) ;,, O

para todo x E R, o que signif�ca que f não tem extremo no ponto
X= 1. 

18 - Seja f: R ➔ R definida por: 

f (x) • 
1 

' 

x21s 
x' + 8 

Note-se que f é contínua emi R e diferenciável
No ponto x = O, f não é dife'renci�vel, pois; 

lim .lJ':)_ = lirn 
x---+ o+ X z-0+ X113 

1
(x' + lf) = +co e

para todo x # 0. 

lim f (x) =

x---+O- X 
-co

. Os extremos de f, já sabemos,: ocorrerão nos pontos onde f (x) = O 
ou então no ponto x = O. Pa�a todo x =I= O:

4 (4 - x') 
f'(x) 

= �-�-�-3 x11' (x' + 8)' 

e, portanto, f (x) = O se, e somente se, x = -2 e x = -2. Além 
disto, se O < X < 2, f' (x) > 0 e, se X > 2, f' (x) < 0. Portanto, 
f tem máximo relativo em x � 2.

De maneira semelhante, coriclui-se que f -rem má:Ximo relativo 
em x == -2.
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Falta•nos examinar o comportamento de f' numa vizinhança da
origem, ponto em que f não é derivável (porém, é contínua). Note-se
que, se x E (-2, O), f' (x) < O e, se x E (O, 2), f' (x) > O. Con
cluímos, assim,. que f tem mínimo relativo no pontü x = O.

19 - Seja f: R -> R definida por f (x) = e' x1I•. f é contínua
em R e derivável em R - {O). No ponto x = O, f não é derivável,
pois:

/im JJj_ = lim = � = +oo
x~O X x-JO xt/3 

Examinemos os candidatos a extremo da função. Pode-se verificar
que f' (x) . = e" ( 3 x:1, + x113 ) para todo x # O. Então,
f' (x) = O se, e somente se, x = -1 / 3 e, além disto, f' (x) < O

se x < -1 /3 e f' (x) > O se x > -1 /3. Disto se conclui que f

tem mínimo no ponto x == -1/3.
Numa vizinhança do ponto x = O, a função f' (x) não troca de

sinal, o que significa que f não tem máximo ou mínimo na origem·.
20 - Seja f: R+ -> R dada por f (x) = yx. Se x # O, f' (x) . = 

1

2 yx > O. Logo, f é monótona crescente em (O, co). Entre-
tanto, se notarmos que f (x) > f (O) para todo x E R+ -- {O),
vérificanios que f é monótona crescente ém seu domínio.

21 - Seja f: R ->. R dada por f (x) =. x' - 4 x• + 5 x. + 8.
Como f é derivável em R, a pesquisa dos extremos resume-se a
examinar os pontos onde f' (x) = O. Então, teremos que f' (x) =
= 3 x' - 8 x + 5, o que nos.dá f'(5/3) = O e f'(l) = O. Uti
lizando conhecimentos anteriores sobre o trinô�io cio segundo grau,
podemos afirmar que: para x < 1, f'(x) > O; para 1 < x. < 5/3,
f'(x) < O; e, para x > 5/3, f'(x) >O.Em síntese, o ponto x = 1 
é um ponto de máximo relativo e o .. ponto x = 5/3 é mn ponto
de mínimo relativo.
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. 122 - Seja f: R ➔ R dada por f (x) = 3 x·' - x• + x + 10. f

é derivável em R e f' (x) = O se, e somente se, x = 1. Além disto, como x = 1 é a única raiz do. trinômio f' (x) = x• - 2 x + 1,
segue-se que f' não troca de sinal numa vizinhança de x == 1. Portanto, f não tem máximo rel�tivo ou mínimo relativo neste ponto. 

23 - Daremos agora um exemplo que mostra que as condições do 
Teorema 10 não são necessárias para ocorrência de extremos. Seja f: R ➔ R definida por: 

{ x• ( 2 + sen ! ) , se x e/a O
f (x) =

O, se· x = O

Note-se que, se x e/a O, f' (x)• = 4 x' (2 + sen +) 1 
- xt cos

x e, como lim f' (x) = O, f' (O) - O, isto é, f é diferenciável em R e f'
.-o 

é uma função contínua. A função / tem um mínimo no ponto x = O, pois f (O) = O e 
f (x) > O para todo x E R - {O), Entretanto, dada qualquer vizi
nhança da origem, existem pontos à direita de zero com f' maior 
e mellor do que zero. O mesn10 se dá com os pontos à esquerda de 
zero em qualquer vizinhança 1deste ponto. 

Até O moinento estivemos preocupados em extrair implicações 
teóri�as do Teorema do Valor Médio. Entretanto, existem algumas 
aplicações interessantes deste resultado que permitem o estabeleci
mento de certas desigualdades. Vejamos dois exemplos desta natureza. 

24 - A desigualdade de Bernoulli generalizada é a seguinte: para todo h > -1 e r ;;,, 1, (1 + h)' ;;,, 1 + rh.

Para demonstrar esta desigualdade, c0nsidere-se a função f: R ➔ Rdefinida por f (x) = (1 + x) '· f é contínua e diferenciável em R.Dados x = O e h > -1, a função //[O, h], ou f/[h, O], conforme 
h > O ou h < O, satisfaz as hipóteses do Teorema do Valor Médio, o que significa que existe t E (O, 1) tal que f (x + h) = f (x) +

+ f' (x + th) h. Substituindo os valores, temos (1 + h)' = 1 +

+ rh (1 + th) ,-,.
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Há dois casos a considerar. Se h ;;:, O, (1 + th) ,-, > 1, donde 
obtém-se (1 + h)';;:, 1 + rh. Se -1 < h < O, (1 + th) ,_, < 1, 
rh (1 + th) ,_, > rh e, portanto, (1 + h)' > 1 + rh. 

25 - Dados a > O e h > O, verifiquemos que a ,-a• <

1 - e-ah 
< h < a. 

Seja f: R ➔ R definida por f (x) = ,-ax, f/[O, h] satisfaz as 
hipóteses do Teorema do Valor Médio e, portanto, existe t E (O, 1) 

tal qu'e e-ah == 1 - ah e-ath, ou, ainda,
1 e-ah 

h 
a e-ath. 

Disto se obtém a desigüaldade a partir dos seguintes fato�: 

a) e-'!th < 1, uma vez que ath > O; e

b) e-ath > e-ah, uma vez que a função exponencial e-a:.o é
monótona decrescente. 

V. 1. 2 - A Fórmula de Taylor

Seja f: D ➔ R, D e:: R, derivável em D. Já vimos que é possível 
definir uma função f': .p ➔ R, chamada função derivada primeira 
de f. Da mesma maneira, se f' é derivável em D ou em um sub
conjunto X de D, podemos definir a função derivada segunda de f 

pondo f": X ➔ R, sendo f" (x) = (!')' (x). Em geral, dado um 
número natural n > 1, se a função derivada de ordem (n - 1) é 
derivável em um subconjunto X de D, podemos definir a função 
derivada n-ésima de f pondo fC•i: X ➔ R, sendo f'ªI (x) 
= w•-1/) '(x). 

Definição 5 - Seja I e:: R um intervalo e f: I ➔ R: 

a) diz-se que f é n vezes diferenciável no intervalo I quando,
para todo x E /, existe f(n) (x), sendo n um número natural; 

b) diz-se que f é n vezes diferenciável no ponto e E / se existe
um intervalo aberto ], com e E J e tal que f é (n - 1) vezes dife
renciável em I n ], e existe f(»J (e), sendo n um número n�tural; 
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c) diz-se que f é de classe C• em I, n E N, se f é n vezes diferen
ciável em / e f(n) é uma função contínua no intervalo I, e neste 
caso indicaremos f E C» (/), ou, quando o domíilio estiver suficiente
mente claro, simplesmente f E C11 (convenciona-se, cm geral, que 
f E C0 significa que f é contínua) ; e 

d) diz-se que f é de classe e� quando f E C0 e f E C• para todo
n EN. 

Exemplos;. 
26 - O polinômio p: R ...,. R tal que p (x) = a0 + a1x +

+ áex2
• + ... + a11xn (onde ,a0, a11 • • .  , a11, são cónstantes reais) é 

de classe C 00
• Note-se que p1 ,(x) == a1_ + 2a,x + ... •+· nan

xn -1 

é ainda um polinômio. Mais geralmente, dado k EN, k < n, p!k! 
é um polinômio e, portanto, derivável. Além disto, se k == n, 

p!•! (x) = n! ª• (onde, por definição, n! = 1, 2, ... , n) e, portanto, 
p!•+k! (x) = O para todo k E N.
27 - A função f: R ➔ R dada por: 

f (x) 
{ . 1 x'. sen -

. 
-
X ' 

Oj se X =: 0 

se x ;,.., O

ê. diferenciável em R) mas não é _duas vezes diferenciável cm R. 
Note-se também qúe f <" c1.! 

1 

28 - A função f: R ➔ R dai.la por f (x) = e' é de dasse C00
, uma 

vez que f!•! (x) =· e' para todo n E N. 

O principal resultado desta subseção é a obtenção da fórmula 
P.e Taylor. É interessante observar que esta fórmula é uma extensão 
do Teorema do Valor Médio

1 
onde o "acréscimo" da função 

(t (e+ h) - f (e)) é aproximadamente calculado incluindo-se ter
mos quadráticos, cúbicos, etc. 

274 

=



Teorema li (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange) - Seja
/: [a, b] ➔ de classe C• em [a, b] e (n + 1) vezes diferenciável no
intervalo (a, b). Então, existe e E (a, b) tal que:

f (b) = J(a) + j' (a) (b - a) +J" (a) (b ; /)' + ... +

Prova: 

+ j" (a) (b - a)" + f" + IJ (e)
n!

(ó - a)"+1

(n + 1) !

Seja cp: [a, b] ➔ R definida da seguinte maneira:
cp (x) = f (b) - /l j (x) + f' (x) • (b - x) + f" (x) (b -,xl' + ... +2. 

+ l"\x) . (b - x)" + k (b - x)" + 1 1
n! (n+1)! / 

onde k é um número real definido de maneira que cp (a) = O. A
função cp é contínua em [a, b], diferenciável em (a, b) e tal que
cp (a) = cp (b) = O. Pelo Teorema de Rolle, existe e E (a, b) tal
que q>' (e) = O. Como:

segue-se que k = f!•+lJ (e) e que:

uma vez que cp (a) = O. 
C. Q. D.

Uma formulação equivalente do teorema acima é a seguinte: 

Teorema 12 - Sejam h E R, a E R e f: [a, a + h] ➔ R de classe
C• em [a, a + h] e (n + 1) vezes diferenciável no intervalo
(a, a + h) . Então, existe O E (O, 1) tal que:

J" ( ) 1,<•+!J 
f (a+ h) = f (a)+ j' (a) • h + ... + -5f- 1,• + /•+!J (a+ 0 h) ( )

n. n+J ! 
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Exemplos: 

29 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) = (J + x) '· A função 

f E C 00 e, portanto, dados a E R e b E R, podemos "expandi-Ia" se
gundo a fórmula de Taylor. Observe-se que: 

f' (x) = 2 (1 + x) ; 

f"(x)=2;e 

f'"' (x) = O para todo n ?, 3. 

Assim, obtém-se: 

2(b - a)' 
f (b) = J(a) + 2 (1 + a) (b - a) + �-

2
-

1
� 

= f(a) + 2 (1 + a) (b - a) + (b - a)' 

Neste caso, expandindo até o termo de grau 2, obtém-se uma apro
ximação exata do valor de f (b). 

30 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) = e" e sejam a = O e 
b E R. Como f E C00

, a fórmula de Taylor garante a existência de e 
entre O e b, isto é, e E (O, b) ou e E (b, O) tal que: 

onde n é um número natural qualquer. Por exemplo, se n = J: 

Tomando b ·= 1, a fórmula acima nos permite aproximar o valor 
do número e, pois se transforma em: 
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e' 
O termo -- é o erro de aproximação. Note-se que, quando n 

6! e � 
tende para infinito, ---- tende para zero. Como ---- < 

(n + 1) ! (n + 1) ! 

< -
(n_+

_
l
_
) 
_
!

, temos que: 
1 1 1 1 1 e = 1+1+-+-+-+-+ ... +-+ � 2! 3! �! 61 n! 

Sugerimos ao leitor comparar este exemplo com o ex�mpJo 28 do Capítulo III. 
31 - Seja f: R - R definida por f (x) = cos x. Uma vez que 

f E C 00
, podemos "expandi-la" pela fórmulà de Taylor até o termo 

que quisermos. Assim, tomando a == O e b == x� temos que existe
e compreendido entre O e x tal que:

x' 
cos=l--2! 

Mais geralmente: 

x
6 

x' 61 + (sen e) • 7 ! 

x2n + 1 onde r(x) = ---� • (cos/n+1(c), em qi,e (cos)"•+1(c) é a derivada(2n+1)! 
de ordem (2n + 1) da função co-seno no ponto e. Note-se que: 

1 x'"+' 1(2n + J) !

converge para zero, pois: 

1 x2(n+1;+1 
lim (2 (n + 1) + 1) ! l • 1 

(2n 

+ J) ! 1xin+1 
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Como [ (cos) ••+1 (e) [ ,( J, 1 r (x) converge para zero quando n
tende para infinito. Isto significa que: 

(3) 

converge para cos x.
Nos dois exemplos-anteriores expandimos a função f e observamos

que o resto da expansão até o termo de ordem n convergia para zero.

Is.to significa que as expressões (2) e (3) convergem para o número 

e e para a função cos x.
Assim, dada uma função f E C 00 no intervalo /, chama.se Série de

Taylor de f em torno do ponto a pertencente ao interior de I a

expressão: 

f: /•'(a) (x - a)" = f (a) + f'(a) (x - a) + J"(a) (x - a)' + ... +n = o n! 2!

Toda função f E C 00 possui uma série de Taylor. Entretanto, nada 

garante que ela seja convergente e, mesmo quando convergente, que 

ela converge para o valor da função no ponto x (isto ocorre se, e

somente se, o resto, em qualquer expansão finita, converge p.1ra 

zero). Quando a série de Taylor converge para f (x), diz-se que f

é uma função analítica. Mais precisamente, temos que f: I ➔ R
., 

I
intervalo abertó, é uma função analítica se, para todo a E /

., 
existe

s > O tal que, se [x - ai < ,, a série de Taylor de f converge
para f (x). 

Não entraremos mais a fundo no estudo das funções analíticas 

neste texto. Convém mencionar (sem procurar demonstrar) que 
os polinômios, as funções racionais, a função exponencial e as funções 

sen e cos são analíticas.
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V .1. 2 .1 - Primeira Aplicação da Fórmula de Taylor: Máximos e 
Mínimos 

Examinaremos agora o .problema de determinação_ de condições 
suficientes para caracterizar os extremos de uma fUnção. No Teo
rema 6 já nos deparamos com condições impostas sobre o compor
tamento do sinal da derivada primeira numa vizinhança do ponto. 
Procuraremos agora estabelecer estas condições considerando as deri
vadas de ordem superior da função f. O resultado básico é o téorema 
a seguir. 

Teorema 13 - Seja f: [a, b] ➔ R contínua cm [a, b], de classe 
cn-1 em (a, b), n � 2, e suponha-se que exista trnJ no ponto
x0

• E (a, b), oride se verifica o seguinte: 

Então, podemos afirmar que: 

a) se n é par e f(•J (x,) < O (fl•J (x,) > O), f tem máximo
(mínimo) relativo no ponto x

0; e 
b) se n é impar, o ponto x

0 
não é de máximo nem de mínimo.

Prova: 

Considerando, à guisa de introdução, o lema demonstrado imedia
tamente antes do Teorema 6 e as observações que a ele se seguem, 
podemos afirmar que: 

a) se fl•J (x,) > O, existe õ > O tal que fln-tJ (x) < O para
todo X E (x, - õ, x,) r, (a, b) e r•-t) (x,) > 0 para todo X E (x

o,

x, + ô) r, (a, b) ; e 
b) se fl•J (x,) < O, existe ô > O tal que fl•-1! (x) > O para

todo x E (x, - õ, x,) r- (a, b) e fl•-1J (x) < O para todo x E (x,,
x, + ô) r- (a, b) . 

Suponha-se agora que fl•J (x,) > O e seja n um número par. 
Seja x E. (x, - ô, x,) r, (a, b). A função f/[x, x,] satisfaz as 
hipóteses do Teorema de Taylor. Portanto, existe e (x, x,) tal que: 

(x - x,r-t 
(ri -1) ! 

f (x) = J (x,) + /•-ti (e) 
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Isto significa que f(•- 1
J (e) {: O, pois e E (x, - õ, x,) n (a, b) e 

(x - x,) •-1 < O. Logo, f (x) > f (x,) para todo x E (x, - õ, 
x,) n (a, b) . 

Seja agora x E (x,, x, + õ) n (a, b). Como f /[x,, x] satisfaz 
as hipóteses do Teorema de Taylor, existe e E (x,, x)· tal que: 

Como f(•- 1J (e) > O, e E (x,, x, + õ) ,-, (a, b) e (x - x,) •-1 > O,
segue-se também que f (x) > f (x,) para todo x E (x., x, + õ) " 
n (a, b). 

Conclui-se que f teni mínimo relativo (estrito) no ponto x0• 

Suponha-se agora que n é um número ímpar. Baseados nas obser
vações_ acima, concluímos que f!•- 1! (e) (x - x,) •- 1 < O se 
x E (x, - õ, x,) n (a, b), e f(•- 1

! (e) (x - x,) •-1 > O se 
X E (x., x, + õ) n (a, b), ifo é, f(x) < f(x,) se x E (x, - õ, 
x,) -"' (a, b) e f (x) > f (x,) i se x E (x, - õ, x,) n (a, b). Em 
conclusão, f não possui extrem:o em x0 •

O caso em que f'•J (x,) < O pode ser tratado de maneira seme
lhante. 

C. Q. D.

Fazendo n == 2 no teorema anterior, obtém-se o seguinte impor
tante corolário: 

Corolário (Condições Suficientes de Segunda Ordem). - Seja 
f: [a, b]-> R contínua em [a, b], de classe C1 em (a, b), e suponha
se que existe f" no ponto x, E (a, b), onde f' (x,) = O. Então, se 
f" (x,) > O (f" (x,) < O), f tem mínimo (máximo) relativo em x,.

Exemplos: 

32 - Retomando o exemplo 21, observe-se que f (x) = x' -
- 4x' + 5x + 8 é de classe C 00

• Além disto, f"(x) = 6x - 8, ou 
seja, f" (5 / 3) > O e f" (J) < O. Baseados no corolário anterior, 
concluímos que f tem um mínjmo relativo no ponto x = 5 / 3 e um 
máximo relativo no ponto x ; 1.
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33 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) = x•. Claramente, 
f E C m, e f' (O) = f" (O) = f!3i (O) e f!4! (O) = 24.

Note-se que, neste caso, nada se pode afirmar sobr.e a natureza 
do ponto x = O com base simplesmente no corolário anterior, por
que f" (O) = O é um caso não considerado. 

Entretanto, o Teorema 13 é aplicável neste caso. Com base nele, 
conclui-se que f tem mínimo relativo, pois 4 é um número par e 
fW (0) > 0.

34 - Com base ainda no Teorema 13, conclui-se que f: R ➔ R 
dada por f (x) = x3 não tem máximo relativo ou mínimo relativo 
na origem. 

35 - Mais geralmente, seja n E N e seja f: R ➔ R dada por 
f (x) = x•. Então, f' (O) = f" (O) = . . . = f!•-1! (O) O e 
f!"i (O) = n!.

Se n é par, a função tem mínimo relativo na origem. Se n é ímpar, 
então, na origem, f não tem máximo relativo nem mínimo relativo. 
Neste caso (n ímpar), é interessante observar que f' (x) = n xn-1 ?:: 
?:: O, isto é, f é monótona não decrescente (Corolário 5 d� Teorema 
elo Valor :Médio). Entretanto, como f' (x) == O se, e rnmente se, 
x == O, afirmamos que ela é monótona crescente em R.

36 - Seja f: R ➔ R definida por: 

f (x) =

l -1/x' 
e ,sex"F-U 

O, se x = O 

f é uma função contínua em R. Se x # O� ela é a composta de duas 
funções contínuà.s. A continuidade na origem é conseqüência de 

que o lim ,- 11,, = O. Quando x ,,,t= O, f' (x) 
,-o 

disto, pode-se mostrar que lirn f' (x) = O e, 
X-+ 0 

� 6-t;xz Além
xS 

portanto, f' (O) = O. 

Mais geralmente, pode ser verificado que fºº (O) = O para todo 
n EN. 

Este exemplo ilustra o fato de que as condições estabele
cidas no Teorema 13 são suficientes (porém não necessárias, 
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uma vez que f- tem m1mmo rdativo na origem) e encerra o estudo 
de máximos e mínimos que faremos nesta seção. Entretanto, convém 
fazermos 'um pequeno sumário destes resultados, de forma que pos
sam ser melhor utilizados. 

Consideremos a função f: ,[a, b] ➔ R. Se f tem derivadas com 
sinal constante em alguma vizinhança de a ou b, então neste ponto 
haverá um extremo relativo (Corolários 6-9 do Teorema .do Valor 
Médio). Se x, E (a, b) e se f é derivável numa vizinhança V de x,,

·exceto possivelmente em x
{

u_ o Teorema 10 estabelece condições sufi
cientes - em função do comportamento do sinal de· f' numa vizi
nhança de x

0 
- para a existência de extremos. Alguns cas?s típicos

estão apresentados nas seis figuras a seguir.

1<0 

'o 

mfl,ol 0 0 

1 

1 

1 

'o 

'

f<O 

'º 

f>o

f>o

'o 

Em alguns casos, o estudo do sinal da derivada primeira pode 
llão ser uma tarefa computac'.:ionalmente simples ou analiticamente 
interessante. Condições suficie!:ntes para identificação de máximos e 
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mínimos relativos são estabelecidas no Teorema 13 e seu importante 
corolário. 

Por fim, procuremos estabelecer condições necessárias de segunda 
ordem para a ocorrência de extremos. Suponha-se que f satisfaz as 
hipóteses do corolário do Teorema 13. Se x, é um ponto interior do 
domínio de f onde ela tem máximo relativ:o, então deve-se ter 
f" (x,) :( O. Se, por outro lado, f tem mínimo relativo em x, (in
terior do domínio), então f" (x,) ;?: O. Se f' (x,) = O (x, interior 
do domínio) e se x0 

não é máximo relativo nem mínimo relativo, 
então f" (x,) = O. 

V.1.2.2 - Segunda Aplicação da Fórmula de Taylor: Funções
Côncavas e Convexas 

Nesta aplicação faremos uso da fórmula de Taylor para caracterizar 
as Funções Côncavas e as Funções Convexas

) 
que desempenham papel 

extremamente importante em toda a teoria de otimização e também 
na Teoria Econômica Moderna (nesta subseção trataremos do caso 
das funções diferenciáveis, ao passo que o caso mais geral será estu
dado no Capítulo IX). 

·No que se segue, procederemos da seguinte forma: inicialmente,
definiremos precisamente função côncava e função convexa e exami
naremos uma caracterização equivalente das mesmas; em seguida, 
mostraremos que uma função (duas vezes diferenciável) é côncava 
se, e somente se, sua derivada segunda é não positiva; por fim, 
trataremos, brevemente, das funções estritamente côncavas (conve
Xas) . Em todo o desenvolvimento enfatizaremos as funções côncavas, 
uma vez que os resultados análogos para as funções convexas são 
obtidos imedia.tamente a partir dos primeiros. 

Definição 6 - Seja I um intervalo e seja f: I ➔ R diferenciável 
em I. A função f é côncava (convexa) em I se, quaisquer que sejam 
a E I e b E/, tivermos f (b) :( f (a) + f' (a) (b - a) (t (b) ;?, 

;?, f (a) + f' (a) (b - a)) . 

Geometricamente, a definição de função côncava significa que, 
se traçarmos a tangente ao gráfico da função f num ponto a de 
seu domínio, todo o gráfico de f fica abaixo ou coincide com a 
tangente. Mais especificamente, a expressão f (a) + f' (a) (b - a) é 
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o valor no ponto b da função linear que representa a tangente
ao gráfico no ponto a e f (b) lé o valor da função em b (veja-se a
figura a seguir) .

l(b) 

f(o) 

o 

Funçõo cõncovo 

1 (b) 

• f(o)+f(o)(b-o) 

o 

Função nõo-côncovo 

A função representada na fi ra à esquerda é côncava. Entretanto, 
a função à direita não o é, Pois traçando a tangente no ponto a

encontramos um ponto b no I gráfico de f, onde f (b) > f (a) +

+ f' (a) (b - a). Exemplos análogos são apresentados a seguir com 
relação às funções convexas. Ç} gráfico à esquerda representa uma 
função convexa, enquanto nb gráfico à direita a função não é 
convexa. t 

f(o) -------

1 
1 

flb) 1 

Função conve)(o 

1 ' ' 
f(a)+f(a)(b-o) 

1 : 
b o 
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f(ol -----
1 
1 
1 
1 

a 

Função não-conveKo 

b 



Exemplos: 

37 - Seja f: R ➔ R dada por f (x) = x'. A função f é convexa, 
pois, dados a E R e b E R: 

�=[0-0+�=0-#+k0-0+�=0-01 + 

+ .f(a) + j'(a) (b - a) ;;,, j (a) + j'(a) (b - a) 

O gráfico de f está desenhado a seguir. 

f(x) 

o b 

38 - Seja f: R
+ 

- {O}➔ R definida por f (x) = yx.°Mostremos 
que fé uma função côncava. Sejam a E R

+ 
- {O} e b E R + - {O}. 

Desejamos mostrar que yb s.;:;; y------;- +

que é equivalente às seguintes: 

(b - a), expressão 
2,/7,° 

2,/afi (; 2a + (b - a) 

a+ b 
yab (; 2 

285 



Esta última desigualdade - a conhecida relação entre as médias 
geométricas e aritméticas de dois números positivos - pode ser de
monstrada considerando-se que: 

o ,s; (yb - ya)• a - 2yab + b 

G(f) 

X 

39 - A função f: R+ - (O) ➔ R definida por f (x) = _!_ é 
X 

convexa. Sejam dados a E R + - {O) e b E R + - {O). Queremos 
1 1 1 

mostrar que T � a 
- a2 (b - a). Eqmvalentemente, temos

as expressões: 

a 

':;3 I - 1 (b --- a) 
T a 

ou: 

a b 
':;32 

T + 
a 

ou ainda: 

a' - 2ab + b• = (a - b)' ':;3 O
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Esta última expressão conclui a verificação da convexidade de f

. (veja-se o gráfico a seguir) . 

f (x) 

o X 

Definição 7 - A função f: D ➔ R, D e= R, tem um máximo 
absoluto ou um máximo global (mínimo absoluto ou mínimo glo
bal) no ponto x, E D se f (x,) ;;:, f (x) (f (x,) :( f (x)) para todo 

x E D". Diz-se que f tem um máximo absoluto estrito ou um máximo
global estrito (ffiínimo absoluto estrito ou mínimo global estrito) em 
x, E D se f (x,) > f (x) (f (x,) < f (x)) para todo x E D -· {x,). 

Em vista da Definição 6, o seguinte teorema tem demonstração 
imediata (na formulação deste resultado e nas demais partes desta 
subseção, 1 designará um intervalo): 

TeC:!lnia 14 - Seja f: I � R uma função côncava e seja e um

ponto interior de I. Se f' (e) = O, f tem máximo absoluto no ponto e. 

Se observarmos que uma função g: I ➔ R é convexa se, e so
mente se, (-:-g): I �- R for uma função côncava, obtém-se imedia� 
tamente um teorema semelhante ao anterior para estas funções. 
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T,wmo U - &j, / , _,jR "= '"""º roo,m , ,j, , "" ponto interior de I. Se f' (e) --; O, f tem mínimo absoluto no ponto e.1 Figuras ilustrativas destes r€sultados são apresentadas a seguir, a primeira referindo�se ao Teor�ma I 4 e a segi�nda ao Teorema 15. 

a e b 

a e b 

Existe uma maneira alternativa de caracterizar as funções côncavas utilizando. a secante que passai por dois pontos quaisquer do gráfico, e não sua tangente, isto é, uma função é côncava (convexa) se, 
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e somente se, o seu gráfico fica acima (abaixo) da secante no 
intervalo compreendido pelos dois pontos. Ilustramos a idéia nas 
figuras a segmr. 

o 

f(o) 

--
--

o 

./ 
f(b)_,.---

_,.. 

b 

b 

X 

X 

Lema: Seja f: I - R côncava e diferenciável em I. Então. 
f': I ➔ R é uma função monótona não crescente�

289 



Prova: 

Sejam x E: l e y E I, x > y. Como f é côncava:

f(x) � f(y) + f'(y) (x - y)
f (y) � f (x) + f' (x) /y - x)

Portanto, f (x) � f (x) + f' (x) /y - x) + f' /y) (x - y), ou
seja, (x -. y) (t' /y) - f' (x)) ;;;, O. Segue-se que f' /y) ;;;, f' (x).

C. Q. D.

Analogamente, pode-se mostrar que, se f é uma função convexa
(diferenciável), f' é monótona não decrescente.

Teorema 16 - Seja f: l ➔ R diferenciável em I. A função f é
côncava se, e somente se, dados a E l e b E l, o gráfico de f fica
acima da secante que liga os pontos (a, f (a)), (b, f (b)). Em outras
palavras, para todo x E (a, b) :

f (x) ;;;, f (a) +

Prova: 

f(b) - f(a) 
b - a 

(x - a)

Suponhamos, inicialmente, :que, para todo x E (a, b), f (x) ;;;,
;;;, f (a) + f (b) - f (a) x - a). Então:

b - a 

f (x) - f (a)
X - a

f(b) - /(a)
;;;, b - a 

Por definição, f' (a) = lim ! f (x) · - f (a) . Além disto, como no 
x->:a; x - a 

limite as desigualdades permanecem, segue-se que: 

r (a) ;;;, 

o que mostra que f é. côncava.

f(b) - f(a) 
b - a
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Suponhamos agora que f é côncava e sejam a E I, b E I, b > a, 
e x E (a, b) . Então: 

f (a) ,;:;; f (x) + f' (x) (a - x) 

f(b) ,;:;; f(x) + f'(x) (b - x) 

As duas desigualdades acima mostram que a tangente ao gráfico 
de f no ponto x está acima do gráfico. Em particular, acima de

f{a) e f (b). Da primeira relação, obtemos agora que: 

f (a) - f (x) 
a - X 

;;,= t' (x) 

isto é, a inclinação da secante que passa por (a, f (a)) e (x, f (x)) é 
maior do que a inclinação da tangente no ponto x.

a X b 

Substituindo f' (x) na segunda desigualdade, tem-se: 

f (b) - f (x) ,;:;; f' (x) (b - x) ,;:;; f (a) - f (x) (b - x)
a --:- X 
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que diz que .a· inclinação da secante que passa por (b, f (b)) e
(x, f (x)) é menor do que a , a secante que passa por (a, f (a)) e
(x, f (x)). . Finalmente, manipulai:ido. e ta· última desigualdade, vem: 

1 . ' 

f(b) (a - x) - f(x) (a - xj ;, f(a) (b - x) - f(x) (b - x)ou: 
f(b) (a - x) - f(x) (b - x) - f(x) (a - b) ;,

;, f (a) (b - ) - f (x) (b - x)oÚ áinda: 
f (x) (b - a) ;, f (a)

= f (a) (b - a)Por fim, conduímo_s que: 
(b - x) - f (b)

(t (a) - f (b))
(a - x) =
(a - x)

f (x) ;, f (a) + ' 
(a) - 'f (b) (a - x)
I 

b - a 
f (a) + f (,) - f (a) (x - a)

C. Q. D.

'J:

ª

� Essa caracterização d�s funçõ s côncavas (e a correspondente caracterização para as funçõ:es conv�xas) pela secante ao gráfico é interessànte, pois indepen�e da lhipótese de_ diferençiabilida�e. NoCapítulo IX tratarc�os novan1ente das funções côncavas, e nesta oportunidade- estaremos interessados em pro:priedades mais gerais,· independentemente da diferenciabiHdade da.' função, e portanto utilizaremos como definição esta relação entre o gráfico e a secante a ele. , . 1 . . .. · Tendo e1n vista que· rio tratamento· das furições com domíniocontido en} RP a notação ma�s conveniente não é a do teorema anterior, é útil que o enuncif mos utilizando notação mais usual. 
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Teorema 17 - A função f: I ➔ R (diferenciável) .é côncava se, 
e.somente se, para todo a Ele b Ele para todo 0 E [O, 1], tivermos:

f (Oa + (1 - O) b) � 0f (a) + (1 - O). f (b) 

Prova: 

Se f é côncava, então: 

para todo a E I, b E I e x E 

generalidade, b > a. Pondo 0 =

que x = 0a + (1 - 0) b e que 
isto é: 

(a, b). Suponha-se, sem perda de 
b-x

b _ a 
, segue-se que O E (O, 1), 

(x - a) = (1 - 0) (b - a), 

f(0a + (1 - 0) b) � f (a) + [f (b) - f (a)] (1 -'- 0) 

Note-se que a. desigualdade acima se verifica (cómo igualdade) 
para O = O ou 0 :_ 1 e para a = b.

Por outro lado, se vale a condição do teorema, então x E (a, b) se, 
e somente se, existe O-E (O, 1) tal. que x = Oa + (1 - O) b. Logo: 

f (x) � f (a) + 
f(b) - f(a) 

b - a 
(x - a) 

C. Q. D.

A figura da página a seguir corresponde a esta· versão da defi
nição da função côncava. 

Teorema 18 - Seja f: I ➔ R de classe C1 em l e duas ve�es 
diferenciável em I. A função fé côncava se, e somente·se, f" (x) ,;;; O
para todo x E I.

Prova: 

Se f é côncava, f é monótona não crescente, então f" (x) � O 
para todo x E I (Corolário 5 do Teorema do Valor Médio) .. 

293 



f{8at(l-8)bl 

8f(a )t (l-8)f ( bl 

a ea+(1-9lb b 

Suponhamos agora que f". (x) ,;:;; O para todo x E J e sejam 
a E J, b E J com a < b. A fl\nção f/[a, b] satisfaz as hipóteses para 
aplicação da fórmula de Taylor. Portanto, existe e E (a, b) tal que: 

f" (e) (b - a)• 
f (b) = f (a) + f' (a) (/J - a) + 2 ,;:;; 

,;:;; f (a) + f' (a) (b - a) 

Logo, f (b) ,;:;; f (a) + f' (a) (b - a), o que nos permite concluir 
que f é côncava. 

C. Q. D.

Um teorema análogo pode ser demonstrado para as funções con� 
vexas a partir da observação de que g é convexa se, e somente se, 
(-g) é côncava. 

Teorema 19 - Seja f: 1 ➔ R de classe C' em I e duas vezes 
diferenciável em l. A função { é convexa se, e somente se, f" (x) � O 
para todo x E J.

Com auxílio destes teo�emas, fica bastante simples verificarmos se 
uma função é côncava ou convexa. 

Exemplos: 

40 - A função f: R ➔ R dada por f (x) 
f" (x) = 2 > O.
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41 - A função f: R+ - (O) ➔ R definida por f (x) 
1 côncava, pois f" (x) _= - ��=

4\jx' 
< o.

vxé 

1 42 - A função f: R + - (O) ➔ R definida por f (x) = - é con
x 

2 vexa, pois f" (x) = - > O.
x'

43 - Seja f: R ➔ R dada por f (x) = e'", a E R - (O). Então,
f" (x) == a2 

• e= > OJ isto é, f é uma função convexa.

44 - A função f: R ➔ R dada por f(x) = ax' + bx• +ex+
+ d, a # O, não é côncava nem convexa, pois f" (x) = 6ax + 2b,

e esta expressão muda de sinal no ponto x = - !a .

45 - A função f: R ➔ R dada por f (x) = ax + b é côncava e 
convexa, pois f" (x) = O.

Definição 8 - A função /: I ➔ R diferenciável em I é estrita
mente côncava (estritamente convexa) se. para todo a E J, b E JJ 

a# b:

f (b) < f (a) + f (a) (b - a) (f (b) > t(a) + f' (a) (b - a)) 

Todas as figuras que apresentamos anteriormente, na verdade, 
representaram funções estritamente côncavas ou cori�exas. As funções 
que são côncavas, mas não estritamente côncavas, podem· apresentar 
trechos lineares em seus gráficos. O mesmo vale para as funções 
convexas que não são estritamente convexas. 

Os ·principais r�sultados com relação às funções ·estritamente côn
cavas são os seguintes (demonstração a cargo -do leitor): • 

a) se e E l é tal que f' (e) = O, então e é um máximo absoluto
estrito de f;

b) f' é uma função monótona decrescente; e
e) 

todo 
se .f satisfaz as hipóteses do Teorema 

x E I, então f é estritamente côncava. 
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Função côncovo que não é estritornente côncova 

Função convexa que não é estritamente convexa 

É extremamente importante a observação de que não vale a recí
proca da proposição "e", isto• é, não é verdade ·que, se f é estrita
meqte côncava, f" (x) < O. :E:ste fato é de natureza semelhante ao 
que ocorre com a recíproca d� parte "b" do Corolário 5 do Teorema
do Valor Médio. O exemplo disto é a função f: R ➔ R dada por 
f (x) = - x•, que é estritamente côncava e, apesar disto, f" (O) = O. 

Verifiquemos que f é uma função estritamente côncava. Note-se,

primeiro, que f" (x) = - 12�• ,;;; O para todo x E R, ou seja, f é 
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c9ncava. SeJ não é estritamente côncava, então existem dois números 
reais a e b, a # b, tais que f (a) = f (b) + f' (b) (a - b), isto é: 

- a' = - b" -' 4b' (a - b)

Manipu_lando esta expressão, obtemos o seguinte: 

O = (b4 
- a4) -- 4b' (b - a) = (b - à) [ -3b5 

+ a'b + ab' +

+ a'J = (b - a) [(a' - b') + b (a' - b') + b' (a - b)] =

= (b - a) (a - b) [(a'+ ab + b') + b (a+ b) + b'] =

= - (a - b)' [(a+ b)' + 2b2J

Esta expressão é anulada se, e somente Se, a = b, o qtie con-tradiz 
. a hipótese inicial de que a # b. 

Resta mencionar, ainda, que os fatos análogos são verdadeiros 
para as funções estritamente convexas. Não os tornaremos mais 
explícitos por julgarmos que já foram suficientemente denur:iciados 
no decorrer de toda a análise anterior. 

V. 1. 3 - Regra de L'Hospital

A Regra de L'Hospital é a maneira mais simples de_ tratarmos
��rtas formas_ indeterminadas. Para tornar a apresentação mais clara 
procuraremos fazer - à guisa de iritrodução - uma pequena apre
sentação das chamadas formas indeterminadas, que são as seguin�es: 

o 

º' 

00 

-, O . oo, co - co, 0°, 00 ° e 100 

Examinemos algun·s exemplos de funções que apresentam uma 
destas indeterminações. Sejam __:_, �' � e x cos 1 fx definidas

X X X
! 

X 

em R - {O}- Em todos os casos acima temos que ós limites do 
numerador e do denominador quando. x tende para zero são iguais 
a zero. 'Note-se, entretanto, que o comportamento destas funções 
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n_uma vii:inhança da origeni é totalmente distinto. Assim, lim-=... = 1, • 
x-+O X 

x• 
lim - == O e os outros dois limites, quando x tende para zero,,-,O X 
não existem.

Em síntese, dadas f: D ➔ R e g: D ➔ R, D e: R, com lim f (x) _
= fim g (x) = O (a podendo ser mais ou menos infinito) e

lim f (x)
sendo g (x) # O para todo x E D, o fato de que lim g (x) é uma

indeterminação do tipo -{- não nos dá nenhuma informação sobre
o comportamento da função -1.i:2_ numa vizinhança de a.. . . g (x) 

Teorema 20 (Regra de L']iospital) - Sejam f e g diferenciáveis
em (a, b) e g' (x) # O par� todo x E (a, b). Suponha-se que
ll·m f' (x) - L z· 1 1· ) O E ~ e que 11n f (x) = zm g (x = . ntao,
z-+a g' (x) - :c""ia :c-+a 

lim __l_(,j_ = L.,-, g (x)
Prova: 

Nesta demonstração faremos uso do Teorema do Valor Médio
gei-ieralizado, qué estabelece que, se f e g são funções contínuas em
[a, b] e diferenciáveis cm (a, b), então existe e E (a, b) tal que
[! (b) - f (a)] g' (e) = [g (b) - g (a)] f' (e) (ver exercício n.0 5).
• Seja p um número real tal que L <- p e seja r, número real,

r E (L, p). Como lirn f: (x) = L, dado e = r - L, existe e, E (a, b),-, g (x) 
tal que ; ii < r para todo y E (a, e,).

Sejam x E (a, c1), z E (a, c1) tais que x < z. f/[x, z] e g/[x, z]
'satisfazem as hipóteses do Teorema do Valor Médio generalizado e,
portanto, existe s E (x, z) tal que:

f (x) - f (z) - t' (s) g (x) - g (z) - g' (s) < r
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COmo g não é constante em (a, b), sempre podemos encontra:i- x 

e z tais que g (x) ajc g (z), o que mostra que a expressão acima é
bem definida. 

Portanto, lim _f�(

(_x)_) _-_f_(�z(
)_) ,:e; r < p, isto é, gf ((xx)) < p parax➔ c g X - g Z 

todo x E (a, e,) .
Como isto vale para todo p > L, se�e-se que : �;) ,,:;; L para

todo x E (a, c1), e disto decorre que lim .lJj_ ,,:;; L.
. 

• 
, ➔ a g(x) 

Seja agora p E R tal que p < L e seja r E R tal que p < r < L.
Portanto, dado E = L - r, existe e, E (a, b) tal que f (y) > rg (y) 
para todo )' E (a, c1) . De maneira análoga ao caso anterior, .mostra.se

que f (x) ;:?, L para todo x E (a, e,). Portanto, lim f ((
x) ;:?: L.. g(x) x ➔ a g x) 

Em conclusão, lim _JJj_ • L.• x➔a g (x) 

Exemplos:
C. Q. D.

46 - Seja f: R - • {Ó) ➔ R definida por f (x) = _::__ Observe-se
X 

que f / (O, 1) satisfaz as hipóteses do Teorema 20. Portanto, como
lim � = lim 1 = 1, então lim f (x) = 1.x�o (x)' x-o z-o 

x• 47 - Seja h: R - {O) ➔ R dada por h (x) = A função
X 

h/ (O, 1) satisfaz as hipóteses para aplicação da Regra de L'Hos-
pital e, portanto, lim h (x) = lim _:_':_ = O.

x:.....o x-�o 1 

48 - Seja f: R -· {O) ➔ R definida por f (x) = se: x. f/ (O, J)
satisfaz as hipóteses do Teorema 20. Então,

. COS X l,m -- = cos (O) = 1.
z-.o. 1 
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·. Façamos ·agora algumas observações sobre a Regra de L'Hospital.

a) a Regra é ainda válida se L é mais ou menos infinito e se a
também não é finito; 

b) ·se, ao invés da hipótese lim f (x) = lim g (x) = O, tivermos 

que lim g(x) = ao, ou lim g(x) \ = -ao, também vale a Regra

de L'Hospital - para demonstração, ver Rudin (1964, pp. 94-5); e 

e) por fim, convém observar que outros tipos. de _indeter�ninação
padem ser reduzidos aos casos considerados acima por meio de trans
formações adequadas. 

Exemplos: 

49 - Seja f: R+ - (O) ➔ R dada por f (x) = x log x (log = 

• logaritmo na base e) . A função f não apresenta uma indetermi
nação dos tipos que podem ser tratados pela Regra de L'Hospital 
quando x tende para zero. Entretanto, se notarmos que f (x) =

z;�/ , percebemos que o limite do denominador quando x

tende para zero é + oo e, portanto (ver observação "b" ante"rior). 

lim x log x = lim 1 /x =: lim - x = O.
x-o+ z-o - 1 / xi x_,,O 

50 - Seja f: R ➔ R dada, por f (x) X 

f apresenta uma 

indeterminação da forma � quando x tende para co. Portanto, po-
. • 00 

demos aplicar a Regra de L'Hospital, isto é, lim-", = lim _l_ = O. 
:r-+COe z-0:,e@ 

51 - Seja f: R+ - {O) ➔ R definida por f (x) = x'. Esta função
apresenta uma-indeterminação d? tipo _Oª quando x tende para .zero 
pela direita. Para aplicarmos a • Regra de L'Hospital teremos que 
ef�tuar algumas transformaç?es na função f. Inicialmente, conside
remos li: (O,. oo) ➔ R dada por h (x) = log f (x), isto é, h (x)
= x log x. Portanto (ver exemplo 49), lim h (x) = O.

z-,o+ 

300 



Note-se, agora, que f (x)
função exponencial: 

e 11 (11:J e que, pela continuidad-� dà 

Um h(x) 

l,z'm i(x) = ex-+O+ = 1
x--+O+ 

Conclui-se, assim, que lim f (x) = 1. 
x--+O+ 

• • 

( 
1 )"52 - Seja f: R - (O) --> R definida por f (x) = 1 + 7 .

f apresenta uma indeterminação do tipo 1 00 quando x tende para
--j-:oo. Entretanto, utilizando uma transformàção adequá.da, pode
remos resolver o problema de calcular o limite quando x tende
para + oo por meio da Regra de L'Hospital.

Seja f / (O, + oo) e definamos h: (O, + oo) --> R por h (x) =

= log f (x) = x log (1 + 1 / x) , A função h pode ser ainda reescrità
da _seguinte forma: 

h(x) =

X 

Podemos, portanto, nota� que ela apresenta uma indeterminação 

do tipo + quando x tende para infinito. Utilizando a Regra de
L'Hospital, obtém-se que:

lim h (x) = lim 

-1/x'
1 + 1/x

-1
x'

=1 

Tirando proveito da continuidade da função exponencial, obtém
se que: 

lim hf:e) 

lim f(x) = e"-+ 00 

= e 
x--++oo 

301



V. 2 - Diferenciabilidade de Funções de p Variáveis

Nesta seção procuraremos estudar a noção de diferenciabilidade
para funções definidas em subconjuntos de RP com valores em R. 
O leitor perceberá, ao longo da apresentação, que tal estudo apre
senta semelhanças com o que fizemos na seção anterior. Entretanto, 
existem dificuldades adicionai$, principalmente. em função da estru
tura do espaço RP e, em rn�nor escala, i:la notação mais pesada 
que .deverá ser adotada. 

Para evitar muitas repetições ao longo desta seção, sempre que 
nos referirmos a uma função f � salvo menção explícita em contrário 
- estaremos tratando do segu_inte: f: D � R,, onde D é um sub
conjunto aberto de RP. _Da mesma forma, sendo .D aberto, e E D
é automaticamente um ponto de acumulação deste conjunto. Tam
bém omitiremos esta qualificação no que se segue.

Definição 9 - Seja f: D ➔ R e seja e E D. Diz-se que f possui a 
i-ésima derivada parcial no pbnto e se existe o seguinte limite:

lün 
/t--JO 

f (e + e, h) - f (e) 
h 

onde e ·== (cv c2) • • •  , cn) e ei == (O) .. ") 1, .. •) O) é o i-ésimo 
vetor da base canônica de RP e h E R. 

Caso exista, o limite acima é a i-ésima derivada parcial de f no 
ponto e. 

Convém notar que a derivada parcial de uma função é a maneira 
mais simples que nos paderia ocorrer para generalizar a definição 
da seção anterior. Se escrevermos o limite acima explicitando os 
componentes dos vetores, observaremos uma semelhança muito gran
de com o que fizemos anteriormente: 

J ((c1, e,, . . .  , e,, . . .  , c")+(o, ... , h, ... , 0))-f ((c1, e,, ... , e")) =
h 

= lim 
•~o 

J(c1, e,, .. :, e,+ h, .. . , cp)-J(c1, e,, ... , cp) 
h 
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Mais explicitamente ainda, a i-ésima derivada parcial de / no 

ponto e E D é a derivada da função de uma variável g,: H ➔ R 

definida por g,(x,) = f(c,, e,, ... , x, .. . , e,), sendo H = {x, E R: 

(e,, e,, ... , x,, ... , e,) E D). 

Portanto, valem para as derivadas parciais todos os teoremas de

monstrados na seção anterior. Por exemplo, se existe à i�ésima deri

vada parcial no ponto e) a função g.f é contínua em e-'- (veremos 

adiante que a existência das derivadas parciais não assegura ·a conti

nuidade de f) e a regra da cadeia pode ser aplicada, assim como o 

Teorema do Valor Médio, desde que sejam satisfeitas as hipóteses 

correspondentes. Valem também as "fórmulas" de derivação vistas 

anteriormente. 

Considerando uma função definida num· subconjunto de R1, sua 

�eg�nda derivad� parcial num ponto (c1, c2) é a inclinação da tan-
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genfe à curva formada pela jinterseção do gráfico de f (que está
contido em R') com o plano perpendicular ao plano (x,, x,, O) e 
que passa pelo ponto (cv O, O). Neste caso, a tangente trigonomé
trica do ângulo 0 é a segunda derivada parcial de f no ponto 
(c1, e,). 

Infelizmente, a existência das derivadas parciais de uma função 
não. garante muita coisa com: relaçãó ao comportamento p-dimen
sional da função. Por exempl�, ela pode possuir todas as derivadas 
parciais _;._ e, portanto, ser contínua em cada uma destas variáveis 
.,....,. . sein, no -entanto, ser tontínu<1:, Um exemplo disto é o seguinte: 

53 - Seja f: R' ➔ R defüüda por: 

f (x, y) (x, y) # (O, O)_ 

(O, O) 

A função f não é contínua na origem {exemplo 10 do Capitulo 
IV) . Entretanto, como:

lim _f_(�x,_O�) __ f �(O_, �O)_
•-º X 

f (O, y) f (O, O) 
o 

y 

existem as derivadas parciais de f na origem e el�s são nulas. Além 
disto, as funções g, (x) = f (.,, O) e g, (x) = f (O, y) são, obviamente, 
contínuas. 

Fatos desta natureza, nui:n certo sentido, deveriam .ser esperados, 
pois quando calculamos as ·derivadas parciais de uma função estamos 
nos restringindo ao comportamento da mesma nas direções dos eixos 
coordenados em RP. Portantol, uma noção mais geral"- de derivada 
deveria levar em conta outras direções effi RP (esta noção está con• 
tida na definição a seguir). 

Definição 10 - Seja e E D e v E RP - {O). Diz-se que f possui 
derivada direcional na direção v, no ponto e, se existe: 

lim 
HO 

f (e + lv) - f (e) 
t 
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Caso exista, o limite acima é a derivada direcional de f na direção 
v (ou segundo o vetor v) .

Esta derivada é simplesmente a derivada no ponto t = O da função
(de uma_ variável) fJ.: 1 ➔ R, onde 1 é um intervalo em R que
contém a origem e À: 1 ➔ D é definida por À (t) = e + tv. Geo
metricamente, À(/) é a porção do segmento de reta que liga os 
pontos e e e + v em R• que está contida em D.

o 

c+v 

e 

f(cH,1) 

Para exemplificar, considere-se a função f: Ri � R definida pOr 
f(x, y) = xy e sejam e= (1, 1) e v = (1, 2). A função À, neste 
caso, é dada por À (t) = e + lv = (1 + 1, 1 + 21) para todo
1 E R. f). (t) = {[À (1)] = (1 + t) (1 + 21) e, portanto,
(f,Ã)' (O) = 3 (ver figura na página seguinte).

Quando consideramos o -vetor ei da base canônica de RP como o 
vetor v da Definição 10, a derivada direcional·- na direção e1 é 
simplesmente a i-ésima derivada parcial da função. No exemplo 
acima, quando tomamos v = (1, O), f,À (t) = (1 + 1) ê, portanto,
(f,À) '(O) = 1, que é a primeira derivada parcial de f no ponto
(1, 1) . 

A notação que será utilizada para a derivada direcional de f
segundo o vetor v, no ponto e, é _É[_ (e). Dessa forma, para ser

'ê)v 

consistente com· a notação, a i-ésima derivada parcial de f no ponto 
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-, -1/2 

e deveria ser anotada ôf 
ae,

(e) . Tal, entretanto, não é a prática
usual, pois indica-se esta derivada por � (e). Não fugiremos 

1 

ÔXi a esta regra, porém cabe um� advertência quanto ao seu uso. Fre-
qüentemente nos deparamos com a seguinte situação: � (xv

ax, 

x,, ... , xi, ... , x
p
). Neste caso, o x ;, tem duas funções diferentes (ed_aí algumas confusões que as vezes são feitas) : ele indica a direção segundo a qual estamos calculando a �erivada e também é Ull?,. componente do vetor que indica o ponto onde a derivada está sendo calculada. Num caso destes, adotar a notação f1- (x) parece uma boasolução salomônica. 

Exemplos: 

54 - Seja 1 definida no e_Xemplo 53 e examinemos a existênciadas derivadas direcionais de f na origem. Seja v = (v1, v1) E R1 
-- (O) e considere-se:

lim f (tv) - f ((O, O))
,-o 

_ l' 1 { t' V J Vs }- im. - e 1! e ,-o t t (v1 + v,) 
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Portanto, se v1 == O ou v2 == O) o limite acima existe e é zero,o que, como já havíamos observado, corresponde à existência dasderivadas parciais de f. Entretanto, se v1 # O e v1 =fa O) o limiteacima é infinito (portanto, não existe em R), significando_ que nãoexistem as demais derivadas direcionais de f. 

55 - Seja agora f: R• ➔ R definida por: 
{ X y• 

f ( ) _ x' , Y' 
, se (x, y) ,,_é (O, O) 

X) y -. T 

O, se (x, y) = (O, O) 
Examinemos· a existência das derivadas direcionais de f na origem. 

Dado v = (v,, v,) E R' - {O): 
lim .!__ (f (tv) - J (O, t-o t

• 
v, Portanto, se v1 #- O) o limite acima será - e, se v1 = O) o 
v, limite é zero, o que significa que existem todas as derivadas direcionais de f.Apesar disto, f não é contínua na _origem. Para verificarmos isto, 

basta considerarmos a seqüência (x11) == (..!_, ..!_) em R1• Temosn• n que fim (x.) = (O, O) e, no entanto, lim (/ (x.)) = J /2 ,,_é f (O, O). 
56 - Seja f: R' ➔ R definida por: 

f (x, y) = x' + y• { 2 x y , se (x, y) ,,-f (O, O)

1, se (x, y) = (O, O) 
Dado v E R• - {O), a derivada direcional de f segundo v, no ponto (O, .O) (se existir), é dada por: 

lim j (tv) - j (O, O) 
,-o 

l. 1 = im -,-o t
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 • .EstC lini.ité eXiste'·em R se, e somente se, o termo entre .·chaves é
:nUio; o que ocórre se, e somente se, v1 = v2, significa�do que so
mente existem as derivadas :na direção dos. vetores v == (v1, v1). 

' · - . • 57. _:_. Seja f� R• ➔ R .definida por f (x, y) = x1.13 . y11• e sejam
f . . . v E R• - {O) e e = (O, 0)1. Então:

l. f(tv) - j(O, O) - z· 11 {t'I' 1/S 1/S} - z· l v)1'. ��/S }
.

im ------ - im -,- • v1 • v2 - im 
t---10 t t-0 t t-+0 i1

fS 

O limite acima existe se, e somente se, vi • O ou v� = O. Neste
caso, o limite é zero. Nas demais direções, f não possui derivada
direcio_nal.

Considere-se agora o ponti, e = · (O, e,) :
1 

lim f(c + tv)- J(c) J lim j(tv1, e,+ tv,) -f(O, e,)
i-á t t--o • t • 

t1/S , 1/S ( + o. )1/S 1/S (. + t )'''
_ z · 

VJ Ce Wf _ z · VJ Ct Vf 
- im 1 - im 

118 
t-+0 t i !--+O t

_ O. limite,acima existe se, e somente se, v1 == O. Nos demais casos,. . . . . . . . 1 . . 
f não possui derivada naquela direção. 
_ Já procuram�� &e_nera�iza1[ a noção de derivada de duas maneiras

e; rio ·entanto, ohsérvamos que as tentativas são ·insuficientes para
nos .. clar:em informações sobre_ o comportamento p-dimensional Oá
função. Para püder!flOS p��var resulta.d?s análogos aos da seção
anterior· p·ara uirla funÇão �efinida nuni ·subconjunt0 de· Rv, netes
si tamos de uma noção mais 1: fo�·te, qua! seja, a de diferenciabilidade.

Definição 11 - Seja f: D

I 

➔ R e seja e E D. A função f é dife

renciável no ponto e se:
a)
b) 

existem as derivadas parciais de f em e; e
para todo h = (h,,; h,,

temos: 1 
1 

f (e + h) = f (e) +
of ;
ox, 1 

onde lim 
r (h)

... , h,) E R• tal que e + h E D,

(e) .h, + r(h)
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, .A qualifica _çãó _màis __ importante da_ definição acima ·_é de:-:que
!� '

i
h�) = O, o que significa simplesmente que r (h) tendê " zêió

mais rapidamente do que lhl e, dessa forma, a expressão f _(e)_ +
+-2L(c) . h1 + __ . + � (e) . h, é uma boa aproximação para f

ÔX1 OXp , • -.:.. •• - ... :; 

numa vizinhança do ponto e. Na verdade, esta expressão é a· equação 

do plano tangente ao gráfico de f nó ponto (e, f (e)_).
, Formas equivalentes de apresentar a parte "b" da definição de
dHerenciabilidade de f no ponto e são: - • 

a) para todo h ER• tal que e+ h ED, temos f (e+ h) = f (e) +
+ � (e) .h1 + ... + ôf (e) .h, + l"l-cp(h), onde- ôX1 ÔXp 

lim cp (h) = O e cp (O) = O; e
h-0 b) f é diferenciável em e E D se o limite abaixo existe e é nulo:

f (e + h) --- j(c) - [-ª1- (e) • h1 + ... + _af_ (e) • h.]
Um --------=--ª-x-'-1 -� ______ ax_,,�---=-
•-o Jhi 

Denotaremos a expressão: 

ôf(e) .h1 + (e) .h, + ...
ôx, 

por df (e) . h, onde:

dt(c) = (� (e), � (e),
ÔX1 ôX2 

ô/ •• "'. QXp 

é o vetor das derivadas parciais de f no ponto--c.- --df (e) é chamada
a diferencial de f no ponto e. Observe-se que, dados h fR', w E R•,
a E R e� ER, df(c). (ah+ �w) = adf(c) .h + �.df(c) .w, isto
é, df (e) é a matriz (neste caso, um vetor 1 x p) de uma\Junção
linear de R• em R. A notação df(c) .h, portanto, indica o··v�lor
desta função no ponto h E R•. 
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Com esta notação, a definição de diferenciabilidàde pode ser assim 
reescrita: ! 

f (e + h) 

· • . r (h)onde l,m -
Jhl

= O.
•-o 

f (e) 1 + df (e) . h + r (h)

. Voltando agora à noção geomé
1
trica associada à diferenciabilidade,

podemos visualizar uma função diferenciável num ponto como sendo 
àquela que pode ser linearment� bem aproximada neste ponto. A 
importância disto é que, em geral, é mais fácil trabalhar com funções 
lineares. A figura a seguir procli 1 a ilustrar este fato.

_1----

1 f(c+h) 

;f(c)+df(c).h 
• t(clj

1 1---1--· _, --1

x, 
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Passemos· agora a considerar alguns exemplos: • 
58 - Seja ,c1 : R• ---> R dada• por 111 (x, ·y) x. Dado e E R',

existem 0"1 (e) e 0"1 (e) e, para todo h E R':ê)x âY

º"' º"' ,c1 (e + h) = ,c1 (e) + -- (e) .h1 + -- (e) .h, ê)x âY 

• º"' º"' pois 111 (e+ h) = c1 + h,, ,c1 (e) = e,, -- (e) = J e -- (e)= O.ê)x âY Logo, r (h) = O para todo h E R• e concluímos que 111 é uma função diferenciável em todos os pontos de R'. Sua diferencial no ponto e E R• é d it1 (e) = (1, O). 
59 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) = xy. Dados e E R' e h E R': 

f (e + h) = (c1 + h1) (e, + h,) 
f (e) - e, e, 

�(e)ê)x e �(e) ÔY 
Portanto, r (h) = f (e + h) - f (e) 

� (e) .h, ·= h1 h,. 
âY 

uma vez que: 

l. h 1 h, z · h, h, 0 ,m -/h/ = ,m -,,=====- =

h-40 h-lO �hÍ + h! 

e h z tende para zero quando h tende para zero.

60 - Seja f: R' ➔ R definida por: 

ô! 
ê)x 

f (x, y) 1 xy , se (x, y) =fa (O, O)x• + y' 
O, se (x, y) = (O, O) 
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Já vimos que f possui derivadas parciais nulas no ponto (O, O).

Portanto, para todo h E R', temos:

e assim o limite de 
r(h) quando h[hl tende para zero não se anula 

(para verificar isto, considere-se a sucessão (1 /n, 1 /n) em R'). Em
outras palavras, f não é diferenciável. 

Este exemplo é um dos casos em que, apesar da existência das 

derivadas parciais, a função f n�o é diferenciável. É interessante 
observar que, neste caso, as derivàdas parciais não são funções con
tínuas no ponto (O, O). Para verifkarmos isto, analisemos a primeira 

derivada parcial, ou �eja, ..ÊL. Dado (x, y) af, (O, O) :QX 
at QX (x, y) y 

(y• - x') 
(x' + y') • e _2L (O, O)QX o 

Considerando a seqüência (x., y.) == ( 1 �) em R•, temos
2n' n 

que of (x., y.) == .!2_ . n, que é uma sucessão divergente. Por-
ax 25 

tanto, não existe o limite de � (x, y) quando (x, y) tende paraoX 
(O, O), o que confirma que � não é uma função contínua.QX 

61 - Seja f: R• -> R uma função linear. Como já vimos, a cada
função linear existe uma matriz A associada tal que f (x) = A .x 

para todo x E Rv. Neste caso, A é uma matriz 1 x p·, isto é, um
vetor de R•. É fácil ver que f é diferenciável e que df (e) == A para
todo e E R•, pois f (x + h) == f (x) + f (h) == A. x + A. h.

Logo, r (h) == O para todo h E R•, donde se segue que df (e) == A.

Passaremos agora a investigar algumas das principais propriedades 
das funções diferenciáveis.
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Teorema 21 - · Se f é diferenciável em e E D, f é contínua em e.

Prova: 

f é diferenciável em e se existem as derivadas parciais f, (e), í = 
= 1, 2, ... , p, e f(c + h) = f(c) + df(c).h + r(h), sendo 
lim r l�I) = O. Desta última condição segue-se que lim r (h) = O
h-O h-+O e, portanto, lim f (e + h) = f (e). 

,-o C. Q. D:·
Teorema 22 - Se f é diferenciávei em e E D, então para todo

v E RP - {O}. v == (vi, Ve, . . .  , vp), existe a derivada direciona] 

de f e, além disto, �� (e) = df (e) . v.
Prova: 

Como f é diferenciável em e E D, qualquer que seja t E R tal que 
e + tv E D, temos que: 

f (e -!- tv) = f (e) + df (e) . tv -j- r (tv), lim r (tv) = O
HO /tvj 

Assim: 

f (e + tv) - f (e) df(c) .v + 
r (tv)

donde se segue que: 
lim f(c + tv) - f(c) = lirn [df(c) .v + r(tv) J
1--+0 t t--+0 t 

uma vez que: 

e: 

lim r (tv) 
t -+O+ t 

lim r(tv) . lvl = O
HO+ .tlvl 

lim r (tv) 
= lim _r�(t_vc...) -

HO· t Ho- - ltl Jv/ 
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Teorema 23 .(Teorema do Val
l

or Médio) - Seja f: D ➔ R dife
renciável em D. Sejam e E D e hl E R• tais que e + h E D e, além 
disto, o segmento de reta que uue os pontos e e e + h está total
mente contido em D. Nestas cohdições, existe O E (O, 1) tal que 
f (e + h) = f (e) + df (e + Oh) . h. 

Prova: 

Seja h E R• e seja q,: [O, 1] ➔ , definida por</> (t) = f (e + th).

Inicialmente, mostraremos que ef, é diferenciável em (O, 1) . Dado 
i' E (O, 1) : 

l. </> (t + �) - </> (t)
,m •-º ·1 � 

J((c + th) + �h) - f(c + th) = lim ª' 
= ah (e+ th)•-º 

� 1 uma vez que f é diferenciável no 
condições temos que:

ponto e + th. Além disto, nestas 

ef,'{Í) = ...2Í_ (e+ th) _ df(c + th) .hôh 
Temos então que </> é contínua em [O, 1] (f é diferenciável em

1 D) e diferenciável em (O, 1) . Aplicando o Teorema do Valor Médio 
para funções de uma variável, seJue-se que existe 0 E (O, 1) tal que 
q, (1) - q, (O) = q,' (0), ou, ai 1da, f (e + h) = f (e) + df (e.+
+ Oh) .h. 

C. Q. D.
Antes de explorarmos algumas implicações do Teorema do Valor

Médio, devemos observar que, e m a m·esma demonstração acima,
o resultado continua verdadeiro �e admitirmos apenas que f é dife
renciável no segmento de reta qtle une e e e + h, exceto possivel
mente nos extremos, e que f é coÍltínua em todo o segmento (inclu-indo os extremos) .

Corolário 1 - Seja f diferenciável no conjunto aberto convexo
D .. e seja M E R tal que ldf (e) 1 J; M para todo e E D. Então, para

1 
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todo x E D e y E D, I! (x) - f (y) 1 � M lx - YI· Em outras pala
vras, f é . Li pschi tziana. 

Prova: 

Dados x ED e y E D, o segmento de reta que une x a y está contido 
cm D (pois este é convexo) . Então, existe 0 E (O, J) tal que f (x) _ 
= f (y) + df (y + 0 (x - y)) . (x - y) . 

Portanto, I! (x) - f (y) 1 = ldf (y + 0 (x - y)) . (x - y) 1 � 
� ldf (y + 0 (x - y)) 1 lx - YI � M lx - YI· 

C. Q. D.

Corolário 2 - Seja f diferenciável no conjunto aberto conexo D
e seja df (x) = O para todo x ED. A função fé, neste caso, a função 
constante. 

Prova: 

Seja e E D e consideremos o conjunto D1 = {x E D: f(x) =

= f (e)}. Queremos mostrar que D, é um conjunto aberto. Como 
D, "F q, (e E D,),. seja x E D,. O conjunto D é aberto e, portanto,
existe uma bola aberta B (x, r), r > O, totalmente contida em D.

Como a bola é um conjunto· conYexo, por definição, ela contém o 
segmento dé reta que une x a z, sendo z E B (x, r). O Teorema do 
Valor Médio e a hipótese de que df = O nos permitem concluir que 
f (x) = f (z) . Mas então z E D, e, sendo z arbitrário, B (x, r) e:: D,.

Logo, D, é aberto. 

Seja agora o conjunto D - D, = {x E D: f (x) # f (e)). Como f
é contínua, segue-se do Corolário 2 do Teorema 10 do Capítulo IV 
que D - D, é aberto. Ora, mas D é conexo e D= D., v (D - D,), 
o que só é possível se D - D

1 
== ,p.

C. Q. D.

Consideremos, comó ilustração, um exemplo em que o segmento 
de reta que une os pontos e e e + h não está contido no domínio 
de f e mostremos que· o Teorema do Valor Médio ·não se verific;cl. 
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• • . .62 � .Seja f:. D � R, D = R' � { (x, y): x = 3) definida por
f (x, y) = _Y_ e sejam (e,, e,) = (2, J) e h = (h,, h,) = (2, O).x-3 

y 

A 

e ___ _,_ ____ c+h 

2 3 4 

Claramente, o segmento de reta que liga e e e + h não está em D.

Note-se que f(c) = -1, f(c + h) = 1 e df(c + 0h) =

,;, (--"1-- .1 ) Portanto, 1 = -1 + ----
1- (2) +

�-�• �-D . · 
�-1f 

.+ __ 1 __ 
20 - 1 

. O, ou seja, 20' - 20 + 1 = O.

·Ésta • etiuaçãó não tem iaízes ieais e,· portanto, não existe (} que
;atisfaça f (e + h) = f (e) + df (e + Oh) .h. 

V_. 2 .1 :- Teorema de Schwarz 

Definição 12 - Seja f: D ➔ R. Diz-se que fé duas vezes diferen-
• ciávei no ponto e E D se f é diferenciável em D e se as funções
•. ôf • . õx, :_D➔. R, i :::= 1,_2, ... , p, são diferenciáveis no ponto e.



Quando f é duas vezes diferenciável no. conjuntf f D,· existem p•

funções: o'f : D ---> R definidas por· 0 (�) (x),c)X; c)XJ c)X< QX,' que são as (funções) derivadas parciais de segunda ordem de f.

Quando i 'F j em o'f , estas derivadas são chamadas de deri•c)X, c)XJ 

vadas mista.s ou derivada.s cruza_da.s. 
A noção de função duas vezes diferenciável num ponto e E D

pode ser facilmente estendida. Por exemplo, diz-se que f é três vezes 
diferenciável no ponto e E D se f é duas vezes diferenciável em D

e se_ as fun_ções ô
2f : D ➔ R são diferenciáveis �o ponto e E D,

ê)Xi; ÕXi 

i, j = 1, 2, . . .  , p. 

Definição 13 - Seja f: D ---> R. Diz-se que f é de classe C1 em D,
indica-se f E C1 (D) ou simplesmente f E C 1, quando existem todas
as derivadas parciais em D e essas são funções contínuas em D. Se 

f E C1 (D) e se� E C1 (D), i = 1, 2, ... , p, então diz-se que
ÔXt 

f é. de classe e• em D, indica-se f E e• (D).
De maneira geral, diremos que f é de classe Ck em D (f E e•

(D) ) , k ;;:, 1, se f possui todas as derivadas parciais em D e estas
são funções de classe Ck-i em D. Diz-se que f é de classe C 00 quando
f é contínua e f é de classe e• para todo k EN. Quando f é contínua,
costuma-se também dizer que f E C•.

Exemplo:· 

63 - A função f: R' ---> R definida por f (x, y)
e _w pois é contínua e: 

, 

x y é de classe

a) �� (x, y) = y e �
Y 

(x, y) x para todo (x, y) E R•

são contínuas; 

(x, y) = O, a't 

oY' 
(x, y) = O,

a't _-.::...e.-'- = 1 e
ax aY 

b)
a't 

aY ax 
= ], para todo (.,, y) E R• são contínuas; e



c) as demais derivadas parciais .. de ordem superior são nulas em
todos os pontos de R•. 

Vere1!1os agora que, apesar de a existência das derivadas parciais 
não garantir a diferenciabilidade O.a função, se estas derivadas forem 
contínuas (isto é, .f E C') f será diferenciável (veja-se o exemplo 60). 

Teorema 24 - Seja f: D --> R, f E C1
• Então, f é diferenciável. 

Prpva: 

Seja e = (ci, c2J • • •  , e;) E D e seja dado E > O. Então, existe 
ô {s) >. O tal que, para todo y E D, IY - cl < ô (s), teremos 

E 

lf, (y) - f, (e) 1 < p' , = 1, 2, ... , p (f, é a i-ésima derivada
parcial de f) . 

Seja agora x 
== (ci, C2, Xs, • • •  , Xp), • , ., Zj = (c1, C2, , . •  , C;, X;+1, , , ., Xp), 

zv -i == (e v c2, .••• , cv-v xp), zv ·= e e façamos z0 = x.
• • •  J 

Note-se que, se lz, - z,I < ô {e), então lz; - z,I < ô (e), j = 1,

2, ... , p. Além disto: 

f (z,) - f (z,) = [f (z,) - f(z,) 1 + [j (z,) - f (z,) 1 + 

+ ... + [f(z,_,J - f(z,) 1

Como D é um conjunto aberto,
1 
existe bola de centro em z

v 
== e 

totalmente contida em D. Se x pertence a esta bola, então os Z; 
também pertencem a ela. Como a bola é um conjunto convexo, 
dados zi _ 1 e z1-. o segmento de reta que une estes dois pontos está 
totalmente contido em D. Seja então g: [e;, x1] ➔ R definida por 

J 

g (y) • f (cv C2,· •.• , C;-1, y� xr,-i, .. ·., Xp). g é uma função contínua 
em [ c

1
, x

i
] (pois as derivadas parciais existem) e diferenciável em 

(cj
, x

1
). Pelo Teorema do Valor Médio para funções de uma variável, 

e_xiste � E (e;, X;) tal que g (x;) - g (c1) = g' (�) (x; - c1). Logo, 
tem.se: 



Portanto:
f(z,) -j(zp) � (x, - e,) J, (z,) + (x, - e,) f, (z,) +

+ ... + (X
p - Cp) fp 

(zp)
ou, ainda:

f(x) -f(c) - [(x1 - c1) f,(c) + (x, - e,) f,(c) +
+ ... + (x

p 
- c

p)jp (c)J = (x, - e,) [f, (z,) - f, (e)]+
+ (x, - e,) [j,(z,) -J,(c)J + ... + (xp - Cp) [fp (Zp) - fv(c)J (4)
Reescrevendo uma vez mais com uma .riotação mais compacta,

temos:
f (x) - f (e) - df (e) . (x - e) = r (X)

onde r (x) é, por definição, o lado direito da equação (4) . 
Para terminarmos a demonstração, devemos mostrar ainda que

l,m 
r (x) 

I = O. Para tanto, seja x E D tal que lx - cl < ô. Então,
z-c 1x - e 
lf, (z;) - [; (e) 1 < e/p e, portanto:

1 r(x) 1 1 x, - e, 1 I 1 x - e 1 � 1 x - e I J, (z,) - J, (e) 1 + ... +

+ 11
x; = :", I IJ"(zp) - f"(c)/ :( 11, (z,J - f, (e) 1 +

e

+ ... +IJ"(zp)-fp (c)/ < p • - =,p 
C. Q. D.

Este teorema é muito importante, pois e:m grande parte das apli•
cações as funções que aparecem são de classe C1 ou mesmo C1. Nestas
aplicações, quase sempre é menos trabalhoso verificar que as deri•
vadas parciais são contínuas do que utilizar a definição de diferen.
ciabilidade.
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Exemplos:
xy64 - Seja -f: R' - (O) ➔ R definida por f (x, y)

x
i + y' •

Verifiquemos que f é .diferenciável. Para tanto, note-se que: 

e: 

ot • • 
- (x, y) = y . ê)x

ot 
ê)y (X, y) ::::::: X .

yf - x'
(x' + y')'

xi_. - y�
(x' + y'),

são funções contínuas em R' - (O). Pelo teorema acima, f é dife
renciávd neste conjU'nto. 

65 - A função f: R' ➔ R definida por f (x, y) = x• - y' é
diferenciável, pois of (x, y) = 2x e of (x, y) = -2y são

. ê)x ê)y 
funções contínuas. 

Teorema 25 (Schwarz) - Seja f: D ➔ R, f E e• em D. Então,
para todo e E JJ: •

o't (e) o't (e), i, j = 1, 2, ... , p

Prova: 

Consideremos inicialmente D e R' e indiquemos o valor de f
no ponto x = (x,, x,) E D por f (x,, x,). Sejam e ..:.. (e,, e,) E D
e li. (h, h) = f(c, + h, e,+ k) - f(c,, e, + k) - f(c, + h,
e,) + f (e,, e,) .
.. �ote-se -agora que: 

l(2L) (e)ê)x, ê)x, 
o'! ê)x, ê)x, 

() /. 
1. ll.(h,k) 

e == tm tm 
hk k-o h-+0 

Como D é aberto, existe B (e,,·) e D, sendo r > O. Sejam (h, k)
tais. que • (e, + h, e, + k) E B (e, r)- e consideremos a função
g: [e,, e, + k] ➔ R definida por g (z) = f (e, + h, z) - f (e,, z).
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g é uma ÍU)1ção contínua em [e,, e, + k] e derivável em (e,, e, + k).

Pelo Teorema do Valor Médio para funções de uma variável, pode-se 
afirmar que existe 8 E (O, J) tal que !!. (h, k) = g (e, + k) -
- g(c,) = g'(c, + 8k) .k.

Portanto: 

!!.(h, k) = [� 
ax, 

• � 
] (c1 + h, e, + 0k) - -- (e,, e, + 0h) k 

ax, 

uma vez que: 

g' (e, + 0k) = ..2Í__ (c1 + h, e, + 0k) -'- ..2Í__ (e,, e, + 0k)ax, ax, 
Utilizando ainda uma vez mais o Teorema do Valor Médio, pode

mos afirmar que existe y E (O, J) tal que: 

!!. (h, k) = a't (e, + yh, e, + 8k) . hk
ax, ax, 

a't Utilizando a definição de -=---=--
ax, ax, 

(e), obtém-se: 
a'J tl (h, k) • ---- (e) = lim lim 

h k axfJ ax1 ,�_,o J. ->0 - a'J
= lim lim·---- (c1 + 'Yh; c2 + 0k) 

1,;--,0 1i,..___,,o ax1 ÔX;e 

Como f E e•, segue-se que o'f (e) = o'f (e).. ax, ax, ax, ax, 
O caso em que D e R• pode ser demonstrado de maneira análoga 

ao acima. 

C. Q. D.

Tendo em vista o Teorema dC Schwarz, fica fácil entender por 

a't a't que, no exemplo 63, ax oY (x, y) = ôY ax (x, y) = 1,
o que se segue imediatamente do fato de que f E e•. 

Um exame cuidadoso da prova acima revelará que, na verdade, 

provamos o seguinte fato (um pouco mais geral do que o enun-

o'f --=--'--: D ➔ R é contínua ax, ax, 
ciado) : se f é diferenciável e a função 

a't a'f em D� então existem -=---:--: D ➔ R e----ax, QX 1 QX2 c)X, 
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Um exemplo de uma função que não possui as derivadas mistas iguais é o seguinte: seja f: R' ➔ R definida por: 

e: 

t (x, y) = x• + '/,' 
' ' { xy (x' - 11') se (x y) #. (O, O)

O, se (x, �) = (O, O)

Para (x, y) # (O, O) :

Além disto: 

of : .,, - 4 x' y' - y•0x· (x, y) = y • ' x4 + 2 x• y• + y4 

�� (x, y) = X •

oi 
0X 

(O, O) 

x4 _ 4 ys xs _ y4 
x• + 2 x• y• + y' 

oi oY (O, O) = O 

; oi ) ot < )Portanto, para todo (x, y) # (O, O), -- (x, y e -- x, y , ox oY 
são contínuas. Elas também são; contínuas na origem, poi�: 

= 

uma vez que: 

lim y • 
(:r;, y)-to(O, O) 

lim x • 
(x, u)-(0, O) 

� I! 2 4 x-4xy-yx4 +2 x' y'+y4 

I, 2 z 4 xj'-4xy-y 
,, 2 S ' 

Xj-2 X y +y• =0 

lim y = O 
(x, 11)--,. (O, OJ 

Portanto, f é de classe C1 e, em conseqüência disto, é diferenciável.
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Calculemos agora o'f (O, O) e a'f (O, O) . Por defini�ão:
ax oY oY QX

o'J (O, O) = lim lim j(x, y) -j(O, y) - f(x, O)+ f(O, O)
ÔX ôy z-,.O y---tO XY . , __ · 

(• 'J (' ') 
= l'm z· 

xy x - y - l' z· 
x - y - 1, im 

(' 2 - im ,.m(• •)-
x---+o 'JJ-"0 xy X + Y) x->O u-o X + Y 

a'J • • 
-,---'-- (O, O) = lim lim x 

2 
+- y 

2 
= - J

ôy • ÔX 11--+0 x--+O X Y 

Isto mostra que o'f (O O) # o'f · (O, O). Tal acontece
ax oY ' oY ax

porque f não é uma função de classe e•. Na. verdade, f não é duas
vezes �iferenciável no ponto (O, O). como mostraremos a seguir. 

Note-se que no ponto W, O) a função of : R• ➔ R possui as
QX 

derividas parciais __l!J__ (O, O) = O e o'f (O, O) = -1.
ax' oy ax

. . of k [ h4 - k4J - 4 "' k' of Alem disto, 
ax 

(h, k) = (h' + k'), e 
ax (O, O)= O.

Portanto, para que af seja diferenciável na origem, é necessário
ax 

e suficiente que seja nulo o limite abaixo, quando (h, k) tende
para (O, O) :

r (h, k)
v'h2 +k' 

k [h4 - k4J - 4 h' k3 + k [h' + k'J'
(h2 + k2

)' • v' h' + k2 

Se considerarmos a sucessão (1/n, 2/n) em R• - {O), veremds que:

_ 
( 

r(l/n, 2/n) 
lim 

v' 1/n' + 4/n' ) =
3

50 • v' õ

r(h, k) e portanto o limite de -�=-� não é zero quando • (h, k) tende'1/h' + k' 
para (O, O).
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Para finalizar a discussão do Teorema de Schwarz, convém men.
1 cionar que é possível demonstrátlo mesmo quando f é ·ctuas vezes

diferenciável. Entretanto, como .0 caso das funções de classe C1 é
m1.1;ito- importante nas aplicaçõ�s econômicas, nos restringimos a
ele [ver Lima (1981) ].

V.2.2 - Teorema de Tayl�r
! 

Procuraremos, nesta subseção, 1desenvolver o Teorema de Taylor
para funções- definidas em subcohjuntos de RP com valores em R.
C�nceitualmente, a demonstraçã� do teorema é totalmente baseada
no Teorema de Taylor para fm;�ões de uma variável.
' Procederemos inicialmente aO �ákulo dás derivadas superiores, à
guisa de preparação para o teore:1:ria.

Sejam f: D ➔ R, e E D, h! E R•. Para todo t E R tal que
e + th E D, definamos </> (t) : f (e + th).

Já vimos, na demonstração do' Teorema do Valor Médio, que </>
é derivável em todo ponto ond� f (e + th) o seja. Além disto:

</>' (t) - df (e + th) , h - Í: f, (e + th) h,
i- 1 

onde· o símbolo Í; é utilizacJ.o para indica!' a soma. A!-sim:
i=1 

p 
;E J;(c+th)h; =J, (c+th) ,h,+J,(c+th) •h,+ ... +J.(c+th)h•
1-1 

Consideremos agora a função:

a, (t) = f1 
(e + th)

onde j E {l, 2, ... , p}. Aplicando o mesmo resultado acima à função
a1, obtemos que, se f; (e + th) é diferenciável:

a'1 (1) = #
1 

(e + th) .h
1 
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df
1 (e + th) é o vetor das p derivadas da função /;, ou seja:

Portanto, podemos escrever (5) da seguinte maneira:

Esta fórmula vale para j = 1, 2, ... , p.

Agora,, note-se que: 

e, portanto: 

</>" (t) = f::, a; (t) h; = f::, L;, J,;(c + th), h,] h; = 

= f f J;; (e+ th) h, h;
j:.J i,,,,J 

Considerando agora y,1 (t) = f,1 (e + th), obtém-se que y'i/ (t) -
= df;; (e+ th) .h.

O vetor df,1 (e + th) tem como componentes as p derivadas par
ciais da função fo, ou sejà:

dJ,; (e+ th) = (.Jti; (e+ th), ]s,; (e+ th), ... , J.,; (e+ th))
Por fim, obtém-se: 

<f,"' (t) = ;;, ;/;:, 'Y;; (t) h, h; = ;;, ,;, (;, h,; (e + th) hk) h, h; =

= f f f Ík1; (e + th) • hk h, h;
k=l j=l i=l 
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Analogamente aos anteriores, obtém-se que: 

ti>'' (t) =. onde: 
ii"J 

Íi,, is, •• • ' ik = axl ax- ax. ax. ,, ,., '� . . . . ..

Teorema 26 (Fórmula de Tayllr) - Seja f: D ➔ R e suponha-se que f E Ck, 'k ;;, 1;·em D. Se o s�gmento de reta que une e e e +
+ h E D, h E R•, estiver conticlo em D, então existe 0 E (O, J) tal que: 
J(c + h) = f(c) + f J,(c) • h, _!_ f f fo (e) h, h, + ... +

2 i=1 j,a] i-1 

Prova: Seja 4>: [O, I] ➔ R definida po, <f, (t) = f (e + th). Por hipótese, 
<f, é contínua em [O, J] e de class� Ck em (O, 1) . Pelo Teorema de Taylor para funções de uma v�J-ável, existe 0 E (O, 1) tal que: 
... <f, (1) = <f, (O)+ <!>' (O) + � <!>" (O) + ... + t, </>k (0) 

Tendo em vista as consideraçõ s anteriores, segue-se que: 

t 
I J p p 

j(c + h) = J (e)+ J, (e)• h, -H - :E :E f,, (e) h, h; +
,-1 2 , ... 1 ,- ... 1 + kll _f, _'f ... _f, J,,. ,; .. . ,, (e+ Oh) h,

1 
h,,, ... , h,, 

• •, sa l'• "" / •
.1:

-I 

+ 

C. Q. D.
Para encerrar, faremos uma o0servação e daremos um exemplo. 

1 
A observação é a seguinte: as hipótese� do te�rema acima podem ser modificadas de maneira que t hamos f E Ck-J e k vezes diferen-326.



dável. A demonstração é a mesma, pois o Teorema ·de Taylor para 

funções de uma variável pode ser ainda aplicado à função </>·
Exemplo: 

66 - Seja f: R• ➔ R definida por f (x, y) = e'•· f E e= e, por
tanto, podemos "expandi-la" segundo a fórmula de Taylor até um
termo de ordem tão grande quanto se queira. Façamos isto consi� 

derando até as derivadas de ordem 3, sendo· e = (O; O) :
f (O, O)= 1 

:� ·(x, y) = ye" ; :; (x, y) = xe"'

a'f ( l _ , "" . a'J ( ) _ a'J ( ) "' (l + ) ax• x, y - y e ' 
a
x ay x, y -ay ax x, y = e xy ;

a'J ( ) _ , "' . a'J ( J _ • "' . a'J ( ) _ s ""·
By!J x, y - X e ' a7 x, y - y e , a

y
s x, y - X e ' 

a'J ·a'J a'J ----"--- (x y) - --'--'--- (x y) - ----"-- (x, y) = y e'" [2 + yx]ax•-ay' --:ayax•·' -axay ax 
a'J a'J a'J 

ay•· ax 
(x, y).= ax ay• (x, y) = 

ay ax ay (x, y) = x e'' [2+ xy]

Portanto: 

f (h, k) = 1 + If, (O, O) , h + J, 10, O) • k] + ; [f,, (O, O) • h' + 

s 1 s + 2J,, (O, O) hk + J,. (O, O) k] + 
6 

[f.,, (Oh, Ok) h +

+ 3J,., (Oh, 8k) h'k + 3j,., (Oh, Ok) hk' + f,,. (Oh, Ok) k8

] = 1 + 

+ [O] + ; [2hk] + ! [(Ok)' /'hk h8 + 3 (Ok) c8'hk [2 + Oh] h'k +
. � + 3 (Oh) e

° 
hk [2 + Ok] hk' + (Oh)' e" (hk) k8 
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V. 2. 2 .1 ...:. Primeira Aplicação da Fórmula de Taylor: Máximos
e Mínimos Relativos 

Definição 14 - Seja f: D ➔ R. Diz-se que: 
.. a) f tem máximo (mínimo) relativo . em e E D se existe uma 

vizinhança V de e tal que,. pata todo x E V r- D, f (e) ;;:, f (x) 
(J (e) :::'.; f (x)). Se tivermos f (e) > f (x) (J (e) < f (x)) para todo 
x E V r- D, x e/, e, então f tem máximo (mínimo) relativo estrito 
em e. 

b) f tem máximo (mínimo) absoluto em t E D se f (e) ;;:, f (x)
(f (e) :::'.; f (x)) para todo x E D. Se tivermos f (e) > f (x) (f (e) < 
< f (x)) para todo x E D, x aJ, e, então f tem máximo (mínimo) 
absoluto estrito em e. 

Sempre que existe máximo ou mínimo num poµ.to e E D, diremos 
que / tem um extremo no ponto e. Nosso objetivo é caracterizar os 
extremos de uma função diferenciável - quando eles existirem - e 
apresentar condições (�uficientes) que nos permitam identificàr os
máximos e os mínimos. 

Dada uma função diferenciável f: D � R, diremos que e é um 
·ponto crítico de f se df (e) = O, isto é, se todas as derivadas dire
cionais (em particular as parciais) se anulam no ponto e.

·Teorema 27 - Seja e E. D um ponto onde f tem um extremo
relativo. Então, e é-um ponto crítico de f, isto é, df (e) = O.

Prova: 

Seja v E R•, v "!"' (O, O), uma direção e seja </> (!) = f (e + tv) para 
todo t E R tal que e + tv E D. '4dmitamos, para lixar idéias, que e

é um máximo relativo de /. Ent�o, existe õ > O tal que, para todo 
t E (- õ, õ), </> (O) ;;:, 4- (t). Pelo teorema do máximo interior para 
funções de uma variável, sabemos que <1>' (O) = O. Ora, </>' (t) =
= df (e + tv) .v e, portanto, 4>' (O) = df (e) .v = O. Como v é 
arbitrário, segue-se que df (e) = O.

Intuitivamente, o fato de que df (e) 
D e:: R') que a aproximação linear ao 
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O significa 
gráfico de 

C. Q. D.

(no caso de 
f no ponto 

=



(e, f (e)) é horizontal, isto é, paralelà ao plano do chão. As figuras 
a seguir ilustram três casos possíveis: num deles, f tem máximo 

relativo; no outro, f tem mínimo relativo; e, no outro, não existe 

máximo ou mínimo relativo. 
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• Tendo em vista que a condiçãp df (e) = O é apenas necessária para a ocorrência de extremos rell:itivos, passaremos agora a estudar as condições suficientes para que tim ponto crítico seja um máximo relativo ou um mínimo relativo, o� nem máximo nem mínimo. 'Fare-mos, entretanto,. uma pequena 1igressão para falar sobre fomiasquadráticas, uma vez que elas de�empenham um papel central nas condições a serem estudadas. 
Definição 15 - Uma forma qua�rática Q é uma função Q: R• ➔ R

definida. po:r Q (h) = f f ! a,1 h, h;, onde a,1 são constantes
i=J j=t, (reais) tais que a,ii == a;t para to#o i, j = 1, 2., ... , p. 

Exemplos: 

67 - Q: R' ➔ R dada por Q(h,, h,) = h; + h,h, +. h,h, +
+ h: = h; + 2 h,h, + h! é uma forma quadrática onde os coefi. cientes são a11 = au == aH = as1 == 1. É interessante notar que esta forma qua_drática pode também ser escrita, em forma matricial, da seguinte maneira: 

Q(h,, h,) (hj h,) [� �] [�:] 
68 - Q: R' ➔ R dada por Q (�1, h,) = h: + h: é uma forma d ' • • f" • - I J O qua ratlca CUJOS coe 1c1entes sao a11 = a,s = e ª1s = ªse == .Escrevendo sob a forma matricia�. obtém.se que: 

Definição que, 
Q(h,, h,) (hj h,) [� �] [�:]

16 - Seja Q: R• ➔ R uma forma CJ.u_adrática. Diz.se.. .. .. 
a) Q é positiva definida se Q /h) > O para todo h E Ri'-,- {O};b) Q é positiva semi definida se Q (h) ;;:, O para todo h E R.•;
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c) Q é negativa definida se Q (h) < O para todo h E R• - {O};d) . • Q é negativa semidefinida se Q (h) � O para todo h E R•; ee) Q é indefinida se existem h, E R• eh, ER• tais que Q (h1) < O
e Q (h,) > O. 

Exemplos: 

69 - Q: R'--> R definida por Q(h,, h,) = (h; + h,) • = h; +• 
+ 2 h, h, + h! é positiva semidefinida, pois Q (h1, h,) > O se
h, # -h, e Q(h,, h,) = O se h, = -h,.

70 - Q: R• --> R definida por Q (h,, h,) • h: +. h: é positiva definida, pois Q (h,, h,) > O para todo (h,, h,) # (O, O). 
71 - Q: R• ➔ R definida por Q (h,, h,) = 1,; - h; é indefinida. Por exemplo: Q(O, 1) _ -1 < O e Q(l, O) = 1 > O. 

Seja f uma função duas vezes diferenciável no ponto x E D, onde podemos definir a seguinte forma quadrática assoàada à função 
f: Q: R•--> R dada por Q(h) = f f, {;; (x) .h,h

1
. Esta é a 

i=I i=l 

forma quadrática fundamental para ·as condiç.ões suficientes que 
estudaremos a seguir. Para enfatizar que a forma quadrát�ca .acima
depende do ponto x, escreveremos: 

p p 

Q (h; x) = :E :E f,; (x) . h, h
1 

i�J j,,.J 

Esta expressão já é nossa conhecida, pois ·é um termo da fórmula de Taylor. Em função disto, seu sinal será extremamente importante 
para nos dar informações sobre a natureza dos pontos críticos de f.

Defina.se a Matriz Hessiana de f por: 

1
!11 (x) f,. (x) f,. (x) f., (x) f., (x) f,, (x) 

H (x) 
UM f., (x) f., (x) 
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'Pelo Teo,:ema de Schwarz (admitindo-se apenas que f é duas vezes 
diferenciável), f,i (x) = f

i
, (x) para todo i, j = 1, 2, . ; ., p, isto

é, a Matriz Hessiana de f é uma Matriz Simét1·ica.

Pode-se verificar que:

Q (h; x)

ou, mais simpieSmente:
Q (h; x) = h H (x) h •

A forma quadrática Q é chamada a forma quadrática Hessianad_e f:
Exemplas: 
72 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) = xy. Como f E C' (e, 

portanto, duas vezes diferenciável) , podemos calcular a matriz hes
siana de f num ponto (x, y) E R'. Baseando-nos no exemplo 63,
segue-se que: 

H(x, y) = [� �]

A. forma quadrática hessiana de / é:
[O 01] [hh',] = 21,,I,,Q (h1, h,; x, y) = (h1 h,) l 

Note-se que esta forma quadrática é indefinida.
73 - Seja f: R' ➔ R dada por f(x, y) = x' + y'. f E e• e,

portanto, podemos determinar sua matriz hessiana num ponto
(.<, y) E R•:

[20 �]. 1-l (x, y) = " 
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A forma quadrática hessiana de f num ponto (x, y) E R' é·,·

Q (h,, h,; x, y) = (h1 h,) [i �] [�J = 2hi + 2h; 

Observe-se que esta forma quadrática é positiva definida.
74 - Seja f: R' --> R definida por f (x, y) = x• + 2xy• + y•.

Como f E C', dado (x, y) E R•: 

e:

H
_ 
(x, y) = [2- 4Y

Q (h,, h,; x, y) = (h 1 

No ponto (x, y) = (O, O) :
Q (h,, h,; O, O)

h,) [ 2 4y

(h, h,) [ �

1y 

2 ·+ 

O] [ h,]
2 h, 

é uma forma quadrática positiva definida. No ponto (x, y) -
- (-1 /2, -1):

Q (h,, h,; .....:1 /2, -1) = (h1 h,) [ 2 _4
0] [,, 

''
.
1 ] =

-4 

= 2h; - l6h1 h, 

é uma fom1a quadrática indefinida. 

Condições necessárias e suficientes para que uma forma quadrática
seja definida (positiva ou negativa) ou semidefinida (positiva ou
negativa) serão apresentadas a seguir. Iremos nos concentrar na 
forma quadrática hessiana da função f e a apresentaremos na forma 
de determinantes de submatrizes de H (x). O leitor que não estiver 
familiarizado com cálculo de determinantes pode, sem perda da 
seqüência lógica (mas, talvez, sem entender completamente alguns 
dos exemplos) , passar diretamente para o próximo teorema. 
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Dada uma matriz quadrada A, designaremos por IA I ou det A o 
seu detenninante. ! 

Seja H (x) a matriz .hessiana da função f. Os menore� principais
sucessivos de H (x) são: 

a) menor principal sucessivo .de ordem J: H, = .f" (x);
b) menor principal sucessivo de ordem 2:

l .f11 (x) J;, (x) 1 . . . .. H, = J,,(x) J.,(x) =J,,(x)'j.,(x) �J,.(x) J,,(x)
e) menor principal sucessivo de ordem k (k < p) :

!11 (x) .f1, (x)
J.,(x) J,.(x)

Ík1 (x) lu(x) 

Í1k (X) 
J,dx) 

d) menor principal sucessivo de ordem p: H, = det H (x).
Com esta terrriinologia, temos agora os seguintes resultados: 

• a) a forma quadrática hessiana Q (h; x) é positiva definida se,
e somente se, H1 > O, Hs > O, H3 > O, ... , H

'P 
>·O; e 

b) a forma quadrática hessiana Q (h; x) é negativa definida se,
e somente se, H1 < O, H, > O, H, < O, ... , (-IY, . H, > O.

Exemplos: 
75 - A forma quadrática do exemplo 72 não é positiva ou negativadefinida, pois H1 = O. 
76 - A fm-ma quadrática do exemplo 73 é positiva definida, pois • 

12 o 1 

H1 = 2 > O e H, = . O 2 = 4 > O.
Os resultados acima sã� apresentados sem demonstrações, mas 

os interessados nelas podem consultar, por exemplo, Hadley (1967), 
Debreu (1952) ou, em geral, qualquer livro de Algebra Linear. 
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Para caracterizarmos as formas quadráticas semidefinida:s; .. neces
sitamos do conceito de menor principal (note-se que anteriormente 
tínhamos menor principal sucessivo) . Dada a matriz H (x) de f, 
define-se o menor principal de ordem k como sendo: 

Íii (x) 

J;, (x) 
H'fc = 

Ík,(x) 

f;;(x) 

Í;; (x) 

.t.; (x)

f« (x)

Í;k (x) 

sendo (i, j, ... , k) uma permutação qualquer de k inteiros perten
centes ao conjunto {l, 2, ... , p}. Para exemplificar, considere-se 
a matriz: 

Os menores principais de ordem 1 de A são: 

Os menores principais de ordem 2 ·são: 

1 
a11 a,, 

1 A
1r 

-· 
t • - a ín 112.� 

e I a,. a., 1 
au ª11 

Vejamos um exemplo com uma matriz 3 x 3: 

a) os menores principais de ordem 1 são a11, ass e as ,1; 

b) os menores principais de ordem 2 são:
- considerando as permutações de (1, 2), obtém-se:

1 ª'.' a,. 1 e 1 a,, ªu 
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- considerando as permutaçõJ de (2, 3), obtém-se:
1 a., a., 1 1 1 a,, ª

" 1 e 
D:;2 ª3!! 

1 ª2;/
ª:a 1 - considerando de as permutaçõeJ (1, 3),

1 ª11 a,, l l I a,, 
obtém-se: 

e) ªs1 ªn 1 013 os menores • •• d I d 3pnnc1 pais e or , em 
ª" a,, ªis a,. a,, a,s a,, -· ªee a,s ; a,, ª11 a,s ; as, as, U33 a., a,, ª•• 

a,. a., 031 ªss ª" a,. a,. a,, a., ; aw ª11 a,, ; a,, a,, ª11 a,. a,, a,. Com a terminologia acima, te1 os que: 

ú:11 1•11 são:
a., a,s a,, as, a,. a., 
.ªu a,s a,, 
ª" a,, a,, a,, a,. a., 
ª" a,. a,. 

; 

a) a forma quadrática hessian� Q (h; x) é positiva semidefinidase, e somente se, H1; � O, k.= 1,12, ... , p; e b) a forma quadrática hessianh Q (h; x) é negativa semidefinida
1 se, e somente se, (-1) 1.; H1[ -� O� k == 1, 2, ... , p. (Para demons-tração destes resultados, ver Debieu (1952) .) Observe-se que é essencial que e!xaminc1nos t<;>dos os·menores principais (e não apenas os menores �rincipais sucessivos), como mostrao exemplo a seguir. Seja:
1 A-[b �]e seja a forma quadrática Q: R' �> R dada por: 
1 Q (h,, h,) = (h, h,) Á: [ h, ] = h!;;;, O
1 h2 Q é positiva semidefinida e nã� é negativa semidefinida. Porém, se examinarmos apenas os mentjres principais sucessivos, teremos 

3:3.6: 
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A1 == O e A 2 == O, o que nos poderia induzir à conclusão errônea 
de que ·Q é negativa semidefinida. Obviamente, isto não acontece 
se levamos em conta os menores principais: A1J == O e 1 e Af== O e O . 

. Considerando os resultados "a" e "b" anteriores, podemos, por exclusão, dizer que a forma quadrática Q (h; x) é indefinida quando 
seus menores principais não satisfazem as condições estabelecidas em "a" e "b". Mais intuitivamente, Q (h; x) é indefinida se pelo 
menos um dos menores principais tem sinal "estritamente contrário 
a9 esperado". Por exemplo, se sabemos que H7[ ? O e se H1; < O (para alguns dos menores em questão), já. sabemos que a forma 
quadrática não é definida. Logo, ela será indefinida. 

Iremos agora tratar com algum detalhe o caso em que a forma quadrática Q está definida em R•. Neste caso, temos que: a) Q é positiva (negativa) definida se, e somente se, f11 (x) > O
e f11 (x) · f,, (x) > r:, (x) (!11 (x) < o e f11 (x) , f,, (x) > f ;, (x)) ; Cb) Q é indefinida se, e somente se, f11 (x). f., (x) < t;, (x).

A prova destas afirmativas é relativamente simples. Considere-se a expressão Q (h; x) = f11 (x) h: + 2f,. (x) h,h, + f,. (x) h!, Observe-se o seguinte: se Q (h; x) é definida, então f11 (x) # O, pois, dado h = (h,, O), h1 # O, Q (h; x) = f11 (x) .h;; se Q é indefinida e f11 (x) = O, então f,, (x) # O e, em conseqüência . disto, (11 (x) .f,, (x) - t:,(x) < O; e, se f11 (x) .f,, (x) - t:,(x) < O ef,, (x) = O, então f,, (x) # O e, portanto, Q é indefinida. 
Para completar a demonstração, falta-nos examinar os c�sos em que f11 (x) # O. Nestas condições, Q (h; x) pode ser reescrita da 

seguinte maneira: 

Q(h· ) = f () {h' +· 2 J,,(x) h h +. J,,(x) h'}
, X 11X 1 j() ' ' j(·) ' • 

11X 11 ,C 

= j (··) {h' + 2 J,,(x) h h + ( f,,(x) / )'+ 
11X 1 j( 1 2  j()'' 11XJ 11 X 

+ J.,(x) • h! - .fi,(x) h;,) = f11 (x) { (h, +J,, (x) J;, (x) J,, (x) )' ( h, ) ( ) , } + f11 (x) h, + f11 (x) • U11 (x) • J,. x - J,.(x))
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Portanto, se j 11 (x) , j
,. 

(x) _ Jf, (x) < O, teremos Q (h; x) in
definida. Reciprocamente, se Q (h; x) é indefinida, f11 (x) . f,. (x) -
-JJ,(x) < O. 

Além disto, para Q (h; x) ser definida é necessário e suficiente 
que f11 (x) . f,. (x) > f;, (x). Neste caso, teremos Q (h, x) > O 
se f11 (x) > O e Q (h; x) < O se f11 (x) < O.

Vejamos agora as condições necessárias e suficientes para Q ser 

semidefinida: Q é pasitiva (negativa) semidefinida se. e somente se,

f11 (x) ? O, f., (x) ;;?: O e f11 (x) . f,. (x) ? t:, (x) (f11 (x) :( O, 
f., (x) :( O e f11 (x) . f., (x) - t:, (x) ;;?: O) . 

Consideremos, separadamente, dois casos. 

Caso a: f11 (x) = O. Então, Q (h; x) = 2f,. (x) h1h, + f., (x) h:. 
Se Q (h; x) ;;?: O para todo h E R', então f,, (x) = O e f,. (x) ;;?: O,

isto é, !11 (x) ? O, f,. (x) ? O e /11 (x). /,, (x) - f;, (x) ? O. Se,

por outro lado, esta última condição se verifica, tem�se fu (x) == O 
e, portanto, Q (h; x) ? O para todo h E R'.

Caso b: f11 (x) # O. Se Q é positiva semidefinida, então (ver de
senvolvimento feito acima) /11 (x) . 1,, (x) - /'., (x) ? O, /11 (x) ? O 
e f,, (x) ;;?: O. Por outro lado, satisfeita esta condição, Q é positiva 
semidefiniqa em vista do desenvolvimento acima. 

As condições necessárias e suficientes para Q (h; x) :( O para todo 
h E R2 são obtidas de maneira semelhante. 

Teorema 28 (Condições Suficientes de Segunda Ordem) - Seja 
1 E e• em D e seja e E D um ponto crítico de f. Se a forma quadrática 
hessiana Q (h; e) é positiva definida (negativa definida), f tem mí
nimo relativo estrito (máximo relativo estrito) no ponto e. Se 

Q (h; e) é indefinida, então f não tem máximo ou mínimo no 

ponto e.

Prova: 

Suponhamos que Q (h: e) é positiva definida. 

Inicialmente, note-se que a esfera S = {x E RP: JxJ = 1) é um 
conjunto compacto. Além disto, dado x E RP, Q (h; x) restrito ao

conjunto S atinge um mínimo, pois Q é contínua e S. é compacto 
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(Teorema de Weierstrass). Seja h• E S este ponto. Portanto, para
todo h E s, Q(h; x) ): Q(h*, x). 

h 
Seja agora h E R• - (0). Como 

7)ií 
E S, temos que:

Como: 

Q c;:1 ; x) ): Q(h*; x)

1 
jhj

' , Q(h; x)

segue-se que: 

Q (h, x) ): jhj' Q (h*; x)

Concentremo-nos agora no ponto e E D. Pelo que acabamos de ver, 

Q (h; e) ): jhj' Q (h•, e) para todo h E R•. Além disto, Q (h*, e) > O, 
pois Q é positiva definida. Como Q (h*; x) é uma função contínua
de x (pois f E C'), existe õ > O tal que, para todo h E RP com

i"I < õ, Q (h", e + h) > O • .

Seja agora h E R• tal que e + h E D e tal que o segmento de
reta que une e e e + h está totalmente compreendido em D (tal h 

existe porque D é aberto). Pela fórmula de Taylor, existe O E (O, J)

tal que: 

1 
f (e + h) = f (e) + 2 Q (h; e + Oh) 

(lembre-se de que df (e) = O, uma vez que e é um ponto crítico de f). 
V. 

Do que observamos na parte inicial ·aa demonstração, vem que: 

1 
f (e + h) = f (e) + 2 Q (h; e + Oh) ): f (e) -!-

+ jhl' Q(h*; e+ Oh)
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Restringindo, se necessário, 

por fim, que Q (h*; e + 0h)
h iiara que O < lhl < ô, obtém-se, 
>: O, donde se segue que: 

! 
' 

1 ' f(c + h) ;;;, /(e) + TÍ lhl' Q(h*; e+ 0h) > f(c)
Como isto vale para todo h E R• tal que O < lhl < ô, f tem um 

mínimo relativo no ponto e. 

Suponha-se agora que Q (h; e) é negativa definida. Então, 
- Q (h;_ e) é positiva definida e é a forma quadrática hessiana da 
função g: D --> R dada por g (x) = -f (x). Pelo que acabamos de 
demonstrar, g tem um ponto de mínimo relativo em e. Ora, isto é o 

mesmo que dizer que f tem máximo relativo no ponto e. 

Suponha-se, por fim, que Q (h;; e) é indefinida. Neste caso, exis• 

tem h, E R• - {O} eh, E R• +- {O} tais que Q(h,; e) > O e 
Q (h,; e) < O. Além disto, sendo D um conjunto aberto, existe y > O
tal que, para todo t E (- y, y), � + th, E D e e+ th, E D. Ainda 
mais, como Q (h,; x) e Q (h,; x) sao contínuas na variável x (f E C'), 
Q (h,; e + th,) > O e Q (h,; e +I th,) < O, onde, se necessário for, 
tomamos um intervalo menor dol que o intervalo (- y, y). 

Pela fórmula de Taylor, existe ,0 E (O, J) tal que: 
1 1 f (e + th1) = j(c) + 
2 

Q (th1; e t e th1) = f (e) + 
2 

t' Q (h1; e+

+ e th,\ > f(c)

1 1 
j(c + Ih,) = f (e) + - Q (th,; e + e th,) = f(c) + - t' Q (h,; e+2 2 

+ 0 th,) < f(c)

Portanto, em qualquer vizinhar)ça de e existem pantos e +, th
1 

e e + th, tais que f (e + th1) > f (e) e f (e + th,) < f (e), Logo;
f não tem máximo ou mínimo nó ponto e. 

C. Q. D.
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Exemplos:
77 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) = xy (x - 1), f é uma

função de classe e•. Seus pontos críticos são dados pela solução do 
seguinte sistema: 

ôf 
()X 

ôf 
ôY 

(x, y) y (2., - 1) o 

(x, y) = x (x - 1) = O 

Portanto, os pontos em que df = O são: p1 = (O, O) e p, = (1, O) .
Podemos agora verificar se as condições suficientes estabelecidas no 
teorema anterior podem nos auxiliar na identificação de extremos: 

H (x, y) - [2y
2x - 1

2x - �]
Considerando o ponto p11 temos que H1 == O e H, == -1 < O.

Portanto, este não é um ponto de máximo nem c.Ie mínimo. 
Da mesma maneira, no ponto Pe temos H1 == O e H, == -1 < O,isto é, p2 também não é um ponto de máximo nem de mínimo na 

função. 
78 - Seja f: R' ➔ R dada por f (x, y, z) = x1 + y' - z'. Como

/ E C2
, procuraremos aplicar as condições suficientes estabelecidas 

acima. O único ponto crítico de f é (O, O, O) . Além disto:

Note-se que: 
H

1 = 2 > O; H, = 1 � o 

2 
4>0 e H.,

Portanto, a ongem não é um extremo relativo da função. 
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79 - A função f: R' ➔ R dada por f (x, y) = x' + y' tem um 
mínimo relativo no ponto (O, O). É fácil concluir que este é um 
mínimo absoluto, pois f (x, y) ;;:, O para todo (x, y) E R'. 

80 - Seja agora f: R' ➔ R definida por f (x, y) = x4 + Y'· f é 
de classe C2 e o único ponto crítico que possui é a origem. Entretanto: 

Neste caso, as condições suficiéntes estabelecidas no Teorema 28 
não nos auxiliam na identificação da natureza (máximo, mínimo ou 
nenhum) do ponto crítico. 

Tal como no exemplo anterior, é fácil concluir que f tem mínimo 
(absoluto) na origem, pois f (x, y) ;;:, O para todo (x, y) E R'. , 

Este exemplo ilustra o caso em ,que, apesar de a condição suficiente 
não ser satisfeita, o ponto crítico é um extremo da função, o que 
significa que as condições suficientes não são necessárias. 

81 - Modificando ligeiramente o exemplo anterior, pode-se ver 
que também a condição (suficiente) para que o ponto não seja de 
máximo ou mínimo não é necessária. Considere-se f: R2 ➔ R dada 
por f (x, y) = x' + y'. f tem um único ponto crítico (O, O) e: 

Entretanto, a origem não é um ponto de máximo ou de mínimo. 
pois: 

f (O, y) ,ç f (O, O) ,ç f (x, O)

qualqllcr que seja y =:s; O e x E ·R) o que significa que numa vizi. 
nhança (tão pequena quanto se queira) da origem existem pontos 
onde f é maior (ou igual) e pontos onde fé menor (ou igual) que 
f (O, O) . 

Tal como no caso das funções Q.e uma variável, é pnssível estabele
cer condições suficientes mais poderosas envolvendo o cálculo de deri
vadas de ordem superior a 2. Entretanto, pela dificuldade prática 
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e operacional dos cálculos daí advindos, e também porque nas apli
cações econômicas as condições suficientes de segunda ordem são 

bastante potentes, não entraremos no estudo deste teorema. 

(o ,Y)

Teorema 29 (Condições Necessárias de Segunda Ordem) - Seja 
f E e• em D e seja e um extremo de f. Se e é um mínimo (máximo) 
relativo, Q (h; e) é positiva (negativa) semidefinida. 

Prova: 

Seja h E R• e seja t E R tal que e + th E D (t existe, pois D é 
aberto) . Como e é um ponto de mínimo relativo, temos que: 

a) df (e) = O; e

b) existe õ > O tal que, para todo t E R, ltl < õ, f (e+ th) ;,,
;,, f (e). 

Seja, portanto, O < ltl < õ e e + ih E D. A fórmula de Taylor 
garante que existe 0 E (O, 1) tal que; 

. 1 
f (e + th) = f (e) + 2 Q (th; e + 0 th)
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ou, ainda: 
f(c + th) - f(c) '] 7T Q (th; e + 0 th) ;;, O 

i 
1 t• Portanto, - Q (h; e + O th) 2 ? O. Como Q é contínua, segue-se que: 

lim Q (h; e + O l�) = Q (h; e) ;;, O O caso em que e é um se considerarmos a forma ponto 1:cjl.e máximo segue-se imediatamente
-Q (h; e).

C. Q. D.Examinemos por um· instante as condições estabelecidas nos Teoremas 28 e 29. Para simplifica_r, escrevamos:
quando a forma quadrática hessiana for positiva (negativa) definida e semidefinida, respectivamente. Uma cadeia de implicações que vimos é a seguinte: 

1 Q, > O =► e mínirho relativo=► Q, ;;, OJá vimos que e mínimo não imt:Iica Q,· > O (exemplo 80). Também é verdade que Q
0 

� O não implica e mínimo, o que significa que podemos ter Q
0 

� O e e se. um ponto que não é de máximo ou de mínimo. O exem pio a seg, ir mostra um caso destes. 82 - Seja f: R' ➔ R definidJ por f (x, y) = 3x' - x' - 6y'.Os pontos críticos de f são da 1dos pela solução do sistema: ôf (x, y) ·,
1 

6x - 3x• = O
ê)X 

ôf ôY (x, y)
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Portanto, temos: P1 de f é:
(O, O) e P,

[ 6 - 6xH (x, y) = O 

(2, O). A matriz hessiana

No ponto P, = (O, O), H (O; O) é positiva semidefinida. Entretan
to, (O, O) não é um ponto de máximo ou de mínimo de f, pois para
todo y E R e para todo x < 3 temos:

f (O, y) = - 6y4 :;;:; f (O, O) :;;:; f (x, O)
Concluindo, o ponto (O, O) não é de máximo ou de mínimo e a

forma quadrática hessiana Q (h; (O, O)) é positiva semidefinida,
isto é, Qc ;;?: O não implica e mínimo.

Apenas para completar o estudo de f e apresentar mais um exem
plo de que máximo não implica Qc < O, examinemos o ponto
crítico P, = (2, O). H (2, O) é negativa semidefinida. • 

Verifiquemos agora que f tem máximo absoluto em Pi - Note-se
que f (2, O) ·= 4. É necessário e suficiente entremostrarmos que
3x' - x' - 6y• :;;:; 4 para todo (x, y) E R•. Esta condição - equi
valente ainda a (Jx• - x• - 4) - 6y• :;;:; O para todo (x, y) E R'
- é satisfeita, pois - 6y4 � O e 3xt - x3 

- 4 � O, tendo em
vista que a ftinção (3xt - x3) ten1 máximo absoluto em x == 4 e,
neste ponto, seu valor é exatamente 4.

Nos Teoremas 28 e 29 .também estabelecemos o seguinte:
Q, < O =► e máximo =► Q, :;;:; O

Qc indefinida =► e não é máximo ou mínimo
Observações análogas à anterior valem neste caso, isto é, as impli

cações contrárias não são verdadeiras. Além disto, se e não é máximo
nem mínimo, Qc ·pode ser indefinida, positiva semidefinida (porém
não positiva definida) ou negativa semidefinida (porém não nega
tiva definida) .
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V. 2. 2. 2 - Segunda Aplicação da Fórmula de Taylor: Funções
Côncavas e Convexas j

1 

1 Nesta aplicação da fórmula de aylor, faremos uma apresentação 
semelhante ao que fizemos para rrfunções de uma variável. As definições e os teoremas, com as de'\-lidas modificações, são os mesmos 
já apresentados, de maneira quel a leitura desta parte deverá ser 
amena.Definição 17 - Seja D e: RP um conjunto convexo e aberto e 
seja f: D -> R diferenciável. Diz -se que f é uma função

côncava (função convexa) se, para todo J E D, y E D:j(x) � f (y) + df (y) • (x - y) (f (x) � f(y) + dj (y) • (x - y))Diz-se ainda que f é estritamen
1
te côncava (estritamente convexa) 

se, para todo x E D, y E D, x ] y:f(x) < j(y) + df(y) • (x-y) (j(x) > j(y) + dj(y) • (x- y))
Esta definição é UJ?,la generaliz Ção óbvia da Definição 6. Note-se 

que o conjunto D é, por hipótese, 1 convexo, enquanto na Definição 6 
tínhamos um intervalo I (que também é convexo) . Uma expressão 
com� a que define a função cônJava (função convexa) certamente 
pode, se tomarmos os devidos cL�idados, ser bem definida, mesmo D - • E I • d que nao seja convexo. , ntretanto, neste caso, multas as pro-
priedades interessantes desta cla!se de funções são perdidas. Por 
exemplo, considere-se a figura ai seguir, onde f está definida em (a, b) '--' (e, d) . Esta função não f côncava (pela definição anterior) 
e, entretanto, sua derivada segmida é sempre negativa. 

. 1 Teorema 30 - Sep f: D � R, D e:: R11 aberto e convexo, e supo-
nha-se que f é diferenciável em 4. Uma condição necessária e sufi
ciente para que f seja côncava é lque, para todo B E [O, JJ e para 
todo x E D, y E D, tenhamos f (Bx + (1 - B) y) ;;, Bf (x) +

+ (J - B) f (y).
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f (x J 

e e X 

Prova: 

Sejam x E D, y E D e suponha-se que:

f (0x + (1 - 0) y) ?, 0f (x) + (1 -

0) f (y)

-para todo 0 E [O, 1]. Isto significa que:

f [0 (x - y) + y] - f (y) ?, 0 [f (x) - f (y)]

Se.O # O, podemos reescrever esta expressão da seguinte form�:

Portanto:

f [0 (x - y) 
0
+ y] - f(y) ?, f(x) - f(y)

lim f [9 (x - y)
" + y] - f(y) ?, f(x) - f(y)

o--,o u 

Ora, o limite acima é, por definição, a derivada direcional de f no
ponto y na direção de (x - y) . Como f é diferenciável:

ôf 
ô (x - y) (y) = df (y) • (x - y)

e conclui-se que f é uma função côncava.
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Suponha-se agora que f seja côncava e sejam x E D, y E D e 8 E (O, 1) (se 0 = O ou O = l,tnada há para demonstrar). Então: 
f(x) - j (8x + (/ - 0) y) ,s;; (J 1 0) dj (0x + (1 - 0) y) • (x - y)j (y) - j (0x + (1 - 8) y) ,s;; ( 70) df (0x + (1 - 0) y) • (x - y) 

Destas duas desigualdades obtám-se: 
1 f(x) -j (�x �t - 0) y) ,s;; rj (0x + (1 - O) y) • (x - y) ,s;;

,;::: j(y) -f(�x + (1 - O) y)
� 1-0Considerando a primeira e a ' ltima ex pressão acima, segue-se a conclusão desejada. 

C. Q. D.Valem também os seguintes resultados: a) f é convexa se, e somente se, para todo O E [O, l] e para todo_
X E D, ,, E D: . t 

f (Ox + (1 - 8) y) � Of (x) + (1 - 8) f (y) 
Prova: 

f é convexa se; e somente se, f C côncava. 
b) f é estritamente côncava se, e somente se, para todo O E (O, 1) epara todo x E D, y E D, x =fa y: f (Ox + (1 - O) y) Of (x) -1- (1 - O) f (y) 
Prova: 

Se f (Ox + (1 - 0) y) > 0 f(x) + (1 :___ 8) f (y) para todo O E (O, 1) e para todo x E D, y E D, x =fa y, então (pelo teorema anterior) f (Ox + (1 - O) y) ,s;; ,f (y) + 8df (y) (x - y). Segue-se que 0df(y) . (x -y) � f(Ox + 01 - 8) y) - f(y) > 8[f(x) -
- f (y) ]. A outra parte da demolistração fica a cargo do leitor. 
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c) f é estritamente convexa em D se, para todo 0 E [O, J] e para
todo x E D, y E D, x # y, f (0x + (J - 0) y) < 0 f (x) + (J -
- 0) f(,y).

Prova: 

/ é estritamente convexa se, e somente se, - f é estritamente 
côncava. 

Como já havíamos mencionado anteriormente, grande parte da 
atração que as funções côncavas (convexas) exercem deve-se ao seu 
bom comportamento com relação a máximos (mínimos) . Se e E D 
é um ponto crítico de uma junção côncava (convexa) diferenciável, 

então e é um ponto de máximo absoluto (mínimo absoluto), o 
que se comprova facilmente na Definição 17. Além disto, quando 

f é estritarnent
.
e côncava (estritamente convexa), e é um máximo 

absoluto estrito (mínimo absoluto estrito) .. A verificação desta afir
mativa faz-se da seguinte forma: suponha-se f estritamente côncava 
e suponha-se que e e e', e # e', sejam máximos (absolutos) de f. 
Então, f (e) = f (e') . Dado 0 E (O, 1), f (0c + (1 - 0) e') >

> 0f (e) + (1 - 0) f (e') = f (e), o que representa uma contra
dição com o fato de que e é um máximo absoluto de f.

Teorema 31 - Seja f: D ➔ R, D e:: RP aberto e convexo e 

f E C'. Então: 

a) f é côncava se, e somente se, Q (h; x) (a forma quadrática
hessiana) é negativa semidefinida "para todo" x E D; e 

b) fé convexa se, e somente se, Q (h; x) é positiva semidefinida
"para todo" x E D. 

Prova: 

a) Suponha-se que Q (h; x) é negativa semidefinida para todo
x E D. Seja h E RP tal que x + h E D. Como D é convexo, o seg
mento que une x e x + h está contido em D. Pela fórmula de 
Taylor, existe 0. E (O, J) tal que: 

1 
f (x + h) = f (x) + df (x) . h + 2 Q (h; x + Oh) �

� f (x) + df (x) . h 

Portanto, f é côncava. 
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Suponha-se agora que f é côncava em D e que existam x0 E D e 
h0 E R• - (O) tais que Q (h0; x0) > O. 

Como Q é contínua, existe õ > O tal que, para todo y E D com 
IY - x,I < õ, temos Q (h,; y) > O. Seja a > O tal que O < .lah0

1 < õ. 
"Para todo" O E (O, 1) : 

Q(aho ; >'o +- O (aho)) = ,.' Q (ho ; Xo +- O aho) > O 

A fórmula de Taylor, por outro lado, garante que "existe" 

8 E (O, 1) tal que: 
• 1 

JCxo +- aho) = j (xo) +- dj (xo) • aho +-
2 Q (ctho ; Xo + 8 (aho)) = 

= J (xo) + dj (xo) • aho + � Q (ho; Xo + 8 (aho)) > . 2 

> f (xo) + dj (xo) • (aho) 

Isto contradiz a hipótese de que f é côncava. 

b) O resultado segue-se imediatamente de que f é convexa se,

e somente se, - f é côncava. 

C. Q. D.

Teorema 32 - Seja f: D➔ R, D e R• aberto e convexo e f E e•. 
Então: 

a) se Q (h; x) é negativa definida "para todo" x E D, f é estri
tamente côncava; e 

b) se Q (h; x) é positiva definida "para todo" x E D, f é estri
tamente convexa. 

Prova: 

a) Dado x E D e dado h E R• tal que x + h E D, existe
O E (O, 1) tal que: 

1 
f (x f- h) = f (x) f- df (x) . h f- 2 Q (h; x f- Oh) < 

< f (x) + df (x) . h 
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b) / é estritamente convexa se, e somente se, - f é estritamente
cóncava. 

C. Q. D.

Exemplos: 

83 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) = xy. f não é uma 
função côncava nem convexa em R2, pois a forma quadrática hes
siana é indefinida, isto é: 

H (x, y) 

sendo H, = O e H, = -1 < O. 

84 - Seja f: D ➔ R, D = A: = { (x, y) E R': x > O e y > O) 
definida por f (x, y) = x a . yê, a > O, � > O e a + � ,;;;; 1. fé 
uma função côncava em D. Note-se, inicialmente, que f E C2 em D. 

Examinemos a forma quadrática hessiana de /: 

àj ( ) a-1 p àf ( ) a .13-1 • a; x, y = ax • y ;
ay 

-x, y = {3x • y· ' • • •

r" (a - 1) x"'_, il a/3 • x"'-I • i1-•

]H(x, y) = 
L a/3 x"'-1 

• 1-t /3 (/3 - 1) x"' • 1-• 

Portanto: 

Hr = "(a - 1) x"'- 1 I < o e 

a (a - 1) xª-;; yP 

/3 (/3 - 1) xª 
• 1-• < O

H; = B a-1 (:J-1 

/3 a-1 {3-1 
a X y 

e 

CI, X •y

= a/3 • x""-• • y•ê-• (1 - a - /l) ), O 

/3 (/3 - 1) x"' • i/-:' 

a/3 xª-1 1-1 

/3 a-1 p-1a X y 

= 

Logo, Q (h; (x, y)) é negativa semidefinida para todo (x, y) E D
e, em conseqüência, f é côncava. 
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Quando a + � < I, a função f é estritamente côncava, uma 

vez que Q (h; (x, y)) será negativa definida. 

se· a+ � = 1, então Q (h; (x, y)) é negativa semidefinida, porém 

não é negativa definida. Basead0:s no teorema anterior nada pode• 

mos afirmar com relação à concavidade estrita de f. Entretanto, 

sejam z = (x, x) E D e z' = (x', x') E D, z # z'. Dado 0 E (O, 1), 

f (0z + (1 - 0) z') = f (0x + (1 - 0) x', 0x + (1 - 0) x') = 
= (x + (1 - 0) x')ª (0x + (1 - 0) x') 1 -a = 0x + (1 - 0) 

x' = 0f (z) + (/ - 0) f (z') . Isto mostra que f não é estritamente 

côncava quando a + � = 1.

85 - A função f: R' ➔ R definida por f (x, y) 
convexa. Note-se que f E C1 é: 

[12 x' 
H (x, y) = 

o, 

x4 + y4 é 

sendo, portanto, a forma quadrática hessiana positiva semidefinida. 

É conveniente observar que a forma quadrática acima mencionada 
não é. _positiva definida. Entretanto, como verificaremos a seguir, f 
é estritamente convexa. · 

Se f não é estritamente convexa, existem (a, b) E R' e (x, y) E R•, 
(a, b) a;f= (x, y), tais que: 

f (a, b) + df (a, b) . ( (x, y) - (a, b)) x' + Y'

isto é: 

ou, ainda: 

(x - a)' [(x + a)' + 2a'J + (y - b)' [(y + b)' + 2b'J = O 

Entretanto, esta igualdade é verdadeira sê, e somente se, x == a 
e y == b, o que é contrário à hipótese. Logo, fé estritamente côncava. 
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V. 3 - Derivadas de Funções de Rp em R�

Faremos, nesta seção, uma breve extensão da teoria para tratar
as funções vetoriais, isto é, funções cujo conjunto de valores é um 
subconjunto de Rq., q � 1. A apresentação se constituirá na definição 
de diferenciabilidade, na demonstração da Regra da Cadeia (que 
ainda não demonstramos sequer para as ·funções de p variáveis) e 
aplicações simples. 

Seja D e:: RP um conjunto aberto e seja f: D ➔ R•. Recordemos 
que f possui q funções componentes f': D ➔ R, isto é, dado x E D, 
f (x) = (f' (x), f' (x), ... , f• (x)) . 

Definição 18 - Seja f: D ➔ R', D e:: RP aberto. Diz-se que f 
é diferenciável em e E D se: 

a) existem as derivadas parciais (e)' 
e j = 1, 2) ... , p; e 

b) para todo h E RP tal que e + h E D:

f (e + h) = f (e) + Df (e) . h + r (h) 

sendo: 

e, por definição: 

Dj(c) =

aj' a
r aj'-

a
- (e) - (e) ... -

0
- (e)

Xt axg Xp 

S5S 

(6)



Observações com relação à Definição 18: 
a) Do ponto de vista formal, esta definição é semelhante à Defi

mçao 11. Entretanto, no presente caso, (6) é uma equação vetorial, 
isto é, representa, na verdade, um conjunto de q igualdades de 
escalares. Note-se que Df (e) . h é um vetor cujos elementos são 
(df'(c) .h, df'(c) .h, ... , df•(c) .h), e que r(h) é um vetor cujos 
elementos são r (h) = (r' (h), r' (h), ... , r• (h)). 

b) A matriz Df (e) é chamada a matriz jacobiana de f no ponto e.

e) Em certos casos, é conveniente escrever a condição (6) da
definição da seguinte maneira (équivalente) : 

f(c + h) = f(c) + Df(c) .h + [h[ p(h) 

sendo lim p (h) = O e p (O) = O.
•-o 

d) Já vimos, quando estudamos limites, que lim r
[ 
(h

[
) = O se, h~O h 

e somente se, lim r'
[
h(h[

) 
= O. Seg(!e-se desta observação que fé dife

h-,o 

renciável no ponto e se, e somente se, cada função componente f' 
é diferenciável em e, i == 1, 2, , .. , q. 

e) Quando D e: R, f associa a cada t E D o vetor f (1) = ({1 (t),
f' (t), ... , f• (t)). A diferenciabilidade de f é então equivalente à
das funções (de uma variável) fi, i == 1, 2, . : ., q. Neste caso, indi
caremos Df (t) simplesmente f' (t) = ( (f') '(t), (f') '(t), ... , (t•) '(t)). 
Por exemplo, considere-se f: (-1, 1) ➔ R' definida por f (t) =
= (t, t'). O conjunto de valores de f é o trecho da parábola y = x•

compreendido entre os pontos x == -1 e x == 1 (ver a figura a
seguir) 

Para cada t E (-1, 1), f' (t) _;. (/, 2t). Por exemplo, f' (1 /2) =
== (1, 1) representado na figura. Note-se que a inclinação do vetor
(1, 1) é igual à da parábola y = x• no ponto x = 1 /2, ou seja, 
ele tem a mesma inclinação da reta tangente à parábola no ponto 
x = 1 /2 (equação desta reta: -! /4 + x). Por esta razão, ele tam
bém será chamado vetor tangente. No próximo capítulo voltaremos 
a este assunto um pouco mais cuidadosamente. 
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Para enunciarmos a Regra da Cadeia necessitamos de saber multi
plicar duas matrizes A e B, sendo A com m linhas e n colunas e B 
com n linhas e p colunas. O produto A .B é a matriz C de m linhas 
e p colunas cujo elemento i, j é: 

k-1 

As propriedades do produto matricial que utilizaremos a seguir 
são (A.B) .C = A. (B.C) e A (B + C) = AB + AC, desde que
seja possível efetuar as multip�icações indicadas. 

Teorema 33 (Regra da Cadeia) - Sejam D e:: RP e V e:: Rq con
juntos abertos. Sejam f: D ----> Rq e g: V ----> Rk tais que f (D) e:: V. 
Se f é diferenciável em x E D e g é diferenciável em y = f (x), 
então g0f: D ----> Rk é diferenciável em x e D (g0f) (x) 
= [g (f (x))] .Df (x). 

Prova: 

Como f é diferenciável em x, para todo h E RP tal que x + h E D 
temos: 

f (x + h) = f (x) + Df (x) . h + lhl p (h), p (O) = O 
e: 

lim (h) = O 
h-0 
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e: 

Da mesma forma, para todo k E R• tal que y + k E V temos: 

g /,y + k) = g /,y) + Dg /,y) • k + lkl o (k), o (O) = o 

lim o (k) = O
k-+O 

Tomando k = f(x + h) - f(x) = Df(x) . h + lhl p(h),
obtém-se (após algumas substituições) : 

g,f (x + h) = g,f (x) + (D [g (t (x))] . Df (x)) . h + lhl y (h)

onde: 

y (h) h 
= D [g (f (x))] p (h) + IDf (x) . 1)if + p (h) 1 o (Df (x)

. h + lhl p(h)) 

e: 

lim y(h) = O

h pois Df (x) l7iT é limitada e o (Df (x) . h + lhl p (h)) tende a
zero quando h tende a zero e os demais limites são todos iguais a 
zero. 

Portanto, (g0f) é diferenciável no ponto x. 

C. Q. D.

Um casá particular interessante da Regra da Cadeia é o seguinte: 
seja f: D ➔ Rq, D e: R aberto, f diferenciável em t E D, e seja 
g: V ➔ R, V e: R" aberto,; f (D) e: V diferenciável em f (t) . 
Então, g0f é diferenciável em t e,

. 
indica11do as derivadas parciais de

g por gv g2, . . •  , gq
, tem-se:

(gof)'(t) = dg(f(t)), f'(t) = (g,(f(t)), g,(f(t)), ... , gq (f(t))), 

• ((f1

)' (t), (f')' (1), ... , (J")' (t)) = t g, (f (t)) • (f')' (t)
i = 1 

Como aplicação imediata disto, seja f: D ➔ R, D e RP aberto e
diferenciável em D e sejam e E D, h E R•. Definamos .p para todo 
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t E R tal que e + th E D da seguinte forma: q, (t) = f (e + th) 
(note-se que q, == foÀ, sendo À (t) = e + th). 

Pela Regra da Cadeia, q,' (1) = :S f, (e + th) . h,. Este resul
i = 1 

tado já tinha sido obtido na seção anterior por um procedimento 
�iferente do que descrevemos acima. 

Outra conseqüência da Regra da Cadeia é a seguinte: seja 

f: D ➔ R, D e:: RP diferenciável em e E D. Já vimos que of (e) =
. ov 

= df (e) . v para todo v E R' - {O), sendo que, por defini-
- of . f (e + tv) - f (e)çao, - (e) = ltm --------. Suponha-se agora queQV !->O t 

À: [-e, e]➔ D é tal que À (O) = e e )e' (O) = v, e considere-se também 
a função f01c: [-e, e] ➔ R. foÀ é diferenciável e, pela Regra da Cadeia,
(f,),)' (O) = df ().(O)) . ).' (O) = df (e) . v, isto é, na definição da

derivada direcional podemos considerar, se f for diferenciável, qual
quer ). com as propriedades l. (O) = e e l.' (O) = v.

Como uma outra aplicação da Regra da Cadeia provaremos agora 
um resultado de extrema importância pela sua utilização em Teoria 
Econômica: o Teorema de Euler para funções homogêneas. 

Definição 19 - Seja f: RP ➔ R. Diz-se que f é homogênea do
grau k se, "para todo" x E Rv e "para todo" À > O, f (lcx) = À'f (x). 

Exemplos: 

86 - Seja f: R• ➔ R definida por f (x, y)
� > O. Para qualquer À > O e (x, y) E R': 

j(Xx, Xy) = (Xx)" (Xyl = xa+P . xª . l = xa+P j(x, y) 

Portanto, f é homogênea do grau a + �-

87 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y, z) = ax + by + cz, 
sendo a) b, e constantes reais. Para todo À > O e (x, y, z) E R!: 

f (h, Ày, lcz) = a)cx + b)cy + c)cz = Àf (x, y, z)

Portanto, f é homogênea do grau J. 
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88 - Seja Q: R• ➔ R definida por Q (h) = f: f a,! h,h;,
i=1 j=J 

a,; = a;, para todo i, j = 1, 2, ... , p. Dados À > O e h E R•: 
p 

Q (),h) = !:: 
i ... J 1=1, 

Logo, Q é homogênea do grau 2.

89 - A função f: R ➔ R definida por f (x) = a + bx não é 
homogênea. 

Teorema 34 (Euler) - Seja f: R• ➔ R diferenciável em R•.
Para que f seja homogênea do grau k é necessário e suficiente que,

para todo x E R•, kf (x) = df (x) . x.

Prova: 

Suponha-se que f é homogênea do grau k.

Dado x E R•, seja q, (1.) = f (1-x) para todo À > O. Pela Regra 
da Cadeia (/ é diferenciável e (/ex) é diferenciável), q,' (À) =

- f f, (Àx) . x,. Como f é homogênea do grau k, q, (À) = 1._k/ (x)
i = 1 

e q,' (À) = k . ).•- 1f (x). Segue-se que, para todo À > O:

k).•- 1 f(x) = f f,(Àx) .x,
i = 1 

Fazendo-se À = 1, segue-se que kt(x) = df (x) . x.

Suponha-se agora que, para todo x E R•, kf (x) df(x) .x. 

<f, (À) Seja h (À) À' e note-se que:

= dj (Xx) • x _ x df (Xx) • x = O
• Àk Àk+I 

Portanto, h (À) é .constante e, como h (1) = f (x), segue-se que 
<f, ("A) = À'/ (x). 

C. Q. D.
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Exercícios 

!. Seja f: D ➔ R, D e: R, e seja a E D um ponto de acumulação
dos conjuntos {x E D: X > a) e {x E D: X < a). Mostre que, se
existem f' (a +) .e f' (a -) , então fé contínua em a. Dê um exemplo
para mostrar que a eX:istência das derivadas laterais não é necessária 

para a continuidade da função. 

2. Utilizando o Teorema do Valor Médio, mostre que, para

todo x > O, e• > 1 + x.
3. Utilizando o resultado dó exercício anterior, mostre que, para

x• ( e' x )todo n EN, lim -,- = O sugestão: -- > (n + J) ,,-,-,, x-+� e xn 

4. Seja f: R ➔ R tal que lf (x) - (y) 1 ,;;:; (x - y)' para todo
x E R e y E R. Mostre que f é constante. 

5. (Teorema do Valor Médio Generalizado)- Sejam f: [a, b] ➔ R
e g: [a, b] ➔ R contínuas em [a, b] e diferenciáveis em (a, b). Mostre
que existe e E (a, b) tal que f' (e) [g (b) - g (a)] = g (e) [f (b) -
- f (a)].

Sugestão: se g(b) # g(a), considere q,: [a, b] ➔ R definida por
q, (x) = f (x) - f (a) - g (x) - g (a) (f (b) - f (a)).g(b) - g(a) 

6. Seja f: R + ➔ R tal que: a) f é contínua em R + ; b) f' existe
em R+ - (O); c) . f(O) = O; e d) f' é monótona crescente. Seja
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g: R+ - (O} ➔ R definida po): g (x)' ! 
f (x) 

X 

Mostre que g é 
monótona crescente e que f' ), gj. 

7. Seja h: R ➔ R definida Jr h (x) _ sen x. Mostre qne h édiferenciável em R e que h' (x) • l cos x. (Observação: neste e nos 
problemas que se seguem utilize hvremente seus conhecimentos an
teriores sobre as funções trigonm�étricas, logaritmo e exponencial. Em particular, lembre-se que ela� são contínuas.) 

J a-b a+b Sugestões: a) sen a - sen b = 2 sen -
2
- . cos -

2
-; e b)

lim 
sen x 

::i;---.O X 

= 1.

8. Seja g: R ➔ R definida flor g (x) = cos x. Mostre que· gé diferenciável em R e que g' (x) != -sen x.

9. Seja f: (-rc/2, rc/2) ➔ R 1definida por f (x) = tgx. Mostre
que f é diferenciável neste intervkio e que f' (x) = -1-,- .

1 
COS X 10. Seja f: R+ - {O} ➔ R definida por f (x) = log x (log =

= logaritmo na base e). Mostre q�e fé diferenciável em R+ - {O)

e que f' (x) = -1
-. 

X 

( 1 )' i Sugestão: lim 1 + - = e.
z--o+co X 

I 1. Seja f: R - {O) ➔ R definida por f (x) = log [x[. Mostre 
que f é derivável em R - (O) e que f' (x) ---' -1-. 

X 12. Seja h: [-rc/2, rc/2] ➔ [-1, 1] definida por h (x) = sen x.
Mostre que h possui uma inversa diferenciável em (-1, 1) e que 

1 
a derivada desta inversa no ponto e E (-1, J) é ... 

1 vi - e•Sugestão: ver o exercício 5 do Capítulo IV e o Teorema 5 deste capítulo. 
13. Seja f: [1, e]➔ [O, 1] definida por f (x) = log x. Mostre que

f possui uma inversa diferenciável. Seja g: [O, 1] ➔ [1, e] a inversa 
' de f. Mostre que g' (y) = g (y) p�ra todo y E [O, 1]. 
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14. Identifique os pontos de máximo e mínimo relativos. nas
funções abaixo: 

a) f: R ➔ R, f (x) x' - 6x' + 9x + 5·, 

b) f: R ➔ R, f (x) xt/S (J - x); 

e) f: R+ ➔ R, f(x) = vx (x -1) ';

d) f: R ➔ R, f (x) (x' - 1) 1/3; 

e) f: R ➔ R, f (x) x11 
- Jxi + 3x + 5; e

f) f: R ➔ R, f (x) (x' - 1) '·· 

15. Dê exemplos de:

a) uma funsão que possua máximo relativo em um ponto onde
a derivada segunda é nula; 

b) urna função que possui derivada primeira diferente de zero
num ponto e derivada segunda nula neste ponto; 

e) uma função cujos extremos ocorrem somente nos pontos onde
ela não é derivável; 

d) uma função definida num conjunto aberto que possui um
máximo absoluto e um mínimo absoluto; 

e) uma função diferenciável que não seja duas vezes diferen�
dável; 

f) uma função de classe C 1 duas vezes diferenciável e que não
seja de classe C•; e 

g) uma função de classe C00 que não seja um polinômio.

16. Por que a função f: R ➔ R dada por:

f (x) = { 1, se x � O

- 1, se x < O

não pode ser a derivada de nenhuma função definida em R?

17. Seja f: I ➔ R uma função diferenciável no intervalo I e tal
que f' (x) :,;:; O para todo x El. Mostre que, se f' não é identicamente 
nula em nenhum intervalo contido efil I, então f é decrescente. 
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Sugestão: sabe-se que f não é ,crescente; se ela não é decrescente em I, então existem a E I, b E I, a < b, tais que f (a) = f (b), e 
conseqüentemente f é constante :em (a, b) . 18. Justifique as passagens mi demonstração abaixo e complete
quando julgar necessário: 

Teorema: Seja f: I ➔ R tal que f é diferenciável no intervalo 
I e f': l ,➔ R é uma função não crescente. Mostre que f é côncava em I. 

Prova: 

Sejam x, E l, x, E l tafa que lx, > x1. Dado À E [O, 1], seja y = "Ax1 I+ (J - ).) x,.

Note-se que: 
Xj (x,) + (1 - X)./ (x,) - j (y) = xtf (x,) - J (y)] + (1 - X) [f(x,) - J (y)] 

Existem números reais a e b:l
x1 < a < y :; y < b < x, 

tais que: 
1 

f (y) - f (x,) =• J' (a) (y - x1) = (1 - X) J' (a) (x, - x,) 
1 

f (x,) - f (y) = j' (b) (x, --- y) = Xf' (b) (x, - x,) 
Logo: 
Xf (x,) + (1 - À) f (x,) -- f (y) _.i À (1 - À) (f' (a) - f' (b)) (x1 - x,)

Portanto: 

Àf (x,) + (J ---" À) f (x,) :(; f (y)
1 

para todo x1 =;'= x
2

• 

19. l'viostre que f: I ➔ R é :�stritamente côncava se, e somentese, para todo a E I, b E I, a # b, f (Ia + (J - ).) b) > Àf (a) + 
+ (J - À) f (b) para todo ). E (O, 1). 
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20. Com as hipóteses do teorema do exercício 18, mostre que,
se f' é decrescente, f é estritamente . côncavã.

21. M oslre que, se f: I ➔ R é duas vezes diferenciável em I
se f" (x) ,( O para todo x. E/ e .f" não é identicamente nula em
nenhum intervalo contido em /, então f é estritamente côncava. 

22. Verifique se as funções abaixo são côncavas ou co�vexas:

a) f: R ➔ R, f (x) = e•; 
b) f: R

+ 
- {O}➔ R, f(x)

e) f: R ➔ R, f (x) = x';
d) f: R ➔ R, f(x) x•·
e) f: .R ➔ R, f (x) - -x•

log x; 

f) f: R ➔ R, f (x) log (1 + x');

g) 

h) 

i) 

1 -
f: R+ - (O}➔ R, f(x)= - {x \/ x + x log x - I); X
f: R ➔ R, f (x) = eª3J, sendo a uma constante; e 

f: R+ 
- (O) ➔ R, dada por: 

f (x) 

1 2 \jx) 0 < X ,( ] 
l J + X, J < X ,:;;; 5

- x' + llx - 24, x > 5 

f é estritamente côncava? Por quê?

·23. Examine a diferenciabilidade das funções abaii:o nos res
pectivos domínios: 

a) f: RP ➔ R dada por f (x)
b) f: R' ➔ R dada por f (x)

e) f: R2 ➔ R dada por: 

xy; e 

f (x, y) 

i 2xy 
-�'-----e,-, se (x, y) aja (O, O)

x' + y' 

l (x, y) = (O, O) 
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24. Seja f: R' ➔ R definida por:

f (x, y) I x' 
---, se (x, y) =,ta (O, O) 

l x' + y' O, se (x, y) = (O, O) 

Mostre que: 
a) f é contínua em R';
b) f possui todas as derivadas direcionais no ponto (O, O) ; e
e) f não é diferenciável em (O, O) .
25. Seja f: R' ➔ R definida por:

f (x, y) = 

f xy sen -
1
-, se xy =,ta O

xy 
l O, se xy = O 

Mostre que: 
a) f é contínua em R';
b) fé diferenciável em todo ponto (e,, e,) E R' tal que e, =,ta O

e e, =,ta O;

e) f é diferenciável no ponto (O, O) ; e 
d) f não é diferenciável nos pontos (O, e;), e, =,ta O, ou (e,, O), 

c1 =;!= O (existem as derivadas parciais nestes pontos?; existem as

derivadas direcionais?) . 
26. (Teorema de Schwarz) - Seja f: D ➔ R, D e R' duas vezes

diferenciável em e E D. Então: 
ô'f (e) = ô'f (e) 

Sugestão: dado e E D, existe s > O tal que (e, - E, c1 + s) x
x (e, - s, e, + s) E D.

Seja q,: (-E, s) ➔ R definida por: 
q,(t) = .f(c1 + t, e,+ t) -- j(c1 + t, e,) -f(c1, e,+ t) + j(c1, e,) 
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Seja h (x) = f (x, e, + t) - f (x, e,). 

Então, q, (t) = h (e, + t) - h (c1). 
Logo, existe 0 E (O, 1) tal que: 

,t, (t) = h (c1 + 0 t) = { :!, (c1 + 0 t, e, + t) - :!, (c1 + 0 t, e,)} • 1

Assim: 

af 
• 

af a'f -
a
- (c1 + 0 t, e,+ t) = -

a
- (c1, e,) + --, (c1, e,) 0 t +

� � �, 

sendo lim p (t) 
,-o 

Portanto: 

</1 (t) 

Assim: 

a'J 
+ a a (e,, e,) t + tp (t)

X.e X1 

= o. 

o't (e) t' + y (t) t', lim y (t)
C)X2 c)X1 ,-o 

lim 
q, (t) o'f (e) 

t-10 t' 0x, çx1 

Para finalizar, repetir tudo isto com a função: 

h (y) = f (e, + t, y) - f (e,, y) 

=0 

27. Encontre os pontos críticos das funções abaixo e identifique

os pontos de máximo, os de mínimo e os que não são extremos 

(todas as funções são definidas em R') : 

a) l (x, y) = xy (x - 1);

b) f (x, y) (x + 1) (y + 2); 
e) f (x, y) x2 ·+ ye;

d) f (x, y) x• + y•; 
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e) f (x, y) = x' - 3xy'; e

f) f (x, y) = 2x + 4y - x•� 1
,. 

28. Dê um contra-exemplo mostrando que cada uma das afirma

tivas abaixo é- falsa: 

a) se e é um ponto de mínimo relativo estrito, então Q (h; e) é

positiva definida; e 

b) se e é um ponto crítico, porém não é um extremo, então

Q (h; e) é indefinida. 
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Capítulo VI 

O TEOREMA DA FUNÇÃO IMPLfCITA 

Neste capítulo procuraremos discutir o Teorema da Função Im
plícita e alguns tópicos conelatos: o Teorema dos Multiplic_adores 
de Lagrange e o Método da Estática Comparativa. 

Na primeira seção, dedicada ao Teorema da Função Implícita, 
iniciamos com o estudo do vetor gradiente de uma função diferen
ciável e a definição dos vetores normal e tangente a uma "superfície". 
Demonstraremos apenas uma versão do referido teorema, qual seja, 
quando a função f tem valores em R. O caso das funções vetoriais 
será enunciado, porém não iremos prová-lo. 

A segunda seção trata do Teorema dos Multiplicadores de La
grange; a Seção VI. 3 faz uma apresentação das condições de segunda 
ordem para os problemas de otimização condicionada; e a Seção VI .4 
apresenta os fundamentos do Método da Estática Comparativa. 

VI. 1 - O Teorema da Função Implícita: o Vetor
Gradiente 

No capítulo anterior chamamos o vetor das derivadas parciais 
de uma função diferenciável f num ponto e de df (e). Naquela cir
cunstância, estávamos mais interessados em enfatizar a linearidade 
da derivada e de como isto poderia ser utilizado para nos fornecer 
informações sobre o comportamento da própria função numa vizi� 
nhança do ponto. 
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O vetor gradiente de uma função diferenciável é df (e). 1 A ter
minologia diferente justifica-se pelo fato de que examinaremos este 
vetor sob uma perspectiva um pouco diferente da anterior, isto é, 
procuraremos nesta parte do estudo obter algumas informações de 
caráter mais dinâmico sobre o comportamento de /. Utilizaremos, 
indistintamente, uma das seguintes notações para indicar o gradiente 
da função f: D ➔ R, D e: R• aberto, diferenciável no ponto e: 

·grad f (e}, df (e),

VI . 1 . 1 - Caminhos Diferenciáveis em R' 

Antes de enunciarmos as três propriedades básicas do vetor gra
diente, faremos uma digressão para introduzir a noção de caminho 
em RP. 

Definição 1 - Dados a E R, b; E R, a < b, uma função contínua 
).: [a, b] ➔ R• chama-se um caminho em R•. 

É importante observarmos que na definição acima um caminho é 
uma função e não um conjunto em RP. Entretanto, dado um cami
nho )., ). ([a, b]). e: R• (ou seja, a imagem de [a, b] por ).) é um 
conjunto associado a ele. A este conjunto chamaremos uma curva 
em Rv. Diferentes_ caniinhos, porém, podem possuir idênticos con� 
juntos de valores, ou Seja, podem estar associados à mesma curva. 

Exemplos: 

- 1 - Seja ).: [O, 1] ➔ R' definido por ). (t) = (t, t). ). é um cami
nho em RSJ e seu conjunto de vaiares é o segmento de reta AB, como
na figura a seguir.

2 - Seja y: [O, 1 /2] ➔ R' definida por y (t) = (2t, 2t). y é um 
caminho em R2 (diferente de J.. do exemplo anterior) e, no entanto, 
y ([O, 1 /2]) = ). ([O, J]}. 

3 - Seja ).: [O, 2rr] ➔ R' definida por ). (t) = (cos t, sen t). ). é 
um caminho em Rª e seu conjunto de valores é a circunferência 

1 Isto ocorre apenas porque estamos utilizando o produto interno canónico 

cm RP, ao passo que, se utilizarmos um outro, perde-se esta quase identidade 

enlre a função linear df e o vetor gradiente. Mais detalhes sobre isto podem 

ser encontrados em Flcmming (1977, Cap. IV) ou Lima (1981, Cap. 3). 
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B 
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/ 

X 

de raio 1 e centro na origem. Esta última afirmativa pode ser veri
ficada notando-.se que, se (a, b) E À ([O, 2rc]), então a' + b' = 1 
e, portanto, (a, b) E ·s. Por outro lado, como seno e co-seno defi

'nidos em [O, 2rr] são funções sobre o intervalo [-1, J], segue-se que, 
se (a, b) E S, existe t E [O, 2rr] tal que cos t = a e. sen t = b,

4 - O caminho y: [O, 2rr] -e, R' definido por y (t) = (cos 2t, 

sen 2t) tem o mesmo conjunto de valores que À do exemplo anterior. 

IntuitiYamente, podemos pensar sobre um caminho da seguinte 
forma: a cada instante do "tempo", i .. (t) nos informa a localização 
de uma partícula cujo movimento se in_icia no tempo a e termina
no tempo b. A imagem do caminho é a trajetória descrita pela 
partícula. Como caminhos diferentes podem ter a mesma imagem, 
isto significa que ·a partícula pode descrever a mesma trajetória 
com velocidades diferentes. 

No exemplo 3, para ilustrar esta idéia, fazendo t = rr/2, temos 
À (1) = (O, J), isto é, no tempo t = rr/2 a partícula encontra-se 
no ponto A da figura a seguir. ·considerando, por outro lado, o 
caminho y do exemplo, no mesmo tempo· t == rc/2 ela encontra-se 
no ponto B da figura, 



A 1 

-1

B 

-1

º"'"'º ;, [o, O] ~ R• , J ,=;ruro ili<tt�dá,d Ooo ,. > , 
1 diferenciável), já vimos que ),[ (t) = (À; (t), À�(t), ... , 1.p(t)).

'},,' é chamado velar tangente 01� vetor velocidade do caminho ')., no 
ponto t. Geometricamente, a d�nominação de vetor tangente pode 
ser justificada da seguinte fon'Íla:' 

' 

1 

e 

X 

y 



Dada a curva C, imagem de [a, b] por À, consideremos o seguinte: 

x, = ). (O) ; x = À (h) ; v = À' (O) ; y = À (O) + hlc' (O) 

Note-se, agora, que: 

= lim 

i x - Y i = lim / À (h) - À (O) - hÀ' (O) j 
lx- :rol 1,-0 jÀ(h)-À(O)I 

1 
À (h) � À (O) - À' (O) 1 1 

h---->O 1 À (h)
� 

À (O) 1 = O • À' (O) = O

se lc' (O) 9', O. 

Isto significa que, se aproximarmos a variação À (h) - À (O) pela 
variação ao longo do caminho Enear À (O) + hlc' (O), teremos para 
h suficientemente pequeno uma_ boa aproximação. Obviamente, esta 

é a essência da noção de diferenciabilidade. 

Dado um caminho diferenciável Á: [a, b] ➔ R•, diremos que o 
vetor v E RP é normal (ou pérpendicular) ao caminho À no ponto

cE [a, b] se < ):(e), v >=O. 

e 

V 
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Exemplos: 

5 - Reexaminemos os caminhos dos exemplos 1 e· 2. O vetor 
velocidade do caminho À no ponto e E [a, b] é )é (e) = (J, J) e o 
vetor velocidade do caminho y no ponto e é y' (e) = (2, 2), o que 
ilustra a idéia de que o panto percorre o mesmo caminho com 
velocidades diferentes. Na verdade, o caminho y dá origem a um 
deslocamento com velocidade duas vezes maior do que '} ... 

/ 
/ 

'r''(c)=2�(c) 
Jf 

>:( e ) 

6 - Nos exemplos 3 e 4, os vetores velocidade são, respectivamente, 
).' (t) = ( -sen t, cos t) e y' (t) = 2 (-sen 2t, cos 2t) . No ponto 
t = rr/2, ).' (t) = (-1, O) e y' (t) = (O, -2). Representamos os 
vetores velocidade na primeira figura da página a seguir. 

Convém fazermos uma observação com respeito à representação· 
geométrica dos vetores. Sempre que nos referimos a um vetor, deve
mos pensar nele como sendo um ponto de RP. Nas aplicações que 
faremos a seguir é interessante que a isto adicionemos a noção de 
uma "seta" ligando a origem ao ponto de coordenadas x no espaço 
Rv. Desta forma, dizer que x aponta numa direção significa que 
a "seta" está sobre o caminho (linear) que define a direção (ver 
segunda figura da página a segufr, onde o vetor x aponta na direção 
de v). 
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Uma outra observação útil é que, em geral, nas representações 

geométricas costuma-se traçar o vetor velocidade do caminho À no 
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ponto t a partir de ). (t), e não da origem. Já adotamos este proce
dimento com os vetores ).' (rr/2i e y' (rr/2) no exemplo 6. Neste 
caso, dizer que o vetor x aponta numa direção v significa que a
seta com origem em ). (t) está sobre o segmento que une ). (t) e 
). (t) + V. 

VI .1. 2 - Propriedades do Vetor Gradiente 

Consideremos uma função f: i) ➔ R, D e R11 aberto e f E C1 

em D (em geral, a hipótese de que f E C1 pode ser substituída pela 
diferenciabilidade de f). Também admitiremos que seja dado x E D
tal que grad f (x) ,cJ, O. As ttês propriedades que examinaremos são: 

a) O vetor grad f (x) aponta numa direção ao longo da qual f
é crescente. Isto significa, em outras palavras, o seguinte: dado o 
caminho ).: (- e, e) ➔ D definido por ). (t) = x + t grad f (x), 
a derivada da função (f,).) no ponto t = O é positiva. Mais geral
mente, qualquer que seja ). tal que ). (O) = x e ).' (O) = grad f (x),

teremos (f,Ã)' (O) > O.

Geometricamente, o resultado pode ser ilustrado como na figura 
a seguir. 

X+ grod f( x) 

D 

x+tgrodf(x) 

o 

A demonstração da propriedade é imediata: basta utilizarmos a 
definição de derivada direciona·l para uma função diferenciável, 

isto é, ---º�f __ _ o grad f (x) (x) = df (x) . grad f (x) = [grad f (x) [' > O.
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Exemplo: 

7 - Seja f: R' - R definida por f (x, y) = x• - y'. Dados
e = (1, 1), (grad f (e) = (2, - 2)) e o caminho À. definido por
À (t) = (1 + 2t, 1 - 2t) em alguma vizinhança do ponto (O, O),

verifica-se então que: 

f,1. (t) = (1 + 2t)' - (1 - 2t)' = 8t

Esta é uma função crescente. Em termós da figura anterior, temos 

o seguinte:

c-,.grod l{c) 

-2------

É importarite observar que a direção do gradiente não é a única
em que f cresce. Por exemplo, f no ponto (1, 1) é crescente na
direção do vetor c1 = (1, O).

A segunda propriedade do gradiente refere-se à taxa de cresci

mento da função. 

b) O crescimento de f é

isto é, dado v E RP, [v[ =

m·aiS rájJido n'a direção·· do gradiente,

[grad f (x) [, e � (x) ;,, O, entãoc)v 
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af (x) ;;: af (x). Demonstra-se isto facilmente com oa grad f (x) ê)u 

auxílio da Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

!! (x) = < gradf(x), v > ,;;; 1 gradf(x)I I v 1 =

= 1 grad f (x) 1 1 grad J (x) 1 == < grad J (x), grad J (x) > =

aJ 
a grad j (x) • (x)

Exemplo: 

8 - Considerando a função f do exemplo 7 e tomando u -
= (2y2, O), observamos que lvl • • lgrad f (e) 1, f (e + t grad f (e))
= 8t e f (e + tv) = 1 + 4y2. t + 8t'.

É fácil ver que a derivada de f ao longo do caminho e + tv, em
• t = O, é 4y2, que é menor do que 8.

f(c+f grad f(x J) 

f (c+tv} 

e) Por fim, o vetor gradiente é perpendicular à superfície de
nível da função f. Esta propriedade requer algumas explicações e
definições para que seja bem entendida.
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Definição 2 - Dada urna função f: X ➔ R, X e: RP, chama-se 
uma "superfície de nível" e de f ao conjunto N, = {x EX: f (x) = e}, 
isto é, N, é a imagem inversa do conjunto { e} pela função f. Quando 
D e: R', dizemos "curva de nível".

Exemplos: 

9 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) 
de nível de f são aS seguintes: 

x2 
- y2

. As curvas 

a) se e == O, f (x, y) = O se, e somente se, y = x ou y -x,

e, portanto, N, = { (x, y) E R': y = x ou y = -,-x}; 
b) se e > O, f (x, y) = e se, e somente se, x = ± v'Y' + e, e,

portanto, para todo e> O, N, = { (x, y) E R': x = ± y'y'+c); e
e) se e< O, f(x, y) = e se, e somente se, y = ± yx• - e, e,

portanto, para todo e < O, N, = { (x, y) E R': y = ± v'�)-
No gráfico a seguir representamos alguns destes conjuntos ou 

curva de nível. 

Jc 

3 

Nc(c<o l 
No 
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Observe-se que, se fixarmos um ponto (x, y) 7"" (O, O) e calcular
mos o gradiente de f neste panto, ele aponta para a direção de 
crescimento de f. Podemos utilizar esta informação para saber, dadas 
duas curvas de nível, qual está associada com um valor maior da 
função. Por exemplo, daclo (x, y) E R' - (O), grad f (x, y) =

= (2x, -2y) . Portanto, temos o seguinte: 

- se (x
J y)

° 

está no primeiro quadrante, o vetor gradiente aponta 
para o sudeste, o leste ou o sul (os vetores (J) e (1') são represen
tativos deste caso) ; 

- se (x
) 

y) está no quarto quadrante, o vetor gradiente aponta
para o norte, o nordeste ou o leste (os vetores (2) e (2') são repre
sentativos deste caso) ; 

- se (x, y) está no terceiro qu'adrante, o vetor gradiente ªP9nta
para o noroeste, o norte ou o oeste (os vetores (3) e (3') são repre
sentativos deste caso) t· e 

- se (x, y) está no segundo quadrante, então o vetor gradiente
de f aponta para o sul, o sudoeste ou o oeste (os vetores (4) e (4') 
são representativos deste caso) . 

Em função disto, podemos afir'mar que uma curva de nível mais 
"perto" da origem correspande a um valor maior da função se e < O

e a um valor menor da função se e > O (este raciocínio fundamenta• 
se no fato trivial de que duas curvas de nível não padem se cortar) . 

10 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) = xy. As curvas de 
nível de f são: 

' 

a) se e = O, f (x, y) = O se, e somente se, x = O ou y O, 
e, portanto, N, = { (x, y) E R': x = O ou y = O); e 

b) para todo e 7"" O, f (x, y) = e se, e somente se, xy e, e, 
portanto, N, = ( (x, y) E R': X)' = e) para todo e # O.

Uma análise semelhante à que foi feita no exemplo anterior 
indica que o vetor gTadiente aponta nas direções indicadas na 
figura a seguir. 
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11 - Seja f: R' ➔ R definida por f(x, y) = x• + y'. Neste caso,
temos: 

a) N, = <f, para todo e < O;

b) N, = { (O, O)); e

c) N, { (x, y) E R': x2 + y2 = e) para todo e·> O.

Voltemos agora à situação inicial_. ou seja1 onde D e RP é aberto 

e f: D ➔ R é de classe C'. 

Definição 3 - Seja N, a superfície de nível e de f e seja x EN,

tal que grad f (x) # O. Se À: (-e, e) -➔ N, é um caminho dife
renciável tal que À (O) = x, então À' (O) é um vetor tangente a N, 
no ponto x. 

Convém observar que o caminho À tem valores em N ;;, o que &ig

nifica que f (À (t)) == e. De maneira mais intuitiva, um vetor é
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1 

/ 
/ 

N, 

tangente a Nc no ponto x E Ni! se ele é o vetor tangente a um 
caminho com as seguintes propriedades: 

f (À (t)) = e e ). (O) _ x 

Exemplo: 

12 - Considere-se a função do exemplo 11 e, também, o caminho 
).: (-rc/2, rc/2) ➔ N1 dado por ). (t) = (cos t, sen t). Um vetor 
tangente à curva N1 no ponto (1, :O) é ).' (O) = (O, 1), representado 
na primeira figura da página a sctguir. 

Definição 4 - Sejam /, JI..T
0 e x tais como na Definição 3. 

Diz-se que v é jJerpendicular (ou normal) a N
0 

no ponto x se 
< v, )i (O) > = O, qualquer ,que seja o caminho diferenciável 
À: (-e, s), --> N, com À (O) = x., 
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No exemplo anterior, o vetor (J, O) é perpendicular à curva de 
nível J no ponto (J, O) pois < (J, O), (O, J) > = O.

Falta~nos tão-somente demonstrp.r a propriedade "e" anterior, qual seja, dado x E N" com grad f (x.) e/= O, o vetor grad f (x) é perpendicular a Nc no ponto x. D�do um caminho À que satisfaz os requisitos da Definição 4, obtém;-se, utilizando a Regra da Cadeia, que O = (f,À)' (O) = < grad·t /x), ).' (O) >, o que prova o resultado desejado. 

VI. 1 . 3 - O Teorema da Fiunção Implícita

Iniciamos o estudo do teorema lcom a apresentação de um exemplo 
ilustrativo do problema que pro!uraremos colocar. Seja f: Ri ➔ R 

1 definida por f (x, y) = x' + y' e �onsideremos a equação f (x, y) = 1,isto é, x2 + y1t :::::: 1. Dados esta :equação e um ponto (x
0

, y0) E Ri 

tal que f (x0, Yu) = 1, desejamús indagar o seguinte: sob que condições é possível garantir que existe uma função h: I ➔ ], sendo I um intervalo aberto de centro em x
0 

e J um intervalo de centro em y,, tal que y = h (x) para todo x E J e f (x, h (x)) = 1. 
Se examinarmos a curva de rtível J de f, observamos que tal é possível de ser feito num ponto como (a, b) da figura a seguir. 
Neste caso, podemos, por ex1mplo, definir h: I ➔ R tal que 

1, (x) = y 1 - x'. Entretanto, :no ponto (1, O) isto não pode ser feito, pois, qualquer que seja o '.intervalo de centro em 1, o corres-' pondente intervalo de centro en� O conterá valores positivos e nega-tivos de y. Entretanto, note-se q�e neste ponto é possível definirmos uma função g: J ➔ I, onde J � um intervalo de centro em O e I é um intervalo de centro em 1, t.al que x = g(y) e f(g(y), y) = 1.No caso específico, o valor de � num ponto y E J seria dado por 
g(y) = v 1 -y•. 

1 O problema a ser estudado lnesta seção pode ser colocado, de maneira um pouco mais geral, <lh seguinte forma: dados f: R2 ➔ R, e E R e (x, y) E R' tais que f <1,, jj) = e, sob que condiçiies poderemos garantir a existência de uhia função h: I ➔ ], sendo I um 
intervalo aberto de centro cm � e J um intervalo aberto de centro 
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em y, tal que y = h (x) e f (x, h (x)) = e para todo x E l? Além
disto, sob que condições, se h existe, ela é diferenciável e qual a
�orma de sua derivada num ponto x E/?

b 

-1

y 
I 

-1

Condições suficientes para uma resposta afirmativa �s questões
de existência coloc·adas acima são fornecidas pelo Teorema da Fun•
ção Implícita. 

Teorema 1 (Teorema da Função Implícita) - Seja f: D ➔ R,

D e: Rv+ 1 aberto, de classe Ck (h ), J). Se existe (y, .;:) = (y, x,, 
·· - - - at - - • 

x,, ... , x,) E RP+ 1 tal que f (y, x) = e e -- (y, x) # O, entãoêJY 
existe um conjunto aberto V e Rv, contendo X� e uma função
h: V ➔ R tal que f (h (x), x) = e para todo x E V e y h (:;).
Além disto, h é de classe C'· em V e, para todo x E V, temos
at 

êJY (h (x), x) # O e:

ah -- (x) =Ox1 
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Prova: 

A demonstração será feita em três etapas: na primeira, garanti
remos a existência de h; na segunda, mostraremos que ela é con
tínua; e, por fim, na terceira, indicarem<?S que h E CN com derivadas
parciais da forma acima.

a) Existência de h. Suponhambs, sem perda de generalidade, que
1 

�� (ii, x) > O. Como f E C1, exi�tem V' aberto em R• com x E V' e
J = (ii - e, y + e), e > O, tais que J x V' e:: D e 01 (y, x) > O'êJY para todo (y, x) E J x V'. Istó significa que a função g, defi
nida por g, (y) = f (y, x1, . . .  , x,) é monótona crescente em J

para cada x == (xtJ x2, .. ·� x�) (fixo) em V'. Portanto, exis
tem y0 e y, em J tais que g, (y0) < e e g, (y,) > e (veja-se
figura a seguir). Além disto, cómo f. é contínua, existe V", V"
aberto em R• com J x V" e: D, tal que g, (y,) < e e g, (y,) > e

para todo x E V". Como gx é c;ontínua em J, existe (para cada
x E V") Y; E [y,,, y,J tal que g, (y!) = e (teorema do valor inter
mediário para as funções contínuas). Como g� é monótona crescente,
Y! é único. Portanto, para todo x E V" existe um único elemento
Yf E [y,,y,J associado a ele tal que f(y;, x) =e.Isto define a função
h do teorema.

Note-se, agora, que na argumen�ação acima temos, na verdade, dois
Conjuntos V' e V". O domínio d

1

1e h, que será denotado por V, é
o aberto V' n V". O conjunto 1de valores de h está contido em
'J = [Yo, Y,].

( Yo ,x) 
--+--- : -------

( Y;, X) 
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b) Continuidade de h. A função h, portanto, está definida da
seguinte maneira: h: V ➔ 7 e: R tal que, para todo x E V,
f (h (x), x) = e. Mostraremos agora que h é contínua em V. Seja
p E V e (x,) uma seqüência em V que converge para p. A seqüên
cia h (xn) possui uma subseqüência,- que ainda denotaremos h (xn),

convergente para y E I pois J é compacto. Devemos, portanto, mos.

trar que y = h (p) . Para cada n E N, temos f (h (x.), x0) = e.
Como f é contínua em 7 x V:

e = lim f (h (xn), x,,) = f (lim h (x.,), lim x,) = [ (y, p)

Como, para cada p E V, o elemento h (P) tal que f (h (P) , p) = e
é único (isto é, h é uma função), segue-se que y = h (p).

e) h é de classe Ck em V. l'vlostraremos inicialmente que existem

as derivadas parciais de h e que:

para todo x E V.

aJ -
a
- (h (x), x)xi
ªf -- (h (x) x)
éJy 

' 

(1)

Seja k1 = h (x + te1) - h (x), sendo e1 o j-ésimo elemento da
base canônica de R' e t E R tal que x + te1 E V. Então, f (h (x + te1),
x + te1) = f (h (x), x) = e, isto é, f (h (x) + k

1
, x + te1) -

- f (h (x), x) = O. Notando que t pode sempre ser escolhido
/pois D é aberto) tão pequeno que o segmento da reta que une
(h (x) + k1, x + te

1) e (h (x), x) está contido em D, podemos
afirmar (Teorema do Valor Médio) que existe 0 E (O, 1) tal que:

.!!1__ (h (x) + e k;; x + 8 fr;) k; + � f (h (x) + 8 k;; x + 8 te;) , t = Oay º·", 

h (x + te1) h (x)
Considerando agora a expressão ----�--- vem que: 

h (x + te;) - h (x)
t 

/e· 
=-' = t
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Quando t tende para zero, o limite acima existe e é igual à ex
pressão (1), o que ocorre porque f é de classe C1

. 

Finalmente, para mostrarmos que h é de classe Ck, basta notar
oh que -- é de classe Ck�.t, como se verifica facilmente a partir

OX; 
de (I).

C. Q. D.

Observações com relação ao Teorema da Função Implícita:
a) O teorema fornece apena;.s condições suficientes, as quais,

entretanto, não são necessárias. Seja a função f: R2 ➔ R definida
por f (x, y) = y' - x'. A equação f (x, y) = O define, em torno
do ponto (O, O), � função h: R ➔ R dada por h (x) = x e, no
entanto, � (O, O) = O e of (O, O) = O. Observe-se que, neste

oY ax 
caso, fE C 00 e também h E C 00

• 

b) Relembrando que o gráfico de uma função g: X ➔ R,

X e RP, é o conjunto G (g) • { (x, g (x)) E RP+ 1
: x EX}, podemos

também enunciar o Teorema da Funçã,o ImpUcita d.a seguinte
maneira: seja f E Ck no conjunto aberto D e Rv+1 e seja N0 a
superfície de nivel e de f tal que, para todo x EN" grad f (x) # O.
Então, N0 e, numa vizinhança da cada ponto x� o gráfico de uma 
função h: V ➔ R, sendo V um õUbconjunto aberto de RP.

e) Com referência à observa(ão "b", considere-se f: R2 ➔ R

definida por f (x, y) = x' - y'. A equação f (x, y) = O não é o
gráfico de nenhuma função em qualquer vizinhança da origem (ver
exemplo 9).

Neste caso, então, falha a hipótese de que grad f (x) # O, pois
grad f (O, O) = (O, O) .

Exemplos: 

13 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) = x'y + 2y' - 3x - 2y.
Note-se que, no ponto (x, y) = (O, O), grad f (x, y) = (- 3, - 2)
e, portanto, a curva de nível zero de f é, numa vizinhança da origem,
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Yo 

XQ 

o gráfico de alguma função h: V ➔ R tal que f (x, h (x)) O. 

Para todo x E V:

h' (x) 
2xy - 3.

x' + 6y' 2 

14 - Voltando ao. exemplo inicial (a função f: R' ➔ R definida 
por f (x, y) = x' -j- y'), temos que a curva de nível 1 é a circun
ferência de raio 1. Qualquer que seja (x, y) tal que x' -j- y' = 1, 
teremos grad f (x, y) = (2x, 2y) # (O, O). Portanto, em qualquer 
ponto a c_ircunferência é localm�nte o gráfico de alguma funç.ão.

Iremos- ago:i;a enunciar o Teorema da Função Implícita· no, caso 
em que o conjunto de valores da ·função é u1n subconjunto de 
Rª, q ;), 1. 

Seja f: D x V ➔ Rq, D e::: Rª, V e::: RP e tais que D x V seja um 
subconjunto aberto de Ra x RP. Dado um ponto (x, a) E: D x V, 
se f é diferenciável neste ponto, então a matriz Df (x, a) cujos 
eleffientos são as derivadas parciais de f é chamada a matriz jaca_. 
biana de f. Df (x, a) tem q linhas e q -j- p colunas e pode ser 
dividida da seguinte forma: 

Df (x, a) = (D'f (x; a); D'f (x; a)) 
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onde:

e:

ai' -
a
- (x, a) .....:r, (x, a)

D1 j (x; a) =

D' j(x; a) =

a
r ar -- (x, a) ...... -- (x, a)

Ox1 ôxq 

ai' ai' ai' -
a
- (x, a) -

a
- (x, a) ... -

a
- (x, a)

ª1 a2 ªv 

aJ' af' -
a
- (x, a) -a- (x, a)
a1 D!g 

onde f; é a j-ésima componente da função f, isto é, para todo
(x, a) E D x V, f (x, a) = (J' (x, a), f' (x, a), ... , f' (x, a)).

No enunciado do teorema nos concentraremos na matriz D 1/ (x; a). 
Note-se que ela é uma matriz quadrada com q linhas e q colunas. 
Indicaremos por det D1f (x; a) o determinante desta matriz.

Por fim, convém ainda esclarecer o significado da afirmativa 

f E C•. Isto significa que, para todo j E (1, 2, ... , q), as funções
f;: D x V -> R são de classe e•.

Teorema 2 (Teorema da Função Implícita) - Seja F: D x V-> R•,
D e Rq, V e RP, D x V aberto, de classe Ck, k � 1, em D x V. 

Se existe (x0, a0) E D x V tal que F (x,, a0) = e, e ·E R1, e det D1F(x0, 

a0) # O) então existe um conjunto aberto U e:: RP contendo a0 e
uma função H: U -> R• tal que F (H (a), a) = e, H (ao) = x,
e det D1F (H (a), a) # O para todo a E U. Além disto, H é de
classe e• em U e DH (a) [D 1F (H (a), a) J- 1 D'F (H (a), a)
para todo a E U.

388



Omitiremos a demonstração do teorema. O leitor interessado pode. 
por exemplo, consultar Bartle (1976), Lima (1970 e 1981) ou ainda 
Rudin (1964). 

Entretanto, é útil nos voltarmos para o enunciado do teorema 
para entendê-lo melhor. F (x, a) = e é uma equação vetorial que 
determina q, equações reais, a saber: 

. . .  ) 

a
p
) = c1 

Cip) = C2 (2) 

O teorema afirma que, se num ponto (x0J a0) que satisfaz o sistema 
acima o determinante de D1F (x0J a0) # OJ então é possível resol
ver (localmente) o sistema (2) de forma que se tenha: 

x1 
H1 (a1, 

Xs == He (a:1J 

Além disto, é possível derivar a função H no conjunto U
} 

e a 
derivada é dada pela fórmula anterior (na verdade, H E Ck) . Observe
se que [D1F (H (a), a) J- 1 denota a matriz inversa de D'F (H (a.), a). 
Algumas vezes nos cálculos práticos, no. entanto, é 1nais fácil 
encontrar diretamente os elementos de DH (a) . 

Exemplos: 

15 - Seja F: R• x R ➔ R• definida por F (x1, x,; a) = (F' (x,, 
x,; a) ; F' (x,, x,; a)) . Suponha-se que F E C•, que no ponto 
(x,, x,, ã) temos F (x,, x,, ã) = O e que: 

det D'F (x1, x,, ã) = det 
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Então;existe· H E C', H: V➔ R', V e= R, definida por H (a) =

= . (H1 (a), H' (a)), para todo a. E V. Ao invés ele calcularmos 
DH (a) pela fórmula dada no tGorema, procederemos da seguinte 
maneira: F1 (H1 (a), a, (a), a) - OF' (H1 (a); Hl (a), a) O 

Por simplicidade de notação, omitiremos a referência aos ponto& 
onde as derivadas abaixo são callculadas. Desta forma, obtém.se: 

õF1 dH1 õP:1 dH' õF1 -· -(a)+-.-, -(a)=--õ.�1 da a,:o, da àa 
aF' dH1 ar dH' aF' - - (a)+ - - (a) = - -àx1 da o:lJ, da àa 

Neste sistema, as derivadas parciais de F1 e FJ são conhecidas. 

A • 6 
• - dH' ( ) dH' ( ) 

C 
•

é 1· s 1nc gmtas sao ----:;-::- a e --: a . orno o sistema 1near e uu da. 
o determinante da matriz formad:a pelos coeficientes das incógnitasé não nulo, vem (pela regra de ·cramer) que: 

dH1 da (a)
= 

det [
- � (.)

õF1 

(.)
] 

ªª ax, 

aF' aF' 
-- (.) - (.)ªª ax, 

det (D1F (H1 (a), H' (a), a))
sendó todas as derivadas no numetador calculadas_·no ponto (H1 (a), 
H' (a), a) . Da mesma forma: 

det 

[ ali'' aF1 l 
ª."' (.) - _ª_ª_ (.) 

dH• 
aF' (.) _ aF' (.) 

d~ (a) = --'�º,-c"''-c-��-º�ª�-=c..... � det (D1f'(H1(a), H'(a), a)) 390 



• 16 - Seja F: R• x R ➔ R' definida por F (x, y, a) = (x' a +
+ xy• + ay; a' yx + ay' x'). Consideremos o sistema definido por:

P (x, y, a) = x' a + xy• + ay = 3
F' (x, y, a) = a' xy + ay' x' = 2 

e examinemos a existência de uma solução H1 (a), H9 (a) numa
vizinhança do ponto (1 } 1

) 
1). Em- caso de existir a solução, calcule"se,

dH' dH• então, -;J-;- (a) e � (a).
É suficiente para ·a existência da solução que det D1F (1, 1, 1) # O,

o que, na realidade, ocorre, pois: 

D1F (1, 1, 1) = [; !]

Para calcular as derivadas da função H procedemos da mesma
forma que no exemplo anterior: 

, '
) 

dH1 

) dH'. , )(3x a + y -- + (2 x y + a -- = - (x + y da da 

s , dH1 , , dH' , , '
) (a y + 2 a y x) -- + (a x + 2 a y x) -- = - (3 a x y + x y da da . 

Portanto:

dH1 (J) =da 

dH, (l) =da 

[-2
det __ 4

de! [;

det [;

det [;

3.91 

!] 
!] 

=-=2
3 

-2]
-4 10 

!] 
=--

3 



VI. 2 - O Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange 

Nesta seção procuraremos desenvolver um método para identificar pontos críticos do seguinte problema: dada a função f: D ➔ R(D e::: RP aberto) de classe e• (/, ): 1) e dada uma superfície de 
nível e, Nc

, de f definida como a imagem inversa de alguma funçãocp: D •➔ R, cp E Ck, quais são os pontos críticos .de f restrita àsuperfície N" isto é, f/N
e
?

Seja, portanto, cp tal como acima, seja N, = {x E D: cp (x) = c)e suponha-se que grad cp (x) # O para todo x EN,. 
Neste caso, então Nc é, numa vizinhança de qualquer de seuspontos, o gráfico de alguma função h definida num subconjunto aberto de RP-1

• Um vetor tangente a N, no ponto x é, por definição,)..' (O) , onde /.. é um caminho diferenciável no ponto t = O, definido

da seguinte maneira: /..: (-e, e) ➔ D, e > O, com /.. (O) = x e(cp, /..) (t) = e, isto é, um vetor é tangente à superfície N, se ele 
é tangente a algum caminho diferenciável no ponto t == O em que), (0) = X. 

Dado u_m ponto x
0 

E Nc, o conjiJ.nto de todos os vetores tangentes
à superfície de nível 'J\T0 no ponto x0 será indicado por ET (x0).
Por exemplo, considerando a figura a seguir, o conjunto dos vetores 
tangentes a Nc no ponto x

0 
coincide com a linha reta passando pela

origem e com a mesma inclinqção de Nc no panto x
0

• Maisespecificamente, suponha-se que N, é definida pela equação x y = 1 
e que desejamos encontrar o conjunto dos vetores tangentes no ponto (x

0
, y,) = (1, 1). 

Mostraremos que ET (1, 1) = ( (Z1, Z,) E R•: z, = -Z,}.

Seja (Z,, Z,) E ET (1, 1). Então, existe um caminho diferenciável 
em t = O, /..: [- e, e] ➔ N, definido por À (t) = (/.., (t), À, (t)), sendo À (O) = (1, 1) e /..' (O) _;_ (Z1, Z,). Como a imagem de [- e, e] está em N,, /..1 (t). ),, (t) -- 1, isto é, o caminho À deve ter 
a seguinte forma:). (t) = (1., (t), Â, �ti

)- Portanto, À' (t) =(1.'1 (t), -
[/..:;(;;\, ) e /..' (O) = (À; (O), - 1.: (O)), donde se segue que
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xo= Ã(o)
>-(t)

"' 

" -

" 

Z1 = -Z,. Acabamos de verificar que ET (1, 1) e:: { (Z,, Z,) E
E RS: Z1 . == -Z2}. Para provarmos que os conjuntos são iguais, 
tomemos agora Z. = (Z,, Z,) tal que Z1 = -Z,. Considere-se, por
exemplo, o caminho lc: (- e, e) ➔ N, dado por "/.. (t) = ( 1 +

+ t Z1, 

1 
Z 

) , onde e é escolhido de maneira que 1 + t Z1 # O.
1 + t 1 

Segue-se, então, que )e' (O) = (Z1, -Z,), isto é, )e' (O) = (Z1, Z,) .
Enunciaremos agora a propriedade mais importante deste con

junto ET (x0). A demonstração do teorema pode ser encontrada em
Lima (1981) e Flemming (1977).

Teorema 3 - Seja cp: D ➔ R, D e= R• aberto, de classe e• (k ;,, 1),
e seja N, uma superfície de nível e de cp tal que grad cp (x) # O
para todo x E N,. Então, qualquer que seja x, E N" ET (x,) é
um espaço vetorial de dimensão p -- 1. 

Dada a -noção de vetor tangente a uma superfície de nível N
0

, 

a definição de vetor normal segue-se naturalmente. Diz-se que 

Z E R• é normal à superfície N, (definida tal como no Teorema 3)
no ponto· x, se < v, Z > = O para todo v E ET (x,) . Em particular
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(propriedade "c" do vetor gradiente), grad cp (x,) é um vetor
normal à superfície N,.

Teorema 4 - Dada a superfícib N, (definida tal como no Teore
ma 3), o conjunto dos vetores !normais a N0 no ponto x0 é um
espaço vetorial de dimensão 1. Em particular, qualquer que seja o
vetor v normal a N

0 
no ponÍo x0, existe a E R tal que v ==

= a grad cp (x,) .
Como também não demonstrm}emos este teorema, ver, para uma

demonstração num contexto semlelhante ao ·desta seção, Flemming
(1977). 

Para evitar repetições excessiva'.s, a situação típica a ser estudada
agora é a seguinte: temos uma f�nção f: D ➔ R de classe Ck � 1,

em D que é um subconjunto aberto de RP; temos também uma
superfície de nível e: N

0
, definid:a como cp- 1 (e), onde cp: D ➔ R

é tal que cp E e• é grad cp (x) =,f,a iJ para todo x E N,. Continuaremos 
utilizando a notação f / N, para 1indicar a restrição da função f à
superfície N,r

Definição 5 - A função f/N, tiem um mdximo (mínimo) relativo
no ponto x0 _ E J\.T0 se existe uma!vizinhança V de x0 tal que, para
todo x E V r-. N" f (x0) ), f (x) (j (x0) � f (x)). f tem mdximo
relativo estrito (mínimo relativo �strito) se f (x0) > f (x) (f (x0) < 

< f (x)). para todo x E V r-. (:/',l, - (x0}).
Teorema 5 - Seja x0 EN, um ponto de máximo (mínimo) rela

tivo de f/N,. Então, para todo v f:ET (x,), < grad f(x0), v > = O.

Prova: 

Suponha-se que x
0 é um ponto de máximo de f/N,. Seja o caminho

(diferenciável no ponto t = O) ),: (-s, s) ➔ N, tal que). (O) = x0 . 

A função f,).: (-E, s) ➔ R tem (em decorrência do fato de que x0 é
um máximo relativo) um máximo relativo (int_erior) no ponto
t . O. Portanto, (f0).) '(O) = O e, pela Regra da Cadeia:

(f,I.) '(O) = < grad: f (x0), )é (O) > = O 

C. Q. D.

=
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Geometricamente, este resultado significa que o vetor gradiente 
de f é perpendicular à superfície de nível N, nos pontos de máximo 
ou de mínimo da função. 

Em vista deste resultado, definiremos os pontos críticos de f/IVc 

pela condição acima, isto é, x0 E N
c 

é um ponto critico de f/Nc se 
< grad f (x0), v > = O para todo v E ET (x 0) • 

E interessante observar que a restrição de f a ]\T
e 

pode não ser 
efetiva, isto é, independentemente desta restrição, f pode ter um 

ponto crítico num certo elemento x 0 E D. Por exemplo, se f: R2 ➔ R 

é dada por f (x, y) = x• + y', sabemos que ela tem mínimo no 
ponto (O, O). Se definirmos a superfície de nível N0 como g,-1 (O), 
sendo q,: R' ➔ R, q, (x, y) = x + y, esta restrição é absolutamente 
inócua. f teria um mínimo, de qualquer forma, em (O, O). 

Entretanto, o caso contrário pode ocorrer, como ilustraremos mais 
à frente, isto é, f pode não ter pontos críticos em D, porém f !N,

tem pontos críticos. 
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Teorema 6 (Multiplicador de Lagrange) - Sejam: a) f: D ➔ R, 
D e:: R• aberto, f E e•, k ;;;, 1; e b) N, a superfície de nível e da 
função q,: D ➔ R, q, E e•, e tal que grad q, (x) # O para todo 
x EN,. Então, x 0 EN, é um ponto crítico de f/N, se, e somente 
se, existe um número real ). tal que grad f (x0) = ). grad q, (x,) . 

Prova: 

Suponha-se que x0 EN, é um ponto crítico de f/N,. Por definição, 
< grad f (x0), v > = O para todo v E ET (x0). Como N, é uma 
superfície de nível de q,, < grad q, (x,), v > = O para todo 
v EET (x0). Portanto (Teorema 4), existe). E R tal que grad f (x0) = 
= ). grad q, (x,). 

Por outro lado, se grad f (x0) � ). grad q, (x,), então, para todo 
v E ET (x0), < grad f (x0

), v > = < ). grad q, (x0), v > = 
= ). < grad q, (x,), v > = O. Logo, x, é um ponto crítico de f / N,. 

C. Q. D.

Antes de passarmos aos exemplos, convém frisar que o valor 

de À nos informa se f teria ou não ponto crítico na ausência da 
restrição N,. Se ), # O, é claro 

:
que grad f (x,) # O e, portanto, 

x0 não é um ponto crítico de f e� D. Por outro lado, À = O signi� 
fica que a restrição é inócua, isto�. x0 é um palito crítico de f em D. 

Exemplos: 

17 - Seja f: R' ➔ R definida par f (x, y) = x' + y• e seja 
q,: R' ➔ R definida por q, (x, y) = x + y e N0 = q,-1 (O). Por
tanto, os pontos críticos de f/N, (note-se que f e N0 satisfazem as 
hipóteses do Teorema 6) são encontrados resolvendo o sistema: 

ou seja: 

grad f (x, y) == ). grad q, (x, y) 

X+ y = 0 

2x = ). 

2y • ). 

x+y=O 

1 
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Como -pode ser verificado, a un1ca solução deste Sistema é 
x = y = O e À = O. Como havíamos mencionado, isto se dá por
que (O, O) é um ponto crítico de f em R'.

18 - Sejam f e q, tais como no exemplo anterior e seja N, _ 
= q,- 1 (2). Os pontos críticos de f/N, são dados por: 

2x = À 

2y = À 

X+ y = 2 

Observe-se que À =I= O, pois, caso contrário, teríamos x == y = O, 

o que não satisfaz x + y = 2. Portanto, devemos ter À # O, x # O

e y # O. A solução do sistema é, então, x = y = 1 e À = 2.

O valor de f no ponto (1, 1) é 2. Podemos notar que 1- 1 (2) i define 
uma superfície de nível da fuúção f (que, na verdade, é a circun
ferência de raio y2), na qual grad f (x, y) ,,;, O para todo (x, y). 
O Teorema do :Multiplicador de Lagrange, então, afirma que as
superfícies N

,, 
e f- 1 (2) são tangentes, uma vez que possuem vetores 

normais que são proporcionais. 

grod f(:,; ,y) 
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Esta interpretação geométrica nos permite, em alguns casos, saber 
se o ponto crítico de f é um máximo ou um mínimo, ou nenhum 
dos dois. No caso em questão, :o gradiente f está apontando na 
direção nordeste, o que significa I que, à medida que nos movimen
tarmos naquela direção, o valor de f aumenta e, em conseqüência, 
(1, 1) é um mínimo de f/N,.

19 - Seja D= R: (interior de R:) e seja f: D ➔ R definida 
por f (x, y) = xa . yP, a > O e.� > O. Considere-se a superfície 
de nível e, e # O, N, da função q,: R' ➔ R definida por q, (x, y) =

= px + qy, p > O e q > O. Determinemos os pontos críticos de 
f/N,. Convém observar que este é o problema típico da Teoria do
Consumidor} onde f é uma função utilidade que· representa as 
preferências do indivíduo, q,- 1 (e) a sua restrição orçamentária e 
p e q são os preços (dados para ;O indivíduo) dos dois bens x e y,
respectivamente. No caso do conshmidor, estaremos interessados não 

1 , • ( 1 • • d ) em toe os os pontos, cnt1cos caso exista mais e um , mas apenas 
naqueles que maximizam f/N,.

Como f e Nc satisfazem as hipóteses do Teorema 6, os pontos

críticos de f!N
c 

são aqueles para os quais existe A E R, que, junta
mente com eles, é solução do sistema: 

• À a xa-1 yP p 

). B xa yP-1 _ q 

px + qy = e 

(3) 

(4) 
(5) 

As equações (3) e (4) _são obti(ilas de grad f(x, y) = 1.grad (x, y)

e a equação (5) requer que a sqlução esteja em N,.

Convém, inicialmente, observar que A =j:: O para que o sistema 
admita solução. Além disto, sendo ). # O, teremos x # O e y # O.
Dividindo (3) e (4), obtém-se: 

qy = 1... p., (6) a 

e, substituindo em (5), temos: 
a e 

X=�-----

(a + Bl p 
(7) 
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Para obtermos y, substituímos (7) em (6) : 

� e 
y = ----,-----é---s-;--

(a + �) q

O valor de ), é obtido de (3) ou (4) . 

(8) 

A solução pode ser visualizada geometricamente na figura· a seguir, 

onde AA é a curva de nível da função /, cujo valor coincide com 
o de f no ponto crítico encontrado. Os vetores MN e MO repre
sentam grad f (x, y) e grad <p (x, y) (não é possível identificá-los 
exatamente, pois isto depende do valor de 1.). Também é importante 
notar que gracl <p (x, y) = (P, q), isto é, que o vetor de preços é 
perpendicular à curva de nível da função /. 

A 

o 

Para finalizar o exemplo, podemos concluir que o ponto em ques

tão é de máximo, pois a curva de nível de f à direita de AA corres
ponde a um valor maior da função (uma vez que o gradiente de f

aponta na direção nordeste). Na linguagem da teoria do consumidor, 

as equações (7) e (8) são chaw.adas de equações de demanda dos 
bens x e y.
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20
0 

- O exemplo anterior pdde ser generalizado. Suponha-se que 
U: Rt ➔ R, U E C' (hipótese usual na teoria do consumidor) e 
que grad U (x, y) > O (isto significa que as derivadas parciais 
de U são sempre positivas). Seja e > O a renda do consumidor e 
P > O e q > O os preços dos be�s x e y. Desejamos, então, encontrar 
os pontos (x, y) E .R� tais que U/N, seja um máximo, sendo 
N, = ( (x, y) E k:: px + qy = e).

Os pontos de máximo são dAdos pela solução do sistema: 
au 
ax 

au 
ay 

(x, y) )..p 

(x} y) = )..q

px +1 qy = e

(9) 

(!O) 

(11) 

Com as hipóteses acima, ).. >! O. Portanto, grad U (x, y) estará 
apontando na direção nordeste. 

Antes de fazermos a figura dehe exemplo, convém mencionarmos 
que o problema acima pode nã1 ter solução se não se supõe nada 
sobre o formato da curva de nhrel de f. Por exemplo, na situação 
a seguir (lembre-se de que U está definida no interior de R� e N0 . 1 o é um conjunto totalmente conti<!l6 em R:, e os pontos (c/p, O) e 
(O, c/q), em particular, não pert�ncem a N,) o problema de encontrar um máximo de U / N

c 
não tem solução. 

No ponto A
J 

o gradiente de U aponta na direção nordeste. Os
pontos B, B', C, C' estão sobrelNc, e neles f tem valor maior do 
que no ponto A. Isto ocorre, ne.te caso, porque N

c 
não é um con-

junto compacto. 
j Um caso usual na teoria do coi;isumidor em que o exercício acima faz sentido é quando as curvas! de indiferença tiverem o formato 

indicado na segunda figura da página a seguir . 
. , 21 - Seja <p: R• ➔ R, <p E Cj" (k ;;, J), e seja a superfície de 

nível e, N
0

, de <p tal que grad t (x) si= O para todo x E N,. Seja 
X � Nc 

e suponha.se que existe x' E N
c 

tal que a distância entre 
X e x' é mínima em relação a todos os pontos x E N

c
. lvfostraremos 

que x' - X é perpendicular a �\ no ponto x'.

400 
 



grod U(x,y) 
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Para tanto, seja f: R• ➔ R ,definida por f (x) = < x - x,
x - x >- Note-se que f E C00 e j que ela tem mínimo restrito a N,

no ponto x'. Portanto, grad f �x') = À grad q, (x') para algum
�E R. Seja v E ET (x'). Então\ como < grad q, (x'); v > = ·o

e grad f (x') = 2 (x' - x), :$egue-se que < x - x', v > =

À ,, 
= 2 < grad q, (x'), v > = ':0-

0bserve-se que neste exemplo partimos da hipótese de existência
do ponto x', que, em geral, pode não existir. Se Nc é c;:ompacto, x'
certamente existirá (Teorema l!e Weierstrass) . Pode-se também
mostrar (exercício 7) que, sob citas hipóteses, N, é fechado e, por-

1 ' 
tanto, existirá o ponto x'.

22 - Seja f: R' ➔ R definidal por f(x, y, z) = x - y + 2 z e
seja N_, = q,-' (2), onde q,: R' !➔ R definida por q, (x, y, z) =

= x• + y• + 2 z•. Encontramos: os pontos críticos de f/N,. Temos
então que resolver o sistema: 

(1, -1, 2) = li. (2 x, 2 y, 4 z)
 x• + y• + 2 z• = 2 

1 
Notando inicialmente que nen;huma solução <leste sistema é pos•. 1 1 1 sível com À = O, temos então: x = K' y = - zf e z = 2f·

Finalmente, obtém-se que À = � Y2
2 . Os pontos críticos ·de f/N,

são: 

(x, y, z) y2/2, y2/2) 

e: 

(x, y, z) = (- y2/2; y2/2; - y2/2) 

Existe uma maneira equivalente de enunciar o Teorema do Multi. 

plicador de Lagrange que, aliás, é.piais usual nos textos de Economia.
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Dados f: D ➔ R; cp: D ➔ R satisfazendo as hipóteses do Teore
ma 6 e N, = {x E D: cp (x) = e), define-se a função Jagrangeana
da seguinte ·maneira:

t: D X R ➔ R

tal que ,t (x, ).) = f (x) + ). (e - cp (x)) . É fácil ver que ,t E e•

se f e cp são de classe e•.

Teorema 7 (Multiplicador de Lagrange) - Sejam f: D ➔ ·R,
D e Rv aberto, f E e• (k ): 1), e N, a superfície de nível e da
função cp: D ➔ R, cp E C'' e tal que grad cp (x) # O para todo
x ENc. Para que x0 

EN
0 seja um ponto crítico d� f/N0 é-necessário

e suficiente que exista ). E R tal que· (x,, ),) é um ponto crítico de/
J, isto é, dJ:(x,; ).) = O.

Prova: 

( a,e aJ: ai: ) dl:(x, X) = -
a
- (x, X), ... , -

a
-· (x, >-), -

a
- (x, >-) •

X1 XP À 

Portanto, d/: (x,, ).)
= ). grad cp (x,) e cp (x,)

O se, e somente se, g.-ad f (x,)
e.

C. Q. D.

Consideraremos agora o caso em que, ao invés de uma única reS�
trição, temos várias. A situação típica é a seguinte: a) uma função
f: D➔ R, D e Rv aberto, f E C", k): l; b) uma função cp: D➔ Rq
(q < p), de classe e•, e E R'; e c) uni conjunto N, = cp- 1 (e) =

= {x E D: cp (x) = e), sendo que o posto da matriz Jacobiana 2 

de cp, Dcp (x), é igual a q para todo x E N,.
Dado o conjunto N

0 
tal como definido acima, então as definições

anteriores de vetor tangente a },l0 e vetor normal se aplicam, isto é,
v E RP é um vetor tangente a /\lc no ponto x0 se existe um caminho

2 O posto de uma matriz é dado pelo númerci (máximo) de linhas que 

s5o lincarmenle independentes. ·A condição "c" acima afirma que Dcp (x) tem q 

linhas que são linearmente independentes. 
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i.: (-s, s) ➔ N, tal que À (O)� = x, e À' (O) = v. Um vetor
z E RP é um vetor normal a N,e. no ponto .x0 se < z, v > == O 
para todo v E·ET (x,) (ET (x,) é o conjunto dos vetores tangentes
a Nc no ponto x0). 

Teorema 8 - Dada cp: D ➔ Rff tal como definida anteriormente,
segue-se então que, para todo x0 EN" ET (x0) é um espaço vetorial 
de dimensão p - q.

Teorema 9 - Dada cp: D ➔ jRq tal como acima, então, para 
todo x0 E= Nc, o conjunto dos v�tores normais a Nc no ponto x0 

é um espaço vetorial de dimehsão q e os vetores grad cp1 (x0) , 

grad q,' (x0), ••• , grad q,q (x0) (o')de q,': D ➔ R é a i-ésima coorde
nada de q,) formam uma base d�ste espaço. 3 

Teorema 10 (Multiplicadores de Lagrange) - Sejam f: D ➔ R, 
D e R• aberto, f E Ck (k ;;, 1) e N, a superfície de nível e da
função q,: D ➔ Rq (q < p), q, E C", sendo o pasto de Dq, (x) igual
a q para todo x E N,. Então, para que x0 E N, seja um ponto
crí_tico de f/N0 devem existir q húmeros reais À

1
, J..2, . . .  , Áq tais 

que grad f (x0) = 1.1 grad q,' (xk) + À, grad q,' (x0) + _ . . +
+ ).

0 
grad q,º (x,) .

Prova: 

Apenas para facilitar a demon}tração, recordemos que x0 é um
ponto crítico (por definição) de f/N, se < grad f(x,), v > = O 
para todo v E ET (x,).

Suponha-se que x 0 é um ponto crítico de f/N,. Portanto, grad f(x0) 

é um vetor normal a N
0 

que pocile ser expresso como uma combi
nação linear dos vetores da bascj deste espaço, isto é, existem Àv 
1.,, ... , 1.

0 
tais que grad f (x0) = À, grad q,' (x0) + À, grad q,' (x,) +

+ - .. + 1., grad q,q (x,).
Suponha-se agora que existem /,1� J.2, . . .  , Àq tais que grad f (x0) =

= À1 grad q,' (x,) + 1., grad q,2 i(x0) + . . . + ).0 grad q,º (x,).
Dado um vetor v E ET (x0), é fácil ver que <grad f (x0), v > = O, 

C. Q. D
a Para demonstrações destes teoremas, ver, por exemplo, Flemming (1977) e 

Lima (1981). 
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Encerrando esta seção, convém chamar a atenção para uma hipó
tese feita no teorema acima, qual seja, q < p. As figuras a seguir 
mostram que, se tal não ocorre, o teorema não é mais verdadeiro. 
Nelas, a função f está definida em R• e <p é uma função de R• 
em RB. Observe-se que, no primeiro caso, existe um único ponto 
que pertence a Nc, no segundo, Nc == cp e, no último, ter11:os na 
verdade uma única restrição. 
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VI. 3 - Caracterização dos Pontos Críticos de f / Nc

Como já sabemás, os pontos otíticos de uma funÇão f/N
0 

podem 
ser pontos de máximo relativo, de mínimo relativo ou nenhum deles. 
Em vista disto, e do fato de que as considerações geométricas do 
tipo que apresentamos na seção anterior nem sempre podem ser 
feitas, procuraremos desenvolver condições necessárias e suficientes 
para caracterizar um ponto crítico de f / N e· Na Seção VI. 4 veremos 
ainda uma razão importante para nos preocuparmos com o pro91ema. 

A situação típica nesta seção é ainda a seguinte: a - função 
f: D ➔ R, D e:: R• aberto, f ( C" (k ;;, 2), a superfície N, =
= cp- 1 (e), sendo cp: D ➔ R", q < p, cp E C", e o posto de Dcp (x) 
igual a q para todo x E N,. O ponto x0 é um ponto crítico de f / N"

isto é, grad f (x,) = ).1 grad cp1 (x0) • + ... + )., grad cp" (x0), sendo 
À1, Â2, . . .  , Âq números reais e (x0) -== e.

Definamos a função lagrangeana, rieste caso, da seguinte maneira: 
J!: D x Rq ➔ R tal que t (x, ).) = f (x) + )., (e, - cp' (x)) +

+ ... + Aq (e, - cp• (x)) e À= ().1, ).., ... , Aq). Podemos escre. 
vê-la, ainda, de forma mais cpmpacta: t (x, ).) = f (x) +

+ < À, e - cp (x) >-

Como f e q, são, no mínimo, d1e classe C2, .e é também (no mí
nimo) de classe C2• Definiremos a forma quadrática hessiana de J: 
por Q: R• ➔ R tal que: 

p p a' t Q(h; x) = l: l:; ��-(x) h, h; = h. t"(x) . h 
i "" 1 i = 1 axi <!xi 

onde t" (x) é a matriz hessiana de J: ignorando-se a variável À, isto é: 

Teorema 11 (Condições Suficientes de Segunda Ordem) - Sejam 
x

0 
um ponto crítico de f! l\rc e cp a função lagrangeana. Então: 

a) se Q (h; x,) é negativa definida sujeita à condição de que
< ·grad cp; (x,), h > = O, j = 1, 2, ... , q, então o ponto x0 é um
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máximo relativo de f /N,, ou, dito de outra forma, se Q (h; x,) < O
para todo h E R• - {O) tal que < grad qi (x,), h > -: O, j 

• 
1,

2) . ... , q
) 

x
0 é um máximo relativo de f/Nc;

b) se Q (h; x,) é positiva definida sujeita à condição de que
< grad qi (x,), h > = O, j = I, 2, : . . , q, então o ponto x, é um 
mínimo relativo de f / N e; e 

c) se Q (h; x,) é indefinida sujeita à condição de que
< grad qi (x,), h > = O, j = 1, 2, ... , q, então o ponto x0 não é 
um ponto de máximo ou de iníniino de f / N e· 

Teorema 12 (Condições Necessárias de Segunda Ordem) 
Se x, é um máximo relativo (mínimo relativo) de f/N" então 
Q (h, x,) ,( O (Q (h, x,) ;:e O) para todo h E R• tal que 
< grad qii (x,), h >=O, j = I, 2, ... , q.

Tal como apresentados acima, estes teoremas são· de difíci,l ope
r�cionalização. Entretanto, existe uma. caracterização da forma qua
drática com restrições -,I_ineai::e_s (como é o ca_so) em t_�r�o_s de deter
minantes semelhantes ao caso que discutimos no capítulo anterior. 

Sejam dadas as matrizes A e B, sendo A (n x n) e B (m x n) com 
m < n. Formemos a matriz C da seguinte maneira: 

[o 
C= 

B(n x:mi 

onde B' é a matriz que se obtém trocando as linhas e as colunas 
de B e O é a matriz m x m cujos elementos são todos iguais a zero. 
C, portanto, é uma matriz (m + n) x (m + n). 

Define-�e então o menor principal sucessivo de ordem r da matriz 
e como: 

o o b11 .bu 
... b1r 

o o bmt bm, bm, 
det C, = det , r=m + 1,m -t-2, ·.· ., n 

b11 bm , ª11 ai, ai,

b,, bm, ª" a,, ª" 
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Convém observar que C, é, na verdade, uma matriz (m + r) x 
x. (m + r).

Teorema 13 - Seja A simétrica, isto é, aij 
== a11, para todo

t, J == , , ... , n e m x m = ta que et =I= . (• • 1 2 ) B · [b11 . . . b,m] 1 d B O
bmt • • • bmm 

Então: 
a) h.A.h < O para todo h ,,fa O tal que B.h = O se, e somente

se, (-1) '. det C, > O, r = m + 1, m + 2, ... , n;. e

b) h.A.h > O para todo h ,,fa O tal que B.h = O se, e somente
se, (-1) m. det C, > O, r = m + 1, m + 2, ... , n. ·' 

• Poderemos agora modificar as condições suficientes de segunda
ordem, de forma a trabalhar com os menores principais de uma 
matriz hessiana. modificada. Sejam tH (x) o elemento genérico da 
matriz .t" (x) e q,' (x) a derivada parcial da h-ésima componente 

' da função q, com relação à variável j (k = 1, 2, ... , q e j = 1,

2, ... , p). Define-se, então, a m�triz hessiana bordada de f/N, da 
seguinte forma: 

o ... o q, i (x) q, i (x) q, !(x) 

o ... o q,Hx) q, Hx) q,�(x) 

H(x) = 

q, i (x) . . .  q,Hx) .t 11 (x) .t "(x) .t Jp(x) 
q,i(x) q,l(x) .t., (x) J;" (x) .t '" (x) 

.l p,(x) ... .l pp (x) 

Observe-se que H (x) é uma matriz (P + q) x (P + q) que 
satisfaz as condições do Teorema 13, isto é, 1:" (x) é simétrica e o

posto de Dq, (x) é q. Portanto, temos o seguinte: 
a) se (-1)' det fl, > O, r = q + 1, q + 2, ... , p no ponto

X0 E Nc, então X0 é um máximo de f!N0; 

4 Para uma demonstração deste teorema, assim como caracterizações das 
formas semidefinidas, ver Debreu (1952) . 
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b). se (-1), det H, > O; ,. 
x

0 
é um mínimo de f/N

c
,'., e

q + 1, q + 2, ... , p, então 
e) se um dos menores principais sucessivos tiver um sinal estri.

tamente contrário ao '.'esperado", x
0 

não será um ponto de máximo ou de mínimo de f/N,.Vejamos algumas aplicações simples deste resultado. 
Exemplo: 23 - Consideremos uma simplificação do exemplo 19. Seja

f.: R' ➔ R dada por f (x, y) = x y e seja cp: R' ➔ R dada porcp (x, y) = p x + q y, p > O, q > O. Dado e E R, e > O, cp-1 (e) 
determina a superfície de nível e) N

c
, de cp. O ponto crítico de f/N

0 é (ver exemplo 19) : 
(x, y) = [ ;p ' /q ]

Vejamos se as condições suficientes de segunda ordem podem nos 
auxiliar na identificação da natureza deste ponto crítico. Neste caso, 
temos p == 2 e q = 1: A matriz hessiana bordada é, simplesmente:· 

ÍÍ (x, y) = [ : 1 (x, y) 

cp 1(x, y) cp ,(x, y) 

l!11 (x, y) t1, (x, y) cp ,(x, y) t,, (x, y) t,. (x, y) 
ou seja: 

ÍÍ(x, [º p ql 
y) = ; ; � 

Como q + 1 = p, basta-nos considerar det fi, que coi_ncide com det fi (x, y). Note-se, então, que det H (x, y) = 2 p q > O. Por
tanto,. este é -um ponto de máximo relativo de f. O caso em que existe apenas uma restrição (q = 1) aparece
em muitos problemas econômicos. Portanto, vamos particularizar 
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ainda mais as condições suficientes acima para facilitar a sua efetiva 
utilização: 

a) se (- 1)' det H, > O, r

máximo no ponto x0;. 

b) se det H, < O, r

no ponto x0; e 
2, 3; ... , p, então f/N

c 
tem mínimo 

c) se um dos menores principais sucessivos tiver um sinal estri
tamente contrário ao esperado, xõ não é um ponto de máximo ou 
de mínimo. 

Na situação acima, o menor principal sucessivo de ordem r é o 
determinante da seguinte matriz (r + 1) x (r + J) : 

o 

q, 1 

q,' 

<pi • •  • <pr 

,f, 12 J: ir 

t,. t,, 

Í ri l rr 

Vejamos mais alguns exemplos. 

24 - Seja f: R' ➔ R definid� por f (x, y) = x• - y• e seja 
N4 

= { (x, y) E R': x• + y' = 4). Os pontos críticos de f/N, são 
dados por: 

-2y·. 21.y

x• + y• = 4

Note-se que não se pode ter ). == O (pois neste caso teríamos 
x == O e y == O nas duas primçiras equações, o que não satisfaz 
a terceira) e, além disto, x # O •ou y # O. Supondo que y # O e 
dividindo a primeira equação pela segunda, encontramos x y =

= - x y, o que significa que x = O. Daí, temos que (O, 2) e 
(O, - 2) são pontos críticos de f/N,. Da mesma forma, (2, O) e 
(- 2, O) . são_ pontos críticos. 
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Dado (x, y) E R', a matriz hessiana bordada de f/ N, é: 

2 X 

2 -2 À 

o 

2 y 

/) 

-2

Para identificar quais sSo os pontOs crítico$, dentre oS acirila"rrien
cio_nados,. em que f atinge .máximo e em que f atinge mínimo, 
verifiquemos as condições suficientes de segunda ordem. Para- tanto, 
examinemos ÍÍ (x, y) em cada um dos quatro pontos críticos: 

a) Ponto crítico (O, 2) . (À = -J) :

ÍÍ (O, 2) 

Necessitamos então, neste caso, apenas examinar o sinal de 
det fi., = det fi (O, 2) = - 64 < O. Portanto, . (O, 2) é um ponto 
de mínimo relativo de f/N,. 

b) Ponto crítico (O, - 2). (À = - J):

ÍÍ (O, - 2) 

Como dei fi (O, - 2) ---,64 < o, (O, - 2) 
ponto de mínimo relativo. 

e) Ponto crítico (2, O) . (À= 1):

1
º 4 

:1-fi (2, O) o 

l; o -4 
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Como det FI (2, O) = 61 > O, o ponto (2, O) é um máximo relativo de f/N
4
• d) É fácil ver que (- 2, O); também é um ponto de máximorelativo de f. 

Sugerimos ao leitor fazer uma representação gráfica da solução 
deste problema e verificar que s.e poderia ter chegado a esta con
clusão por métodos geométricos. ' 25 - Seja f: R' ➔ R dada por f (x, y, z) = x• - y• - z• e seja N4 = { (x, y, z) E R': x• + y' + z' = 4). Os pontos críticos de f/N, são dados pela solução do sistema: 2x=2).x 

- 2 Yj = 2 ). )'

-2zj=.2).z

x• + y' + z' = 4 A solução deste sistema requer 'que ). # O e x # O, ou y # O ou 
z # O. Analisemos apenas o caso em que x # O (os outros dois 
são deixados ao leitor como exercício). Neste caso, a solução do sistema nos dá os seguintes pontos críticos: (2, O, O) e (- 2, O, O) . A matriz hessiana bordada de f/N

4 
é: 

[ O 2x 2 2z 

_J 
2x 2 e1. o FI (x, y, z) 
2y O -2 - 2). o 

2z O o -2

Examinemos cada um dos pontos acima: a) Em (2, O, O), temos ). = 1 e:
H (2, O, O) 
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e: 

e: 

[: 
4 

_:] det H, o 64 > O 

o 

[: 
o 

_:] det Fl, (- 1) 4 det -4 -256 < O

o

Portanto, (2, O, O) é um ponto de máximo local de t/N,. 

b) Em (- 2, O, O), temos:

det H, 64 > O 

det H, -256 < O

Portanto, (- 2, O, O) também é um ponto de máximo local de 

f/Ni, 

VI. 4 - O Método da Estática Comparativa

Iniciemos a discussão do Método da Estática Comparativa G exa. 
minando dois exemplos simples: 

5 É importante observar que, nesta apresentação, evitaremos discutir as 

questões mais polémicas relacionadas com as possíveis limitações da Estática 

Comparativa. Procuraremos apenas mostrar quais são as peças fundamentais (do 

ponto de vista ma_temático) que justificam o método. 413 



26. - Imaginemos que, num rl1ercado compet1t1vo, são dadas as
curvas de demanda e oferta do !produto, especifiçadas da seguinte 
maneira: 

x' = g (p)
(12)
(13)

A equação. (12). descreve o .comportamento da quantidàde deman
dada como uma função de preço do produto, p, e da renda, y. As

• • 
1 

o hipóteses usuais sob h são as I seguintes: h: 1{� ➔ R
+ 

é de
oh oh º classe C' e oP (P, y) < O, oy l

(P, y) > O para todo (P, y) E R:.
A equação (13) descreve o co1nportament-0 da oferta do produto

como uma função do pr.eço. Adbitiremos que g: R + ➔ R + é de
e J. • • 0-' classe C' e que g > O para todo p E R

+
' 

Dado um valor de y, se exisle (p•, x*) E R"+ x R+ tal que
h(p•, y) = g(p*), dizemos qt!e (P", x*) é llm equilíbrio neste
mercado. A repr�sentação gráfica deste equilíbrio é �sualmente feita 
da seguinte forma: 

p g(p) 

h (p,y) 

X xºls 
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.Considerando o equilíbrio representado acima, uma questão que se segue naturalmente é indagar como variam p* e x• quando yvaria. Neste exemplo simples, é fácil ver que um aumento de y aumenta h para cada p, pois a função f (y) = h (p, y) é monótona crescente. Este fato está representado no gráfico acima pelo deslocamento da curva h (p, y) para h (P, y'), onde o preço e a quantidade de equilíbrio são superiores a p* e x*. Este método gráfico, embora bastante popular nos textos de Economia, em certos casos pode não estar disponível em função da natureza do problema. Contudo, se examinarmos as hipóteses .feitas a respeito de h e g) veremos que elas nos permitem a utilização do teorema da função implícita e, desta forma, uma resposta mais analítica para a questão. �e (P*, x*) é um equilíbrio no mercado, -então h (P*, y) -
- g(p•) = O. Dadas as hipóteses acima a respeito de h e g, existe uma função 
rc: V➔ R, V e: R + aberto, ,e E C', tal que h (rc (y), y) - g(rc (y)) = O,ou seja, de forma mais intu.itiva, numa vizinhança do ponto de equilíbrio o preço de equilíbrio é uma função de classe C-' da renda. Além disto, sabemos que: 

d1r dy 1 ah ag ]_, 
a e,,. cvJ, yJ - a (,r(yJ J 

p p >0l ah 
ay (,r (y), y) 27 - Consideremos · agora um modelo macroeconômico de uma economia fechada e sem governo. Sejam as equaçõ�s que descrevem o equilíbrio neste modelo:

y C (y) + I (r) 

rn = L (y, r)

(14) 

(15) 

A equação (14) é a de equilíbrio no mercado de bens e serviços. C: R+ ➔ R + (a função consumo) descreve o consumo como função (\o'.· nível de renda e /: R+. ➔ R
+ 

descreve o nível do investimento
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como função da taxa de juros. Admitiremos que C E C1 e I E C1 
ôC ôl e que J > - > Oe-< O para todoy ER+ e para todo r ER+·
ôY ôr 

A equação (15) é a de equilíbrro no mercado de moeda. L: R� ➔ 
➔ R (a função de demanda de moeda) é, por hipótese, de classe 

L L • º 
C1 e _Q_ < O e Q_ > O para todo (y, r) E Rt, Na equação (15), 

ôr ôY 

1 

m é o estoque real de moeda. Um equilíbrio macroeconômico (quan-
do existe) é um par (y•, r•) tal que (14) e (15) se verificam, 
dado um valor para o estoque r�al ele moeda. A representação grá
fica deste equilíbrio é a seguinte! 

LM 

r* 

IS 

y* y 

As curvas IS e LM são, respectivamente, as contrapartidas das
equações (14) e (15). 

1 Dado o equilíbrio macroeconômico (y'1\ r"'), a pergunta que se 
d 1 . d . .segue naturalmente é acerca e Gomo variam y• e r* quan o vana 

m. Considere-se o sistema (14) � (15) reescrito da seguinte forma:
.F(y,r) =y-p(y) -l(r) 

G (y, ,,· m) ""' ,n -
L (y, r) 
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Neste caso, a questão se resume ein saber se (14') e (15') deter
minam y e r como funções diferenciáveis de m e, em caso afirmativo, 
qual o sinal destas derivadas. 

De acordo com o Teorema -da Função Implícita, se o determinante 
jacobiano for diferente de zero, a resposta à pergunta colocada 
(existência de funções diferenci.áveis) será positiva. Note-se, por

tanto, que: 

a1 aL 
. -> o

ar ay 

Desta maneira, em uma vizinhança do ponto (y"", r•) existem as 
funções (implicitamente determinadas) y• = y• (m) e r• = r• (m). 

dy* dr* 
Para calculai -

d
-- e -

d
- procedemos de maneira semelhante ao

m rn 

que fizemos na Seção VI .1 (exemplos 15 e 16), isto é: 

aF dy* aF dr* 
- --+- --=O
ay dm ar dm 

aG dy* 
+ 

aG dr* 

ay dm ar dm 

ou se1a: 

(1 - !�) 
dy* a1 

=O 
dm ar 

aL dy* aG dr* - 1---- --= 

ay drn ar dm 

onde .as derivadas parciais de F e G são calculadas no ponto 
(y*, r"") . Deste sistema de equações, obtemos:

dy* 

dm 
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e: 

ar' - (1 - ªª)
. ay 

=-----�-�=-----<O 

am (1 - ªª) (-'�)-(.!!_ E:..) 
ay 1ar ar ay 

É interessante observar que, tanto no exemplo 26 quanto no 
exemplo 27, foi possível obtermos informações quantitativas sobre 
as derivadas envolvidas, isto é, O método utilizado nos permitiu 

determinar a direção da mudança e também a sua magnitude. 

Do ponto de vista da Teoria ! Econômica, 6 estes dois exemplos
J 

são .representativos das situações �ipicamente encontradas. Em geral, 

temos um sistema de equações que definem um equilíbrio - dados 
os valores de alguns parâmetros - e desejamos investigar como ele 

se altera quando yariam tais parâmetros, isto é,. temos um sistema 

(para não tornar excessivamente cansativa a exposição, evitaremos 

explicitar o domínio das funções: e as propriedades diferenciais das 

mesmas, o que já foi detalhadamente desenvolvido na Seção VI.!): 

F (x, a) = O 

1 

onde x é o vetor das q variáveis endógenas (ou de controle) e a é 
um vetor de p parâmetros. Dadç que este sistema determina as q 

funções x, = h, (a), qual é o sinal de !� no ponto de equilíbrio

inicial? Já vimos que o Teorema da Função Implícita é, em geral, 
o instrumento mais adequado para tentarmos responder à pergunta.
Quando se verificam as hipóteses do teorema podemos - pelos proce-
dimentos já indicados - calcular

1 
as derivadas parciais de interesse.

6 Referências interessantes sobre ,o método da Estática Comparativa são 

Samuelson (1971), lntriligator' (1971), Takayama (1974) e Silberberg (1978), 

nos quais esta apresentação se baseia. 
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É útil que procuremos estudar, desde a sua formulação, a natureza
de um problema econômico bastante comum. 7 Para tanto, sejam:

a) F: D x V ➔ R, D e:: R•, V e:: R, D x V aberto e F de
classe e• em D x V; e

b) g: D X V ➔ Rk, g E e•, k < q, de classe e• em D X V e
N, = {x E D: g(x, a) = e} (note-se que a é tratado, por ora,
com'o uma constante).

Nosso problema consiste, portanto, em determinar x• E n· que
maximiza F (x, a) com as restrições:

g1 (x, a) e, 

g, (x, a) _ e, 

Supondo que existe x • que resolve este_ problema, então ele deve
satisfazer o seguinte sistema de equações:

a aF (x*, a) + "/\1 a
ag, (x*, a) +

Xt Xt 

aF ( * • -
) 

+ , ag, < • ) +-a- X , a r-1 -a- X , a 

x, x, 

.. . 

(X*, ~) + ', a
ag, ( • ) +- " x, a . .. 

. x, 

g1 (x*, a) = c1 

agk + Àk -

i)
- (x*, a) = O
x, 

a)= O 

7 No que se segue trataremos d� questão abstratamente. Aqueles que 
preferirem podem materializar o problema para o caso da teoria do consumidor 
ou da produção. 
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que possui (q + k) equações e (q + k) variáveis e é o sistema 
de equilíbrio a que nos referimos anteriormente. Se quisermos agora 
determinar como variam os xt �m função do parâmetro a, é sufi
ciente que a matriz jacobiana deste sistema tenha determinante 
diferente de zero. Em primeiro lugar, é legítimo falarmos da matriz 
jacobiana, pois f e g são função de classe e•. Em segundo lugar, 
note-se que as variáveis deste sistema são x1, Xe} .•• , X

q, À1, Às, ... , Àk• 

Portanto, a matriz jacobiana é encontrada derivando-se cada uma 
das equações acima com relação a estas variáveis. Com um pouco 
de paciência, o leitor se convencerá de que tal matriz é simplesmente 
a matriz hessiana bordada de F/Nc, o que quer dizer que, se se 
verificam as condições suficientes, de máximo (ou de mínimo, quan
do for o caso), o sistema de eqqilíbrio acima admite uma solução 
em função do parâmetro a (esta solução é de classe cs e as derivadas 
parciais ê)x, podem ser calculadas pela fórmula dada pelo Teorema 

ºª 

da Função Implícita). 

Convém chamar a atenção para o fato de que a solução obtida 
é de caráter local, sendo, entretanto, em muitos casos, possível ga
rantir pelo menos o sinal das derivadas de maneira global. Isto é 
possível nos exemplos 26 e 27 que utilizamos para iniciar esta seção. 

Consideremos o problema de rQ.inimização de custos de uma firm� 
em competição perfeita e suponhamos que ela utiliza os insumos 

o 

K e L para produzir Y segundo a função de produção F: R: ➔ 
➔ R

+ 
- (O), Y = F (K, L). Admitiremos que F E C', com derivadas 

parciais positivas, e que os preços .dos fatores (dados para a 
firma) K e L sejam r e w, respectivamente. Seja Y > O. Como 
grad F (K, L) # O, a equação Y = F (K, L) dcline, em qualquer 
ponto (Kº, U), implicitamente uma função L = h (K) tal que 
Y = F (K, h (K)). Faremos a seguinte hipótese adicional: para todo 

- d'L d'L (K, L) tal que Y = F (K, L), dK' > O (onde dK' indica a deri-
vacla segunda da função h acima). 

A firma procura determinar K*, L * tais que resolvam o seguinte 
problema: minimizar wL + rK com a restrição Y == F (K, L). 
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A função Iagrangeana para este problema é:
,e(K, L; l.) = wL + rK + ). (Y - F (K, L))

K '-"1- e L *, portanto (se existirem), devem Ser uma solução do
sistema:

w - ) .. c,F

ôL
o 

oF r-),--=0
oK 

Y - F (K•, L*) = O 

onde as derivadas pardais de F são calculadas no ponto (K•, L •).

rl'L Dada a hipótese de que 
dK' 

> O, pode-se mostrar que as condições
suficientes de segunda ordem para mínimo são satisfeitas. Portanto,
o sistema acima define, implicitamente, as funções K (w, r, Y),
L (w, r, Y) e ). (w, r, Y) , cujas derivadas podem ser determinadas
pela fórmula do Teorema da Função Implícita.

C (w, r, Y) = wL (w, r, Y) + rK (w, L, Y) é a função de custo
da firma numa vizinhança do ponto (K*, L*). Com'? L ( .. ) e
K (.) são diferenciáveis (na verdade, C'), C é diferenciável. A
função �� é o custo ·marginal da firma. Uma propriedade extre•
mamente importante que se verifica em problemas como estes é que
�� (w, r, Y) = À, isto é, o multiplicador de Lagrange é o custo
marginal da firma, o que é uma conseqüência do chamado Teorema
da Envoltória que demonstraremos a seguir.

Consideremos o seguinte problema: maximizar ( ou minimizar)
F(x, a) com g(x, a) = O, sendo F: D x V ➔ R, D e: R•, V e: R,

D x V aberto, F de classe C' em D x V, e g: D x V ➔ R, g de
classe Cf em D x V. Suponha.se que x• maximiza F com a restrição
g (x•, a) = O e que as condições suficientes de segunda ordem
sejam satisfeitas. Então� existem funções h1: W ➔ RJ W e: R
aberto, tais que xi = ht (a), i = 1, 2, ... , q, ht E .C1 

.. 

421 



Teorema 14 (Teorema da Envoltória) - Nas condições especifi
cadas acima, vale o seguinte: 

..i:.__ F (h1 (a), h, (a), ... , h, (a), a) = �
F 

(x*. a) + À �g (x*, a)
da va ua 

Prova: 

Pela Regra da Cadeia:
dF aF ; dh1 -- (x*, a) = -- (x*, a) • -- (a) + + da da da 

+ aF ( • ) dh, ( ) + aF ( * )âa x,a da a âa x,a 

Além disto, g (h1 (a), h, (a), ... , h, (a), a) = O é uma identidade
parà todo a E W. Portanto:

. ag dh, ag • dh, À -,- (x", a) • -d (a) + ... + À -,- (x , a) • -d (a) +ux1 a ua a 
au+ À Ta (x•, a) = O 

Somando as duas equações acima e notando que:

(pois x• é um máximo), obtém-se o resultado desejado.
C. Q. D.

Intuitivamente, o Teorema da Envoltória diz que o impacto total 
de uma variação em a sobre o ·valor de F pode ser medido, numa 

vizinhança do equilíbrio, pelo seu impacto parcial ;: , levando em
conta o seu efeito sobre a restr�ção, qual seja, 

particular importante é o seguinte: maximizar 
- g(x) = O. 
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O Teorema da Envoltória implica que: 

dF 

da 
= À 

isto é, À indica qual a variação de F por unidade de variação de a 
numa vizinhança do ponto de equilíbrio. Este resultado, aplicado 
ao exemplo da firma que minimiza custos, garante que: 

ê)C -
ê)Y 

(r, 'W, Y) = À 

A versão do Teorema da Envoltória para um problema de maxi
mização sem restrição é a seguinte: 

Teorema 15 - Seja x• um ponto onde a função f: D x V ➔ R,

D e: R,, V e: R, D x V aberto, f E e•, tem um máximo (mínimo) 
relativo e no qual as condições suficientes de segunda ordem para 
máximo (mínimo) são satisfeitas. Então: 

Prova: 

dF 

da 
(x•, a) 

Pela Regra da Cadeia: 

.!:}_ (x*,
da 

uma vez que x• é um máximo (mínimo) de f.

C. Q. D.

Intuitivamente, o resultado diz que, numa vizinhança do ponto· 
de máximo, a variação de F, fixados os valores de x, é igual à varia. 
ção de F quando os valores de x se ajustam de maneira ótima. 

Consideremos um exemplo ilustrativo: seja 1t (x) o lucro de uma 
firma expresso como uma função da quantidade produzida e sejam . 
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R (x) a receita, C (x) o custo da firma e t um imposto pago por 
unidade de venda. Então: 

"(x) = R (x) - C (x) - tx

A produção que max1m1za o lucro da firma é x *, em que 
R' (x•) = C' (x•) + t. Se admitirmos que R" (x•) - C" (x*) < O

(condição suficiente para máximo), então a equação R' (xº) -
- C' (x*) = t define x• como uma função de t numa vizinhança 
do equilíbrio. Pelo Teorema da Envoltória: 

d,c(x*) (t) 
dt 

0" (x*) _ - x•
at 

isto é, a impos1çao de um imposto reduz o lucro da firma, e esta 
redução é a mesma, quer ela ajuste a quantidade produzida ou 
não. Se chamamos de "curva de curto prazo" a curva de resposta 
do lucro da firma quando x permanece constante e se chamamos 
de "curva de longo prazo" a curva de resposta quando se permite 
que a produção se a jus te ao nível ótimo, o teorema garante que 
estas curvas são tangentes no ponto de equilíbrio. 
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Exercícios 

1. Dados os caminhos abaixo, faça uma representação da cut'\:a

associada, encontre o vetor tangente ao caminho no ponto especifi
cado (e represente�o) e um vetor normal ao caminho: 

a) À: [-1, 1] ➔ R' dado por À (t) = (t', 1 - t') ( ponto
�2); b) À: [-1, l] ➔ R' dado por À (t) = (t, 21) (ponto t = O);e) À: R ➔ R' dado por À (t) = (cos't, sen't) (ponto t = ,c/4); e

d) À: [-1/2, 1 /2] ➔ R' dado por À(t) = (z + t, 1 � t)
(ponto t = O) . 

2. Dadas as funções abaixo, represente as curvas de nível pedidas

e indiqu� a direção do crescimento da função: 

a) f: R' ➔ R dada por f (x, y) = xyb) f: R' ➔ R dada por f (x, y)
N0 e N,); 

(x - 1) (curvas N0 e N10);(x + 1) (y -f- 2) (curvas 
c) f: R' ➔ R dada por f (x, y)· = min (x, y) (curvas N0, N1 e N _1); d) f: R2 ➔ R dada por f (x, y)e N _,); mm ( x', Y) (curvas IV0, N1 

e) f: R' ➔ R dada por f (x, y) = - x' - y' (curvas N, e
N ) • e -1 ' 
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1 f) f: R' + ➔ R dada por f (x, y) = max (x, y) (curvas N0, N, e 
N_,).  

3. Seja U: D ➔ R, D e:: R: kberto, UE e•, considere a superfí
cie de nível e, N" da função U e suponha que grad U (x, y) # O
para todo (x, y) tal que U (x, y) = e. Pede-se: 
cr a) Mostre - cuidadosamente: - que N, define implicitamente 
uma função h: V ➔ R (V e:: R Jberto) em cada ponto (x, y) E N,.

bu b) Dado (x0, y0) E N, com loy (x0, y0) # O, mostre que: 
lau 

dy 
-=-

fãx (xo, Yo) 
dx au 

By (xo, Yo) 
d' [ d'y e) Calcule (se existir) -
d 

Y Qual a relação entre -
d

, e a x21 X 
concavidade e/ou convexidade das curvas de nível da função U?

1 d) Admita que as curvas de nível de U sejam estritamente con-
• 

vexas. Qual o sinal � ? Justifi
1
que. 

4. Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y, z) = z' ...: xy - y - z. 
Pergunta-se: 

a) Dada a superfície de nívell zero, N" de f, ela é o gráfico de
alguma função numa vizinhança ido ponto (O, O, O) E N,?

b) Qual o conjunto de vetores normais a N, no ponto (O, O, O)?
c) Qual o conjunto dos vetores tangentes a N0 no ponto (O, O, O)? 
d) Qual a equação do plano �angente a N0 no ponto (O, O, O)? 
Definição: Dado x0 E N-0J o pla;no tangente a N0 no ponto x0 é ó 

conjunto dos vetores x E R• tais que x = x0 + Z, sendo Z E ET (x,).

5. Seja f: R• ➔ R definida pqr f (x, y) = xy. Pede-se: 
a) represente a curva de nívdl 1, N1) de f;

1 b) encontre um caminho diferenciável À tal
todo t no domínio de ).; para 

que f,'f. (t) _ 1 
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c) represente os vetores '/.' (O) e grad f (1, 1); e
d) sendo Z, = (1, 1), encontre o plano tangente a N1 no pon

to Z
0

• 

6. Utilizando o Teorema do Multiplicador de Lagrange, encontre
os pontos críticos das funções abaixo restritas à superfície N

0 
e 

identifique os pontos de máximo e de mínimo relativos (sugestão: 
faça figuras) : 

a) f: R' ➔ R dada por f(x, y) = ax + by, a # O e b # O,
e N1 = a- 1 ({J}), sendo a: R' ➔ R definida por a (x, y) = 

= x• + y•; 

b) f: R• ➔ R dada por f (x, y) = x + y e N1 = a-1 ({J}), 
sendo a: R' ➔ R definida por a (x, y) = xy; 

c) f:R'➔Rdada porf(x,y) =x'+y'eN_1=a-1 ((-l}),
sendo a: R• ➔ R definida por a (x, y) = y - x•; 

d) f: R• ➔ R dada por f(x, y) = y - x• e N1 _ a-1 ((1)), 
sendo a: R' ➔ R definida por a (x, y) = x• + y•; e 

e) f: R' ➔ R definida por f (x, y) = xy e N1 = a-1 ({2)),
sendo a: R

+ 
➔ R definida por a (x, y) = x + y. 

Mostre que a média geométrica de dois números positivos é menor 
ou igual à média aritmética destes números e generalize para n 
números positivos. 

7. Mostre que, sob as hipóteses do exemplo 21, N, é um con
junto fechado e que, portanto, existe x' EN, à distância mínima 
de x. 
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Capítulo VII 

INTEGRAL DE RIEMANN 

A idéia básica deste capítulo é familiarizar o leitor com os ele

mentos básicos da Integral de Riemann, alé1n de tentar caracterizar 
também os principais aspectos do cálculo das integrais. O capítulo 

está organizado da seguinte maneira: na Seção VII. l apresentaremos 

a definição e as principais propriedades da integral; na Seção VII. 2 
discutiremos o Teorema Fundamental do Cálculo Integral; e na 
Seção VJI. 3 introduziremos a Integral de Riemann-Stieltjes. 

VII . 1 - A Integral de Riemann 

Da nossa experiência anterior com certos conjuntos regulares (por 

exemplo, polígonos), sabemos calcular sua área, mas quando consi

deramos conjuntos mais gerais a definição de áreas é algo imprecisa. 
A Integral • de Riemann que estudamos nesta seção é uma forma 

de se definir tais áreas. Tal como outros conceitos importantes em 

análise, esta integral é um limite (de áreas de polígonos) que nos 

permitirá chegar à definição desejada. 

Inicialmente, é interessante fazermos. algun1as considerações geo

métricas simples para facilitar a compreensão do material que se 

segue. 

Suponhamos que a figura a seg·uir seja o gráfico da função contínua 
/: [n, b] ➔ R. Nosso objetivo é calcular a área compreendida entre 
o gráfico e o eixo das abscissas no intervalo [a, b]. Uma aproxi-
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f(x 

mação para isto seria a soma das áreas dos retângulos R11 R9 e Ra� 
É claro, da observação da figura, que esta não é uma aproximação 
muito precisa, pois a verdadeira área está subestimada (a subesti
mação total é dada pela soma das partes hachuradas) . 

Uma maneira de diminuirmos este erro é considerarmos, ao invés 
de apenas três, um número maior de retângulos (por exemplo, 
cinco). Considerando um número ainda maior (10, 100, 1.000.000), 
esta aproximação torna-se cada vez mais precisa. 

Uma questão que se coloca imediatamente é a seguinte: por que 
escolher os retângulos da maneira que fizemos anteriormente e não 
como indicamos a seguir? Neste caso, a área estaria superestimada. 
Porém, tal como anteriormente, esta superestimação tende a ser me
nor com o número de retângulos considerados. 

A definição da integral, portanto, baseia-se em aproximações 
desta natureza. De maneira pouco precisa, a integral (quando exis• 
tir) é •O limite da soma das áreas de retângulos quando o seu nú• 
:riJ.ero tende ao infinito. 
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f (x) 
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1 1 
R' 1 õ 

1 
1 

R' 1 
1 

R' 1.
11 

1

a t 
1 

t
z 

b X 

Feita esta discussão inicial, passem�� a considerar a definição da 

integral mais formalmente. Seja, portanto, f: [a, b] ➔ R uma 
função limitada (observe-se que, se f não é Íimitada, nem sempre 
as áreas dos retângulos das I figuras anteriores estarão definidas no 

conjunto dos números reais). Uma "partição" P do intervalo [a, b]

é um conjunto finito de pontos {a = t0 • < t1 < t, < ... < 

< t,_, < t, = b). 

Sendo f uma função limitada, em cada intervalo [t,_,, t,J existem 

M, = sup {f (x) : x E [t,_,, t,]} e m, = inf {f (x) : x E [t,_1, t,]}. 
Denotaremos por M = sup {f (x): x E [a, b]} e por m =

= inf {f (x): x E [a, b]). 

Definição 1 - A soma inferior de f na partição P, S (j, P) , é o 

número real I; m, (t; - t,_1) . A soma superior de f na partição 
i ., 1 

P, S (j, P) , é o número real 
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É (âcil ver que nas duas figuras anteriores a aproximação da 
área foi feita utilizando a soma inferior (no primeiro caso) e a 
soma superior (no segundo caso) . 

Exemplo: 

1 - Seja f: [O, 1] ➔ R definida por f (x) = x e seja P 
= {O, 1 /3, 2/3, 1) uma partição de [O, 1]. A soma inferior é:

� (t, P) = o . 1 / 3 + 1 / 3 (2 / 3 - 1 / 3) + 2 / 3 (1 - 2 / 3) = 1 / 3 

e a soma superior é: 

S (f, P) = 1/3 (1/3) + 2/3 (2/3 - 1/3) + 2/3 (1 - 2/3) = 1/3 

1/3 2/3 

Uma observação simples que se segue das definições de soma 
inferior e soma superior é a seguinte: 

m (b - a) ,;;; � (t, P) ,;;; S (t, P) ,;;; M (b - a) 
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Seja P uma partição de [a, b]. Uma paruçao pontilhada p• de 
[a, b] é a partição P de [a, b] e um conjunto de escalares;,,;., ... , ;, 
tais que t;,-1 � Çi � ti. 

Definição 2 - Seja p• uma partição pontilhada de [a, b]. A soma 
de Riemann de f em P* é o número real:

n 

s (J, p•) = :E f (;,) (t, - t,_,) 
i = 1 

Dada uma partição P, define-se a norma de P por: 

Definição 3 - A função f: [a, b] ➔ R é integrável em [a, b] se 
existe o seguinte limite: 

lim S (f, Pº) 
1P1-o 

Em caso afirmativo, o valor do limite é a integral de f em [a, b].

Procuremos explicitar mais cuidadosamente o significado da ex
pressão: 

lim S (J, P*)
IPl->D 

uma vez que ele difere um pouco da definição apresentada no 
Capítulo III. Diremos que o limite acima existe e é igual a / se, 
dado E > O, existe um número real ô > O tal que, qualquer que 
seja a partição P de [a, b] com IPI < ô e qualquer que seja a 
partição p• (isto é, qualquer que seja a escolha dos escalares 
(;1, Çr., ... , Çm ti-1 � (;;1 � ti), teremos:

IS (J, P*) - li < E (1) 

Esta definição difere da que foi apresentada no Capítulo III, 
pois, dada uma partição P com [P! < õ, existem vários valores
possíveis para S (f, Pº) , dependendo da escolha dos escalares. Isto 
significa que S (J, Pº) não é uma função de P (ou IPI), e é neste 
sentido que este conceito de limite é novo. 
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Uma observação que será válida para praticamente todo este
capítulo é a seguinte: se f não é uma função limitada, não há
possibilidade de que (1) se verifique para nenhuma partição P,
pois sempre pode-se escolher os elementos de p• de maneira que
a soma de Riemann torne-se arbitrariamente grande.

A caracterização das funções integráveis pode também ser feita
utilizando-se as somas inferior e superior. Discutiremos agora alguns
resulta dos preliminares para obtermos esta caracterização.

Inicialmente, note-se que, dada uma partição P e uma partição
pontilhada (qualquer) P•, vale <> seguinte: S (j, P) ,;:;; S (j, Pº) ,;:;;
,;:;; S (f, P).

Seja E > O dado e seja P = (a = t0 < t, < ... < t0 
= b}.

Como m, = inf {f (x): x E [t,_,, t,]}, existe 1;, E [t,_,, t,J tal que
m, > f (!;,) - b � a para todo i E {J, 2, ... , n), isto é:

n n 

S (j, P*) = I: f (U (t, -- t,_,) < I: m; (t; - t,_,) + e
i-1 ,�1 

ou seja, existe uma partição pontilhada p• para a qual vale o
seguinte: S (f, P•) < §_ (f, P) + •·

Da mesma maneira, existe um;i partição pontilhada p•• tal que
S (f, p• *) > S (f, P) - ,.

Dadas duas partições de [a, b]. P e Q, diz-se que Q é mais fina
(ou é um refinamento) do que P se P e= Q.

Sejam P e Q partições de [a, b] definidas da seguinte maneira:
P = ·{a = t0 < t, < ... < 1,_1 < t, < t,+1 . . . t. = b) e
Q = {a= t0 < t, < ... < t,_, < r < t, < t,+1 < ... < t, = b},
isto é, Q é obtida incluindo-se um ponto na partição P. Observe-se
agora que:

�(J, Q) - §_(f, P) = m' (t; -· r) + m" (r - t,_1) - m; (t; - t,�,)

sendo m; = inf /J (x): x E [t,_,, t,J), m' = inj {f(x): x E [r, t,l}
e m" = inf {J(x): x E [t,-,, - rj}.
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Portanto: 

e: 

DesLas observações segue-se que §_ (!, Q) - §_ (!, P) ;;;, O.

Um argumento de indução mostra que, se Q é mais fina. do que 

P, então I (f, Q) ), §_ (f, P) . Da mesma_ maneira, pode-se mostrar

• que S (f, Q) ,s;; S(t, P) para todas as partições P e Q corri P e:: Q.

Portanto, dadas P e Q, P e:: Q, vale o seguinte:

S (t, P) ,s;; S (f, Q) ,s;; S (t, Q) ,s;; S (t, P)- -

Sejam agora P e Q duas partições quaisquer. Como P v Q é um
refinamento de P e de Q, segue-se que:

§_ (j, P) ,s;; S (f, Q) (2) 

Definição 4 - A integral superior de f: [a, b] ➔ R limitada é
o número real inf S (f, P). A integral inferior de f é o número real

p 

sup S (t, P). 
p -

Convém observar que tanto o inf quanto o sup na definição acima 

são tomados com relação a todas as partições. Segue-se então, de 

(2), que as integrais superior e inferior sempre existem, pois a 

_ soma inferior é limitada superiormente e a soma superior é limitada 

inferiormente. 

Indicaremos a integral superior de f em [a, b] por: 

1• f 
(x) dx
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e a integral inferior por:

1' f (x) dx

Teorema 1 - Dada a função f: [a, b] ➔ R, f limitada, temos que:

1• f(x) dx � J.
-;

' f(x) dx

Prova:

Pela definição de ínfimo, dado e > O, existe uma partição P de
[a, b] tal que:

1• f 
(x) dx + e > S (J, P)

Da mesma forma, existe uma partição Q de [a, b] tal que:

j b f (x) dx - e < � (J, Q)
-· 

Portanto: 

1• f(x) dx +e> S(J; P) ), �(J, Q) > 1• f(x) dx - e

ou seja: 

f b f (x) dx + 2 e > J.' f (x) dx

para todo e > O, isto é:

1 • f (x) dx ), 1' f (x) dx

C. Q. D.
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Teorema 2 - Seja f: [a, b]----> Ruma função limitada. Para que f 
seja integrável, é necessário e suficiente que: 

j' f(x) dx = J' f(x) dx

Prova: 

Suponha-se inicialmente que f seja integrável. Então, dado E > O, existe ô > O tal que, para toda partição P com JPJ < ô e para toda partição pontilhada P•: 
JS (f, Pº) - IJ < s/J 

sendo I o valor da integral de f em [a, b]. Pela definição de ínfimo, 
existe uma partição P' de [a, b] tal que: 

Tomando, se for necessário, uma partição Q mais fina do que P' 

(sendo, em conseqüência, JQJ < ô), segue:se que: 

J' f(x) dx + s/J > S(f, P') :;,, S(t, Q)
ou seja: 

T > S (t, Q) - l • f (x) dx :;,, O

Temós então que: 

[ J' J (x) dx - I [ � [ J' f (x) dx - S (f, Q) 1 +

+ 1 S (f, Q) - 1 1 � + + 1 S (f, Q) - I 1
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Por fim, note-se que existe uma soma de Riemann S (j, Q•) tal
que S (j, Q") > S (j, Q) - e/ 3 Desta maneira:

IS U, Q) - II ,::;; IS CJ, Q) - s U, Q*ll + IS CJ, Q*) - II < ; + ; 

pois Q• é uma partição pontilh�da de [a, b] com JQJ < õ.
Portanto:

para todo E > O, isto é:

1' f(x)• dx = I

De maneira semelhante mostra�se que: 

[' f(x) dx = I
-· 

Suponha-se agora que I = sup '!i..(f, P) = inf :S (j, P), isto é, que
p p 

as integrais inferior e superior Sf!jam iguais. Então, dado e: > O,
existem partições P e Q tais quJ:

J 1 -l + z E > S (f, P)
1

l - z E < §_ (j, Q)

Seja agora V = P '----' Q e note-se que:
1 

- 1 J S (f, V) ,::;; S (f, P) < I + z E
1� (f, V) ;;:, Hf, _Q) > l - - E 2
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Portanto: 

1 1 
S(f, V) < I --1- e/2 < §_(f, V) --\- 2 E--\- 2 .E

isto é: 

S (f, V) 5_ (f, V) < E 

Este resultado garante que f é integrável, como demonstraremos 
nos Lemas 1 e 2 a seguir. 

C. Q. D.

Lema 1 - Suponha-se que, para todo E > O, existe Õ > O tal que 
se P é uma partição de [ a, b] com JPI < õ, tem-se S (f, P) 
- §. (t, P) < ,. Neste caso, f é uma· função integrável.

Prova:

Note•se que,_ da condição acima, segue.se que:

I ,:;; S(f, P) < §_ (t, P) --1- E ,e:;; i --1- E 

sendo I = inf S (f, P) e i = sup §. (t, P) . 
p p 

Logo, I < i --\- E para todo E > O, o que significa que I ,:;; i. 
Portanto, I = i, uma vez que já provamos que I ), i (Teorema 1). 

Assim, podemos escrever: 

l --\- E = i --\- E ), §_ (f, P) --\- E > S (f, P) ), S (t, Pº) ),
), §_ (t, P) > S (t, P) - E ), l - E 

qualquer que seja a partição pontilhada p•. Então: 

l - E < S (t, P*) < l --\- E 

ou seja, f é integrável. 

C. Q. D.
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Lema 2 - Suponha-se que, parl todo E > O, existe uma partição P de [a, b] tal que S (J, P) � (f, P) < e. Neste caso, f é uma função integrável. 
Prova: 

Seja M = sup {f (x): x E [a, bl) e seja P tal que: 
S (f, P) - �(f, P) < e/2 

Seja N o número de pontos da partição P e 
i E IQI < BN(M +1)
1 

seja Q tal que: 

Note-se que a partição Q cont�m, no máximo, N - 2 intervalos que contenham pontos de P em �eu interior. Além disto, a partição 
P v Q, que é mais fina do que P e Q, tem norma menor do que IQI•Sejam S (f; Q) = � M; (t; - t/_,) e S (f, P v Q) = � M; (t; -- t;_i). Observe-se agora que, scl o intervalo .U

J
-v t1) não contémpontos de P, então ele aparece na soma superior referente a P v Q: 

lo 

to 

Portanto: 

' 

t, 

t, 

' 

t, 

t, 

S (j, Q) - S (f, p V Q) = 2; 

p 

Q 

PvQ 

onde l::* M1 (t1 - t1_1) é a soma referente aos intervalos de Q que contém elementos de P (que são, no máximo, N - 2) e �•• M; (t; - t;_ 1) é a soma dos elementos de- P v Q que nãoforam cancelados na subtração. Assim, notando que M; � M e que (t; - !;-,) ,( IQI, vem que: 
S(f, Q) - S(f, P v Q) ,( (N-;- 2) M . IQI ,( 2(N - 2) M!QI 
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ou seja: 

S(f, Q) (; S(f, P v Q) + 2(N - 2) MIQI 

Além disto, tem-se: 

S (f, Q) (; S(f, P v Q) + 2 (N :____ 2) MIQI (; S (f, P) +

+ 2(N - 2) MIQI 

pois P v Q é mais fina do que Q. Logo: 

S(J, Q) (; S (f, P) + 2 (N - 2) M!Qi (; S (f, P) + 
+ _:__ (N - 2) M 

C. '! (f P) + _:__4 N (M + 1) "' ' ' 4 

Da mesma maneira: 

f(f, Q) ? f(f, P) 

e, portanto: 

1 
S (f, Q) - §_ (f, Q) (; S (f, P) - §_ (f, P) + 2 E < E

Mostramos então que, dado , > O, existe õ > O tal que, se Q
é uma partição com I QI < lí, S (f, Q) - §_ (f, Q) < ,. Pelo lema 
anterior, f é integrável. 

C. Q- D.

Os teoremas anteriores mostraram a equivalência entre a definição 
de função integrável dada no início do capítulo e o conceito defi
nido a partir da existência do limite das somas de Riemann. Veremos 
posteriormente que este último enfoque é mais adequado para o 
tratamento da integral de Riemann-Stieltjes. 
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Definição 5 - Seja f: [a, b] ➔ R, b > a, uma função integrável
em [a, b]. Define-se então:

a) í" f(x) dx = - [" f(x) dx; e

b) 1
ª 

f (x) dx O. 

Passaremos agora a discutir algumas das principais propriedades 
das funções integráveis. Antes, porém, relembramos que o conceito 
de limite que define a integral não é o mesmo que discutimos no 
Capítulo III. Em vista disto, deve-se provar (e isto fica a cargo do
leitor) que a integral, quando existe, é única. 

Teorema 3 - Sejam f: [a, b] ➔ R e g: [a, b] ➔ R funções inte
gráveis em [a, b]. Então:

a) se f (x) ,s;; g (x) e, para todo x E [a, b], 1• f (x) dx ,s;;

,s;; J. • g (x) dx; 

b) para todo número real k,: kf é integrável e f \t (x) dx _

} .. = h " f (x) dx; e

c) (f + g) é integrável em [a, b] e 1•/j(x) + g(x)} dx

= [' f (x) dx + 1' g (x) dx.
• a a 

Prova:· 

a) Sejam I = 1 °f (x) dx e J = 1' g (x) dx e suponha-se que
I > ]. Obtém-se, então, uma contradição com a hipótese f (x) ,s;;
,s;; g (x).

b) A demonstração é trivial.
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e) Com a mesma notação adotada em "a", vem que, dado E > O,
existe õ > O tal que, se IPI < õ e se p• é uma partição pontilhada: 

Portanto: 

IS (f, Pº) - II < s/2 
[S (g, P•) - I[ < e/2

[S (f, g, Pº) - (/ + J) 1 ,;:;; 1s (f, Pº) - I[ + 1s (g, P•) - I[ < s 
para toda partição pontilhada p• com IP[ < õ. 

C. Q. D.
Teorema 4 - Seja f: [a, b] --> R e e E (a, ·b). Se f é integrável 

em [a, b], então ela é integrável em [a, e] e [e, b] e: 
1' f(x) dx = 1' f(x) dx + 1' f(x) dx 

Prova: 

Sendo f limitada, existe k E R tal que [f (x) [ < k para todo 
x E [a, b]. Sejam/= l't(x) dx·e J = f't(x) dx. Dados> O, 
seja õ tal que O < õ < :k e seja p• uma partição pontilhada de 
[a, b] com IPI < õ. Seja [t.,_,, t,] o intervalo da partição P que 
contém o ponto e e note-se que: 

n i.-1 

S(J, P*) = I: f(I;;) • [t; - t;_,J = I: ./(/,;) [t; -· t;_,J +
i-1 i•l 

Definamos agora: 
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Portanto, IS, - II < + e el IS, - JI < + e, quaisquer que

sejam as partições pontilhadas de [a; e] .e [e, b] com norma menor 
do que ô' > O. Portanto: 

e, além disto: 

1 1s, + s, - I + J) 1 < 2 e

IS(J, P') - (S, + S,)I = lf(t;) - f(c)I (t, - t,_,) �
� {IJ(tJI + IJ(c)I} (t, t,-1) < 2k • 4: = ; 

Finalmente, vem que: 
 IS(/, P•) -:- (J + J) 1 � 1 IS(/, Pº) - (S, + S,) I +

+ is, + s, 4- (I + J) 1 < e 

qualquer que seja a partição p•I: com IPI < ô.
C. Q. D.

A reciproca deste resultado ié também verdadeira, isto é, se 
1 

f: [a, b] ➔ R é integrável em [a, e] [e, b], e E (a, b), então f é 
integrável em [a, b] e vale a iJaldade do Teorema 4. A demons
tração deste resultado é deixadal a cargo do leitor. 

Teorema 5 - Seja f: [a, b] ➔ R integrável e seja g: [a, b] ➔ R
tal que f e g diferem apenas em m número finito de pontos. Então, 
g é integrável e: 

1• f(x) dx - 1• g(x) dx • 

Prova: 

Suponha-se que f e g diferem iapenas no ponto x E [a, b]. Dada 
uma partição pontilhada p• de [a, b]: 

s (f, P") - s (f, g•) = ,�11 [t (;,) - g (;,) l (t, - t,_,) 
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Note-se que: 

a) se ç, # e para todo i E {l, 2, ... , n), S (f, P*) = S (f, g•);
b) se ç, = e para k E (1, 2, ... , n), então S (f, P•) - S (f, g•) _

= (f (e) -'- g (e)) (tk - t,_,) ; e
c) finalmente, pode ocorrer que ç, = çi+, = e.

t" = e 

Neste caso: 

S (f, P•) - S (g, P•) = [f (e). - g (e)] (t;+, - t,) +

+ [f (e) - g (e)] (t, - t,_,) 

Em qualquer dos três casos, no entanto, tem-se: 

IS (f, P*) - S (g, P•) 1 :,;:;; 2 (lf (e) 1 + lg (e) 1) . IPI 

Desta observação segue-se imediatamente que g é integrável e que: 

j·b
J

b 
a 

• f (x) dx =
a 

g (x) dx 

O caso geral pode ser demonstrado por meio do princípio da 
indução. 

C. Q. D.

Definição 6 - A oscilação de f: [a, b] ➔ R, limitada no conjunto 
X e:: [a, b ], é w (f, X) = sup f (X) - inf f (X). 

Pode-se também caracterizar a oscilação da função através do 

seguinte resultado: 

Lema 3 - Seja f: [a, b] ➔ R limitada. Para todo conjunto 
X e: [a, b], X# <f,, w(f, X) = sup (lf(x) - f(y) 1: x E X e 
y E X). 

Prova: 

Dado X e:: [a, b], qualquer que sejam x E X e .y E X temos 
f (x) :,;:;; sup f (X) e f (y) ;,, inf f (X). Portanto, f (x) - f (y) :,;:;; 
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,( sup f (X) - inf f (X). Além disto, esta relação independe- de 
ser f (x) maior, menor ou igual a f (y), e assim \f (x) - f (y) \ :( 
,( sup f (X) - inf f (X). 

Por outro lado, dado e > O, existem x E X e y E X tais que: 

Segue-se que: 

f(x) > sup f(X) - e/2

f (y) < inf f (X) + e/ 2

\f(x) - f(y) 1? f(X) - f(y) > sup f(X) - inf f(X) � E (3)

Temos, então, que sup f (X) - inf f (X) é um limite inferior 
para o conjunto {\f (x) - f (y) \: x E X e y E X), como vimos 
no primeiro parágrafo desta demonstração. Além disto, a relação 
(3) garante que, se v é um limite superior do conjunto, v �

? suj, f (X) - inf f (X), pois caso contrário, escolhendo E =

= sup f (X) - inf f (X) - v, existem x E X e y E X tais que 
lf (x) - f (y) \ > v, o que contradiz a hipótese. 

Em conclusão, sup f (X) - inf f (X) = sup { \f (x) - f (y) \: x E X
e )' E X). 

C. Q. D.

Passaremos agora a examinar condiçõe's suficientes para a inte
gralidade de uma função. 

Teorema 6 - Toda função contínua f: [a, b] ➔ R é integrável. 

Prova: 

Sendo f contínua num· conjunto compacto, ela é limitada e uni
í_ormemente contínua. Portanto; dado E > O� existe & > O tal que, 
para todo x E [a, b], y E [a, b] com \x - y\ < õ, tem-se: 

lt (x) - t (y) 1 <
E 
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Seja P uma partição de [a, b] com IPI < õ. Dado um intervalo 
[t,_,, t,] da partição (isto é, t,_, E P e t, E P), segue-se que: 

/f (x) - f (y) 1 < b-a

para todo x E [t,_,, t,] e y E [t,_,, t,]. Portanto, a oscilação de f

neste intervalo, w1, satisfaz w.i < 
f 

E ~ 
b 

. ·ntao:
-a

t w, (t, - t,_,) = S (f, P) - � (f, P) < r 
i = 1 

Segue-se do Lema 2 que f é integrável. 
C. Q. D.

Teorema 7 - Toda função f: [a, b] ➔ R monótona limitada é 
integrável. 

Prova: 

Seja P uma partição de [a, b]. Então: 

[• 1' 
O,;;; J. f(x) dx - a f (x) dx ,;;; S (J, P) - '.! (.f, P) ,;;;

Suponha.se, para fixar idéias, que / é monótona não decrescente. 

Então, M, = f (t,) e m, = f (t,_,) e, portanto: 

O ,;;; 1.·• f (x) dx - J.' f (x) dx ,;;; (f (b) - f (a)) /PI

Assim, dado e > O, seja P tal que: 

/PI< f(b) - f(a) 
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se f (b) # f (a) . Então: 

O ,( 1• f (x) dx - 1• f (x) dx < s

Como a relação anterior é válida qualquer que seja s > O, con
clui-se que: 

1• f(x) dx = 1• f(x) dx

Se, por acaso, f (a) = f (b), ent,ío fé constante e, em conseqüência, 
é integrável. 

C. Q. D.

Para encerrar eSta seção, apresentaremos uma condição necessária 
e suficiente para que uma função f seja integrável. Para tanto, preci
saremos introduzir a noção de conjunto de medida nula. 

Diz-se que X e:: R tem medida nula ou tem medida zero se, 
para todo E > O

) 
existe uma coleção, no máximo enumerável, de 

intervalos abertos li, ltt, ... , ln, ... tais que X e:: 11 \.J Is \.J 

V J, V . . .  V ln V • • .  e II,I + II,I + ... + llnl + ... < S, 

onde I; = (a;, bJ) e II;I = b, - ª1· 

Teorema 8 - A função limitada f: [a, b] ➔ R é integrável se, 
e somente se, o conjunto de seus pontos de descontinuidade tem 
medida nula. 

Embora não apresentemos a demonstração deste teorema, convém 
mencionar, no entanto, que o Teorema 7 é um corolário deste :r;esul
tado, pois todo conjunto enumerável tem medida nula. Apesar disto, 
julgamos interessante dar uma demonstração independente para ele. 

VII. 2 - O Teorema Fundamental do Cálculo
Integral 

O Teorema Fundamental do Cálculo Integral - o mais impor
tante desta seção - é a base para avaliação de integrais, uma vez 
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que o cálculo direto do limite que define a integral pode ser muito 
complexo. Graças a este resultado, será possível relacionar os con• 
ccitos de integração e derivação e, a partir disto, ·obter métodos mais 
operacionais de cálculo. 

Lema 4 - Seja f: [a, b] ➔ R integrável. Então, [/[é integrável e:

Prova: 

1 1b f(x) dx 
1 ,;;; 1b I f(x)I dx 

Observe-se que: 
[ [/ (x) [ - [/ (y) [ [ ,;;; [f (x) - f (y) [ 

e, portanto, qualquer que seja X e [a, b], w ([/[, X) ,;;; w (!, X). 
Sendo P uma partição de [a, b] e [t,_1, t,] um intervalo de P,

w ([/[, [t,_1, t,J ,;;; w (f, [t,_,, t,]), o que significa que [f[ é integrável. 
Para mostrar a outra parte do resulta�o, observe.se que: 

- [f (x) [ ,;;; / (x) ,;;; [f (x) [
e, em conseqüência do Teorema 3: 

_ f b [f (x) J dx ,;;; 1 b f (x) dx ,;;; f b lf (x) J dx

C. Q. D.

Teorema 9 (Teorema do Valor Médio para Integrais) - Seja 
f: [a, b] ➔ R contínua. Então, existe e E [a, b] tal que: 

1• f(x) dx = f(c) (b - a) 

Prova: 

Sejam M em o máximo e o mínimo de f em [a, b]. Se M = m

(isto é, f constante), qualquer que seja e E (a, b) tem-se o resultado
desejado. 
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Se f não é constante, então: 

a) m ,;;; f (x), x E [a, b] e, pelo Teorema 3:

m (b - a) ,;;; 1' f(x) dx

Além disto, como f não é constante: 

m(b - a) < 1' f(x) dx

b) M ): f (x), x E [a, b] e, pelo Teorema 3:

M (b - a) ): 1' f (x) dx

Como f não é constante: 

M (b - a) >' 1' f (x) dx

Segue-se, então, que: 

1 
m < b - 1, f(x) dx < Ma a 

Como fé contínua em [a, b], o Teorema do Valor Intermediário 
garante a existência de e E [a, b] tal qne: 

1 1' b _ a • f (x) dx = f (e)

C. Q. D.

Consideremos agora uma função f: [a, b] ➔ R integrável. Dado
E [a, b], definamos:

F(t) = 1' f (x) dx
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A função F está bem definida, uma vez que a integrabilidade de f
em [a, b] garante que f/[a, t] é também integrável, como vimos 
anteriormente. A função F é o que usualmente se chama a integral 

indefinida de 'f. O primeiro resultado interessante que provaremos
é o teorema a seguir. 

Teorema 10 - Seja f: [a, b] ➔ R contínua e seja:
F (t) = 1' f (x) dx

Então, F é diferenciável e, para cada t E [a, b], F' (t) - f (t). 
Prova: 

Seja t E [a, b] e h E R tal que t + lt E [a, b]:

F(t + h) - F(I) = 1•+' f(x) dx - 1' f(x) dx

Pelo T,orema 4 e pela observa,;ão que se segue à prova: 

ou, ainda: 

J

t+h 
F(t + h) - F(t) = 

1 

f(x) dx 

F(t + h) - F(t)
h 

J Jt+h
= h I 

f(x) dx 

O Teorema do Valor Médio para Integrais garante a existência 
de e E [t, t + h] (ou [t + h, t], se h < O) tal que: 

F (t + h) - F (t) 
h 

Como f é contínua: 
= f (e) 

lim f (e) = f (t) 
isto é: 

•-o 

F' (t) f (t) 
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A função F do teorema acima chama-se a primitiva de f. É inte
ressante notar que, em geral, F é mais bem comportada do que f. 

No resultado acima, Fé diferenciável, enquanto fé apenas contínua; 
Nos exercícios, pede.se ao leitor que mostre que, se f é integrável, F 
é uniformemente contínua. 

Teorema 11 (Teorema Fundamental do Cálculo Integral) - Seja 
f: [a, b] ➔ R contínua e seja F: [a, bJ ➔ R uma primitiva de f. 

Então: 

1• f(x) dx F(b) - F(a) 

Prova: 

Como F é uma primitiva de f: 

1' f(x) dx - F(t)

é uma constante C. 

Tomando-se .-t == a, obtém-se que: 

e= -F(a) 

e, portanto: 

1' f(x) dx - F(t) = - F(a)

Fazendo t _ b, obtém-se o resultado desejado. 

C. Q. D.

Convém mencionar que esta é uma forma particular do Teorema 
Fundamental do Cálculo Integral. A versão mais geral requer apenas 
que f seja integrável e que possua uma primitiva F. Entretanto, o 
caso apresentado acima é suficiente para um grande número de 
aplicações (pedimos ao leitor que demonstre esta versão mais geral 
como um exercício deste capítulo). 
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, Como aplicação deste teorema, temos os seguintes resultados muito 

út.eis na avaliação de integrais: 

Teorema 12 (Integração por Substituição) - Sejam f: [a, b] ➔ R 
contínua e v: [e, d] ➔ R de classe C1 com v([c, d]) e [a, b]. Então: 

Prova: 

1,(d) J

d 
f (x) dx = f (v (t)) v' (t) dt 

v(c) e 

Seja F: [a, b] ➔ R uma primitiva de f. Então: 

1,(d) 
f (x) dx = F (v (d)) - F (v (e)) 

V (C) 

Note-se também que F0v é diferenciável e, pela Regra da Cadeia: 

(F,v) '(!) = F' (v (t)) . ri (t) = f (v (t)) . ri (t) 

qualquer que seja t E [a, b]. (f,v) (t) . ri (t) é contínua e tem como 
uma primitiva F,v. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo Integral: 

i

d 

j(v(t)) • v'(t) • dt = (F0v)(d)- (F0 v)(c) = F(v(d)) - F(v(c)) 

Teorema 13 (Integração por Partes) � Sejam f: [ a, b] ➔ R e 
g: [a, b] ➔ R funções de classe C1. Então: 

f't (i) ft (t) dt = f (x) . g (x) i: - f'r (t) g(t) dt

sendo: 

f (x) g (x) 1: = f (b) g (b) - f(a) g (a)

Prova: 

Observe-se queJ . g é uma primitiva de f'g + fft. Portanto, pelo 

Teorema Fundamental do Cálculo Integral: 

1.·• [f' (t) g (1) + f (t) ft (t) J dt = f (x) . g (x) 1:
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Utilizando-se as propriedades �perativas da integral, chega-se ao resultado desejado. 
C. Q. D.

Dare�os alguns exemplos ilustl"ativos do uso dos teoremas acima. 

Exemplos: i 
1 definida ipor f (x) 
1 

2 - Seja f: R ➔ R 

dada por F (x) x• 
== 2 é uma primitiva

= x. Como F: R ➔ R

de f, temos que: 
1• f(x) dx = �• 

para todo a E R e b E R. 

3 - Se f: R ➔ R é dada por } (x) 

lb 

I b•+1 
ª f (x) dx = ln+ 1 -

1 

uma vez que F: R ➔ R definida por F (x) 
mitiva de f.

xn.+1 _ --- é uma prin + J

4 - Seja f: R ➔ R definida pór f (x) = 2x yx' + 1 e calcule-se
1' f (x) dx. Para encontrarmos] o valor desta integral, faremos uso
do teorema da substituição de va!iáveis. Para tanto, seja v: R ➔ Rdefinida por v (t) = t• + 1 e h: R+ ➔ R definida por h (y) = yy. 
Note-se, então, que: 

1
1 

J(x) dx = 1' 2x-v' x' + l dx = 1' h(v(t)) • v'(t) • dt =
o o ' o 

j",(1) f' 

8/B 1 

= h(v) dv = -v'v' d�= _v_
,(O) J 3/2 
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5 - Seja f: R ➔ R definida por f(x) = x . e' e calcule-se 

1' f (x) . dx. Utilizaremos o teorema de integração por partes para

determinar o valor desta integral. Para tanto, sejam V: R ➔ R 
dada por v (x) = x e µ: R ➔ R dada por µ (x) = e·". Então:. 

1' f(x) dx = 1' x e' dx = x e' 1 :-1' e' dx = 

= <' - (e - 1) = 1 

VII. 3 - A Integral de Riemann-Stieltjes

Relembremos a introdução feita na Seção VII .1, onde argumen
távamos que uma soma de Riemann era uma aproximação da área 
de um conjunto. Esta aproximação era feita por meio de áreas de 
retângulos que, por sua vez, considerava como a medida da base 
do retângulo (ou de um intervalo da partição) a diferença entre 
os extremos superior e inferior. A integral de Riemann-Stieltjes ge
neraliza esta noção admitindo que � medida de um_ intervalo [x, 'V] 
pode ser definida de uma forma diferente, como veremos .a seguir. 

Definição 7 - Sejam f: [a, b] ➔ R e g: [a, b] ➔ R funções 
limitadas e P = {a = t0 < t1 < ... < t. = b} uma partição de 
[a, b]. Uma soma de Riemann-Stieltjes é um número real dado por: 

s (f, g, P") = :E f ('f;,,) [g (t,) - g (t,_,) l
i = 1 

sendo p• uma partição pontilhada de [a, b ] .. 

Corno já havíamos mencionado, se a medida do intervalo [t<-t, tt] 

é a difer�nça entre os limites superior e inferior (isto é, g é a função 
identidade), a soma de Riemann-Stieltjes reduz-se a uma soma de 
Riemann. 

Definição 8 - A função f: [a, b] ➔ R é integrável com relação 
a g: [a, b] ➔ R se existe um número real I tal que, para todo 
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s > O_, existe u� lí > O tal que, para toda partição pontilhada p•

de [a, b] com f Pf < lí, tem-se fS (J, g, Pº) - If < e.
I é a integral de Riemann-Stieltjes da função f com relação a g.

Denota-se esta integral por 1' f (x) dg (x) .
A relação entre a integral de Riemann e a integral de Riemann

Stieltjes é a seguinte:
Teorema 14 - Sejam f: [a, b] -> • R e g: [a, b] -> R- limitadas

e tais que fé integrável com relação a g. Se g E C1 em [a, b], então:
. 

í • f (x) dg (x) = í • f (x) g (x) dx

Prova: 

Como g' é uniformemente continua, dado s > O, existe li > O

tal que, para todo x E [a, b ], j'_ E (a, b] com fx - yf < lí, tem-se
I jg (x) - g (;) f < E, (b _ a) M, , sendo M = sup f[a, b].

Seja Puma partição de [a, b] com f PJ < lí e seja p• uma partição
pontilhada de P. Então:

S (f, g, P*) f f (s,) [g (t,) - g (t,_1)] - _

i = 1 

_ S (fg, P*) = I; f (ç,) g (;;) [t, - t,_,]
i = 1 

Tomando apenas o fésinio termo em cada 1.1ma das somas e c_onsi•
derando �s diferenças, temos; 

O teorema do valor médio garante a existência de UIQ.· .. _µ_úmero
e E (t1_1, t1) tal que a e�pressão acima pode se� reescrita como:
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.e, portanto: 

IHtl I e j (0 g (fi.;) - g (e) (t; - t1_,) M (b _ a) 
(ti - t,_,) ,(

Assim: 

e, M 
,;:;; M(b - a) 

<t, - t,_,)

JS (J, g, P") - S (Jg, P") J ,;:;; E 

Disto pode-se concluir que existe a integral de Riemann de fg 
e que a igualdade se estabelece. 

C. Q. D.

Uma versão mais geral deste teorema (que não provaremos aqui) 
requer apenas que f e g sejam integráveis à la Riemann. Entretanto, 
o ponto que desejamos enfatizar é que realmente a integral de
Riemann-Stieltjes é de aplicação mais ampla do que a de Riemann.
Este fato tem interesse, por ex�mplo, em certas aplicações em Esta
tística.

Teorema 15 - Sejam f: [a, b] ➔ R e g: [a, b] ➔ R, sendo uma
delas contínua e a outra monótona. Então, a integral de f com 
relação a g existe. 

Não demonstraremos este resultado, . assim como omitiremos as 
demais prova_s desta seção. Muitas delas resumem-se a uma adaptação 
simples das demonstrações da Seção VII. 1. 

Teorema 16 - Sejam f,: [a, b] ➔ R e g( [a, b] ➔ R, i, j = 1, 2,
tais que f< é integrável com relação a g,. Então, as integrais abaixo
existem e valem as igualdades: 

f' (j, +J,)(:r) dg,(x) = f' j1(x) dg,(x) + f' J,(x) dg1 (x) 

f' J,(x) d(g, + g,)(x) = 1' j1 (x) dg1 (x) + f' j1 (x) dg,(x)

1' cj1 (x) dg1 (x) = 1' J,(.i) d(cg 1)(x) = e 1' j1 (x) dg 1 (x)
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Exercícios 

l. Seja f: [a, b] ➔ R uma função contínua, não identicamente
nula, tal que f (x) ;;;, O para todo x E [a, b]. Mostre que: 

l't(x) dx > O 
2. Sejam f: [a, b] ➔ R e g: [a, b] ➔ R funções contínuas que satis

fazem f aja g e f (x) ;;;, g (x) para todo x E [a, b ]. Mostre que: 

1' f(x) dx > 1' g(x) dx 

3. Seja f: [a, b] ➔ R integrável em [a, b]. Mostre que F: [a, b] ➔ R
definida por: 

F (x) = 1x f (1) dt
é uniformemente contínua. Dê um exemplo para mostrar que F 

pode não ser diferenciável. 

1. Seja f: [a) b] -4 R uma função integrável que possui uma 
primitiva F: [a, b] ➔ R. Mostre que: 

1" f (x) dx e... F (b) - F (a) 
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5. Seja f: R ➔ R dada por:

f(x) = { 
o, seO�x <l

1, sel�x�2 

e seja g: R ➔ R dada por: 

g(x) = { 
o, seO�x�l
1, sel< x�2 

Mostre que: 

I' f(x) dg(x) = O; 1• f(x) dg(x) = 1 

não existe a integral de Riemann.Stieltjes de f com relação a g no 

intervalo [O, 2]. 
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Capítulo VIII 

TEOREMAS DE SEPARAÇÃO 

A idéia central deste capítulo é mostrar que, sob certas condições, 

é possível separar dois conjuntos convexos. Esta idéia (simples e 
bastante intuitiva) é uma peça básica no desenvolvimento da teoria 
de otimização quando se deseja englobar casos não considerados nos 
teoremas anteriores. Ela também desempenha papel importante 
nos teoremas sobre eficiência alocativa do mecanismo competitivo, 
uma vez que a existência do referido hiperplano é equivalente, no 
caso da Teoria da Concorrência Perfeita, à existência de um preço 
relativo compatível com o equilíbrio, isto é, um preço que "suporta" 
(ou, se quisermos, financia) aquele equilíbrio.· 

É interessante chamar a atenção para o fato de que, num certo
sentido, a idéia de separação de conjuntos convexos já foi utilizada
no TeoreTTta do Multiplicador de Lagrange, quando caracterizamos
os pontos críticos de uma função f / N

0 
com base na existência de

um plano tangente, ET (x), à superfície N
0

• Isto significa que,
localmente, o plano tangente divide o espaço RP em duas regiões:
uma contendo a superfície Nc (ou, mais precisamente, uma parte
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da superfície N,) e a outra que: não contém N,. Na terminologia 
deste capítulo, ET (x) é um hiperplano suporte para a superfície N,.

Felizmente, o essencial no argumento acima é a existência do 
hiperplano, e não a sua unicida4e. No caso em que N, é obtida 
como imagem de uma função de classe C1, esta unicidade está 
garantida, embora ela não seja o ponto fundamental da questão. 
No caso geral dos teoremas de otimização, tem-se algo como na 
figura a seguir. N, é um conjunto convexo que pode ter "bicos", 
porém a existência (não a unicidade) do hiperplano suporte está 
garantida. 

A estrutura deste capítulo é a seguinte: na Seção VIII .1 estudamos 

algumas das propriedades topológicas dos conjuntos convexos, com 

o intuito de fornecer o material básico utilizado na Seção VIII .2,
que discute os teoremas de separação e algumas implicações.

VIII. 1 - Estrutura Topológica dos Conjuntos
Convexos 

Iniciaremos a seção observando que convexidade é, como já disse
mos anteriormente, uma hipótese que desempenha papel relevante 
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tanto na Teoria Econômica como na Teoria de Otimização que 
estudaremos. Entretanto, esta é uma propriedade muito delicada, 
pois podemos perdê-la facilmente. Por exemplo, R• é um conjunto 
convexo, porém RP - {O} não é convexo. Conexidade, por outro 
lado, é uma hipótese um pouco mais robusta, porém com implicações, 
em geral, menos potentes do que as de convexidade. 1 

O primeiro resultado a ser demonstrado é que todo conjunto 
convexo é conexo (Ver nota 1 para exemplo de um conexo que 
não é convexo). 2 O lema a seguir é básico no estudo da conexidade. 

Lema 1 - Seja !J. um conjunto de índices e sejam A8 e::: R•, õ E !J.,
' 

conjuntos conexos. Se ó,;;' .i A8 ;,< <J,, então A = 8 �;, 
A8 é um con-

junto conexo. 

Prqva: 

Suponhamos que B e C formam uma desconexão para A. Como 

" A� � <p, existe a E ,,.., A� e admitamos que a E B. Para cada 
óE.1. u ÕE.1. u 

õ E A, B " A
õ 

e C " A
õ 

são tais que: 

(B "Aa)" (C" Àõ) = q, (uma vez que (B "A)" (C" A) =
= <J,); e 

Além disto, B " A
8 

# q, (a E B " Aô) e, portanto, devemos ter
C" A, = q, (A,1 é conexo) . Então, para todo õ E !J., A, = B" A, e::: 

e= B e, em conseqüência, C = <p. Ora, mas isto contradiz a hipótese 

de que B e C formam uma desconexão para A.

C. Q. D.

1 Segue-se da apresentação que faremos que R11 é um conjunto conexo. 
Afirmamos que RP - {O} é também um conjunto conexo, p > 1. 

2 O leitor não interessado em aprofundar seus conhecimentos sobre conexi
dade pode passar diretamente para o Teorema 2. 
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Teorema 1 - Seja X e::· R• um conjunto convexo. Então, X é 
conexo. 

Prova: 

Se X = q,, então X é conexo. Supanhamos, então, X aja q,. 
Seja a E X e, para ca<la x E X, definamos: 

[a, x] = {6a + (1 - 6) x, O ,;:;; 6 ,;:;; J} 

onde [a, x] é o segmento da teta que liga a a x. Note-se que 
n [a, x] aja q,, pois a pertenal a esta interseção. Note-se também,EX 

que, por definição de conjunto convexo, [a, x] e:: X para todo x E X
e, portanto, v [a, x] e:: X. Por outro lado, seja x E X. Como X é,EX 
convexo, [a, xJ e:: X. Assim, x E' v [a, x], ou seja, X e:: '--' [a, x].

:r:EX i;EX 

[a, x] é um conjunto conexo, pois é a imagem do intervalo [O, 1]

pela função contínua f: [O, 1] -> R• definida por f (À) = ).a +

+ (J - À) x. Pelo lema anterior, X é conexo. 
C. Q. D.

Como dissemos anteriormente., segue-se do teorema que RP é um 
conjunto conexo. Este fato tem; uma implicação interessante. 

Corolário 1 - Seja A e:: R• um conjunto que é aberto e fechado 
em R•. Então, A = R• ou A = q,. 

Prova: 

Se A aja R• e A # q,, então A e e A formam uma desconexão 
para RP. 

C. Q. D.

Este corolário tranqüiliza-nos bastante com relação à possibilidade 
de existirem muitos conjuntos que, tais como q, e RP, sejam abertos

e fechados ao mesmo tempo. Certamente, a existência de ·um número 
muito grande deles tornaria a classificação menos atrativa do ponto 
de vista analítico. 
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Voltemo-nos agora- mais especificamente para ·os conjuntos con
vexos. 

Teorema 2 - Seja X e:: RP um conjunto convexo. Então: 

a) X é convexo; e

b) se a EX (interior de X) e b E X (fecho d� X), toda combi-
nação convexa de a e b que seja diferente de b pertence a X. 

Prova: 

a) Sejam x E X e y E X e as sequencias (x.) e (y.) em X tais
que lim x11 == x e lim Yn- == y. Como X é um conjunto convexo, 
8x. + (J - 8) y. é uma seqüência em X e converge para 8x +
+ (1 - 8) y para todo 8 E [O, 1]. Como X é fechado, o limite de 
Ox,. + (1 - 8) Yn pertence a X. 

b) Sejam a EX, b EX e z = (1 - 8) a+ 8b, 8 E (O, 1). Como
a é um ponto interior de X, existe B (a, E) e:: X. Iremos mostrar
que B (z, (1 - 8) s) e:: X. A figura a seguir resume os pontos 
essenciais da demonstração. 

X 

V 
X d 

---+----\--rz -)/' b
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Seja x E B (z, (1 - 8) e), isto é, lx - zJ < (1 - 0) e. Note-se 
que, qualquer que seja r > O,. B (b, r) ,, X é um conjunto não 
vazio e que contém pelo menos um elemento diferente de b, pois 
um conjunto convexo não possui pontos isolados. a não ser que 
tenha um único elemento. Como X ,,la q,, tal não é o caso. 

Consideremos, por motivos que ficarão mais claros a seguir, a bola: 
B ( b, f [ (1 - e) e - 1 x - zl]) 

e seja d E X um ponto pertencente a esta bola. Então: 
0 lb - dl < (J - 8) E - Jx :..._ zl 

No te-se agora que: 
1 x - [ (1 - e) a+ ed] 1 :( 1 x - (1 - e) a - eb 1 + 1 eb - 0d: < 

< 1 x - z 1 + e I b - d 1 < fx � z 1 + (1- e) e - 1 x - z 1 = (1 - e) e 
Portanto, considerando a pritneira e a última destas expressões, 

obtém-se: 
1 1 (x � 8d) - a/ < e 

1 - e 

Assim, o ponto v = (l � 0) (x - 8d) E B (a, e) . Além disto,
x = (1 - 0) v + 0d E X, pois é uma combinação convexa de dois 
elementos de X. Logo, B (z, (1 - 0) e) E X, o que mostra quez E X. 

C. Q. D.
As.principais implicações do teorema são resumidas nos três corolários que se seguem. Entretanto, demonstraremos antes o seguinte: 
Lema 2 - Seja X e:: R• um conjunto. Então: 
a) 
b) 

Fr X = X r-. CX; e 
.- -
X e:: X.
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Prova: 

Se X = ,f,, Fr X = ,f, e X = ,f,. Logo, Fr X = X " CX e, além 
o 'õ disto, X = X e X = ,f,.

Suponhamos, então, que X # ,t,: 
a) Se X = R•, Fr X ·= ,f, e X = ,f,, então Fr X = X " CX.

Se X # RP, então Fr X c=fa- cp (caso contrário, X seria aberto e fe

chado) . Seja x E Fr X e suponhamos que x E X. Então, x E X e 
também é um ponto de acumulação de e X. Se X � X, ele será um

ponto de acumulação de X e também se verifica x E CX. Portanto, 

Fr X e X" CX. 
Por outro lado, como X # R•, X# ,f, e CX # ,f,. Também não 

se pode ter X " CX = ,t,, pois todo ponto de X seria ponto inte
rior (e, portanto, X seria aberto) e todo ponto de CX seria ponto 
interior (e, portanto, CX seria aberto), o que é uma contradição. 

Seja x E X " CX. Então, se x E X, x é ponto de acumulação de 
CX e, portanto, é um ponto de fronteira de X. Se x 'ii!: X, então ele

é ponto de acumulação de X e pertence (obviamente) a CX, o que 
também quer dizer que x E Fr X. Logo, X r·, CX e Fr X. 

o o ....... b) Como X e X, segue-se que X e X. 

Vejamos agora os corolários do Teorema 2. 

C. Q. D.

Corolário 2 - Seja X e R•, X # ,f,, um conjunto convexo eo 
seja a E À. Nestas condições, existe, no máximo, um ponto de fron-

teira de X em uma semi-reta que parte de a.

Prova: 

Suponha-se que b e e sejam pontos de fronteira de X e estejam 
sobré a semi-reta que parte de a. Pelo lema anterior, b E X e e E X. 
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Segue-sé, então, que e ·= 0a + (1 - 0) b para algum O < 0 :( 1.

Ora, mas isto contradiz o Teorema 2. 

b 

e 

a 

C. Q. D.

O resultado acima é bastante intuitivo do ponto de vista geomé
trico (as figuras a seguir ilustram o fato) . 

a 

Corolário 3 - Seja X e R• convexo. Então, X é convexo. 

Prova: 

Se X == cp, ele é convexo. Caso contrário, sejam x E X e y E X. 
Como, por exemplo, x E X, tem9s 0x + (1 - 0) y E X para todo 

O < 0 :( 1. Logo, X é convexo. 

C. Q. D.
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Corolário 4 - Seja X e: R• convexo e tal que X # </>· Então; 
o. -
X= X. 

Prova: 

"o 

Já mostramos que X e: X (incidentalmente, notefise que esta in-
clusão independe da convexidade de X) . Seja, então, a E X. Para 
todo b E X, 0a + (1 - 0) b E X, 0 E (O, IJ. 

Portanto, toda bola de centro em b contém pelo menos um panto 
(diferente de b) pertencente ao interior de X, o que significa que b

o o 

é ponto de acumulação de X e, portanto, b E X. 

C. Q. D.

Deve-se observar o seguinte quanto aos Corolários 3 e 4: 

a) Não vale a recíproca no Corolário 3, isto é, X pode ser con-
vexo, apesar de X não ser convexo (na figura a seguir, A não é 
um conjunto convexo, porém Ã é convexo). 

A 

b) Com relação ao Corolário 4, consi�ere-se o seguinte: seja
• - o 

X = [O, I] '-..1 {2) e: R. Então, X = X e X = [O, I], o que mostra 
que, se a hipótese de convexidade de X não é satisfeita, então não 

-. -

é verdade que X contém X. 

Ainda com relação ao Teorema 2 e seus corolários, é interessante 
relacioná-los com alguns fatos mais gerais sobre conjuntos conexos, 
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o que será feito a seguir. O leitor que não estiver interessado pode
passar diretamente para a seção seguinte sem perda da continuidade
do assunto. 

Proposição - Se X e:: RP é conexo, então X é conexo.

Prova: 

Mostraremos que, se X não é conexo, então X não é conexo. 

Se X não é conexo, então existem A e:: RP., B e: RP abertos tais

que: 

(A r- X) (B r- X) = (A r- B) r- X = <f, 

(1) 

(2) 

(A r- X) v (B r- X) = (A v B) r- X = X (3) 

De (2), segue-se que (A r- B) r- X = (A r- X) r- (B r- X) = ,t,. 
t\Jém disto, se x E X, x E X • e, por (3) , x E (A v B) . Logo, 
x E (A v B) r- X, isto é, X e:: (A v B) r- X e, como X contém 
este conjunto, temos: 

(A V B) r, X = (A r, X) V (B r, X) = X 

Finalmente, note-se que A ,-, X A ,-, (X v. X') =

= (A r, X) V (A r, X') ,= <f,. 

Portanto, temos A r, X # ,t, ou A r, X' # ,t,. No primeiro caso, 
não há o que provar. Suponha-se, então, que A r-. X' # ,t, e seja 
z E A r- X'. Como A é aberto, existe uma bola B (z, r) e A, r > O. 
Como z E X', B (z, r) r�, X é um conjunto-que contém pelo menos

um elemento y diferente de z. Então, y E A r, X. 

Da mesma forma, B r. X # ,t,. Portanto, A e B formam uma 
desconexão para X. 

C. Q. D.
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Não vale um resultado semelhante ao Corolário 3 para os con
juntos conexos. Por exemplo, o conjunto X a seguir é conexo, porém 

X é desconexo, pois A e B formam uma desconexão para ele. 

X 

B 
A 

Também não vale o seguinte: X conexo implica X conexo (ver 
a figura a seguir, onde o conjunto X é a reunião dos conjuntos Y

e Z, sendo que o interior de Y é vazio). 

z y 

X não é conexo e, no entanto, ..,{: _ Z é conexo. 

Por fim, o Corolário 4 também não vale para os conjuntos conexos 
(basta examinarmos a figura a seguir). O conjunto X é a. reunião 
de Z e Y; X é conexo, X # </> e, no entanto: 
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y 

Estes exemplos servem para ilustrar o fato de que a convexidade 

é, na realidade, uma hipótese que tem implicações topológicas bem 

mais fortes do que a conexidade. Como o Teorema 2 e seus corolários 

irão desempenhar um papel importante no que se segue, é inte

ressante sabermos que não se pode deixar de lado a hipótese de 
convexidade muito facilmente. 

VIII. 2 - Teoremas de Separação

Definição 1 - Seja a E R•, ct # O, 3 e seja "}.. E R. O conjunto 
H� = {x E R•: < a, x > = À) é chamado um hiperplano normal 
a a. 

Exemplos: 

1 - Sejam a= (1, J) E R' e i. =O.O hiperplano ag é uma linha 

reta que passa pela origem. 

3 a "F O significa que existe pelo menos um i E { J, 2, ... , P} para o qual
a, e/, o.
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2 - Mais geralmente, dado a E R' - (O} e À E R, o hiperplano 
H'{., é uma linha reta em Rt. 

3 - Seja a= (1, 2, 1) e À_ 10. q hiperplano Hf0 = (x E R': x, + 

+ 2 x, + x, = 10} é um plano em R'. 

4 - Sejam f: R• ➔ R uma função de classe C1 e N, uma superfície 
de nível de f para o qual grad f (x) # O, x E N,. Dado um ponto 
x, EN" ET (x,) é o conjunto de vetores tangentes a N, no ponto x,. 

Sabemos que V E ET (x,) se, e somente se, < grad f (x,), V > = O. 
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( 0,5,0) 

Portanto, ET (x,) 
N

0 
no ponto x

0
: 

(0,0,10) 

(10,0,0) 

Hr;;at1 terª> . Define-se o plano tangente a 

T(x,) = {x E R•: x ='x, + V, V E ET(x,)} 

Desta maneira, T (x,) é o hiperplano H',., sendo a = grad f (x,) 
e ). = < grad f (x,), x, >, pois x E T (x,) se, e somente se, 

< grad f (x,), x - x, > = O. 

Considere-se a função f: R' ➔ R definida por f (x, y) = xy. Sejam 
(x,, y,) = (1, 1) e N1 o subconjunto da superfície de nível 1 situado 

no primeiro quadrante. Pelo que acabamos de ver, ET (1, 1) é o 

conjunto de vetores VER' tais que < grad f (1, 1), (V,, V,) > = O, 

isto é, -V1. = -V,. Da mesma fotma, T (1, 1) é o conjunto dos 
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vetores (x, y) tais que < grad f (1, 1), (x, y) - (1, 1) > O, 
isto é, x + y = 2. 

T( 1, 1) 

ET{ (, l) 

Note-se que, neste exemplo, T (1, 1) é o único plano· tangente a 
N, em (1, 1), o que, essencialmente, se deve à hipótese de que J 
é uma função diferenciável neste ponto. 

5 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) mm {x, y)'. f não 
é diferenciável nos pontos (e,, e,). E R' com c1 = e,: O conjunto
dos pontos tais que f (x, y) = 1 está representado na figura a seguir. 
É importante notar que pelo ponto (1, 1) passa uma infinidade de 
hiperplanos que "separam" o plano R' em duas partes: uma que 
contém a curva e outra que não a contém. 

Na Definição 1 afirmamos que·-H� é um hiperplano �ormal a a. 
Isto significa que, dados x E H� e y E Ht < a, x - 'y > = O, 
isto é, a é um vetor perpendicular a. x - y, .quaisquer que sejam 
x e y pertencentes a H),.. 

O hiperplano H't_ divide o espaço R• em dois subconjuntos H�+ = 

• {x E R•: < a, x > � Ã} e H�- = {x E R•: < a, x > � ;\),
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que são conjuntos convexos e fechados. Segue-se d�sta afirmação que 
H� é um conjunto convexo e fechado .. 

A partir de agora, sempre que nos referirmos ao hiperplano H� 
estaremos admitindo que u 9'a O e À E R. Casos especiais serão expli
citamente mencionados. 

Definição 2 - Sejam X e Y subconjuntos de R• e H� um hiper

plano. Diz-se que Hf "separa" X e Y se X e:: H�+ e Y e:: H�- (ou 
vice•versa). Isto significa que, para todo x E X, < ,a, x > � l. e, 
para todo y E Y, < a, y > ,;;;; À. Se valem as desigualdades estritas, 
diz-se que X e Y estão "estritamente separados" por H� (ver figura 
na página seguinte). 

É importante notar que nem sempre é possível separar dois con
juntos por um hiperplano. A figura abaixo mostra um caso em 
que isto não é possível (observe-se que o conjunto X não é convexo). 

X 
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Definição 3 - Seja X um subconjunto de R• e seja Hx um hiper
plano. se· X e Hx+ ou X e Hf._ e se existe x E X tal que 
'<' a, x > --,- )., diz-se ·que Hf. é um hiperplano suporte para X. 

HÀ é um hiperplano suporte para o conjunto. X na figura a 
seguir, sendo < a, X > == }., Entretanto, não exist� nenhum hiper•
plano suporte para X qu_e passa p�lo ponto x', o que, uma vez mais, 

é conseqüência do fatO de X Ilão ser um conjunto convexo. 

Lema 3 - Seja X e R•, X # </>, um conjunto fechado e seja 
a E R•, a iõ X. Existe x E X tal que f: X ➔ R definida por f (x) =

== [x - a] atinge um mínimo no ponto _X .. Se X é um conjunto
convexo, X é único. 

Prova: 

Seja B[a, õ] uma bola fechada:de centro em a tal que B[a, õ] r-.
r-. X#</>· O conjunto A= B[a, õ] r-. X é compacto e f /A é contínua. 
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Pelo Teorema de Weierstrass, existe x E A. tal que f (x) :,:=; f (x) para todo x E A. Na verdade, tem-se f ( x) ;:,, f (x) para todo x E X, uma vez que, se x E X - A, f (x) > õ. 
Suponha-se agora que X é convexo e sejam x E X e� E·X, x # x', tais que f (x) = f (x) ,,:=; f (x) para todo x E X. Como X é convexo, 

l - • • 1 = X AI' d" 2 x + 2 x E . em isto:
j ( 1 - 1 =) 11 - + 1 = 1--- 1- 1 -x+-x = -x -x-a ::::::.::::. 

x-a 
2 • 2 2 2 

Entretanto, como f atinge mínimo em X: 
I _!__ x + _!__ x - a/ = _!__ l(x - a)+ (x - a)I = lx - ai

2 2 2 

ou seja: 
1 (x - a) + (x' - a) 1 = 2. Jx - ai 
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Como a Norma Euclideana satisfaz a identidade do paralelogra
mo, 4 podemos escrever: 

l<x - a) + <x - ali'+ l<x - a) - (x - ali' = 2 { lx - a1' + lx - al'l 

Como lx - ai = lx - aj, 1 (x +- a) + (x - a) I' + li - ij = 
= 4 lx - ai'· Esta igualdade e (1) implicam que lx - xi = o, 
o que contradiz a hipótese de que x =I= x.

C. Q. D.

A demonstração da segunda parte do lema - unicidade de x
quando X é um conjunto convexo - pode ser ilustrada pela figura 
a seguir. Se X e X estão à mesmá. distância do ponto a e se X é 
convexo, então o ponto médio do 1egmento X, i estará mais próximo
de a do que ambos. 

-----
---

----
---1--l---'------.::=,.. a 

--- --
--

------
--
--

--
---

--

A apresentação dos teoremas de separação será feita segundo a 
seguinte estratégia: inicialmente, demonstra-se o teorema em um

4 Identidade do paralelogramo: dádos z E R11 e z
1 E R•: 

1, +•'!' + 1,-,'I' = 2 JW + !z'l'f 
Prova: 

lz1 
- zl' = < z1, z1 > - 2 < z1, z > + < z, z >

lz + z1 ]' = < z1, z
1 > + 2 < z1

, z > + < z, z > 
lz1 -zl'+lz+z1 11 = fJ <z1

, z1 > +2 <z, z > = Z l\z1 [.e + !zl'f 
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caso particular, e a partir. �ele as hipóteses vão sendo eliminadas, 
até que se chegue ao teorema mais geral. 

Teorema 3 - Seja X e R•, X # </>, um conjunto convexo fechado 
e seja a E R•, a 1< X. Neste caso, existem a E R• - {O) e À E R 
tais que < a, a > < 1. e < a, x > ;;;, À para todo x E X, isto é, 

o hiperplano H� separa os conjuntos {a} e X.

Prova:

Seja X o ponto (lema anterior) à distância mínima de a. Tomemos
a = x - a e À = < a, x >· Então: 

<a, a>= <a, a+x-x> = <a, a-x> + 

+ <a, x> = -<a, a>+>-<>-
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Para verificarmos a outra afinnativa do teorema, sejam x E X e 
x9 = Ox + (1 - O) x, O E (O, I]. Como x está a uma distância
mínima de a, < x - a, x - a > ,;;; < x9 - a, x9 - a >· Além 
disto, sendo x

9 
=f= x, a desigualdade acima é uma desigualdade 

estrita. Portanto: 

< x - a, x - a > < < Ox + (1 - O) x - a, Ox + (1 - 8) x - a > = 

= < O (x - a) + (1 - O) (x - a), O (x - a) + (1 - 8) (x - a) > 

= o' < x - a, x - a> + i 0(1 - O) < x - a, x - a > +

+ (1 - 8)' < x - a, x - a > 

Esta desigualdade pode ainda ser reescrita da seguinte maneira: 

O < o' jx - ai' + 2 O (1 - O) < x - a, x - a > + 8 (8 - 2) lx - ai' 

Como O > O: 
1 

O < 8 lx - ai'+ 2 (1 - O) < i, - a, x - a > + (8 -- 2) jx - ai' 

Esta desigualdade vale para todo 8 E (O, I]. Calculando o limite 
quando O tende para zero, obtém-se: 

O ,;;; 2 < x - a, x - a > - 2 lx - ai' = 2 < x - x, x - a > 

Utilizando a definição de a e,'/.., segue-se imediatamente que:
' 
1 

<a,x>Ç�<a,X>=X 

C. Q. D.

O resultado acima garantiu•nos a existência de um hiperplano HX 
suporte para o conjunto X. Entretã.nto, não se pode, no caso geral, 
garantir sua unicidade, como já hà.víanios mencionado anteriormente. 

Suponha.se, no teorema anteri6r, que possamos tomar o ponto a

como a origem. Então, existem a E R• - (O} e À E R tais que 
< a, x > ;,, 'J.. para todo x E X. O que é interessante é o fato de
'). poder ser escolhido de modo a se tornar um número positivo. 
Para tanto, basta que a e 'I. sejam definidos da mesma maneira que 
na demonstração do teorema. 
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Corolário 5 - Seja X e: R•, X ,,,e <f,, um 
fechado tal que O ,e X. Então, existem a E RP 

que < u, x > ;e À para todo x E X. 

conjunto convexo e 
(O) e À > O tais 

A demonstração do teorema seguinte envolve o relacionamento 
entre a fronteira de um conjunto e a fronteira de seu fecho. Seja, 
por exemplo, A = (- oo, 1) '-' (2, 3) '-' (3, oo) e observe-se 
que Fr A = {1, 2, 3) e Fr A = (1, 2). Portanto, não é verdade 
que, em geral, Fr A = Fr A. O lema a seguir mostra que uma das 
inclusões é sempre verdadeira. 

Lema 4 - Seja A e: RP. Então, Fr Ã e: Fr A. 

Prova: 

Lembre-se de que Fr A Ã n cÃ e Fr A = Ã n CA. Como 
A e: Ã, segue-se que CÃ e: CA e, portanto, CA e: CA. Conseqüen
temente, Fr A e: Fr A. Como A e: A, segue-se que CA e: CA e, 

� - -
portanto, CA e:: CA. Conseqüentemente, Fr A e:: Fr A.

C. Q. D.

Procuraremos agora mostrar que, se X é convexo, a fronteira de X 
coincide com a fronteira de X. Estabeleceremos inicialmente certos 
fatos importantes para a argumentação. 5

Seja X e:: RP um conjunto convexo, não vazio, que contém a 
origem. Sejam Xv x1, . . . , x1" (k � p) vetores pertencentes. a X 
e tais que: .ª) eles formam um conjunto de vetores linearmente
independentes; e b) se z E X, {x1, x2, ••. , xk, z} é um conjunto 
de vetores linearmente dependentes. Denotaremos por L (X) o espaço 
vetorial (de dimensão k) gerado por eles. 

Admitiremos (sem demonstrar) os seguintes fatos: 

a) Sejam xv x2) . . .  , xk -vetores linearmente independentes de 

Rv, k � p. Podemos então escolher (convenientemente) p - k 
vetores de RP, xk+1, ... , x

p
, de modo que x 1, x 2, ... , x

P 
seja 

ainda um conjunto linearmente independente. 

5 O leitor não interessado em detalhes muito técnicos pode passar direta

mente para o Teorema 4. 
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b) Se E e: RP é um espaçá vetorial de dimensão k < p, E é
um conjunto fechado e o interfor de E é vazio.

Lema 5 - Se X e:: RP é um conjunto convexo, não vazio, tal
que O E X, então X e: L (X) e, se L e: RP é um espaço vetorial
que contém X, L (X) e:: L.

Prova;
Se z E X, por hipótese, z, x11 x1, ... , x1, são linearmente depen

dentes. Logo, existem números reais ai, a2, ••• , ak tais que z = 

= U1 X1 + · · · + Cl2 Xi. 

A segunda parte da afirmação decorre da observação "a" anterior.
C. Q. D.

Lema 6 - Seja X e:: RP um conjunto convexo, não vazio, que
contém a origem e tal que L (X) = RP. Então, X # </>·

Prova:
Como L (X) = RP, existe um conjunto de vetores linearmente

independentes xi, x2, • . .  , Xp pe�·tencentes a X. Dado x E RP, existem
números reais /,11 Àz, ... , J..p tais que:

X = i: J.,i. x,
i""' 1 

Como estes números reais Àv ... , À
p 

são únicos, podemos definir
uma função ).: RP ➔ RP tal que a cada x associa À (x) , sendo
À, (x) tais que:

Mostremos que À é uma funç�o linear. Seja T: RP ➔ RP definida
por T (),.) = ')..X, onde X é a matriz cujas linhas são Xv x,, ... ,. x

p
: 

X possui uma inversa, x-1, e, portanto, À (x) == x .x- 1. Logo, À
é linear e, em conseqüência, cóntínua.

Seja agora:
V= {.x ERP:�,(x) > 0,i==l,2, ... ,p,e f À,(x)<l} =

,-1 

= /x E RP: À; (x) > O, i = 1, 2, ... , p) r-- {x E RP: f À;(x) <1}
1 i=1 
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Ué um conjunto aberto, tendo em vista a continuidade de /'-i, (ver 
Corolário 4 do Teorema 10 do Capítulo IV). 

Para finalizar a demonstração, falta apenas verificarmos que 
U e: X. Se x E U, podemos escrevê-lo como uma combinação convexa 
dos p + 1 elementos O, Xi, xi) . . .  , xP de X da seguinte maneira: 

x = (1 - f À; (x)) • O + f À; (x) • x,
i=l i=l 

C. Q. D.

Lema 7 - Seja X e: Rv J-IIB conjunto convexo, não vazio, que 
contém a origem. Então, se X aja <f,, X aja </,. 

Prova:
Observe-se que L (X) é um conjunto fechado. Portanto, X e: L (X). 

Como X aja <f,, o único subespaço de R• q.;e contém X é RP. Segue-se 
do lema anterior que X aja 4>. 

C. Q- D.

O resultado do lema anterior não depende, de nenhuma maneira, 
do fato de que o conjunto convexo X contém a origem, pois, se 
X não contém a origem, o conjunto convexo X - {a}, onde a E X,
contém a origem a e, se ele tiver interior nãO vazio, certamente 
i "F � 

Estamos em condições de estabelecer o resultado desejado. 

Lema 8 - Seja X e RP um conjunto convexo, não vazio. Então, 
Fr X= Fr X.

Prova:
Seja x E Fr X. Se x \IS Fr X, x E X, isto é, existe uma _!,ola aberta

� (x, õ) e: X, õ > O. Como X é convexo e X aja <{,, x E X. (Corolá
rio 4 do Teorema 2 anterior) . Sendo x um ponto de acumulação
de X, existe e E X, e aja x, tal que e E B (x, õ). Seja d = 2x - e e
note-se que ]x - d] = ]x - 2x + e] = ]e - x] < õ.

Então, d E B (x, ô) e: X. Assim, temos d E X, e E X e x
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= -j- (e + d). Pelo Teorema 2, x E X. Isto, entretanto, contradiz a 
hipótese inicial de que x E Fr X. 

C. Q. D.
Teorema 4 - Seja X um subconjunto convexo de RP, não vazio, 

e seja a E RP, a -' X. Neste caso, existe a E RP - (O) tal que 
< a, x > ;? < a, a > para todo x E X. 

Prova: 
Consideremos dois casos: 
Caso a: a r;t: X. Como X é convexo, pelo Teorema 3, existem 

a •E R• - {O) e Â E R tais que < a, x > ;? Â para todo x E X e 
< a, a > < Â. Como X e::: X, para todo x E X < a, x > > < a, a > .

Caso b: a E X. Como a E X, a é um ponto de fronteira de X e, 
portanto, um ponto de fronteir� de X: Então, existe uma seqüência 
(a

n
) em e X tal que lim (a

n
) i a. Para cada n EN (pelo Teorema 

3) existe an E R• -'-- (O) tal q'!e < a� x > ;? < Un, ª• > para
todo x E X. Em particular, < Un, x > ;? < IJ.n, a

0 
> para todo

X E X.

Em geral, a- seqüência (an) não é convergente. Entretanto, a 
seqüência a: = �lª"

i 
é limitada, pois, para cada n \:: J\l, a: E S = ª" 

= (y E R•: IYI = 1). Seja (a;J a subseqüência convergente e 
seja a = lim (a;,_ ) . Como S é compacto (em particular fechado), 
a E S, isto é, a e;/4 O. 

Podemos também verificar que < •U.,v x > � < a
n, a

n 
> se, e 

somente se, < a:, x > �- < a:, a
n 

> · Considerando as subseqüên
cias (e<) e (an), concluímos que < a, x > � < a, a > para 
todo x E X.

C. Q. D.

Comparando os enunciados dos Teoremas 3 e 4, verificamos que 
a diferença essencial entre eles é que no segundo supõe-se que X 
é um conjunto fechado. Em termos dos resultados, isto significa que 
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não mais podemos garantir que X e {a} possam ser .estritamente

separados por um hiperplano. Consideremos um exemplo bastante
ilustrativo do fato. Seja:

X = { (x, y) E R': O < x < 2, O < y < 2} '-' { (2, 2) }

X é um conjunto convexo, não fechado, e o ponto (2, 1) I! X e,
no entanto, é impossível separar :x e { (2, 1) } estritamente ..

2 r--
---

l 1 
1 

1 1 I ( 2, l)

L_ - _I � -----------
2
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Teorema 5 - Sejam X e RP e Y e:: RP conjuntos convexos tah 
que X r. Y = q,. Então, existem a E R• - {O} e À E R tais que 
< a, x > � À para todo x E X e < a, y > ,( À para todo y E Y, 

isto é, o hiperplano H}. separa os conjuntos X e Y. 

Prova: 

O conjunto S = J.X + (-1) .Y é convexo (Teorema II do 
Capítulo II) e O li! S. Pelo teorema anterior, existe a E R• - {O} 
tal que < a, s > � O para tod0 s E S. Portanto, para todo x E X 
e para todo y E Y: 

ou, ainda: 

<a,x>;;;,;<a,y> (2) 

Sejam y E Ye Z = {z ER: z =<a, x >, x EX}. Então, para 
todo z E ZJ z ;:: < a, Y >, isto é, Z é limitado inferiormente e, 
portanto, existe inf Z. Seja À = inf Z e note-se que À � < a, y > 
para todo y E Y (caso isto não fosse verdade, À não seria inf Z) . 
Concluímos, assim, que < a, x > � À � < a, y > para todo x E X

e para todo y E Y. 

C. Q. D.

Algumas vezes, o resultado.deste teorema é apresentado da seguinte 
maneira: dados os conjuntos X e Y tais como no Teorema 5, existe 
a E R• - (O) tal que: 

inf < a, x > � sup < a, y >
:1:EX yEY 

Este resultado pode ser obtido a partir da demonstração do teorema 
anterior. Basta mostrar que, se 'J...' == sup < a, y >, deveremos ter 

oE Y 

Geometricamente, o resultado do Teorema 5 pode ser ilustrado 
pela figura a seguir. 
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Sejam X e Y dois conjuntos dados. Se ocorrer que X n Y = </>, 
então, necessariamente, X r'. Y == cp, pois Y e Y. Entretanto, a 
implicação contrária, em geral, não é verdadeira. Considere-se, por 
exemplo, X = [1, 3] e Y = {2) v (3, 4]. Neste caso, X r. Y = </> e, 
contudo, X r'\ Y == {2}. Mesmo se Y é um conjunto convexo, isto 
pode acontecer, pois basta formar X tal como acima e Y == {2}, 
Entretanto, se Y é convexo e Y =rf- cp, isto não poderá ocorrer. 

Lema 9 - Sejam X e Y subconjuntos de R• e suponha-se que Y 
é convexo e Y # 4>. Então, X r. Y = </> se, e somente se, X n Y = </>· 

Prova; 

Se X = </>, nada há para demonstrar. Portanto, suponhamos 
X # </> e mostremos que, se X n Y # </>, então X n Y # </>· 

Se y E X r. Y, existe uma bola aberta B (y, õ) e X, õ > O, 
pois X é aberto. Uma vez que y também pertence a Y, sendo este 
convexo, y E f (Corolário 4 do Teorema 2). Portanto, existe y E Y, 
y # y, tal que y E B (y, õ). Para todo 8 E (O, 1], 8y + (1 - 8) y E Y 
(pelo Teorema 2). Como B (y, ô) é um conjunto convexo, 8y + 
+ (1 - 8) y E B (y, õ), isto é, ey + (1 - e) y E X " Y.

A outra implicação segue-se das observações anteriores. 
C. Q. D.
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Teorema 6 - Sejam X e Y subconjuntos convexos de R• tais que 
X # <f, e X r. Y = <f,. Então, existem a E R• - (O} e 'J.. E R tais 
que < a, x > ;,, 'J.. para todo x E X e < a, y > ,;;; 'J.. para todo y E Y.

Prova: 

Como X e Y são convexos, então existe a E R• - (O} e À E R 
tais que < a, x > ;,, 1. para todo x E X e < a, y > ,;;; 'J.. para 
todo y E Y. 

Seja x E X tal que x � X. Como X é convexo, X= X (Corolário 4 
do Teorema 2) e, portanto, existe uma seqüência (x.) em X tal 
que lim Xn = X. Assim, para cada n E N, < a, X» > � f,.. Passando

ao limite, < a, X·> � }... 

C. Q. D.

Em função das considerações féitas anteriormente ao Teorema 6, 

podemos afirmar que,· se Y # <f,,: a condição X r. Y = <f, é neces
sária e suficiente para X r-. Y ::t::: <p. Temos então o seguinte:

Coroldrio 6 - Sejam X e Y subconjuntos convexos de R• tais 
que X# <f,, Y # <f, e X r. Y = <f,. Então, existem a E R• - (O} e 
'J.. E R tais que < a, x > ;,, À para todo x E X e < a, y > ;,, À 
para todo y E Y. 

Até o presente momento, não estivemos preocupados em determi
nar o sinal dos componentes do vetor a, normal ao hiperplano de 
separação Hf:.. Em muitas aplica;ções econômicas, garantir o sinal 

destes elementos é crucial. Por exemplo, se a é um vetor de preços, 
gostaríamos, pelo menos, de que a E R� - {O}, isto é, não tivesse

componentes negativos. 

Teorema 7 - Seja X e:: R• convexo e tal que X r. Íl."c = <f,. 
Então, existe a E R� - (O} tal que < a, x > ,;;; O para todo x E X. 

Prova: 

Pelo· teorema anterior, existem a E R• - (O} e 1. E R tais que 
< a, y > ;,, 1. para todo y E R� e < a, x > ,;;; Â para todo x E X. 
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Como O E R',., segue-se que O= < a, O > ;;, ). ;;, < a, x >- Isto 
significa que < a, x > ,( O para todo x E X e < a, y > :;;, O

para todo y E R';_. (Seja z E R• tal que z = �y, � > O. Então, 

< a, z > = � < a, y > ;;, À =► < a, y >
1. 

:;;, 
T 

para todo 

� > O. Se � ➔ co, segue-se que < a, y > ;;, O.)

Finalmente, a tem que pertencer a R�, pois, se por acaso ai < O 

para algum j E {J, 2, ... , p), teríamos < a, e
1 
> < O, o que contra

diz < a, y > :;;, O, y E R,;_. 

C. Q. D.

Corolário 7 - Seja X e: R• convexo e tal que X /""\ ÍI.� = q,. 6 

Então, existe a E R'.; - {O) tal que< a, x > ;;, O para todo x E X. 

Prova: 

(-X) /""\ .R',. = q, e, portanto, existe a E R',. - {O) tal que 
< a, z > ,( O para todo z E (-X) . Se x E X, então x = -z 
para algum z E (-X) e, portanto, < a, x > ;;, O.

C. Q. D.

As duas figuras a seguir ilustram o conteúdo geométrico dos dois 
resultados acima. 

Ainda podemos tornar mais fol'te o resultado anterior, garantindo, 
sob certas condições, que a E R.�. Isto será obtido como cÓrolário 
do desenvolvimento que faremos a seguir sobre cones convexos. Neste 
processo demonstraremos o Lema de Minkowski-Farkas, que desem
penha um papel muito importante na Teoria da Programação Linear. 

Definição 4 - Seja K e RP um conjunto não vazio. K é um 
r:one convexo se: 

a) para todo x E K e y E K, x + y E K; e

b) para x E K e À E R +, À x E K.
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X 

Exemplos: 

6 - R• é um cone convexo. 

7 - R� é um cone convexo. 

X 
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8 - Dado o. E R• - (O}, o hiperplano H� é um cone con.vexo.

Dados x e y tais que < a, x > = O e < a, y > = O, tem-se
< a, x + y > = O. Além disto, se ). E R+ e se < o., x > = O, 
< a, À X > = À < O., X > = Ü.

9 - O hiperplano H':,, '). =I= O, não é um cone convexo, pois, por
exemplo, O \1' H�.

1 10 - O conjunto C = { (x, y) E R;_: 2 x ,;;; y ,;;; x} é um
cone convexo. Para verificar isto, sejam (x, y) E C, (x', y') E C e
). E R+:

a) 1 o. (x, y) E C, pois 2 (o.x) ,;;; o.y ,;;; o.x; e

b) (x + x', y + y') E C, pois + (x + x') ,;;; y + y' ,;;; x + x'.

Geometricamente, C é o subconjunto de R� compreendido pelas
retas y = x e y = 1/2 x. 
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li - Seja K um cone convexo e sejam x E K e y E K. Dado
8 E [O, 1], Bx E K, (1 - B) y E K e, portanto, Bx + (1 - O) y E K,
isto é, K é um conjunto convexo não vazio. 

12 - Sejam K1 e· K2 dois cones convexos. Então, K1 " Kf! é 
um cone convexo. Mais geralm�nte, qualquer interseção de cones 

convexos é um cone convexo. 

Definição 5 - Seja K e: RP üm cone convexo. O cone convexo 

_dual ou· cone polar convexo de K é o conjunto:
K* = {y E R•: < x, y > ): O para todo x E K}

Em outras palavras, K* é o ccfmjunto de todos os vetores de RP 
que formam ângulos agudos ou , retos com todos os vetores de K. 

Exemplos:
13 - Se K = R"i-, então K = K*. Se y E K•, então < x, y > ): O

para todo x E R"t. Em particular, < e,, y > = y,): O, i = 1, 2, ... , p.

Por outro lado, se y E R',. , é claro que < x, y > ): O para todo
X E R',_. 

14 - Seja C o cone convexo do exemplo 10. Neste caso, e$ 
=

= R� v A v B, onde A = { (z, v) E R': z ): O, v < O e v ): -z}

e B = { (z, v) E R•: z � O e v ): -2z). O conjunto e• está
fepresentado na figura a seguir. 

Verifiquemos mais cuidadosar'.nente que e• é realmente o cone 

convexo dual de C. Seja (z, v) E e•. Se. (z, v) E R"i-, então
zx + vy ): O para todo. (x, y) E C. Se (z, v) EA, zx + vy ): zx -

- zy =. z (x - y) ): O para todo (x, y) E C (note-se que (x, y) E C
implica x ): y). Por fim, se (z, v) E B, zx + vy ): zx - 2zy =
= z (x - 2y) = ; ( ; - y) ): O para todo (x, y) E C (note-se

que (x, y) E C implica ; - y � O) . Portanto, e• é um subcon
junto do cone convexo dual de C.
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Por outro lado, suponhamos que (z
., 

'v) pertença ao cone convexo

dual de C. Tem-se então que, para todo (x, y) E e, zx + vy � O.

Esta condição é satisfeita somente em um dos seguintes casos: 

a) (z, v) E R �;
b) z � O, v < O e v � - z (pois, se v < - z, zx + vx < 

< zx - zx = O para (x, x) E C) ; e 

c) z :( O, v > O e v � -2z (pois, se v < -2z, 2zx + vx < 
< 2zx - zx = zx ,( O para (2x, x) E C) . 

Isto completa a verificação de que e• é o cone convexo dual de C.

Teoreina 8 - Seja K um cone convexo. Então: 

a) K* é um cone convexo; e

b) K• é um conjunto fechado.

Prova: 

a) K* # <f,, pois O E K•. Além disto, se y E K*, y' E K• e se
Â E R+, temos < x, y + y' > = < x, y > + < x, y' > � O 
e < x, 1,y > = Â < x, y > � O.
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b) Seja (y.) uma sucessão convergente em K• e seja y = lim (y,.).
Para cada n E N, < x, Yn > ? O para todo x E K e. portanto,
< x, y > ? O para todo x E K. Isto mostra que y E K• e, em
conseqüência, que K• é fechado (Teorema 10 do Capítulo III).

C. Q. D.
Teorema 9 - Seja K e::: R11 um cone convexo. Então: 

K e:: K.. (K .. (Kº) ") ; ea)
b) K é um cone convexo fechado se, e somente se, K

Prova: 

a) K .. = {z E R•: < z, y > ? O para todo y E Kº ). Se
x E K e x ,s x••, então existe y Ex• tal que < x, y > < O. Isto
é uma contradição, pois y E K* se, e somente se, < x, y > � O 

para todo x E K.

b) Suponhamos que a ,s K Como K é um conjunto convexo
fechado, existem a E R• - {O) e À E R tais que < a, x > ? À
para todo x E K e < a, a > < À (Teorema 3) . Como O E K e
< a, O > = O, segue-se que À ;;;; O e < a, a > < O.

Seja � E R+ - {O). Então, como K é um cone convexo, para
todo x EK, � x EK. Logo, < a, � x > ? À ou, ainda, < a, x > ? �.

Como � é arbitrário, < a, x > ? O para todo x E K, isto é,
a E K•. Como < a, a > < O, a ,s K ... Portanto, K•• e:: K.

A outra implicação é trivial, pois (K•) • é fechado pelo teorema
anterior. 

C. Q. D.
É interessante observar que a hipótese de K ser fechado é crucial 

para o resultado acima. Se K não é fechado, não podemos, utilizando 
o método de demonstração acima, garantir que < a, a > < O, uma 
vez que o Teorema 4 nos daria apenas < a, a > � O, o que é 
insuficiente para garantir que a a � K••. 

Entretanto, independentemente do método de demonstração, se 
K não é fechado, não é verdade que x•• e: K, como mostra o 
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seguinte exemplo: seja K = { (x, y) E R�: (x, y) = (O, O) ou
x > O e y > O}. K é um cone convexo, mas não é um conjunto

fechado. É fácil ver que K* = Rt = K••.
Definição 6 - Seja X e: Rv um conjunto finito, isto é, X ==

== {x1, x2, . . .  , x,1}, xi E RP. Chama-se cone convexo poliédrico ge-

rado por X ao conjunto K (X) = {z E RP: z = :E a,, x" a,), O,
i = 1 

Exemplos:
15 - Rt é um cone convexo poliédrico gerado por (1, O) e (O, 1).
16 - Dados x = (1, 1) e y = (1, 1/2), K(x, y) = (z E R�:(z1, z,) = (a + {3, a + {3/2), a ): O; {3 ): O), isto é, K (x, y) • C

do exemplo 10.
17 - Seja e= { (x, y) E R': � x < y < x }. Se considerarmos

combinações lineares de vetores de R2 com coeficientes não negativos, 

C não pode ser gerado por um número finito de elementos de R2, 

isto é, existem cones convexos que não são cones convexos polié
dricos. 

Lema 10 - Dado X= {x1, • • .  , xn) e= RP, K (X), o cone conYexo
poliédrico gerado por X é um conjunto fechado.

Prova: 

Seja f: RP x R+ ➔ RP definida por f (z; a1, a,, ... , u,) = z -
- :E a., xi. f é linear e, portanto, contínua e r- 1 ((O)) = K (X) .i = 1 Pelo Corolário 5 do Teorema 10 do Capítulo IV, K (X) é um con-
junto fechado.

C. Q. D.
Alguns corolários do Teorema 9 são apresentados a seguir. 

Corolário 8 (Lema de Minkowski-Farkas) - Sejam a1, a2, ... , an 

pertencentes a R• e b E R• - (0). Para que < b, x > ), O para
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todo x E RP tal que < a,, x > ;;, O, i = 1, 2, . . .  , n, é necessário 
e suficiente que existam números reais não negativos, que não se 
anulam simultaneamente, À1, },,!',, . . .  , l,n, t_ais que b = À1 a1 +

+ À, a, + . . . + À, a,.. 

Prova: 

Para simplificar a notação, indicaremos por A a matriz cujas linhas 
são a1, a2, . . .  , aw Neste caso, A é uma matriz n x p.

Suponha-se, inicialmente, que b = }...A, onde J,, = (À1, À2 , • • • , 

... , À,) E R'j. - {O). Então, < b, x > = < À.A, x > =

= < À, A.x > ?, O, uma vez que < a0 x > ?, O, i = 1, 2, . . .  , p.

Suponha-se agora que < b, x > ?, O para todo x E R• tal que
A .x? O. Seja K o cone convexo poliédrico gerado por a1, a2} • • •  , ª»· 
Então, K é um conjunto feohado e K = K ... Se y E K•, 
< x, y > � O para x E K. Considerando os vetores a1, a2, • • .  , am 

conclui-se que A y � O. En1 conseqüência da hipótese feita, 
< b, y > ?, O. Como y E K• é arbitrário, segue-se que b E K .. , ou 
seja, b pertence ao cone convexo gerado por av a2, • • •  , a11 • 

C. Q. D.

O Lema de Minkowski-Farka:s pode ser enunciado de uma forma 
alternativa que se presta melhor a uma visualização geométrica: 
dados a1) a2) . . • , a11 em RP (ou) equivalentemente, a matriz A, n x p) 
e b E RP - {O}, exatamente uma das alternativas a seguir se verifica: 

a) existe x E R' tal que < b, x > < O e < a., x > ;;, O,
i == 1) 2, . . .  , n (equivalentemente, A.x � O); ou 

b) existem números reais Àv /..2) . . .  , Àn, não negativos e que 

não se anulam simultaneamente) tais que b == I: Ài- ai (ou 
i = 1 

b = M). 

Geometricamente, devemos analisar duas situações. O caso ua" tem 
as seguintes características: x pertence ao cone convexo dual K* do 
cone convexo K gerado pelos vetores av a2, • • •  , an; e b normal ao 
hiperplano H� não pertence a K•• = K, pois forma um ângulo 
obtuso com x (note-se que b pode ou não pertencer a K•) .
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O segundo caso tem. as seguintes características: b pertence ao cone 

convexo K gerado por a1, as, ... , an; e, se "a" não se verifica, então 

para todo x E R• tal que < a;, x > ?, O, i = 1, 2, ... , n, 

< b, x > � O, isto é, o cone dual K* está totalmente contido em 

um dos subespaços determinados pelo hiperplano H�. 

b 
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Coroldrio 9 - Se K e R• é um cone convexo fechado tal que 
o 

K r- (R';. - {O)) = </>, existe p E R'í- tal que p E -K•. 

Prova: 

Se (-K•) r- R';. = <j,, então existe um hiperplano H� (Teore
ma 7), a E R';. - (O), tal que < a, x > � O para todo x E -K•, 
isto é, < a, y > ), O para todo y E K•. Isto significa que a E K•• 
e, como K é fechado, a E K. Temos, então, uma contradição com 
a hipótese de que K r- (R';. - (O)) = <J,. 

C. Q. D.
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Exercícios 

J. Seja H'{ um hiperplano. Mostre que: a) H� é um conjunto
fechado; e b) H�+ e Hi._ são conjuntos convexos fechados. 

2. Seja U: Rt ➔Ruma função utilidade definida por U (x, y) -
= xy. Dado o vetor (x, y) = (1, J), existem preços (p, q) E Rt - (O) 
e uma renda m > O tais que o consumidor estaria maximizando 

utilidade neste ponto? Sua resposta seria diferente se a função utili� 

dade fosse V: R;_ ➔ R definida por V (x, y) = min {x, y)?

3. Seja E e:: R• um espaço vetorial de dimensão k < p. Mostre
que E é um conjunto fechado e que E = 4>. 
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Capítulo IX 

OTIMIZACÃO 
o 

Nos capítulos anteriores nos deparamos com problemas de carac

terização dos extremos de funções diferenciáveis (na maioria das 

vezes de classe C!!) em subconjuntos de RP. Neste caso, o instru

mental fornecido pelo Cálculo Diferencial é de extrema utilidade, 

pois nos permite uma caracterização razoavelmente simples destes 

pontos. 

Neste capítulo procuraremos estender a teoria já estudada nas 

seguintes direções: incorparar as restrições em forma de desigual

dades; abandonar as hipóteses de diferenciabilidade; e analisar pro

blemas de caracterização de extremos (globais) para funções cônca

vas e, posteriormente, para uma classe mais geral de funções, quais 

sejam, as funções quase-côncavas. 

É interessante notar que, ao contr·ário do que ocorreu nos capí

tulos anteriores, estaremos mais interessados em caracterizações glo

bais, ao invés de locais, o que não impede, entretanto, que façan10s 

um- rápido resumo dos principais resultados locais já obtidos (ver 

Seção IX . 2) . 

Como as funções côncavas e quase-côncavas têm papel fundamental 

nos teoremas- deste capítulo, realizamos, na Seção IX. l, um estudo 

de suas principais propriedades. Diferentemente do que foi feito 

anteriormente para funções côncavas, a apresentação é geral, isto é, 

não se supõe a diferenciabilidade das mesmas. A Seção IX. 3 contém 

os principais resultados do capítulo. 
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IX. 1 - Funções Côncavas e Quase-Côncavas

No que se segue vamos nos restringir à menção das funções 
côncavas e quase-côncavas. Resultados análogos - em geral envol
vendo mudanças óbvias nos enunciados e demonstrações - valem 
para as funções convexas e quase-convexas, que não serão tratadas 
explicitamente (deixamos a cargo do leitor interessado os enunciados 
e as respectivas demonstrações)., 

Definição 1 - Seja X e RP um conjunto convexo. Diz-se que 
f: X ➔ R é uma função côntava (convexa) se, dados x E X, 
yEXe 0E[0,1],f(0x + (1 � 0) y) �Bf(x)+ (1-0) f(y) 
(t (0x + (1 - 0) y) :( Bf (x) + (1 - 0) f (y)) . Diz-se que 
f é estritamente côncava (estritamente convexa) se, dados x E X, 
y E X, x # y, e 0 E (O, 1), f (0x + (1 - 0) y) > Bf (x) + 
+ (1 -0) f (y) (f (0x + (1 - 0) y) < 0f (x) + (1 - 0) f (y)) . 

Já exploramos alguns aspectos, geométricos da noção de concavi
dade. Entretanto, existem ainda: algumas relações geom,étricas bas
tante importantes. 

Teorema 1 - Seja X e: RP um ·conjunto convexo e seja f: X➔ R: 

a) se f é côncava, então par':a todo a. E R o conjunto N;_t ==
= {x E X: f (x) ? a} é um subconjunto convexo de RP; e 

b) para que f seja côncava é necessário e suficiente que o con
junto E = { (x, a) E RP x R: x. E X, a E R e f (x) � a} seja um 
subconjunto convexo de RP+ 1 

Epígrafe de f) . 
(bota: o conjunto E é chamado de' 

Prova: 

a) Sejam a E R, x EN+ e y EN+ (se N+ = <f,, não há o que 
a a a 

demonstrar) . Como f é côncava, f (0x + (1 -0) y) � 0f (x) +

+ (1 -0) f (y) � a. Logo, 0x + (1 -0) y E N");-

b) Suponha-se que f seja cônc,ava e sejam (x, a) E E, (y, �) E E
e 0 E [O, 1] (observe-se que E # <f,, pois G (f) e:: E) . Então, f (0x +
+ (1 -0) y) � 0f (x) + (1 - li) f (y) � 0a + (1 - B) �- Logo, 
(0x + (1 - 0) y; Ba + (1 � B) �) E E. 
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Por outro lado, suponha-se que E seja convexo. Dado x E X, o 

ponto (x, f (x)) pertence a E, ou seja, o gráfico de f está contido 

cm E. Sejam agora x E X e y E X. Como E é convexo, o ponto 

(0x + (1 - 0) y, 0f (x) + (1 - 0) f (y)) pertence a E, qualquer 

que seja 0 E [O, 1]. Daí, concluímos que: 

f(0x + (1 - 0) y) ;;,, 0/(x) + (J - 0) f(y) 

para todo x E X, y E X e 0 E [O, 1]. Logo, f é côncava. 

C. Q. D .

A parte "a" deste teorema significa o seguinte: dada uma super• 

fície de nível a da função côncava f, o conjunto dos pontos para 
os quais o valor de f é maior ou igual a a é convexo (isto está 
ilustrado na figura a seguir pela região hachurada) . 
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1 
Com relação a este resultado; é importante lembrar que sua 

reciproca não é verdadeira. Por exemplo, a função f: R ➔ R dada 
por f (x) = x' não é côncava e, no entanto, dado a E R, o conjunto 

1 
Nt. é convexo, qualquer que seja a. Um outro exemplo ainda é 
dado por f: Rt ➔ R definida pdr f (x, y) = x• y, que não é côn
cava e, no entanto, ]\7-,: é convex;q para todo a E R. 

A parte "b" do teorema diz que o conjunto de todos os pontos 
situados abaixo ou sobre o gráfic� de f é convexo (a figura a seguir 
ilustra esta idéia para uma função côncava definida cm R

+ 
com

valores em R) . 

f{ X ) 

Te�rema 2 - Sejam X e R,, X convexo não-vazio, m E N e

f11 f,, ... , fm funções côncavas definidas em X com valores em R."

Dados a1 � O, a,� O, ... , a,,,��' a função f: X➔ R definida por 
f = (a, f, + a, f, + · . . . + a,,; fm) é côncava. 
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Prova: 

Sejam x E X, y E X e B E [O, 1]. Então: 

j (Bx + (1 - B) y) = a1 j1 (Bx + (1 - B) y) + ... +

+ Oim Ím (B.� + (1 - B) y) ;;,, B (a, f1 (x) + ... + am Ím (x)) +

+ (1 - B) la, f1 (y) + ... + am fm (y)) = Bj (x) + (1 - B) J (y) 

C. Q. D.

Teorema 3 - Seja X e RP um conjunto convexo não-vazio e 
seja f: X ➔ R. A função f é côncava se, e somente se, qualquer 
que seja a combinação convexa de m elementos de X, ')..1 x

1 
+ ... +

+ Àm Xm, tivermos f (A1 X1 + ... + Àm Xm) ;;,, À1 f (x1) + ... +

+ Âm f (xm). 

-Prova:

Se a desigualdade acima vale para todo m ;;,, 1, então f (A x
1 +

+ (J - A) x,) ;;,, À f (x1) + (1 - A) f (x,) para todo À E [O, 1] e 
para todo x 1 E X e x, E X. Portanto, f é côncava. 

Suponha-se agora_ que f é côncava. Então, E é um conjunto con
vexo e, dados x1 E X, ... , xm E X, os pontos (x1, f (x1)) ..•
. . . (xm, f (xm)) pertencem a E. Segue-se então que (1.1 x1 + ... +
+ Àm xm; À1 f (x1) + ... + Àm f(xm)) E E, quaisquer que sejam 
1.1 ;;,, O, 1., ;;,, O, ... , À,,, ;;,: O com À1 + À, + ... + Àm = 1 (Teo
rema 12 do Capítulo II). Segue-se daí que f (1.1 x1 + ... +).,. xm) ;;,, 
;;,, À1 f (x,) + • •. + Àm f (xm) • 

C. Q. D.

Teorema 4 - Seja X e:: RP, X =f,- q,, um conjunto convexo aberto 
e seja f: X ➔ R uma função côncava. Então, f é contínua. 

Prova: 

. Seja x0 E X e seja BM [x', õ] uma bola fechada (norma do máxi
mo) contida em X. Sejam x1

J 
x', ... , xJ

P pertencentes a BM [xº, õ] 
com a seguinte propriedade: 

Jx{-x:J=ij 
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para todo i = 1, 2, ... , p e j = 1, 2, ... , 2•. Chamemos de V ao 
conjunto destes pontos, que são .os "vértices" da bola. 

xi -----------,•x
2 

,,__ ________ __,x4 

Seja agora n = min. {f (x'), i = .1, 2, ... , 2•). Então, Nj; é um con
junto convexo que contém V e, ein conseqüência, BM [xº, ô] e N"'t, 
uma vez que BM [xº, õ] é o "fecho convexo" de V. 1 

Tomemos agora a hola B [x', õU (Norma Euclideana) e um ponto 
x E B (x', õ). Sejam x' + µ e x' - µ pontos sobre o segmento que 

passa por x e xº situados a uma distância (euclideana) õ de xº, 
isto é, 11'1 = õ. 

1 Demonstração a cargo do leitor. 
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O ponto x pode ser escrito como uma combinação convexa de 

xº e xº + µ: x = x• + tµ = t (xº + µ) + (1 - t) xº, sendo
IX - xºJ

t == 
õ 

. Da mesma forma, xº == x - tµ, ou seja: 

xº (1 + t) = t (xº - µ) + x

ou, ainda: 

Sendo f uma função côncava, • temos: 

f(x) ): tf(xº + µ) + (1 - t) f(xº) ): ta+ (1 - t) f(xº) (!)

Esta última desigualdade obtém-se lembrando que: 

e que: 

Da mesma maneira, temos: 

f ( º) >-
1 f ( ) + 

1 f (xº - µ) ): 
f (x) + ta

X ,--- l+t X l+t l+t 

De (!) e (2), concluímos que: 

ou: 

t (a - f (xº)) � f (x) - f (xº) � -t (a - f (xº))

Jf (x) - f (xº) 1 � Jx ; xº I la - f (xº) 1

Dado E > O, se ·tomarmos ll' = E 

I 
11 

I 
, teremos [f (x) 

a - f (xº) 
- f (xº) J < ll para todo x E X com [x - xº [ < ô'.
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Corolário: Se X e R• é convexo e X 9" <{, e se f: X ➔ R é côn-
cava, então f é contínua em X. 

As funções côncavas não são necessariamente contínuas em todo 
o domínio, como mostra o seguinte exemplo: seja f: R+ ➔ R defi�
nida por:

f (x) = { 1, se x > O

O, se x == O

f é uma função côncava, porém não é contínua em x _ O, que 
é um ponto de fronteira do seu domínio. 

Teorema 5 - Seja X <= RP cónvexo e sejani fv fa, ... , f
m 

funções 
côncavas definidas em· X com valores em R. A função f: X ➔ R

dada por f (x) = min {f, (x), f, (x), ... , f
m (x)} é côncava. 

Prova: 

Se E = { (x, a): x E X, a E R e f (x) ?, a} e E,= { (x, a): x E X,
n 

a E R e f, (x) ?, a), i = 1, 2, .. ,, m, então E = " E,. Como E, 
i = 1 

é convexo para cada i, segue-se que E é convexo. 

C. Q. D.

Os resultados anteriores, além de caracterizarem algumas d�s pro
priedades importantes das funções côncavas, também mostram que, 
num certo sentido, elas são bem comportadas em relação a certas 
operações, como as combinações convexas não-negativas e a definição 
da função mínimo. Existe, entretanto, uma operação (de grande 
interesse na Teoria do Consumidor, por exemplo) que não preserva 
a concavidade da função, qual seja, a composição de uma função 
côncava e uma função monótona crescente. Mais precisamente, seja 
f: X ➔ R (X e R• convexo) uma função côncava e seja F: R ➔ R 

monótona crescente. A função F
0
f: X ➔ R não é, necessariamente, 

côncava. Por exemplo, f: R;_ ➔ R dada por f (x, y) = 2 log x +

+ log.y é côncava e, no entanto, h: R;_ ➔ R dada por h (x, y) = x• Y'
não ê côncava, ape�ar de que h = Fof, sendo F: R ➔ R definida 
por P (z) = e• .. 
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O principal objetivo do parágrafo anterior é alertar o leitor para 
um problema que aparece na Teoria do Comportamento do Consu
midor. Admite-se que, se as preferências do indivíduo podem ser 
representadas por uma certa função utilidade U, então elas também 
podem ser representadas pela função· F

0
U, onde F é monótona 

crescente. O exemplo anterior serve para mostrar que a hipótese de 
concavidade é muito restrita no contexto da teoria. Uma implicação 
disto é que no estudo dos problemas de otimização deveremos consi
derar explicitamente uma classe de funções que é feé:hada em ·relação 
à composição com funções monótonas crescentes: a classe das fun
ções quase-côncavas. 

Apesar destas observações, vale o seguinte resultado sobre compo
$ição de funções côncavas: 

Teorema 6 - Sejam X e RP um conjunto convexo, f: X ➔ R 
uma função côncava e F: R ➔ R monótona crescente e côncava. 
Então, Fof: X ➔ R é côncava. 

Prova: 
Sejam x E X, y E X e 0 E [O, 1]. Então: 

F,j(0x + (1 - 0) y) = F(j(0x + (1 - 0) y)) � F(0j(x) +

+ (1 - 0) j(y)) � 0F(j(x)) + (1 - 0) F(f(y)) 

C. Q. D.

Teorema 7 - Seja f: R• ➔ R uma função homogênea do grau J. 
Então, f é côncava se, e somente se: 

f (x + y) � f (x) + f (y) 

para todo x E R• e y E R•.

Prova: 

Se f é côncava: 

1 
2 f(x + y) = 

para todo x E R• e y E R•.
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Por outro lado, suponha-se que f satisfaz (3) e sejam (x, a) E E 
e (y, �) E E. Então: 

f (x + y) ): f (x) + f (y) > a + � 

e: 

f ("/,. x) = À f (x) ): À a 

para todo À > O. Assim, (x + y, a + �) E E e ("/,. x, À a) E E, o 
que, por sua vez, significa que E é um conjunto convexo e, portanto, 
f é côncava. 

C. Q. D.

Trataremos agora das funções quase-côncavas e de algumas pro
priedades importantes desta classe. 

Definição 2 - Seja X e:: R• um conjunto convexo e f: X ➔ R. 
Diz-se que f é quase-côncava se, para todo x E X, y E X e 0 E [O, 1], 
f (ex + (1 - 0) y) ): min {f (x) :, f (y) }. Diz-se que f é estritamente 
quase-côncava se, para todo x E' X, y E X, x ,f, y, e 0 E: (O, 1), 
f (0x + (1 - 0) y) > min {f (x), f (y) ). 2 

Geometricamente, esta definição significa que, dados dois pontos 
pertencentes ao domínio da função quase-côncava f, o seu valor ao 
longo do segmento que une estes pontos não é inferior ao menor 
dos valores d� f nestes dois pontbs: 

f(x:) f{9x-t(1-6)y)· t(y l R 

2 Pode-se definir funções quase-convexas como sendo aquelas em que - f 

é quase-côncava. Tal como anteriormente, vamos nos restringir às funções 

quase-côncavas, deixando ao leitor a tarefa de enunciar e demonstrar os resultados 

para as quase-convexas. 

1 
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Exemplos: 

1 - f: R ----> R definida por f (x) = x é quase-côncava, pois a
média geométrica de dois números é sempre não inferior ao menor 
deles. 

2 - Toda função côncava é quase-côncava. Se f: X ➔ R é côn
cava (X e R• convexo) e se x E X, y E X e 0 E [O, 1]: 

f (0x + (1 - 0) y) ), Of (x) + (1 - 0) f (y) ), min {f (x), f (y) } 

3 - A função f: R ----> R dada por f (x) x' é quase-côncava, 
porém não é côncava, isto é, a recíproca da afirmativa feita no 
exemplo anterior não é verdadeira. 

4 - Mais geralmente, seja f: R ----> R monótona. Então, f é quase
côncava. Suponha-se que f é monótona não decrescerite e sejam 
x E R, y E R, x > y, e 0 E [O, 1]. Então: 

X ), 0x + (1 - 8) y ), y

e, portanto: 

f (0x + (1 - 0) y) ), f (y) = mm {f (x), f (y) } 

Uma das propriedades mais importantes das funções quase-cônca
vas é dada pelo teorema a seguir. 

Teorema 8 - Seja X e R• convexo e f: X ➔ R. Uma condição 
necessária e suficiente para que f seja quase-côncava é q_ue o con
junto N! - {x E X: f (x) ), a} seja convexo para todo a E R. 

Prova: 

Suponha-se que f seja quase-côncava. Sejam a E R, x E N-;;, 
y E N-;; (se N"j; = q,, nada há para ser demonstrado) e 0 E [O, 1]. 
Então: 

f (Ox + (1 - 0) y) ), min {f (x), f (y) } ), a 

Logo, 0x + (1 - 0) y E N-;;. 
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Por outro lado, seja N;; convexo para todo a E R. Se x E X, 
y E X e f (x) ): f (y), temos: 

) N+ • a 1 (u) e convexo; e

b) X EN/;,),

Portanto, para todo 0 E [O, 1], f (0x + (1 - 0) y) ): f (y) .

C. Q. D.

Teorema 9 - Sejam X e:: RP 1 convexo, f: X ➔ R quase-côncava
e F: R ➔ R monótona não decrescente. Neste caso, a fu�ção 

Fo
f: X ➔ R é quase-côncava. 

Prova: 

Sejam x E X, y E X e 0 E [O, 1] e suponha-se que f (x) ): f (y) . 
• Então:

F,j(0:r: + (1- 0) y) = F[j(8x + (1 � 0) y)]): F[j(y)] = 

= min {P,j(x), P,F(y)} 

C. Q. D.

Para f_inalizar a seção, demonstraremos um teorema que estabelece 
condições suficientes para que uma função quase-côncava seja côn
cava. 

Teorema 1 O - Seja K e Rv um cone convexo e f: K ➔ R tal 
que f (x) > O para todo x E K - {O}; f é homogênea do grau 1 
e f (O) ):· O. Então, f é côncava se, e somente se, f é quase-côncava. 

Prova: 

Devemos apenas demonstrar que, sob as hipóteses acima, f quase
côncava é suficiente para que ela seja côncava, isto é, para todo 

x E K, y E K e 0 E [O, 1]: 

f (ex + (1 - 0) y) ?,, Bf (x) +. (1 - 0) f (y) 

Se x == y, nada há para demonstrar. Suponha-se, então, que x =r5=- y,

que x =I= O, que, se y = O, f (y) > O e, finalmente, que f (x) ): f (y). 
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Portanto, como f (y) > O, f (x)
f (y) 

;;o, 1. Seja a E (O, ·1] tal que 
af (x) = f (y) . Como f é homogênea, f (a x) = af (x) = f (y) e,como f é quase-côncava, para \ado � E [O, 1]:
j[S (a x) + (1 - /1) y] ;;o:J(a x) = j(y) = /3 J(a x) + (1 - /3) J(y) = 

= 2 {3 j(x) + (1 - /3) J(y) (4)
S. �a E~ ep 0 = 

1 
_ � + � a 

. ntao, temos o segumte:
a) 0 < 1 . 

. b) 0 > O, pois � (1 - a) < 1 e, em conseqüência, 1 - � +
+�a> O. 

e) .() assume todos os valores no intervalo [O, 1]. Para verificar
isto, observe-se que a é fixo para cada x. E K e y E K. Consideremos, 

então, a função g: [O, 1] ➔ R definida por g (�) = � ª � 1 - � + a 
g é uma função contínua definida num intervalo, g(O) = O, g(1) = 1 e, portanto, g [O, 1] = [O, 1] (Teorema do Valor Intermediário).

d) Como f é homogênea do grau 1:

j ( 1 - /,1 + /3a (fl a) x + 1 - 13
1 
+ {3a (1 - /3) y) 

1 1 - B + {3a j (a /3 X + (1 - /3) y)
De (4) obtém-se, finalmente, que: 

f (0x + (1 - 0) y) ;;o, 0f (x) + (1 - 0) f (y) 

para todo x E K, y E K e 0 E [O, 1]. 
Devemos agora considerar o caso em que x # O, y = O e f (y) = O,onde temos que, para todo 8 E (O, 1]:

f (Ox + (1 - O) y) = f (0x) = 0f (x) = 0f (x) + (1 - O) f (y) 

Se e = O, f (0x + (1 - 0) y) = f (O) = 0f (x) + (1 - 0) õ (y).
C. Q. D. 3 

s Para esta demonstração e generalizações deste resultado, ver Newman 

(1969). 
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IX. 2 - Programação Clássica: Revisão

Como os resultados desta seção já foram, em sua maior parte, 
discutidos nos capítulos anteriores (especialmente no Capítulo VI), 
faremos, :(X)Ytanto, apenas um breve sumário dos resultados, concen
trando-nos no problema sob 9 ponto de vista de maximização de 
uma função sujeita a um conjunto de restrições definidas por igual

dades. 
Suponhamos, então, que desejamos resolver o seguinte problema: 

dado f: D ➔ R, D aberto em R• e f E Gk, k ;;,, 2, e dada a função 
g: D➔ R", q < p, g E C", delejamos encontrar x• = (x;, x;, ... , 
; .. , x;) E R• tal que x• maximiza f (x), x E D, sujeito a: 

g, (x) e, 
g� (x) e, 

onde e = (e,, e,, ... , e,) E Ri é um vetor (dado) de constantes. 
Admitindo que a matriz jacobiana de g tem posto q, as condições 

de primeira ordem (e p o) devem ser satisfeitas, isto é: 

') 
a J 

( 
*
) 

, ag, 
( 

*
) , ag, ( *) _ 0A = -ª- X -, "t -

a 
X . .  , A

q 
-ª- X -

xi x1 x1 

i == 1, 2, . . .  , p 

} = 1, ,2, . . .  , q 

sendo L: D x R' ➔ R definida por L (x, J..) = f (x) + )..1 (c1 

- g, (x)) - ... - J.., (e, - g, (x)) .
Uma condição suficiente de segunda ordem para que x* seja real

mente uma solução local para o problema é que os p - q menores
principais sucessivos da matriz hessiana bordada de f com a restrição 
g (x) == e sejam de sinais alternados, sendo o sinal do primeir9
(-J)q+l, 
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Exemplo: 

5 - Seja f: D ➔ R, D =. { (x1, x,) E R': x1 > O), definida por
f (x

1, x,) = 2 yx, + x, e seja g: D ➔ R definida por g (x,, x,) = 

1 - 1 • 
== 

T 
x1 + x2 . Procuremos, entao, reso ver o seguinte problema: 

maximizar f (x,, x,) = 2 vX: + x, com + x, + x, = 2. 
A função lagrangeana do problema é:

L (x,, x,; 1.) = 2 vX: + x, + À

As condições de primeira ordem são: 

(2 - 1 3

aL 1 1 
-=�--À=O 

ax, v'x, 3 

aL 
--=1-Ã=O 
ª"'• 

aL 1 
-- = 2 - - x, - x, = O 
ªÀ 3 

x, - x,)

A solução deste sistema é x1 = 9, x1l == -1 e Â == 1. Portanto, 
o único ponto crítico de f com a restrição acima é x* == (9, -1),
sendo o valor correspondente de À == 1. A matriz hessiana bordaçl.a é:

1/3 1 l 
-1/2 x; 81' O • 

o o 

Portanto, x• = (9, -1) é realmente um máximo local da função,
1 uma vez que det H{x) = 

2 (9) ,1, > O.

Geometricamente, a solução do problema é dada pelo ponto onde
a curva de nível 5 de fé tangente à reta 1/3 x1 + x, = 2. 

Para encerrar esta pequena revisão, relembramos o significadO 
do multiplicador )., que pode ser interpretado como o acréscimo à
função objetivo (no caso, a função t) por unidade de variação na
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'2 

5 

2 

-1

. 
. 

x, 

constante que determina a posição da restrição g. Convém enfatizar 
que esta interpretação tem cai-áter apenas local. 

IX. 3 - Programação Côncava•

Estudaremos agora um problema que generaliza o Problema da 
Programação C ldssica em vários sentidos. A sua estrutura básica é 
;;t. seguinte: dadas uma função côncava f: X ➔ R, X e RP convexo, 
e um cqnjunto convexo C, de�eja•se encontrar o máximo de f/C, 

isto é, procuraremos escolher um elemento x• E C tal que f(x º) ;,, 
;,, f (x) para todo x E C. 

- 4 Esta seção está baseada em T�kayama (1974, Cap. 1).
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As seguintes observações auxiliarão o leitor a colocar numa pers

pectiva exata,"os Problemas de Programação Clássica e de Programa

ção Côncava: 

a) o fato de admitirmos que C seja um conjunto convexo nos

permite incorporar restrições em forma de desigualdade, o ·que não 
foi feito quando estudamos o método do Multiplicador de Lagrange; 

b) pela própria maneira que o problema foi formulado acima,
percebe-se que o interesse principal encontra-se na busca de máximos 

globais; 

c) a hipótese de diferenciabilidade não é necessária (na verdade,
não se supõe sequer a existência de derivadas parciais) ; e 

d) a _hipótese de que o número de restrições é menor do que o
de variáveis tam·béin deixa de ser importante no presente contexto. 
�·� 

Uma primeira visão gráfica é apresentada a seguir, o_nde o con-
junto C é a área hachurada e L11 Li, L�, L

4 
são curvas de nível 

de f. O ponto x• é o máximo de f!C se se supõe que as curvas 
de nível de f crescem na direção da seta. 
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Este, obviamente, é apenas mh dentre os possíveis tipos de pro
blemas que se apresentam. No que se segue procuraremos caracterizar 
analiticamente a solução dos me�mos. 

Iniciamos com a generalizaçã� de um teorema de máximo para 
funções côncavas (não necessariamente diferenciáveis) . 

1 

' 

Teorema 11 - Seja f: X ➔ R, X e Rv convexo, côncava. Se 
x• E X é um máximo local de f, então x• é um máximo global. 

Prova: 

Existe ô > O tal que, para tod,o x E X com lx· - x*I < ô, temos 
f (x) (; f (x"). Seja z E X, z aj= x•, e seja 0 E R, 0 E (O, J) tal que 
0 lz - x• 1 < ô. Pela concavidad.e de f:

f(0z + (1 - 0) x*) ;?: �f(z) + (J - 0) f(x*) 

ou seja: 
f (0 (z - x*) + x*) - ((x*) ?: 0 (f (z) - f (x*)) 

• Como 1(0 (z - x*) + x*) - .x*I < ô, segue-se que:
O ?, f (0 (z - x*) + x*) f (x*) ?: 0 (f (z) - f (x*)) 

isto é, f (x*) ;?: f (z). 
C. Q. D.

Coroldrio .....:... Nas condições do teorema, se f é estritamente côn
cava, x* é único. 

Prova: 

! 

1 

' 

Se x E X, ii' # x•, é um máximo global de f, então f (x) = f (x") 
e, para todo 0 E (O, J), f(0ii' + (J - 0) x*) > 0f(x) +
+ (J - 0) f (x*) = f (x*). Isto Contradiz o fato de que x• é um 
máximo global de f.

C. Q. D.

Nosso principal objetivo a partir, de agora é demonstrar os Teo
remas de K.uhn-Tucker, ·Uzawa e Kuhn-Tucker, Uzawa, Slater, os 
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quais são os resultados mais importantes desta seção. Para tanto, 
demonstraremos um teorema inicial que desempenha papel de desta
que no que se segue. 

Te.orema 12 - Seja X e: RP um conjunto convexo, � =,I=- cp, e 
sejam /1, /2, •• •) h funções côncavas definidas em X com valores 
em R. Se, para todo x E X, tivermos f, (x) :(: O para algum i E (1, 
2, .. •) k}, então existem k números reais p1 � O, P·2 � O, ... , pk � O 
com p1 + p, + ... + P• > O tais que p, f, (x) + p, f, (x) + ... +

+ P1c h (x) :(: O para todo x E X. 

Prova: 

Para cada x E X, seja: 

Z, = /(z1, z,, ... , z, .. ) E Rk: z, < f,(x), i = 1, 2, ... , k} 

O conjunto Z, está representado na figura a seguir pela área 
hachura da. 

Zx 

Observe-se que: a) Z, # q,, pois, por exemplo, (u, u, ... , u) E R• 
tal que u = 2 min {f1 (x), f, (x), ... , fk (x)} < O pertence a Z, e,
caso a ::= O) então (-1) -1) -1) ... , -1) E Rk pertence a ZQ}; 
e b) O \< Z,, pois f, (x) :(: O para algum i E {J, 2, ... , k). 
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Definamos agora o conjunto,: 

Z = v Z, = /z = (z1, z,, . . .  , zk) E R": 3 x E X, z, <
zEX 

<J,(x), i = 1, 2, ... , lc} 

Dados z E Z e z' E Z, existem x E X e x' E X tais que z, < f; (x) e 

1; < f, (x'), i = 1, 2, ... , k. Portanto:

0z., + (1 -0) z; < 0f,(x) + (1-0) J,(x') ,:(J,(0x + (1 -0)x') 

para todo () E [O, 1]. Assim, Z é um conjunto convexo que satisfaz 

Z r� R'í- = q,. Existe, portanto (Teorema 7 do Capítulo VIII), 
p E R.f:, p =,k O, tal que < p, z > ,:( O para todo z E Z. 

Sejam �gora x E X e En = 1 (1 /n, 1 /n, ... , 1 /n) E R'. Então,
f.(x) - 1 /n < f, (x), i = 1, 2, ... , k, isto é: 

j(x)- e.= (f1 (x)-1/n, J,(x)-1/n, ... , fk(x) -· 1/n) E Z 

para todo n E N. Logo: 

< P, f (x) - En > ,:( O 

ou seja: 

< p, f (x) > ,:( < P, En > 

para todo n E N. Portanto, < p, f (x) > ,:( O. 

C. Q. D.

Para simplificarmos os enunciados e demonstrações que se seguem 
adotaremos as seguintes notação e terminologia: 

a) Definição: seja X um conjunto convexo não-vazio e sejam

g1} gi, ... ; gk funções definidas em X com valores em R. Diz-se 

que g: X ➔ R", g (x) = (g, (x), g, (x), ... , g. (x)), é côncava 
(quase-côncava) se, para todo i = 1, 2, ... , k, g, é côncava (quase
côncava). 
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b) Desigualdades vetoriais: sejam x E R• e y E R•. Diz-se que:
x � y se x" � Yv i ·== JJ 2} ... , kJ· x > y se X-1. � Yi para todo
i = 1, 2, ... , k e se existe j E {J, 2, ... , k} tal que x; > y;; 
x > > y .se X-1. > Yv i :== 1, 2, ... , k; e x ·== y se Xt ==. Yv i == 1,
2; ... , k:

c) Dada a função g: X ➔ R" (em geral, g será côncava ou
quase-côncava nos teo�emas que se seguem), define-se o conjunto
N, = {x E X: g(x) :;:, O}. 

Teorema 13 (Kuhn-Tucker, Uzawa) - Sejam X e R• convexo, 
f: X ➔ R côncava e g: X ➔ Rk côncava. Suponha-se que x* é um
máximo de f /N

0
• Então, existem um número real a

0 
� O e um 

- k - - • vetor ). E R+ com a, + ).1 + ... + 1., > O tais que:

a, f (x) + < f, g (x) > ,::;; a, f(x*)

para todo x E X. Além disto, < X, g (x*) > = O.

Prova: 

Considere-se o sistema: 

g (x) :;:, O

f(x) - f(x*) > O 

Como x• é um máximo de f!N,, ele não tem solução. Além disto: 

g(x) > > O

f (x) - f (x*) > O

também não possui solução em X, isto é, dado x E X, ou g, (x) ,::;; O
. -

para algum i E {J, 2, ... , k} ou f (x) - f (x*) ,c:; O. Como f e g 
são côncavas, existem a, ): O e K E R� com a, + K, + ... + f, > O 
(teorema anterior) tais que: 

a, (f (x) - f (x*)) + < À, g (x) > ,::;; O (5) 

para todo x E X.
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Tomando x = x• em . (5), vem que < À, g (x*) > ,e;; O. Como 
g (x*) � O e 1 E Rt, segue�se que < 1, g (x*) > � O. Portanto, 
< X, g (x*) > = O.

C. Q. D.

No teorema acima, tudo que se pode garantir é que a0 
� O e 

que pelo menos um dos números 'Clo, Àz, I2, . . •  , À1;, é estritamente 
positivo. Se, no entanto, fosse possível garantir que a0 > O, a expres
são a,, f (x) + < X, g (x) > ,e;; a, f (x*) poderia ser reescrita da 

1 -seguinte forma: f (x) + < )., g (x) > ,e;; f (x"), onde À = -- ).. ' 
o, 

O lado esquerdo da expressão já é conhecido, pois é simplesmente 
o valor da função lagrangeana do Capítulo VI no ponto (x, À).
Esta maneira de apresentar o teo�ema é, sem dúvida, mais útil nas 
aplicações. Entretanto, as hipóteses do Teorema de Kuhn-Tucker, 
Uzawa não são suficientes para garantir que a0 > O. Para verificar
mos isto, considere-se o seguinte �xemplo - ver Takayama (1974, 
p. 70) -, devido a Slater:

6 - Seja f: R ➔ R definida por f (x) ' x e g: R ➔ R definida
por g (x) . -x'. O ponto x• ! O é o máximo de f restrita ao
conjunto dos pontos x E R que �atisfazem g (x) � O. Além disto, 

f (x) e X 
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f e g são côncavas, como requer o teorema. Portanto, existem 
a, ): O e 1,. ): O tais que: 

a, f (x) + À g (x) :(. a, f (x*)

para todo x E R, isto é, a, x - 1,. x' ,( O para todo x E R. Clara
mente, isto não pode ocorrer, a menos que a0 == O} 

pois, se ao > O
} 

necessariamente À > O (i: = O significa a, x ,( O para todo x E R, 
o que é um absurdo) e, portanto, x (a, - i: x) :( O se x ,( O

a, ou X ): o e X ): -=- e X (a, 
À 

I x) > O se O < x < ':'.' . 
À 

Conclui-se, portanto, que a0 x - À xfl � O para todo x E R se, 
e somente se, ao == O.

X 

O que procuraremos fazer agora é identificar uma hipótese sufi
ciente para garantir que a.o > O, conhecida como condição de Slater 
e que diz que, para que a

0 
> O

} 
é suficiente que exista X E X 

tal que g (x) > O. Note-se que isto não se verifica no exemplo 
anterior. 
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Antes, porém, introdu.ziremos a noção de ponto de sela da função 
lagrangeana. O enfoque do problema de otimização sob este aspecto
é de grande utilidade prática.

Definição 3 - Seja L: X x f, ➔ R, X e:: RP, f, e:: R". Diz-se que
(x, i:j E X x ll é um ponto de sela de L se L (x, 1) ,( L (x, l.) (;
,( L (x, 1.) para todo (x, 1.) E X x /l.

Em outras palavras, um ponto de sela de L é um ponto onde 
L (x; À) atinge um máximo absoluto com relação a x e J, (;: Â) um 
mínimo absoluto em T.

Exemplo: 

7 - Seja f: R' ➔ R definida por f (x, y) = x• - y'. A função
f (x} O) tem mínimo absoluto no ponto x = O. Da mesma forma,
f (O, y) tem máximo absoluto no ponto x = O. Portanto:

f (O, y) (; f (O; O) ,( f (x, O)

para todo (x, y) E R'. (O, O) é um ponto de sela de f.
Teorema 14 (Kuhn-Tucker, lizawa, Slater) - Sejam X e:: R•

convexo, f: X ➔ R côncava e g: X ➔ Rk côncava. Suponha-se que
existe x E X tal que g (x_) > > O (condição de Slater). Então,
se x• é um máximo de f/N,, existe Í. E Rt tal que a função lagran
geana L: X x R';. ➔ R definida por L (x, 1.) = f (x) + < À, g (x) >

-
k tem um ponto d.e sela em (x•, 1.) E X x R+, isto é, para todo

x E X e para todo À E R';.:
L (x, 1.) ,( L (x•: Í:) ,( L (x•, À)

Prova: 

-
k 

- -Pelo Teorema 13, existem a, ): O e À E R com a, + )..1 + 1., +
+ , , . + I.. > O tais que a0f (x) + < A, g (x) > ,( a0f (x") para
todo x E X. Se a0 = O, tomando x E X, temos < 1, g (x) > ,( O,
o que é uma contradição, pois g (f) > > O e X, > O para algum
i '== 1, 2

., 
... , k. Portanto, a0 > O e podemos então definir�== l,, 

ªº 
i == 1) 2, ... ., k.
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Falta apenas mostrar que (x•, À) é um ponto de sela de L (x, Ã). 
L (x, Í:) :( L (x•, 1) para todo x E X segue-se imediatamente do 

teorema anterior. 

Por outro lado, observe-se que, para todo l. E Rt, L (x•, Ã) = 

= f(x*) + < Â, g(x•) > ;e ux•) + < �' g(x") > = f(xº), 
uma vez que g (x*) ;e O e < )., g (x') > = O.

A condição chave para garantir que u0 =I=- O é a condição de

Slater. Geometricamente, ela significa que existe pelo menos um 

ponto que satisfaz todas as restrições, simultaneamente, na forma 

de desigualdade. 

É importante observar que, se x* é um máximo de f/N0, então

L (x•, À) é um ponto de sela da função lagrangeana. Entretanto, 
o raciocínio usualmente feito a nível introdutório para explicar a

lógica do multiplicador de Lagrange, em que se argumenta .que 
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L (x, À) atinge um max1mo, é perfeitamente correto, uma vez que 
isto é exatamente o que aconl�ce na definição de ponto de sela. 

Um outro resultado importarite na teoria da programação côncava 
é a recíproca do Teorema 14, a qual, na verdade, vale sob hipóteses 
muito mais gerais do que as daquele teorema e é, em essência, um 
resultado mais elementar. 

Teorema 15 - Sejam X e:: RP, f: X➔ R e g: X-> R'. Suponha-se 
que (x*, J.) E X x R't é um ponto de sela da função lagrangeana L. 
Então: 

a) x* é um máximo de f / N 0; e

b) < 1., g (x") > = O.

Prova: 

Temos que: 

L (x, J..) ,( L (x*, ).) ,( L (x*, 1.) 

para todo (x, 1.) E X x R'+. Portanto: 

< À, g (x*) > ,( < À, g (x*) > 

para todo À E R't. 

(6) 

Se 1. E R't, � J.. E R't para todo � > O. Então, dado 1. E R�: 

< J., g (x*) > ,( < � À, g (x*) > = � < À, g (x*) > 

o que significa que, para todo � > O:

1 • 

T 
< À, g(x*) > ,( < À, g(x*) >

ou seja, < À, g (x*) > ), O para todo ). E R't. 
Tomando•se sucessivamente os vetores da base canônica de Rk, 

obtém-se que gi(x*) � O, i == 1, 2, ... , h, e, portanto, x* E N0 . 
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Tomando-se ). = O em (6), obtém-se < Í., g (xº) > ,:;;; O e, por
tan!o, < )., g (x*) > = O (pais, pelo resultado do parágrafo anterior, 
< )., g (x*) > ,:;;; O) . 

Por fim, de L (x, l.) ,:;;; L (x•, Í.) para todo x E X segue-se que: 

• f(x) + < )., g(x) > :e:;;; f(x•) + < À, g(x*) > = f(x")

Portanto, f (x*) - f (x) :;e,_< À, g (x) > para todo x E X. Se 
x E N0, enLão g (x) :;, O e < )., g (x) > ;, O, donde se segue que 
f (x*) ? f (x) para todo x E N0•

C. Q. D.

Uma aplicação interessante dos resultados acima é a demonstração 
da relação que existe entre equilíbrio competitivo e eficiência no 
sentido de Pareto. Os teorema_s que demonstram estas implicações 
podem ser· obtidos quase imediatamente a partir da caracterização 
do ponto de sela. É também possível provar a existência do equilí
brio competitivo com o instrumental do Teorema de Kuhn-Tucker, 
Uzawa, - Slater. Não apresentaremos estes resultados aqui, uma vez 
que eles requerem um desenvolvimento longo para estabelecer pre
cisamente as definições e as hipóteses, mas o leitor interessado pode 
consultar Takayama (1974, pp. 285-91). 

Vejamos agora versões mais específicas do teorema de programação 
côncava. A versão que se segue, onde se supõe que f e g são dife
renciáveis, é de extrema importância em aplicações econômicas, como 
veremos posteriormente. 

Teorema 16 - Sejam X e Rv aberto, f: X ➔ R e g: X ➔ R' 
diferenciáveis em X. Então: 

a) Se (x•, À) E X x Rt é um ponto de sela da função lagran
geana, valem as seguintes condições: 

grad, L (x•, À) = O (7) 

g (x•) :;e, O e < Í:, g (x*) > _ O
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onde:

d L ( * À) .:... ( aI, ( * •) aL < • , ))gra z X ' - -,- X ' À ' ••• ' -- X ' À ax, ax. 
b) Se X é convexo, f e g são côncavas, e se (x•, À) E X x Rt

satisfazem (7) e (8), então (x•, À) é um ponto de sela de L.

Prova: 

a) Da definição de pontd de sela, sabemos que L (x, À) :(
,( L (x•, À), isto é, x• é um' máximo de L (x, l). Portanto, pelo
teorema do máximo interior, grad, L (x•, Í:) = O. Do Teorema 15,
obtém-se imediatamente que < 1, g (x•) > = O. Por fim, de
L (x*, À) :( L (x•, ).) segue-se que < )., g (x•) > � O para todo
Â. E Rt. Tomando-se sucessivamente os vetores da base canônica de

R", conclui-se que g (x*) � O.

b) Como grad, L (x•, À) • '· O, x• é um ponto crítico da função
côncava L (x, Í:) = f (x) + < Í:, g (x) >- Como L (x, À) é côncava,
x• é um máximo, isto é, L (x, Í:) :( L (x•, Í:) para todo x E X.

Por outro lado:
L (x•, À) = f (xº) :( f (x•) + < )., g (x•) > = L (x•, ).)

uma vez que g(x•) � O e).� O.

C. Q. D.
Teorema 17 - Sejam X e:: R• convexo e aberto, f: X ➔ R e

g: X ➔ Rk funções côncavas e diferenciáveis. Suponha-se que existe

x E X tal qúe g (!;) > > O (Slater). Então, x• é um máximo de
f/N0 se, e somente se, (7) e (8) (ver enunciado do Teorema 16) se
verificam. 

Prova: 

Se (7) e (8) se verificam, (x•, À) é um ponto de sela de L.
Logo (Teorema 15), x• é um máximo de f/N0• 
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Por outro lado, se x• é um máximo de f/N0, pelo Teorema 14, 
. ' 

existe Í: E Rf tal que (x•, À) E X x Rt é um ponto de sela de L. 
Portanto, (x*, À) satisfaz (7) e (8). 

C. Q. D.

Um caso particular importante nas aplicações econômicas é_ quando 
são incluídas condições de não negatividade no conjunto de restri
ções, o que já está incluído, formalmente, nos teoremas anteriores. 
Entretanto, é interessante tratá-lo explicitamente, em vista do sig
nificado econômico que pode ser atribuído ao novo conjunto de 
condições que caracteriza a solução do problema. 

Sejam f: RP ➔ R e g: RP ➔ Rk fllnções côncavas e diferenciáveis
e suponha-se que existe x E RP tal que g (x) > > O. Seja x• E R•

uma solução parn o problema: maximizar f (x) com g (x) ;;,: O, x ;;,, O. 

Neste caso, existe (i.., µ) E R! x R';. tal que: 

é um ponto de sela da função lagrangeana L: R• x (Rt x R';.) ➔ R
definida .por: 

L(x, (X, µ)) = f(x) + < (X, µ), (g(x), x) > = j(x) +<X, g(x) >+<X, x> 

Pelo Teorema 16, temos que: 

grad, I (x•, (1., µ)) = O;

(g (x*), x•) ;;,, O; e 

< (i:, µ), (g(x*), x•) > O.

Daí, obtém-se: 

< µ*, x• > = O e x• ;;,, O

ou seja, µ, xi = O para todo i E {J, 2, ... , P)·

Em outras palavras, se xt > O, i¼ == O e, se xf 
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Além disto, note-se que: 

i -== 1
) 

2
) 

.. •) p. Se xf > O, a condição aéima reduz-se a: 

e, se xt::::: O,, 
então: 

aL af , - a0 -- (x*) = -- (.r*) + < À, -- (x*) > + µ., = O ?e
axi a.r;i axi 

Portanto, se x* resolve o prOblema proposto inicialmente, existe 
f E Rt tal que: 

* ôL -
x,- -- (x•, À) • O, i = 1, 2, ... , k 

ôx, 

x• ?e O, g (x•) ?e O e < i, g (x") > = O 

(9) 

(10) 

(II) 

onde L: R'í- x Rt ➔ R é dada por L (x, À) = f (x) + < À, g (x} >·

Por outro lado, suponha-se que (x•, Í:) E R'í- x R'\- satisfaz (9), 
(10) e (11). Defina-se µ E R+ da seguinte maneira:

Neste caso, grad, I (x•, i}., µ)) • O, (g (x"), x•) ?e O e 
< (À. µ), (g (x"), x•) > = O. Portanto, (x•, (i., µ)) é um ponto 
de sela da função [ (Teorema 16), o que significa (Teorema 15) 
que x* resolve o problema de maximização inicial. 
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Resumindo,_ podemos afirmar que x* E R� é uma solução para o 
problema: maximizar f (x) com g (x) ;;:, O, x ;;:, O, onde g satisfaz a 
condição de Slater se, e somente se, existe À E R�. tal que (9) , (10) e 
(11) são satisfeitas.

Em outras palavras, isto significa que não é necessário introduzir
explicitamente os multiplicadores para as restrições de não-negativi
dade, de�de que as modificações acima sejam feitas. 

-Vejamos uma aplicação deste conjunto de condições para o exame
de um problema econômico [cf. Brandão e Schuh (1979) ]. Imai,;ine
mos que um indivíduo deseja dedicar-se a uma atividade �gricola 
para a qual conhe_ça a função de produção. Seja q: Ri ➔ R tal 
que a cada par (h, t) associa o valor q (h, t), onde h é a quantidade 
de terra utilizada e t a quantidade de trabalho. Estamos supondo, 
apenas para simplificar, que q está definida somente no interior de 
R.�. Maior generalidade pode ser conseguida se definirmos q na
fronteira de .R�, o que, entretanto, não alteraria, em essência, a
argumentação e as conclusões.

Admitiremos que este indivíduo não pos'sui terra e que ela deverá 
ser alugada e paga ·como uma percentagem r da produção. Além 
disto, a decisão quanto ao uso de fatores é tomada conjuntamente 
pelo dono da terra e peló parceiro (ou seja, o indivíduo que aluga 
a terra segundo o sistema acima), de forma a maximizar uma média 
ponderada das rendas de cada um deles, sendo os pesos uma medida 
do poder de barganha de cada um na negociação do contrato. 

Também faremos a hipótese de que q é uma função côncava, dife
renciável e homogênea do grau J. 

:Matematicamente, o problema é formulado da seguinte maneira: 5 

maximizar Ã1 r q (h, t) + À,[ (1. - r) q (h, t) - wt] com 
(1 - r) q (h, t) - wt ;;:, O, h* - h ;;:, O, O :( r :( 1, onde 
Â1 > O e 'J..2 � O são os pesos a que· nos referimos anteriormente, h 
é a quantidade de terra alugada, t é a quantidade de trabalho apli
cado na terra alugada, h • > O é a disponibilidade total de terra e 
w > O é o salário (suposto dado). 

õ Pela definição de q, sempre teremos h > O e t > O.
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Como Â1 > O e Â2 � O
) 

a função a ser maximizada é uma combi
nação linear não negativa de funções côncavas e pode-se também 
verificar que a condição de Sláter é satisfeita. 

Seja, então:

L(t, h; Às, À4, À5) = À1 r q(h, t) + Às [(1 - r) q(h, t) - wt] +

+ Às [(1 - r) q (h, t) - ivtJ + À4 (h* - h) + À5 (1 - r) 

Portanto, para que O problema tenha solução é necessário e sufi
ciente que existam h> O, t > O, i., ;,e O, i., ;,e O e ).5 ;,e O tais que (as
derivadas são avaliadas neste ponto) : 

!� = [À, r + (À, + Í:,) (1 - r)] !% - ).4 = O (12)

oL = [À1 r + (À, + Í:,) (1 - r) ] � -
ot ot 

oL
or

- (J., + X,J w = o

[J., - (À, + À,)] q (h, t) - )., = O

oL r-�-=0
or 

(1 - r) q (h,: t) - wt ;,e O

Í:, [ (1 - r) q (h, t) - wt] = O

h• - h ;,e O 

À; [h• - h] ;,e O 
1-r;,eo

À, (1 - r) = O

r ;,e O, Í:, ;,e O, Í:4 ;,e O e ).5 ;,e O

(13)

(14)

(15)
(16)
(17)
(18)
(19)
(20)
(21)
(22) 

Observe-se, inicialmente, que r = 1 é impossível, pois (16) não
seria satisfeita (a menos, é darµ, que w = O) . Portanto, de (20),
r < 1 e, de (21), i., = O.
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Por outro lado, é interessante analisar as implicações de uma solução com r > O, pois este é o caso mais relevante empiricamente. 
De (14), obtém-se, imediatamente, que À1 = À, + f., e, de (12), que
.JJL �1 

; Desta última equação concluímos que, se hº > h,oh À1 
�h O, isto é, se a disponibilidade ,de terrà for excessiva, seu

produto marginal, em equilíbrio, será nulo. Admitindo, como· é 
usual, que _}J!!___ > O, garantimos que a solução do problema seráoh 
tal que h = h", com Í:, > O.

Da equação À1 = À, + Í:, podemos obter que À1 � À, (poisi., � O), o que significa simplesmente que, para poder "forçar"r > O, o dono da terra. deverá ter um poder de barganha nãoinferior ao do parceiro. 
Por fim, de (13) e ).1 = ,., + À,, temos �; = w. Em outras

palavras, é interesse tanto do proprietário da terra quanto do parceiro que a mão-de-obra seja utilizada de maneira eficiente (observe-se que isto ocorre mesmo que ')..1 :::::: Â.e) . 
-É interessante ainda observar que, se r > O, segue-se, da equação
(l6) e da hipótese de que a função de produção é homogênea do
grau 1, que O < r ,:;; oqh • ..!:___ Isto, automaticamente, garanteo q 
que �h > O. Em outras palavras, independentemente de qualquer
hipótese técnica sobre o produto marginal da terra, este será positivoquando r o for, o que significa que a escassez da terra está associada com a possibilidade de cobrar um aluguel positivo da mesma. 

Retornando ao argumento principal, é int�ressante caracterizar esquematicamente as seqüências lógicas estabelecidas nos teoremas anteriores. Para tanto, consideremos as seguintes condições: 
A) x• é um máximo de f/N0; 

B) (x•, À) é um ponto de sela de L (x, À); e
C) (x•, Í:) satisfaz (7) e (8) do Teorema 16.
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Então, temos o seguinte: 

a) A ➔ B sob as hipóteses de concavidade e a condição de Slater;

.b) B ➔ A (não são necessárias as hipóteses de concavidade nem 
a condição de Slater) ; 

c) B ➔ C sob a hipótese de diferenciabilidade; e

d) C ➔ B sob as hipóteses de diferenciabilidade e concavidade.

Para finalizar esta seção, procuraremos estender os resultados ante
riores para as funções quase-côncavas. Os resultados a seguir - apre
sentados sem demonstração - são devidos a Arrow e Enthoven 
(1961); ver também Takayama (1974, Cap. I). 

Defin.ição 4 - Seja C0 = N.0 n Ri um conjunto de restrições. 
A variável xi E R é uma variáTJel relevante se existe X E C0 tal que 
x, > o. 

Teorema 18 - Sejam f: RP ➔ R quase-côncava ·e diferenciável e 

g: RP ➔ Rk quase-côncava e diferenciável. Seja C0 = N0 n R� e 

suponha-se que existe (x*, 1') • E R';. x R';. tal que: 

grad, L (x•, À) ,( O; < x•, grad, L (x•, À) > O 

< À, g(x*) > = O; g(x•) ;?: O

Então, x* é um máximo de //C
0 

se uma das condições a seguir 
se verifica: 

a) 

b) 

(x*) < O para algum E (1, 2, ... , p);

-21- (x") > O para alguma variável relevante;
ox, 

c) grad f (x*) # O e fé duas vezes diferenciável numa vizinhança
de x•; e

d) f é côncava.
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Teorema 19 - Sejam f e g tais como no teorema anterior e su
ponha-se que existe x E R'í- tal que g (x) > > O (Slater) . Então, 
se x• é um máximo de f/C,, existe� E Rt tal que: 

- -

grad, L (x•, ).) ,( O; < x•, grad, L (x•, ).) > = O

> Â, g(x*) >=O; g(x") ;:, O

desde que uma das condições abaixo se Verifique; 

a) g é côncava; e
b) grad g; (x") _# O para todo j E (1, 2, ... , k} tal que

g; (x") = O.

Como aplicação destes teoremas, examinemos o problema bási<;o 
da teoria do consumidor. Seja U: Rn ➔ R uma função de utilidade 
diferenciável t_al que U J R+ é quase-côncava e considere-se o proble
ma: maximizar U (x), x E Rn, com < p, x > � m, x � O, onde 
p = (P,, P,, ... , P

n
) > > O é o vetor de preços dos bens 

Xv x2, . . .. , Xn e· m > O é a renda do consumidor. Note-se que, neste 
problema, todas as variáveis são relevante·s. Admita-se, além disto, 

que existe i E {l, 2, __ ., n} tal que _I!j__ (x) > O para todo x E R•,. 
àxi 

Temos, então, que U é quase-côncava, a função g (x) == m -
- < p, x > é quase-côncava (na verdade, ela é côncava) e a con
dição de Slater é satisfeita. Para que o problema tenha solução, é 
necessário e suficiente que exista (x*, À) E R!j.. x R+ tal que: 

grad, L (x•, Í:) ,( O; < x•, grad, L (x*, À) > = O 

). (m - < p, x• >) = O e m - < p, x• > ): O 

onde L: R• x R+ ➔ R é dada por L (x, /..) = U (x) + (m 
- < p, X >) •

Reescrevendo as �ondições acima, temos:

537. 

(23) 

(24)



m - < p, x• > ;;;, O 

�(m - < p, x• >) = O 

x• ;;;, O; À ;;;, O 

(25) 

(26) 

(27) 

ê)U Observe-se agora que À > O, pois (x") > O para algum ê)x, 
E (1, 2, ... , n) - equação (23) -, o que significa que m -

- < p, x• > = O - equações (25) e (26) . Além disto, para todo 

i E (1, 2, ... , n} tal que x; > O, necessariamente . ê)U (xº) > O. ê)X; 
Isto significa que, em equilíbrio, o consumidor só consome bens 

cuja utilidade marginal seja positiva se existir pelo menos· um deJes 
para o qual sempre ê)U > O. 

ox, 

Note-se agora que, para todo i tal que x; > O, ê)U (x•) _ ,.p, . ê)x, . 
e, se x: = O, QU (x"") � iP,.. Geometricamente, estas duas ê)x, 
possibilidades estão ilustradas a seguir. 

Solução interior 

B -

Soluçõo de fronteira ou de canto 
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No caso A, x, > O e x, > O. Logo: 

No caso B, X: 

donde se obtém: 

se: 

au < *)
a X x, 

. au (x*)ax, 

O e, portanto: 

au (x*)
_a_x�, __ '> .!..!_au ""P,(x*) 

ax, 

au ( *)-a- X ,'0 x, 

Uma hipótese que é suficiente para evitar a ocorrência do caso B 
é que as curvas de nível da função U sejam assintóticas aos eixos 
coordenados. Tratamentos elementares da teoria do consumidor for
mulam, em geral, o problema de maximização ácima da seguinte 
maneira: maximizar U (x) com m - < p, x > = O.

Esta formulação é equivalente à anterior se se admite que 
oU (x) > O para algum i E (1, 2, ... , n} e para todo x E R';- e 
ox, 

que as curvas de indiferença sejam assintóticas aos eixos; 
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Exercícios 

1. Sejam X e RP um conjunto convexo, A um conjunto de índi
ces, fx: X ➔ R funções côncavas para todo ). E /1,. e suponha que o 
conjunto F (x) = (h (x) : ). E /1,.} é limitado inferiormente para 
todo x E X. Mostre que a função f: X ➔ R definida por f (x) =

= inf F (x) é côncava (sugestão: suponha inicialmente que /1,. é um 
conjunto finito). 

Pergunta-se ainda: 

a) vale um resultado semelhante para as funções quase-cônca
vas?; e 

b) vale um resultado semelhante para as funções estfitamente
côncavas? (sugestão: sejam X = (O, J) e fn: X ➔ R definidas por 

X f. (x) = 
'VX

- , n > 2) . 

2. Sejam X cR• um conjunto convexo e f: X ➔ R. Mostre que f
é quase-côncava se, e somente se, para quaisquer ').1 � O, Àe � O, ... , 
... , ).,, ), O com ).1 + )., + ... + ).. = 1 e x, E X, x, E X, ... ; 
••. , Xn E X - sendo n E N arbitrário - tem-se: 

j(X1 x1 + X, x, + ... + Àn x.)), min {J(x1), ••. , f(x.)} 

3. Seja f: R• ➔ R. Mostre que, se f é homogênea do grau J, f
não pode ser estritamente côncava. 

4. _Demonstre que BM [xº, ô] é o fecho convexo de V (Teorema 4).

540· 

___



5. Considere o problema: maximizar f (x) = J - x• com g (x)
= - x• - X + 2 ;;, 0.

Pede-se: 

a) encontre a solução deste problema • (sugestão: faça uma fi
gura); 

b) encontre os números a
0 

e À1 do Teorema de Kuhn-Tucker,
Uzawa; e 

e) por que é possível, neste caso, qu.e À1 == O?

6. Considere agora o problema: maximizar f (x) = J - x• com
x' + X - 2 ;;, 0.

Pede-se: 
a) qual a solução do problema?; e
b) se x* é a solução encontrada acima, existem a E R+ e A E R+ 

com a + À > O tais que, para todo x E R, a (J - x') + À (x' +
+ x - 2) < a (J - (x*) ')? 

Por quê? 

7. Resolva: maximizar f (x) = x com g (x) = J - x• > O.

Encontre os números. a0 e.11 do Teorema de Kuhn-Tucker, Uzawa.

8. Seja f: X ➔ R côncava e tal que x• é o máximo de f em X.
Seja g: X� R 1' côncava tal que x* E N0. Mostre que, neste caso, os

multiplicadores Àv À2, . . •  , 1,, do Teorema de Kuhn-Tucker, Uzawa 
podem ser nulos e a, > O.

9. Sejam f: R ➔ R dada por f(x) = x e g: R ➔ R dada por
g (x) = - x' + 2x - 1. Considere o problema: maximizar f (x) com 
g (x) ;;, O.

Verifique que a condição de Slater não é satisfeita e que não se 
pode ter a, > O no Teorema de Kuhn-Tucker, Uzawa. 

10. Seja a função U: li
+ 

x R ➔ R definida por U (x, y)
= log x + y. 

Resolva: maximizar U (x, y) com P.x + qy � m, x ), O, y ;;, O,

sendo p1 q e m constantes positivas (observação: estabeleça condições 
para que se tenha y > O e y = O na solução e represente grafica
mente as respectivas soluções) . 
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Capítulo X 

OTIMIZAÇÃO DINÂMICA 

Os problemas de otimização que estudamos nos capítulos anterio
res têm uma característica comum do ponto de vista matemático: o 
conjunto formado pelas restrições é um subco_njunto do Espaço Eu
clideano RP. Neste sentido, o processo de otimização constitui-se, 
essencialmente, na escolha de um vetor de RP (isto é, um vetor 
cujos componentes são números reais) que satisfaça as referidas res
trições. 

Do ponto de vista da Teoria Econômica, este conjunto de métodos 
é útil na solução dos chamados problemas estáticos de otimização, 
tais como a alocação de uma dada renda no consumo de diferentes 
bens e serviços, a escolha de quantidades de fatores que minimizem 
o custo de uma firma, etc.

Entretanto, existem problemas econômicos que requerem para sua
solução métodos não considerados anteriormente. Por exemplo, a 
questão de determinação do consumo e da poupança de um indivíduo 
durante seu ciclo de vida difere dos problemas anteriores. pois, ao 
invés de procurarmos um vetor com componentes reais para sua 
solução, desejamos encontrar uma função (ou, mais informalmente, 
uma trajetória) que a cada tempo t associa o nível de consumo dos 
vários bens e a poupança do indivíduo. 

A diferença básica está no fato de que as soluções são agora fun
ções, e não vetores de RP, o que significa que o conjunto de restrições 
é um subconjunto do espaço de funções. Uma vez que as técnicas 
anteriores não são apropriadas ao tratamento de tais questões, neces
sitamos desenvolver métodos mais sofisticados que envolvam elemen-
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·tos de Análise Funcional para que se possa compreendê-los adequa
damente.

Como o material desenvolvidb no texto é insuficiente para propi
ciar uma análise mais profunda do assunto deste capítulo, adotaremos
uma perspectiva diferente acer:

ca do que vimos fazendo até aqui.
Ficaremos satisfeitos em introduzir o leitor no Problema de Controle
e na apresentação da condição necessária (de primeira ordem) para
um ótimo, a chamada equação de Euler. Em seguida, desenvolvere
mos um problema econômico ilustrativo da técnica. 1 

Os principais ingredientes de um Problema de Controle são os
seguintes: um conjunto ·ae variá:veis

1 
chamadas Variáveis de Controle,

para as quais desejamos enconttar uma trajetória ótima durante um
certo intervalo de tempo; e u� conjunto de Variáveis Estado, cujas
trajetórias são dadas e descritas por Equações de Movimento. Além
destes elementos, o problema Caracteriza-se pela otimização de um
certo objetivo, o qual, convém observar, não é em geral uma função,
pois depende das trajetórias das variáveis do problema. Em vista
disto, ele é chamado o funcional objetivo.

Ao invés de fazermos uma descrição abstrata do problema de
controle, procuraremos ilustrar por meio de uma aplicação econô
mica à natureza da questão.

X. 1 - O Modelo Neo,clássico de Crescimento
ótimo 

Suponhamos que uma economia produz um único produto Y uti
lizando dois fatores - capital, (K) e trabalho (L) -, de acordo 
com a seguinte função de produção: Y = F (K, L) . Admite-se que F 

. 1 

tem as seguintes propriedades: 

a) F é de classe ci no interior de R� (como estam0s interessados
em examinar somente as soluções com K > O e L > O

) 
não nos 

preocuparemos em definir F J!a fronteira de R�) ; 

·1 Outras referências para posterior aprofundamento são: Intriligator (1971),
Takayama. (1974), Ar_row e Kurz. (1970) e Cass e Shell (1976). 
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b) F é homogênea do grau J em K e L;

c) as produtividades marginais do capital e do trabalho são posi-

tivas, isto é, FK = �� > O e FL = �: > O para todo (K, L) no

i�terior de R �; e 
d) para todo (K, L) no domínio de F, tem-se:

Este conjunto de hipóteses permite reescrever a função de produção 

da seguinte maneira: y = f (k), sendo y = � e k = : . A função

f tem as seguintes propriedades: 
a) a produtividade marginal do capital é f' (k) e a produtividade

marginal do trabalho é f (k) - kf' (k) ; 

b) f" (k) < O para todo k E R+ - {O); 2 e

e) lim f (k) = O, lim f' (k) = oo e lim f' (k) = O. 
k-0 k-,.O k-o:. 

Geometricamente, o gráfico da função f pode ser· caracterizado 

como na figura a seguir. 

2 As propriedades "a" e "b" decorrem das propriedades de F.
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Passemos agora a descrever outras relações do modelo. O equi
líbrio no mercado de produto requer que: 

sendo C o nível de consumo e I o nível de investimento. Admitamos 
agora que a depreciação do estoque de capital é uma proporção 
constante do estoque, µ, e que a parcela da renda líquida poupada 
é uma constante s. Então, tem.se que: 

sendo K 

I-K+µK

e (I - s) (Y - µK)

dK 
o crescimento de estoque de capital, ou seja, o

dt 

investimento líquido. 
O crescimento da força de trabalho é, por hipótese,· dado pela 

relação: 

o que significa que a taxa de crescimento de L é constante e igual

a TJ· 
Algum trabalho algébrico com as equações acima nos permite 

escrever que: 

k sf (k) - Ak 

dk 
sendo k = dt e A = sµ + TJ· Esta é a equação de movimento do
)"D.odeio sob a hipótese de consumo feita acima, a qual se deve a 
Solow, e o modelo que estamos examinando é conhecido como o 
modelo de crescimento de Solow. 

É fácil observar que a equação de movimento k = sf (k) - Ãk 
tem uma propriedade interessante. Para que o estoque de capital 
esteja em equilíbrio, teremos k = O, ou seja, sf (k) = ).k. Este 
equilíbrio pode ser interpretado economicamente como a igualdade 
entre poupança e investimento no modelo, pois sf (k) é o volume 
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da .renda per capita dedicado à poupança e ).k é a necessidade de 

ugastos" para manter o_ estoque de capital. 

Além disto, qualquer desvio deste equilíbrio tein a cáracterística 

de fazer com que o sistema volte ao equilíbrio de longo prazo. 

Por exemplo, se num determinado instante tivermos sf (k) > Ak, 

tem-se o estoque de capital crescendo a uma taxa poSitiva, até que 

as necessidades de reposição façam com que se restabeleça a igual

dade. Um raciocínio semelhante aplica-se ao caso sf (k) < ).k. 

A representação geométrica deste equilíbrio é feita nos diagramas 

a seguir. Convém lembrar ao leitor que as hipóteses anteriores ga

rantem - como pode ser demonstrado - que o equilíbrio existe 

e é único. 

Ak 

si ( k ) 

k k 

e 
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O ponto k" é o equilíbrio do estoque de capital. No diagrama 
inferior representamos.º nível de equilíbrio do consumo e*.

O modelo de Solow é interessante e possui uma série de implica
ções importantes. Entretanto, tendo em vista o nosso objetivo de 
apresentar o modelo neoclássico de crescimento ótimo, deixamos 
de explorar mais detalhadamente estes aspectos. 

Ao invés de admitirmos que o consumo seja uma proporção cons
tante da renda líquida, adotaremos a seguinte hipótese: existe uma 
função utilidade, U

J 
que depende apenas do consumo per capita, e, 

com ·as seguintes propriedades: U definida em R+ é de classe C1; 
U' (e) > O; e U" (e) < O.

Neste contexto, a equação básica de movimento é d�da por � 
k = f (k) - 1.k - e, sendo que agora Â = µ + 'l·

O problema de crescimento ótimo pode então ser formulado da 
seguinte maneira: 

com: 

Maximizar Í T e -pt U (e (t)) dt

k (t) f [k (t) l - ).k (t) 

k (O) = k,

k(T) = k 

e (t) 

sendo p uma taxa de desconto do futuro (em geral, p < 1) e k, e k 
níveis dados do estoque de capital no início e no fim do período. 
Note-se também que T, o período final, é especificado a priori.

Na formulação acima, e (t) - o nível de consumo per capita - é 
a variável de controle, k (t) é a variável estado e a equação de 
movimento é k. O valor presente da utilidade do consumo é o fun
cional a ser maximizado. 

Em outras palavras, na formulação acima procura-se determinar 
uma trajetória de consumo per capita que maximize a utilidade 
ao longo do período em consideração, sujeita à condição de factibi-
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!idade dada pela equação de movimento e pelas condições inicial
e final. 3 

X. 2 - A Equação de Euler

Discutiremos agora a condição necessária_ para resolver (maximi
zar ou minimizar) um problema de controle tal como o que apre
sentamos abaixo: 

Maximizar (ou minimizar) J

com as restrições: 

í' f [t, X (t)' ; (t) l dt

x (a) = a
x (b) = �

Admitiremos que f é de classe ce e que x e X são funções contí
nuas. 4 Suponha-se que x (t) é uma trajetória que resolve o problema
acima. A equação de Euler requer que x (t) satisfaça: 

onde 

ê!f • � d { of - (t, x(t), x(t)) - -d -· -.ê)x t ê)X 
x(t) = 

d5ó
dt

(t, x (t) •. � (t))} o

Escrita de maneira menos compacta
1 

a equação de Euler requer 

que ao longo da trajetória ótima: 

af ax
. , a'J . , (t, X (t), X (t)) - -a· a (t, X (t), X (t))X t 

a'J 

aJJ ax 

. , 

(t, x (t), ± (t)) •
d '() af ( '

( ) "
()) 

dx • •-xt --.- t xt xt -=Odt a;,• ' ' dt 
a Existem várias aplicações interessantes da teoria de controle a problemas 

econômicos. Por exemplo, uma aplicação macroeconómica interessante quanto 

ao problema da dívida externa ótima pode ser encontrada _cm Guedes (1980). 

4 Na verdade, X não necessita ser contínua, mas apenas contínua por partes. 
A hipótese de continuidade acima evita esta questão de continuidade por partes. 
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Examinemos alguns casos particulares da equação. Suponha-se. 
inicialmente, que f não depeilda explicitamente de X. Neste caso,
temos a condição; 

âf 
o 

Õ'X 

que é a mesma do problema de otimização estática. Isto pode ser 
entendido se imaginarmos que a ausência de :-! na função objetivo 
equivale a retirar a ligação entre os vários "tempos distintos", trans
formando o problema di�âmic� numa série de problemas estáticos. 

Se f não depende explicitaménte de x, a equação de Euler é:

:t { : � (t, i (t)) } = o 

Integrando esta equação diferencial, obtém-se: 

af ------, (t, x (t)) = constante 
ax 

Se f não depende explicitamente de t
J então temos, co1!1o apre

sentado a seguir, a versão da equação de Euler. Observe-se inicial. 
mente que: 

df =
dt 

Pela equação de Euler, obtém,se: 

e, portanto:
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J 
Integrando esta última equação, vem:

d� 
• -- + constante

dt

Como ilustração, procuremos caracterizar a equação de Euler 

para o problema do crescimento ótimo discutido na seção anterior: 

com: 

Maximizar Í T 

e-pt U (e (1)) dt

k (1) _ f[k (t)] - )..k (t) - e (1)
k (O) = k, 

k(T) -'-- k
Este problema pode ser reescrito da seguinte forma:

Maximizar ÍT e -pt U (f (k (t)) - À (k (t)) - k (1)) dt 

com: 

k (O) = k, 

k(T) = k
A equação de Euler impõe que a seguinte relação deve ser satis

feita:

sendo h (t, k, k) e-pt U (f (k) - )..k - k).
Portanto, temos o seguinte: 

== e -pt . U' . (f' - À) 
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= pe-pt U,' - e-pt U" é

dk sendo k = dt.

Finalmente, a equação de Euler é: 
. U' 
e (t) = - U" U' (k (t)) - (Ã + p) J

Procuremos explorar o conteúdo econom1co desta condição. Se 
chamarmos q = U' (e), podemos identificar q com o "valor" da 
ta:Xa de acumulação de capital para a economia. Note-se que 
k = f (k) - ).k - e e, portanto, dado k, se desejarmos aumentar a 
taxa de acumulação de capital num determinado instante, sacrifi
camos o nível de consumo por um montante equivalente. Neste 
sentido, q pode ser interpretadÓ como o "valor" - ou o "preço
sombra" - da acumulação de capital. 

Observe-se agora que: 

e, portanto: 

q U" (e) . é

q 

q 

U" (e) 
U' (e) ê

Desta maneira, a equação de Euler nos dá: 

t' (k) + _iL 
q 

). + p 

Esta expressão é mais simples de interpretar. 
O lado esquerdo é o valor, pàra a sociedade, de manter uma 

unidade de capital: o produto marginal do capital mais o ganho 
de capital associado. O lado direito é o custo marginal de se reter 
capital: À, que é um fator de depreciação mais o crescimento da 
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força de trabalho, e p, que é o custo. dos juros (ou seja, dü sacrifício 
de consumo presente com vistas ao c?nsumo futuro). 

Portanto, podemos ver que a equação de Euler, no contexto do 
modelo, tem um significado econômico interessante, pois dá uma 
versão dinâmica para uma igualdade bem conhecida nos modelos 
estáticos. 

Com esta ilustração simples do uso-da equação de Euler, encerra
mos nossa breve introdução aos métodos de otim�zação dinâmica. 
Infelizmente, como já havíamos mencionado, o instrumental mate
mático desenvolvido nos primeiros capítulos do texto não nos permite 
ir muito além do que fizemos acima. 
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