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A TEORIA DO EQUILIBRIO GERAL E A PROGRAMAcAO 

MATEMATICA COM UM NUMERO INFINITO IDE DENS 

A. Araujo 

I M P A 

1989 

Corno é sabido, prosseguindo o trabalho de Walras. Wald e outros. Arrow e Debreu 

deserivolverarn urn rnodelo e provararn a existéncia de urn equilibrio pan urna econornia 

cornpetitiva corn urn nürnero finito de hens. Posteriormente muitas outras propriedades 

do equilibrio geral corn urn námero finito de bens forarn desenvolvidas e generalizadas. 

Mais recenternente, porém. os econornistas vérn trabaihando corn situaçôes que envolvem 

urn nürnero inf3nito de hens. Tal situaqão se cia, por exernplo, quando ternos urn horizonte 

infinito. Corno jé. foi demonstrado por Cass e Shell urn nñrnero infinito de periodo é 

imprescindivel nos modelos rnonetários, por exernplo, pois se tivermos urna moeda como 

reserva de valor e urn nárnero finito de perIodos ela não vale nada no tilfirno o que por sua 

vez acarreta que não vale nada no penültirno e assirn sucessivamente ate que ela desapareca 

por completo da econornia. Outra situação que rnotivou urn nürnero infinito de hens são os 

rnodelos de finanças que tern urn nárnero infinito de estados de natureza. Outros exernplos 

corn urn nárnero infinito de bens são os problernas de crescirnento ótirno. 

Anteriormente já havIamos estudado a questão de existéncia de paretos ótirnos e da 

existéncia de funçoes de dernanda corn urn nárnero infinito de bens. Nosso objetivo aqui é 

o de estudar a questão de existéncia de equilIbrios corn urn nürnero infinito de bens. Ante-

riormente dernonstramos ser necessário a condiçao de irnpaciência dos agentes economicos 



      

wa 

para a existéncia de ótirnos de Pareto, pré-requisito para a obtenção do equiUbrio. Os 

resuitados obtidos ate recenternente para a existCncia de equilibrio, alCrn de imDaciCncia. 

requeriam condiqöes muito fortes. 

No segundo trabaiho a seguir demonstrainos. contudo. que em certas siruaqôes a 

dificuldade de se obter equilIbrio se complica sobremodo. Assim. C porexemplo o caso dos 

modelos de finanqas que recenternente vern obtendo ampla aceitaçáo. 

Tais modelos baseiam-se em modelar os preços das açôes corno movimenco Browniano 

que supOe urn nñmero infinito de bens per se tratar de rnodelo de tempo coxitinuo. Neste 

caso mostramos que o equilIbrio náo existe para a quase totalidade dos casos. 

Tal resultado coloca urn problema grave para a aceitaçäo teórica destes modelos. 

No terceiro trabaiho apresentado abaixo estudarnos a questão da prograrnacão ma-

ternática corn urn nümero infinito de variávejs. Para tal utilizamos os mCtodos inaternáticos 

desenvolvidos para o estudo dos itens anteriores. 

Finalmente estudamos a questão da diferenciabilidade da função poiltica e da função 

valor encontrado em Programaçao Dinâmica. 
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3. 

EQUILtI3RI0 SEM CONDIcOEs UNIFORMES 

A. Araujo e P. k Monteiro 

Instituto de Matematica Pura e Aplicada 

Estrada Dona Castorina. 110 

22.460 - Rio de Janeiro. R.J. - Brasil 

* Uma versào muito simplificada deste trabaiho, Araujo-Monteiro [5], foi apresentada 

e distribuida em urn seminario na MSRI em outubro de 1985. Os autores agradecem os 

comentarios dos participantes. particularmente, A. Mas-Colell, W.Zame, C.D. Aliprantis 

e D.Duffie. A.Araujo agradece ao P.N.P.E. pelo apoio financeiro. 
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4. 

Provarnos neste trabaiho dois teoremas sobre a existéncia de equiiIbrio geral .Yo 

primeiro. supomos propriedade pontual da preferéncia nas alocaçóes átimas de Pareto. 

Por exemplo. para sustentar uma alocaçao btirna de Pareto necessitarnos supor propriedadu 

sornente na prápria alocação. Nosso segundo teorerna trata o caso de utilidades separáveis. 

Corn esta assertiva provamos a existência de equilIbrio supondo propriedade somente mis 

dotaçöes iniciais Journal of Economics Literature, nñmero de Classiflcacao: 021. 
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§1 Introchição 

Ultirnarnente tern havido urn crescente interesse pelo estudo de probiernas econôrnicos 

corn urn nñmero infinito de bens. Ha várias motivaçöes econôrnicas para este trabaiho. 

corno em: modélos dc finanqas em que os retornos são estocasticas. Duffle-Huang [0]: 

modélos de diferenciação de produtos Mas-Colell [13], Jones [11]. 0 estudo abstrato de 

equilibrio geral com urn nñrnero infinito de bens remonta pelo rnenos a Debreu [] que 

apresenta urn tratarnento geral e elegante do problema mas faz a forte suposição de in-

terioridade não vazia do conjunto de produção. Depois disso. Bewley [6] rnostra urn tra-

tarnento cornpleto do caso L°°. Mais recentemente. Mas-Colell considera o problema em 

espaços de Baxiach gerais, sern suposiçöes de interioridade. Pan demonstrar a existéncia 

de equilibrios Mas-Colell faz urna suposição interessante rnas, em alguns casos. forte qual 

seja a de propriedade uniforrne das preferéncias. A principal rneta deste trabaiho é ate-

nuar a suposição de Mas-Colell para urna suposição de propriedades pontuais simples. 

uma condição que não pode ser dispensada como rnostra urn exemplo. Para tornar clara 

a distinção entre o nosso trabaiho e o de Mas-Colell gostarlamos de citar urn resultado de 

Richard e Zarne [17] que diz que qualquer preferéncia que satisfaz a condiqão de proprie-

dade uniforrne adrnite urna extensão pan urn conjunto corn interior não vazio que contém 

o ortante positivo. Por isso, se uma preferéncia for dada por uma utilidade que satisfaz 

uma condiqão do tipo Inada, rnuito cornurnente usada em teoria do crescimento. i.e. uma 

derivada infinita em zero não pode ser infinitamente prápria e par isso não e cornurnente 

tratada na literatura. 

Concluindo: Em Araujo [3] provamos que se requer impaciência dos consumidores 

pan obter-se a existéncia de pontos ótimos de Pareto. Neste trabaiho, aperfeiçoando 

um resultado de Mas-Colell [14], mostramos que pam obter-se os equilIbrios Wairasianos 

necessita-se de muito pouco além dessa impaciéncia, pelo menos em L(i <— p :5 oo). 

5. 
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.6. 

A segunda meta deste trabalho é tratar explicitamente o caso de utilidade sëparavei. 

A rnotivação disto é o grande emprego de utilidade esperada em incerteza e utilidade 

ciescontada usada em crescimento c finanqas. Para este caso, obternos existéncia apenas 

corn condiqöes nas dotaçáes iniciais. que são muito rnais fáceis cie conferir. 

Este trabaiho está formalmente organizado como se segue Na seqão 2 introduzimos 

notaçáes e fatos básicos. A seção 3 destina-se ao principal resultado: existéncia scm 

condiqöes unifonnes. Na seçöes 4 estudamos o caso de utilidade separavel e obternos 

urn teorema que faz suposiçöes apenas na dotaçoes inicial, uma condiqão que pode set 

facilmente conferida na prática. 

Para terminar esta Introduqao gostariamos de mencionar alguns trabaihos recentes no 

C ampo. 

Zarne [20], usando métodos diferentes. arnplia o trabaiho de Mas-Colell pan o caso 

de producão. Usamos algurnas de suas técnicas em nosso trabaiho. Aliprantis. Brown 

e Burlcinshow [2] estudam o caso de equilibrios de Edgeworth. Entretanto. ambos os 

trabaihos usam a suposição de Mas-Colell de propriedade uniforme. 

§2 Notação e fatos básicos 

Supomos que o leitor conhece os fatos bdsicos sobre espaços de Riesz. Tudo o que 

necessitamos encontra-se em Peressini [16] ou em Aliprantis e Burkinshaw [1]. 

Dizemos que o espaço de Riesz (E, r) é completo segundo Dedekind se qualquer 

subconjunto de E limitado na ordem tern urn supremo ern E e a topologia r é continua 

em relação a ordem so x 1  0, i E 1 6 uma rede decrescente para zero entäo x -- 0. 

Necessitamos da 

Proposicão 1. Se (E, r) é urn reticulado localmente convexo então (1) e (ii) são equiva-

lentes: 

1) E é cornpleto segundo Dedekind e r é contInua em reiação I ordern 
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.7. 

II) codos os intervalos de E/ia são c(E.E') compactos. 

Para urna demonstração. veja [1] p.  159. 

A proposição que se segue, introduzida em economia por Zame [20] seth usada posce-

riormente. 

Proposição 2. Se (E. i - ) é urn espaço de Riesz localrnente sdlido corn cone posidvo A. 

então 

I) para todo cc > 0, p j  o funcional de Minkowski de f—cc. w}, define uma norma em 

1c) 
= U r[—w.wj tai quew d tim ponto interior de K(w)flA e {: K(cc j — 	0. 

linear} 6 a(IC'(w, K(w)) cornpacto. 

ii) a topologia induzida por r em K(w) d math Inca do que a topologia da norma definida 

por p. 

Demonstração: (i) Use a proposiqão 4, p. 118 de Peressini e o fato de que as bolas na 

norma definida por p são os intervalos r[—w,wj, r > 0 e desse modo fIca clara que cc d urn 

ponto interior de K(w) fl A. Fica clara tambérn disto, a validade da ditima exigéncia de 

(i). (ii) Necessitamos apenas usar o fato de que os intervalos são r limitados. Q.E.D. 

Seja S = (X 1 , j, w 1 )f.. 1  uma econornia corn espaqo de bens E onde para cada consu-

midor i. Xi C E, i, X 1  C E é o coujunto de consumo, >- d sua relação de preferéncia e 

w E X1 d sua dotaqão inicial. Denotamos por cc a soma T w. 

Suponharnos que E é ordenado. Uma alocaçao é x = (xi,... ,xi) onde xi E X1 para 

todo i. Uma alocação é factivel se E j  x i  = cc e x é factivel corn livre disponibilidad& se 

E j  xi <cc. Urna alocaçao factivel d ótirna de Pareto se não existir uma alocação factivel 

y corn yi >-i xi para todo i. Se x for ótirna de Pareto, então ela é individualmente racional 

se X i  t j wi para todo 1. 

Urn quasc-equilibrio em S é urna alocaçao factivel x e urn preco p -A 0, urn funcional 

linear em E. tal que pxi :!~ pw1 para todo i, e se y >-i x i  então py ~! pW1. Se também y >-i x 1  

implica py > pw1 1 —< i < I, dizemos que (x, p) é urn equilibrio. Dizernos que p 0 0, linear 

em E, sustenta a alocaçao X se para cada i, y )-. j x1 irnplica py :~ pxi. As definiçôes de 
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EM 

quase-equilIbrio. equilibrio e btimo de Pareto. corn livre disponibilidade. são as mesmas 

onde em vez de alocaçáes factiveis, usarnos alocaçôes factiveis corn livre ciisponibiiiclade. 

Supomos sempre que as relaçôes de preferéncia são cornpktas e transit6rias. Lain 

relaqão de preferéncia >- corn urn conjunto de consurno X C F, F ordenado e corn urna 

topologia r: 

é estritamente mondtona se x y x $ y x > y x $ y em X implica .r >- 

é continua se 	urn subconjunto r fechado de S x S 

b') é r semicontinua superiormente se para todo y C S. {x: x >- y} é r fechado 

é fracamente convexa se {x; x y} é convexa para todo y 

é convexa sex >- y implica rx + (1 - r)y >.- y, 0 < r < 1 

é näo saciável em A C S se para a C A ha x C S tal que x a 

tern uma representação de utilidade se ha u: S -* R tal que x 	y se e sornente se 

u(x) > u(y). 

§3 Quase-equilIbrio sem propriedade uniforme 

Nesta seçäo demonstrarernos urn teorema sobre a existéncia de quase-equilIbrio. fa-

zendo suposiçöes de propriedade sornente nos pontos ótirnos de Pareto individualmente 

racionais. Esta é urna generalizaçao importarite posto que propriedade uniforrne é uma 

forte restrição. Ela é ütil tambérn por ser mais Mcii de conferir: o conjunto de pontos 

ótirnos de Pareto individualmente racionais usua.imente é rnuito pequeno. 

Corneqarnos corn o Lerna 1: 

Lema 1. Seja S = (X 1 ,,w 1 )[._ 1  urna econornia corn E corno espaço de hens. Suponha-

mos que E é urn reticulado ordenado pelo cone A e tern urna topologia r. 

Suponhamos: 

o conjunto de alocaçöes factiveis corn Jivre disponi bill dade é r cornpacto 

Xi ó convexo, r fechado, Xi C A, wi € X1 1 <i <I 
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It, 

>-i é ï contmnuo superiormente e conti'nuo em alguma topologia linear 

>- é con vexo 

ci >-- i é não saciável no conjunco X = {x E X1; existe uma alocaçáo faccivel y coin 

Yi = x}. E claro que - é r compacto e então existe a 1  j X. 

Então se v > w e a1 E K(v) para todo i, a econornia E = ( X1 fl IC(v); j fl(IC(v) x 

K(v)), wj ),'=j  tern urn quase-equilIbrio (corn livre disponibilidade) 7  

K(V) - ii, >0, ir $0, (in, = 1) e ir(w - 	= 0. 

Observação: Poderiarnos substituir (d) per convexidade fraca se fizermos a suposição de 

que para todo x E X e > 0. (x + [- 50.Evl) fl {z; 	j x} $ . > 0. (x ±[—u.H 

{z;: j x} $ 

Não provarernos este lerna porque sua dernonstraçáo d sirnilar a muitas outras j 

publicadas. corno Bewley [6] ou Zarne [20]. Cornparando corn o teorerna 2 de Zarne [20] 

nao fazernos suposiçöes de interioridade relativas aos conjuntos de consurno. A hipbtese 

de existência pre-dua.1 feita em Florenzano 1101 nao d átil aqui. 

Este lerna é urna ferrarnenta importante para a nossa dernonstração do Teorerna 1. 

Ele é também urn teorerna muito geral sobre existéncia de quase-equih'brio nos subespaqos 

K(v) de E. 

A relação de preferéncia corn espaço de bens (P2, r) 

éMprdpria(MP)emx E Xseháv E EeO EU E rtaisqueser > Oex — rv+r: 

entäozU. 

YZ própria (YZP) ern x E X se ha ii e E e 0 E U E r tais que se r > 0 é pequeno 
xf = x + rv - rz E X z E U entáo x' >- x. 

Geornetricarnente MP exige a existéncia de urn cone corn interior não vazio. situado 

abaixo do conjunto de indiferença. YZP requer, serneihanternente, a existéncia de urn 

cone corn interior näo vazio, apontando para dentro do conjunto de indiferença. 

As versöes uniformes (UMP e UYZP) correspondern as versôes pontuais onde U e 

v/125 são independentes de x. 

Seja (P2, r) urn reticulado localmente convexo e S = (X1, >-,wj )f_. 1  urna econornia 

corn espaço de bens P2 corn cone positivo A. 
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10. 

Suponharnos que: 

I E é completo segundo Dedekind e r é continua em relação è. ordern 

IIx,=A.>o1;1I 

III >- i e convexo. r continuo e ndo sacidvel em [0. w] 

IV >- i satisfaz YZP em cada urn dos pontos ótimos de Pareto individuamente racionais 

e vi E 11(w) fl A. 

1f 11(w) = E. 

Entao S tern um quase-equih'brio (if. ) e T e F'. 

Observamos que diante de (V) a hipdtese t1 E 11(w) feita scm perda de eneraiidade. 

Antes de demonstrarmos o teorema faremos alguns comentários sobre as hipáceses VI. 

V. I. A hipótese IV é nosso ponto principal e é urn enfraquecedor substancial de UMP. 

Entretanto náo tratarernos de casos como cc4k). 

Posto que necessitamos tambérn de V. Isto näo é devido a dernonstração porque os 

itens I a IV nio são suficientes para garantir a existéncia de urn quase-equiiibrio em F que 

nao seja zero em 11(w) (por exemplo u(x i ,x 2 ) = v(x i ) + w = (1,0)). Observarnos 

tarnbérn que se 11(w) $ E existe urn quase-equilibrio: tomemos y E F' y 0  0 tal que 

= {0}. Ha urn a > 0 corn ço(a) 0 0 e podemos supor ç(a) > 0. Entäo = VU 

é urn quase-equilIbrio. 

Quando w > 0 é tal que K(w) = E dizernos que w é urn ponto quase interior de A. 

Em todos os reticulados de Banach separáveis o quase interior é denso ern A. Nos espaços 

L(c2, A, p)  1 <— p c oc a quase interior é o conjunto de funçoes estritamente positivas. No 

espaço ca(K) de medidas contaveirnente aditivas corn incontavel K, que d não separavel, 

o qua.se interior é vazio. Por isso os aperfeiçoamentos do nosso teorema são menos claros 

neste caso. 

Nossa hipótese I garante a fraca cornpacticidade do conjunto de alocaçôes factiveis. 

Nesta situação corn conjuntos de consurno particulares não necessitarnos supor que (F, r) 

seja sub-refiexiva (ver Araujo [4} para o caso corn conjuntos de consumo em geral). 

Vamos dernonstrar a Teorerna 1. 

Demonstração: Segue-se de I e da proposição 1, que as intervalos de E são c(E,E') 
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compactos. Segue-se cie III que existe a1 	[O.wJ e de V que a1 E K(w), scm perda de 

generalidade. Sc n o  e urn inteiro suficienternente grande. ai >- fO.w(1 + )J para n > no 

1 < I < I. Pelo Lerna 1 existe urn quase-equihbrio de E, = &n ondew7 = 	± 	. 

= (x.....x7), 't:IC(w) — R. " > 0. it' 1 w = 1. 

Como 7rw7 > 1/n ci verdade que xn ci urn equilibrio e por isso ci ótirno de Pareto corn 

w1 + W. Decorre cia cornpacticidade de [0,w(1 + I)J, pela proposição 2 que existe 

uma sequência s" E'), ir' 	Segue-se de 	c < + 

clue 7 ,  T, <w. E fácil ver-se tambcirn que Y = (........ ii) e it são urn equilibrio em 

Afirmarnos que 	(não se pode dernonstrar isto diretarnente porque .r npenas 

converge fracamente). 

Demonstração da afirmação: Se {n;w + fw >- 	} ci infinito então {n:x >- j} ci 

infinito e por isso Y j  t iwi
. Se não. temos que = min{n ~ p;w1 + -w 	w 1  + 	para 

todo itt > p} ci bern definido para todo p. Então x >- w + -w ?i c4.j  + -w para todo 

a > p. Por isso 	w + kp  -w para todo p e então 35 	w1 0 que termina a dernonstração 

da afirmação. 

Se y ci uma alocação factivel corn yi  >- i  ? 1 < i < I, temos eventualmente que 

y >.- para todo i. Corno E i  Yi w + -w temos urna contradiçao. Portanto 

podemos usar IV quando Y ci urn dtirno de Pareto individualmente racional e então existe 

0 E U1 E r sólido e v i  2: 0 v1 E K(w) dado por YZP em T i . 

  	 Seja U = 	U1. Se z E UflK(w) ha r > 0 tal que Iz 	rw = E j  r 1  +r(w - 
1<1 

Pela propriedade de decomposiçao ha 0 C a1 < Ti 1 C i < I, 0 C b C w -E j  Yj tal que 

zj = 	ra1  + ph. Segue-se de YZP e U sólido que pa1  E U e Tj + ir  (v - cc 1 ) t j 	e 

portanto irr + (r(v1 ) - 7r(ra1 )) 	7r(w 1 ) = 	e assim r(v 1 ) 	7r(ra1 ). 

   Agora 0 < irb < ir(w - = 0 e então ternos irz C ir(IzI) CE i  7rv 1  para todo z E 
Ufl K(w). Então segue-se que it ci 'r contfnuo em K(w) e tern urna extensão r > 0, if E E'. 

Este ff satisfaz a definição de quase-equilIbrio. Seja x j Yj então ra + (1 - ijx >-i Ti. 

Corno K(w) = E ha x E K(w)x a  —. x e consequenternente x E K(w)x -. 	 = x. 

Eventualmente ra1 + (1 - r)xT >-i Yi. Portanto rir(a1) + (1 - r)irxt > 7r(w1) e então 
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12. 

r(a) + (1 - r)W(x) > ('j) e fazendo p -. 0, rx > Wj. E claro que ij = 	o qiie 

completa a dernonstração. Q.E.D. 

0 leitor pode observar que a idéia de usar propriedade para demonstrar a continuidade 

do preço de sustentação d a mesma de Zarne [20]. Obsen'arnos tambdrn que MP garante 

(nurna econornja corn urn consurnidor) a existéncia de urna sustentaçäo continua enquanto 

YZP irnplica a continuidade de cada sustentação ern 11(w). 

0 teorerna que se segue rnostra mais convincenternente a diferença entre nossa hipdtese 

do propriedade pontual e a hipdtese UMP. 

Teorema 2. Seja S = (A. ,w 1 )[_ 1  urna econornia corn espaço c/c bens E. urn rericulado 

locairnence convexo. Suponharnos que >- j  é contInua e convexa. Seja Y urn dcirno de Pareto 

e suponhamos que YZP vale pan >- j  em Y j  corn v i  E 11(w) fl A. Suponharnos tarnbérn 

que 11(w) = E. Então Y pode ser sustentado por algurn ir > 0, irw = 1. Assirn pan 

sustentar urna alocaçao dtima de Pareto necessitamos apcnas de propriedade num ponto. 

Isto é muito rnais fraco do quo UMP. 

A dernonstração do Teorema 2 é semelhante h do Teorerna 1, usando-se o seguinte 

lema, quo pode ser comparado ao Lerna 1. 

Lerna 2. Seja (E, A) urn reticulado localrnente convexo. Suponharnos que 1Y = ( ë1 

é urn dtimo de Pareto del = (Xi, ;,w)f_ 1 . Suponharnos tarnbém que 

X1 d fechado, convexo. X, C A e w1 E Xi 1 < i S I 

>- i é continua 

>-j é convexa e náo saciável em T j corn a1 >- 

Então se v > w, ai E 11(v) para todo i, T pode ser sustentado em 11(v) por algurn 

ir > 0 irv = 1. 

Demonstração: Definamos C 	 - 	 j 1 5 i  S I} n 11(v). C é convexo 

o não vazio. Pela Proposiçao 2 (1) e (ii) existe ir:K(v) - R irC > ir(—K(v) fl A). E claro 

que ir > Oem K(v)flA e wv 54 0. Porta.nto podemos supor que rv = 1. Por urn argumento 

usual ir sustenta 7 em K(v). Q.E.D. 
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As seguintes inciusdes são verdadeiras JUMP = UYZP c YZP C JUMP. A ditima 

inclusão prdpria pode ser vista pelo seguinte exemplo. 

Exemplo 1: (Richard-Zarne [17]). £ = £ 21 w = 	= 	= (2';. Tomando n.j E C 

linearrnente independentes Richard e Zame provarn que S = (, (u,wi), (vw)) onde 

u(x) = rnin{U(x) - U(w), (a, x - w)}, v(x) = rnin{U(x) - U(w), (fi, x - w)} é urna econo-

mia corn urna ünica alocação ótirna de Pareto individualrnente racional uT = (w 1  , w) tal 

que não ha quase-equilibrio. 

E claro pelo Teorerna 1 que YZP faiha. Agora MP é válido quando a sustenta w 

3 sustenta w 2 . Podiamos dar facilmente uma dernonstraçao direta para mostrar que YZP 

não é verdadeira: necessita-se apenas observar que U'(w) = (1,1,... ) sustenta w 1  cm 11(w) 

mas é discontinua na norma. 

Sabe-se que em dimensão finita corn preferéncias monotônicas. UMP é válida e por-

tanto UYZP tambérn é válida. Mas corn preferéncias ern geral, possiveirnente não mo-

notönicas, podernos demonstrar apenas MP pontual e isso não garante a validade de YZP. 

A seguinte proposição mostra que corn condiçöes rnuito gerais é válida em dimensäo finita. 

Proposicão 3. Seja X c ft'2  fechado e convexo. Seja >- urna relação de preferéncia em 

X, contInua. fracamente convexa. Entãopara todo x em X, ponconáo saciavel de , YZP 

d verdadeiro. 

Dernonstração: Seja .iVI(X) urn subespaço de ft" gerado por X - .r x E X, (isto é 

independente do x). Entäo existe a e X = {b E X; pam todo v e M(X) ha t > 0, 

b+tv € X}. Tomemos z' >- x. Entao x' =rz'+(l —r)a E X se Ocr <1. Assirn se r for 

prdxirno de 1, x' >- x. Definaxnos v = —xe U urna vizinhança de 0 tal que z E UflM(X) 

irnplicax'—zeXex'—z>-x. Seja1>r>OezUcornx+rv—rzX. Temos 

E M(X) e então x + v - z >- x e x + rv - rz x per convexidade. Q.E.D. 

Voltando It dernonstraçio do Teorerna 1 podernos ver que a existéncia de uma base 

de vizinhança sólida de zero é usada para demonstrar a continuidade da sustentação. 0 

exemplo que se segue (Jones [111) mostra que não podernos relaxar esta hipótese. 
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Exemplo 2: 

E = L[0. 1]. r = c(E.C'[O. 1])wi (t) = 1 - w(t) 

10 t<1/2 1  

1 t > 1/2 u
1 ( x) 

= 
f txi t)dt 	i(x) 
0 

= / (1—t)x(t)dt. x >: 
Jo 

Temos UYZP (em r) mas a (mica sustentação em iw 1 .w), qx = J tv(1 - t)x(t)dt é ta 

clue q 	E'. 

§4 0 caso separavel 

Nesta seção mostramos que para provar a existência de equilIbrio com utilidades se-

paraveis necessitarnos apenas de YZP nas dotaçoes iniciais. 

Suponhamos que 1 < p < oc, V =LP(Q,A.p),a. V = L(Q.A.p), za-finito. 

Seja dado u:L!f - R. Então dizemas que u é separavel se existe v:Il x [0.oc) -* {0,oc] 

mensuravel tal que 

para cada t E Q, vj(f) = v(t, f) é côncava e estritamente crescente; 

para todo f E L., u(f) = fj2  vt(fj)dp(t). 

Par exemplo se Q= N ep é a medida de contagem entãc u(f) 	v(f) é separavel. 

E fácil ver-se que u 6 côncava e estritarnente monátona. Representemos par 	a 

derivada a direita de Vj e par v a derivada & esquerda de v 1 . Nosso objetivo 6 provar o 

segtunte 

Teorema 3. Sejam 1 <— p < oo, q tais pie l/p+ 11q = 1 e seja S = (LP,u,w j )[_ 1  uma 

econornia corn utilidades separaveis e contInuas na norma u1 . Suponharnos que w i  E L +  

para todo i e que I Vj(Wi)1 q  < oo para todo i () onde V(w1) = 

Entào S tern urn equilIbria. 

14. 
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Observemos que a hipdtese (*) é a mesma coisa que YZP em w, para todo i. 

Necessitamos de algurnas deflniçSes. 

Suponhamos que X c E 6 convexo. E urn espaço vetorial e a: X 	R é urna funqâo. 

Se x e X definimos S(x) = {h e E; ha t > 0. x ± th E X} e 1(x) = 5(x) fl —5(x). 

Representernos por u'(x)h o limite kim 
a(x +rh) - 1(x)

quando existe. 
rjO 	r 

Agora damos a 

Dernonstração do Teorema 3: Pelo Lema 1, 1 tern urn quase-equilIbrio (f. i) em 

f =(h ..... fj), r:IC(w) - R. 	0, ww = 1. 

Agora existe z corn 7rwj > 0 e corno u d estritarnente monthtona. 	é estritamente 

positiva e portanto irw1 > 0 para todo j. Entio pelo Lerna 5 abaixo existe A 1  > 0 tal que 

u1(x) - u(f1 ) :~ Air(x 
- fj) para todo x E 11(w), x > 0. 

Portanto, dado It e S(f1 ) tenios que para quaiquer r > 0 suficientemente pequeno, 
u(f+rh)—u5(f1) < Arh. r 	 -2 

Pelo Lema 3 abaixo temos que u(f)h < Apth. Portanto pelo Lerna 4 abaixo con-

cluimos que para todo h E 1(f) ), h > 0, J' vJ(fjt)htdei > Aprh 

Como w, e 	para todo i. ternos que b = Aw1 E L + , Entäo 11(b) = U. Disto 

concluimos que se ir é continua na norma em 11(b) podemos extendd-la para U e a extensäo 

é urn equilibrio de E. Então provemos que ir é continua em 11(b). 

Definimos para cada j < 1, Aj = {t e ftfj ~: w}. Ternos de E fj = w que 
j<I 

U A1 = Si Tornemos h E 11(b). Entäo existe r > 0 tal que I hI :~ rwi para todo i. 
jE' 

Entäo corno I hI XA, E I(f) temos de (**) que Ar(ihixA 1 ) < J'S2 v(fjt)htxA J dM(t) 

J v(wjt)htxA,dp@ ~ IV(wj)ç hi. 

	

Portantoconc1uimosquerh : ~ -,r  I hi <r(JhI 	xA,)= 	(ihixA 1 ) ~ 	 ihJj
Aj 

j~ I 	1<1 	 j<I 

isto e 	
A 	

' <cc, isto prova a continuidade na norrna de ir e encerra a de- 
iv 	-' 
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monstraçáo do Teorema 3. 

Agora damos os lemas usados in dernonstraçao acima. 

Lema 3. Seja F: X - R tuna fun çaTo côncava.X C £ convexo e £ urn espaço vccoziai. 

Entáo para todo x E X. It E 5(x) 

1) a quociente g(v) = 
F(x+rh)-P(r)

cresce quando r > 0 decresce r 

F'(x)h = supg(r) 
r>O 

se h € 1(x) entáo F'(x)h + F(—h) < 0 e F'(x)h é finito 

se AT C R entäo as derivadas do F. F(x) a direita e F(x) a esquerda scio funçOes 

decrescentes. 

A demonstração do Lema 3 é Mcii e náo seth feita aqui. 

Lema 4. Suponhamos quo in 	— R é separavel. Então para todo f E L., Iz E 5(f) 

temos - v(ft)h1Jdp(t) = u'(f)h. Em particular se h > 0, h E 1(f), ternos 

= 
- f v1(f)hdp(t). 

I Demonstração: Ternos por definição que u'(f)h = k u(f + rh) - 	= urn 	
v(ft + 	ih ) - 

m 
rjO 	 r 	rto J 

Agora pelo Lema 3 (i), o integrando cresce quando r decresce, portanto pelo teorema da 

convergéncia rnonótona temos que u'(f)h = v(ft)h)dp(t) e isto termina a demons-

tração do lema. 

Lema 5. Suponhamos quo U: X -* R é côncava e r é uma sustentaçño do w E AT tal quo 

> f7rX. Então existe A > 0 tal quo u(x) - u(w) 5 Air(x - w) para todo x E X. 

Demonstração: A hipótese de quo irca > inf irX implica (pelo argumento usual sabre 

a existéncia de ponto de menor despesa) que u(w) = max rex rz <,rw . Este problema de 

programacão côncava satisfaz a condição de Slater para existéncia de multipiicador de 

Lagrange e portanto existe A > 0 tal que u(w) = maxZEx(u(x) + A(irw - lrx)) e isto conclui 

a demonstração. 

Observação: Não poderlamos usar o Teorema 1 para demonstrar a Teorema 2 posto que 

nossa hipétese no Teorema 2 nao garante YZP nos pontos ótimos de Pareto individualmente 

racionais coma mostra o exemplo seguinte. 
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Exemplo 3: E = 2 	 (x) = (/Lx) + g(x) g(x) = 	Ix t  Aw t e z(x) = (dx) + 

Vx t Aa t  a t  = 	e 	< 	. w e 	) e t + . Temos que L/ CU2 SUC 

separaveis. Definamos a dotação inicial. Para isto definarnos v = (—a, , 	..) onde 

faz3v=O. Esco1hamosr>Otalqueci' =w+rv>0(w i —ra>O)e 

= w — rv > 42. Então temos que uT(LQL) = (2yw:+rv, :2ifl3...) e 	e uw) = ). 

Mas (w.w) d urn btimo de Pareto individualmente racional corn zr(w) = (3 + 
(0O A veriflcaçáo é fácil. 	E corno u(w) sustenta w a é descontInua. VZP udo pode ser 

verdadeira. 

0 exemplo seguinte dá uma ideia de uma funçäo utilidade coberta pelo teorema acirna. 

Exemplo 4: (Utilidades separaveis). 0 conjunto de hens é e u(x) = ug(xt), U t e C2 , 

corn u(0) = , u'(x) c 0 (corno ut(xt) = 5t.ft7 0 < S c 1). 

Os resultados desta seção exigern somente que 	 < _:. 
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NAO-EXISTENCIA GENERICA DE EQUILIBRIOS 	
  

EM MODELOS DE FINANAS 

A. ARAUJO 

P. K. MONTEIRO 

1987 

RESUMO. 

Os modelos de flnanças usuais definem os bens corno sendo processos estocásticos. 

Isto sugere corno espaço de hens. é comum tarnbém exigir-se que a derivada da funçào 

utilidade seja infinita no ponto zero para assegurar soluçöes quase interiores que permitem 

deduzir as fórmulas usuais de preços de ativo. 0 trabalho mostra que sob essas suposicöes. 

nao existern equilIbrios Wairasianos genericamente nas dotaçöes iniciais. 

§1 Introdução 

Recentemente tern havido muito interesse pelo estudo de modelos de flnanças onde os 

titulos são descritos pot urn processo estocástico, sendo o movirnento Browniano 0 mais 

usado. Esses modelos foram alvo de renovado interesse em razão do sucesso obtido pela 

f6rmula de Black e Scholes. A suposição de que o processo estocástico tern variincia finita. 

usualmente feita, conduz a urn espaço de bens contido ern o espaço de funçôes de 

quadrado integravel. Neste caso o estudo de questöes corno a existéncia de equilIbrios 
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\Valrasianos deve ser tratado num contexto de dirnensão infinita. 0 c'ue tern acontecido ciii 

muitos trabaihos recentes. coma por exernplo ein Duffie (1986) . Nesse trabalho cie prova 

a existéncia de equilibrios usando as condiçOes de propriedade uniforme mis preferéncias 

recentemente introduzichis per A. Mas-Collel. 

Entretanto, como Duffie e Zame (1987) assinalaram para obter resultados usados 

em flnanças necessita-se cjue os eciulibrios sejam alocaçôes corn coordenadas estritamente 

positivas, de modo que se tenha urn máxirno interior em cada coordenada. Este d o 

caso. par exemplo, se quer uma caracterização de equih'brio em termos de condiçöes de 

primeira ordem usadas tanto por Breeden (1979) corno por Huang (1987). Para obter-se 

essas condiçôes de primeira ordem entretanto necessita-se tipicamente de condiçôes sobre 

a derivada de prirneira ordem da funçâo utilidade de von Neumann-Morgenstern. Contudo 

neste caso as preferéncias não satisfazem a condição de Mas-Collel de propriedade uniforme 

e necessita-se de urn teorema rnais forte válido para preferéncias que satisfaçarn apenas a 

condição de propriedade pontual. Teoremas sobre a existéncia de equilibrios com este tipo 

de condição foram obtidos primeiramente per Araujo e Monteiro (1986). 

o propdsito deste trabaiho d entretanto, mostrar que para estes modelos a conjunto 

de dotaçöes iniciais para o qual a economia não tem um equilibria é residual. Isto significa 

que genericamente os modelos mais dteis de finanças não tém equilIbrios Wairasianos. 

Observamos que modelos de preços de ativos exigern soluçöes em L + . Contudo nossos 

modelos dizem que o conjunto onde existe equilIbria é de primeira categoria rnesmo em 

++. 

Concluindo esta introdução gostarIax -nos de contrastar o caso de finanças e a teoria do 

crescimento. Em crescimento, L. é tipicarnente usado coma espaço de bens. E neste caso 

para cada dotação inicial estritamente positiva (portanto genericamente) existe equilibria. 
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§11 Notaçöes e propriedades básicas de utilidades separáveis 

Suponbamos que Q é urn conjunto. A é uma c-algebra de 12 e It é urna medida 

positiva c-flnita. Suponhamos que 1 < p < cc e F' = L(Q, A. ii). Dizemos que uma 

função it: - R. E+ = L4Q, A. t) = Lp  é separavel se existe v: 12 x [0. cc 

merisuravel tal que: 

para cada t e 12, r 1 (f) = v(t, f) 6 côncava e contInua em 0; 

para cada t e 12. vt 6 estritamente crescente. ujO) = 0: 

para todo f e L, u(f) =  ff2  v(t, f g )dp(t). 

E Mcii ver-se que u 6 côncava, estritamente monótona e (usando o lema de Fatou) 

semicontinua inferiormente. 

Quando for conveniente usaremos a notação f ~: 0 em lugar de f E L!. 

Definimos para cada f E 	os conjuntos 5(f) = {h E U; existe t > O. f + th ? 01 

e '(f) = 5(f) fl — 5(f). 

0 seguinte lerna, que não seth demonstrado 6 Mcii e importante: 

Lerna 1. Pan todo f € LP e 	-+ R côncavo, existe para todo h e 5(f) o limite 

F(f+rh)—F(f)F(f+rh)—F(f) F'(f)h = lim 	 = sup 	 . E se h E 1(f) entào F'(f)h + rjo 	 r 	 r>O 	 r 

S 0 e F'(f)h 6 finita. Pelo Lema I podemos definir para todo t E 12 v(f) = 

v(f)(1) e vr(f) = — v(f)( - 1) se f € 	e for verdade que vt(f) 5 vT(f). 

0 seguinte lema prova que vt 6 semicontinua inferiormente. 

Lema 2. Suponharrxos v: 	— R 6 cdnca -va e continua em 0. Entào v+: R+ -*  R. 
v+(f) = v'(f)(l) 6 uma fun cáo decrescente continua a direita e semi continua inferiormente. 

Demonstração: E Mcii ver que: se 0 5 a < b < c então v(b)—v(a) > v(c)—v(a) > v(c)—v(b) 
b—a 	- c—a - c—b 

(*). Agora de (*) segue-se facilmente que v +(a) ~! 
v(c)—v(a) 

> r(c) ~! v+(c)  o que prova 
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que v + é decrescente. Para dernonstrar que v é continua a direita suponhamos que 5,, > a 
lim 5,, = a. Para codo c > a e a inteiro suflcientemente grande tal que 5,, < C. ternos 

4- 	+ 	____________ 	 1 cjue v (a) ~ v (5,,) ~ 	c-b 	Agora cia continu:aade de a (em 0 por nipotese e em 

a > 0 por causa da finitude de v +(a ) e v(a)) segue-se que v +(a ) i~ 1irnsup ,, _.u+(h,,) 

1irninf,,_v+(b,,) 	u(c) 
r(a) Agora fazendo c 	a terminamos a dernonstraçdo de 

continuidade a direita de v. A semicontjnujdade inferior de v+  decorre imediatarnente 

da continujdade a direita de v+  e do fato de ser decrescente. Q.E.D. 

Suponhamos que F é urn espaço vetorial corn topokgia r. AT C F é urn conjunto 

convexo e U: AT R é uma função. Urn supergradiente de U em x E AT é quaiquer 

funcional linear i-  continuo p cal que U(y) - (1(x) C p(y - x) para todo y E X. 0 conjunto 

de supergradientes de U em x terá a notação (OU)(x). 

Consideremos agora uma funçao separavel U: L -. R, p cz oo . Ternos a Proposiqão 1: 

Para todo f E L, (aU)(f) = {Ii E L, h t  e (Ov)(f)t a.e.v. t E }, 1/p + 11q = 1 e 

((9vt)(x) - { [v(x), vI(x)J 	se x >0 

- 	[v(0),) 	sex=0. 

Não dernonstraremos esta proposição. 

Seja E = (AT1, t i, w)f_ 1  uma econornia corn espaço de consumo E = U. AT1 = L'4 

e o conjunto de consurno, j é a relação de preferéncia e wi E X1 é a dotaçáo inicial do 

consurniclor i. 

x = (xi,... ,xj) e (LL) é uma alocação. Uma alocaçao x é factivel se 	xi = W. 

Urna alocação factivel é ótirna de Pareto se não existir urna alocaçao factivel y corn Yj >-i x 

para todo i. 

Urn quase-equilibrio em E é urna alocaçao factivel x e urn preço p $ 0, p  6 V tal 

que px i  = pw1 para todo i, e se y x1 implica py ~ pwi. Se tambérn y >--i x i  implica 

PU > pwi, 1 < i <I, dizemos que (x, p) é urn equilIbrio. 
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§111 0 caso de urn consurnjdor 

Nesta seção dernonstrarernos a densidade dos equilibrios e a genericidade do conjuuto 

de não-equilfbrios para o caso de apenas urn consurnidor. 

Definirnos EQ = (to e L; (u, w) tern urn equilibrio } onde u: 	-* R é uina funçâo 

utilidade separavel. 

0 seguinte krna d dtil: 

Lema 3. Suponharnos que E d urn espaco veroriaj corn cone posicivo A e topologia r. 

Seja u:A -p It côncava ca/ que para todo w e A — {O}, existe r > 1 corn u(rw) > u(w). 

Então {w e A — {O};(u, w) tern urn equIiIbrio } = {w E A — {O};(Du)(w) $ c}. 

Demonstração: Suponharnos r E (Ou)(w). Sc x >- w (isto e u(x) > n(w)) temos 0 -c 
U(X) - u(w) < ir(x - w) e assirn irx > no o que prova que ir é urn equilIbrio de (11. w). 

Suponharnos agora que w E A—{0} e ir E E' é urn equilibrio de (u, to). Tornando r > 1 

tal que u('rw) > u(w) concluirnos que ir(rw) > ir(w) e pot conseguinte r(w) > 0. Então fica 

claro que a condição de Slater é válida no problerna rnaXXEA 
irr<yrw u(x) = u(w). Então 

existe urn multiplicador de Lagrange A > 0 tal que rnax,, u(x) + A(irw - irx) = u(w). 

Então Air e (Ou)(ti) o que termina a dernonstração do lerna. Q.E.D. 

(Joroidrio 1. Suponhamos que U: LI - It, 1 <p < .- d uma fun cáo separavel. Então 

EQ = {0} U {w E L;(v7e t))teu e L). 

Dernonstração: Decorre da Proposiçao 1 que ôtz(w) $ se e sornente se (vt(wt))tcn  E 

E Agora usernos o Lerna 3 e a dernonstraçao fica concluida porque 0 E EQ quando 

$ 0 . Q.E.D. 

Agora dernonstrernos a densidade do conjunto de equilIbrios. 

Teorema 1. Suponhaznos que E é urn espaço de Banach, X C E é fechado e convexo, 

U: X —* R é côncavo e semi contInuo superiormente. Entáo EQ é denso em X. 
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Demonstração: Pelo corolário 6.2. página 32 cm Elceland e Teman. por exemplo, o 

conjunto domOu = {t E X;(Ou)(x) $ th} é denso em X c é claro que dom3u C X. 

o que termina a demonstraçäo. Q.E.D. 

0 teorema seguinte é o nosso principal resultado nesta seqão e inclui o caso usual em 

que v7(0) = cc para todo t E Q. 

Teorema 2. Suponharnos que 1 < p < cc. U: LP  - R é uma utilidade sepanivel. Su- 

ponhamos cambém que exisce C. E A corn C,1  J. tal que 	 = cc pan toclo 

r. () Entáo EQ é de pnmeira cacegoria em LL. 

Dernonstração: Definamos AN = {w e L; (vt(w())eE > N}. Afirmamos que esse 

conjunto é aberto e denso em L. E aberto porque se w" > 0. w' — to em U com 

< N tomamos uma subseqüência w 	wp a.s. e temos se q 	cc 

pelo lema de Fatou e pelo Lema 2 que (vt(wfl€H S 1iJfj(vt(w))tEH 

e se q = cc definimos fl, = {t e Q;vt(w") < N}, p(Q) = 0 par hipótese. Por 

conseguinte {t € Q;vt(wt) 5 N} D fl Q é verdadeiro em razão da continuidade a 
nEN 

direita de vt 
e de i((flQ)C) = 0 decorre que (vt(wt)tcnJ < N. Em qualquer caso 

fizemos a prova de que w 	AN, o que termina a demonstração de que AN é aberto. 

Ele é denso porque se definimos tv = to - w\'c ~ 0, temos w' — w em U e de 

I(Vt(W))tEQI q  ~! Ixc a (Vt(0))tEQIq = cc que w E AN para todo n. Assim fl AN é 
N EN 

de segunda categoria. Como EQ C ( fl AN )C U {0} temos que EQ é de primeira categoria 
N EN 

em L.. Q.E.D. 

Observação: No caso em que vt(0) = cc para p a.s. t E Q a condiqão (*) reduz-se a: 

existe C. E A, C 1  . corn p(C) > 0 pan todo ii o quo é verdadeiro em quaiquer espaco 

L" de dimensão infinita. 
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§IV 0 caso geral de urn nürnero finito de consurnidores 

Enunciarnos inicialmente urn teorerna de existéncia de equilIbrio. 

Teorerna 3. Seja S = 	u, w 1 ) 1  uma econornia corn utilidades separEiveis continuas 

   I 

ui,wi0O, 1 <i<Iew=>wjeLf+ . 

Suportharnos que 

1) v(t. 0) = cc p as. t 6 ft 1 <i <1. 

ii) (v1(t.wI(t)) ), CQ e L. 1 </ < 1. 

Então S tern urn equilIbrio. 

Para dernonstração o leitor pode recorrer a Araujo e Monteiro (1986 pag. 17). 

Agora apresentamos nosso principal teorerna. 

Teorema 4. Suponhamos que 1 C p < cc e que existe C,. E A. C j.  6 ta] que 

XC (vt(t,O))tEj1 = cc pan todo n , i < I. 

Então EQ = {w 6 (Lj': (tt, w)f_ 1  tern urn equilIbrio } é de prirneira categoria ern 

(L.)' ern cada urn dos seguintes casos: 

1 <p <ccc v(t, .) e convexo para p a.s. I 6 ft 
Q = N, A = P(N) p{i} = 1 para todo i, 1 <p c cc, isto é V = 0. 

Para dernonstrar o Teorerna 4 necessitarnos de dois lernas: 

Lerna 4. Suponharnos que 1 < p < cc. Sew' - w em V e 0 < f' C w", entáo existe 

umasubseqüência tai que 1"" - I a(LP,L) para algum f 6 [0,w]. 

Demonstração: Escrevarnos w' = (w't - w) + w < (w' - w)+ + w onde f7 = sup{ft, 01 
para todo f € V. Agora existe 05 f < w, 0 < bTh(w — w) corn f n = g' + b'2  (para 

dernonstrar isso use a propriedade de decornposiçao de Riesz ou urn argurnento direto neste 

caso particular). 
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E claro que b 	U em L. Como [0, w] é compacto a(L, Lfl, existe uma subseqüência 

— g c(LP,L). Então ternos 
I  f — g c(LP.L) o que termina a demonstraçao do 

lema. 

Len-ia 5. Delinamos A i 	E LL;(Lt(t , ftflcg E L} 1< i 51. Ento nahipdcese do 

teorema 4. A 

= 	
.1 1  d de primeira cat egoria em L. 

Demonstração: Definanios y: 	-* B. (w) = inf{sup Rt.t(t. fi(t))tEQI q ; f ~ 0, 

= w}. Temos que A = (u E L; (Lv) < 	}. Então se F,,1  

= U Fm . Mostrernos que Fm  é fechado. Suponharnos que w" E Fm W" 	to em L". 
mEN 

Então existe pan cada n, f ~: 0, 1 5  i  5 I, corn 	fin =w e sup (vt(t ,  f(i)tEQI < 
t<I - 

in + 1/n. Pelo Lema 4 

existe f7n — 7 i  c(L, La). E verdadeira a relação 	Ji = v. Consideremos inicial- 

mente o caso (i) do Teorema 4. Neste caso a convexidade de vt(t. )(p a.s. implica que 

f -* J v(t, f)d e sernicontmnua inferiorrnente (ver Elceland e Temam. Cap. IX. Cor. 

2.1, pag. 276). Entao é verdade que (v7(t,f1))Q 	S liin f (Vt(t1ftfl(tU)tEHq 

in 1<i<IeporjssoweFm . 

Agora consideremos o ca.so (ii). 

Neste caso 	— fip a.s. 1 -C i < I e pelo lema de-Fatou se q < cc e por um 

argumento direto (o mesmo da demonstraçao do Teorema 2) se q = cc, segue-se que 

I ( VR t 7it))tEH q  5 in de modo quo w E Fm . Isto demonstra o fechamento de F. em 

qualquer caso. 

Provemos que inttFm = b. Pam tanto é suficiente mostrar que inttvA = e 

para mostrar isso basta mostrar quo A'-' é denso em L. Tomemos w > 0. Definamos 

wn = w - wc,, ~! 0. Temos pelo teorema da convergéncia que w" - w em U. Agora 
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se 	= 	fTh ft > 0, temos que 	 ~ xc (Ut(t0fltEQq = 	e 

portanto w ' 	A para todo n. o que prova que AC é dertso. 

Assim sendo, ternos demonstrado que F, é fechado corn interior vazio pain todo in 

portanto A é de primeira categoria em L. Q.E.D. 

Demonstraçao: do Teorerna 4. E bastante provar que EQ fl (L - {Q})1 é de prirneira 

categoria quando (L)' - (L - {0})' é de primeira categoria em (L)'. Seja w E EQ. 

W 	0 para todo i. Existe o equiiibrio (Y 1  ......Fe), it) e (L)'x(L 7  —{0}) de I it1, 

Quando w1 >-i O. TiO. F, Hoe entäo 1  0. Entáo pelo Lerna 3.11 E Dom Op, = I 

e portanto 	wi 	E A = 	A. Então temos que dernonstrar que B = S(A)fl 

D EQn(L - {0})' e de primeira categoria em (L)' onde S(w i  ..... w1) 
= 	

w. 

Pelo Lema 5 A é de prirneira categoria de modo que A C U F, sendo FN fechado 
NEN 

corn interior vazio em L, então B C U S 1 (FN)fl(L)'. Ternos que S'(FN)fl(L')'. 
N EN 

é fechado porque S é continuo. Provaremos que 5'(FN) fl (L)I tern urn interior vazio 

para todo N e corn isto terrninaremos a demonstraçao do Teorerna 4. Agora se existe 

w °  E int(LP)r1S'(FN)n(L.)'I,  existe 0 E Ui  aberto em L" ta1que(WO+U1)fl(L)I C 
1<1 

5 1 (FN) fl (Lj'. Seja 0 e V urna bola aberta em V tal que E V c fl U1. 
i< I+ 1 	i<I 

Afirrnarnosque s(w I + v j ) n Lp C Fpj. Para ver isso, suponhamos que S(w )  + v) ~: 0. 

v E V'. Corno S(w0)+v1 ~ 0 ternos 	w+Lvt ~ 	Existe pela propriedade 

dedecomposiçäodeRieszo < a w?, 0 < b1 :~ vt cornai+T = 	vi. Definirnos 

w=w?—a,+(vt—b) ~ O,w Ew?+EV+VCz4+Uj. Everdadepeladefiniqão 
1<1 
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de w 0  e cle [Ti que S(wfl E F. Assirn sendo S(wfl = S(w°) 
- 	

a 1  ± 	
- 	= 

S(w °)+vt - 	= S(w °  ± v) o que prova que S(w °  + v I ) n Lp,  C F. Istod uma 

contradição porque 5(V') é aberto e (5(w ° ) + S(V') fl L = S(w °  + V') fl LP C Fv. 

Isto demonstra que S(Fpq ) fl (L)' tern urn interior vazio. Q.E.D. 

Observação: A condição (i) do Teorerna 4 é verdadeira se vt(t..)  for convexa. isto é a 

absouta aversáo ao risco d decrescente no caso de vt(t. .) = 

§V Genericidade de equilibrios em outras situaçöes 

Ate aqui neste trabaiho temos tratado principairnente do caso em que utilidades u corn 

certas propriedades são fixadas e va.riamos dotaçöes iniciais para ver corn que freqüência 

obtem-se equilIbrios. 

Na realidade, consideramos apenas o caso em que V'(0) = oo. u(x) 
= 

posto que se V'(0) < oo ternos propriedade uniforme e equih'brios. Mas muitos outros 

casos interessantes merecern atenção. Entretarito a maioria dos outros casos a serern estu-

dados aparentarn ter urna resposta imediata. For isso apenas farernos alguns cornentários 

permitindo-nos ser mais informais na maioria das vezes. Começamos corn o caso em que 

fixarnos as dotaçóes iniciais w e fazemos variar as utilidades. Neste caso, a resposta de-

penderá provavelmente da topologia usada no espaco de utilidades. Se se torna alguma 

topologia fraca então, tanto o conjunto de equilIbrios como o de não-equilIbrios serão den-

sos. Pode-se ver que o conjunto de econornias sern equilibrios é denso, por exemplo no caso 

de consurnidor ünico do seguinte 

Teorema. Definarnos V = {v; in 	— R é côncavo }, 1 c p < oo dim LP = oo e 

PNPE 37/90 



30. 

se V 1  v' E V. d(v. t") = min{jv - 	, 1} 

equilibrio } é denso em V x L.. 

Entáo {(v,w) E V x L.;(u.wi nao tern 

Demonstração: Tornernos S E 	e definamos a 0 : L. - R. u°(f) = J- Sv ° (ft)dp(t) 

onde v°(x) =para todo x > 0. De v ° '(0) = 	ternos pelo Teorema 2 cjue Dom Dy 0  

é de primeira categoria em 	. Agora se a E V para qua!quer > 0, Dom D(u ± Lu°) C 

Dam Du° é 

de primeira categoria. Em particular, pan qualquer > 0, w E L. existe wS E L. 

tal que fwS - e (it + 5u O, w 5) nao tern equilIbrio. Coma (a + w) (a. w a 

dernonstraçäo do teorema fica completa. Q.E.D. 

Vejamos agora o conjunto de economias corn equilIbrios. Este conjunto tambdm C 

denso. Para ver isso tomemos urna dada a definida por exemplo em e definamos u, 

coma u(x) = u(x i  ..... x,, 0,...). Ethic C bastante óbvio que existiräo equilibrios para as 

a,,, e a,, -* a é qualquer topologia razoavelmente fraca coma a topologia de convergéncia 

pontual. 

Agora gostariamos de fazer alguns comentários sabre a existéncia de itimos de Pareto, 

em si, posto que em todo a raciocInia desenvolvido acima supusemos irnplicitamente sua 

existCncia para evitar outros problemas .Aqui novarnente conjecturamos que a resposta 

dependerá muito da escoiha de topologia sabre a espaco de utilidades. Se se toma alguma 

forma de topologia fra.ca  no espaço de utilidades provavelmente a.mbos os conjuntos de 

economias, aquele com e aquele sem ponto ótimo de Pareto serão densos. 

Entretanto conjecturamos que corn alguma topologia forte o conjunto de econornias 

corn as pontos ótimos de Pareto i.e. o conjunto de economias corn agentes miopes seth 

aberto. 

Finaimente, gostarIamos de fazer uma cornparaçäa entre 4, p < oo e e.. Em &, 

contrariamente a em 4, p < 00, equilibrios tendem a ser muito mais abundantes. Par 

exemplo, em e., rnesrna cam a hipátese de ES t u'(0) = co podernos ter um conjunto 

genérico w pan a qual existem equilibrios. Issa pade ser vista facilrnente: tornernos urn 

dada El tal que pan E6 t u'(El) <oo tal El exista. Agara, dada qua!quer outro w pademas 

tomar w.j corno sendo sua aproxirnação cam a mesrna cauda que T. Então, a econamia 
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associada terá equilibnos. E o conjunto de economias corn equilibrios é denso. Obviarnente 

cie tambérn é aberto. 

§VI Conclusöes 

Resurriindo. corno interpretar os resultados deste trabalho? Por urn lado os resultados 

SãO extrernarnente negativos. Para os modelos que trn todas as suposiçáes exigidas pelos 

modelos de finanqas. tipicarnente. não existern equilIbrios e se se deseja ser rigoroso corno in 

tradição do equilibrio genii ter-se-á que mudar os modelos atualmente usados em flnanças. 

Entretanto, urna saida será fazer suposiçöes fortes sobre as utilidades da forma z4(0) = cc 

enquanto {z4(w)} E 0, que pelos resultados de Araujo e Monteiro (1986) garantirão a 

existência de equilibrios e o conjunto de tais w é pelo menos denso. 
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NOTAS SOBRE PROGRAMAcAO QUANDO 0 CONE POSITIVO 

TEM UM INTERIOR VAZIO 

K 
A.P. de Araujo e P.Jvfi Monteiro 

Resurno: 

Nestas notas apresentamos uma condição que é equivalente a existéncia de multipli-

cador de Lagrange para o problema geral de programaqão convexa. Esta condiqão permite 

estudar-se urna hipótese distinta daquela de interior não vazio do cone positivo do espaqo de 

restriqöes, que é comumente usada. São dados exemplos simples desta condiqão. Também 

exploramos o relacionamento desta condiqão corn a subdiferenciabilidade da função primal. 

§1 Introdução 

Consideremos os espaços vetoriais L e E, X C L convexo, E localmente convexo corn 

cone positivo A. Sejam f: X -* R e g: X -* E funçoes convexas. 0 teorema geral da 

existéncia de multiplicador de Lagrange para o problema minf(x) sujeito a g(x) < 0 é 

obtido sob a hipótese de que A 

Nosso objetivo nesta nota é aplicar ao problema da existéncia de multiplicador de 

Lagrange algumas técnicas recentemente usadas em economia matemática para a demons-

tração de equilibrio em urn contexto de dimensão infinita. 

Estes métodos usam o conceito de propriedade devido a Mas-Colell (1986). Ele exige 

a existência de urn cone corn urn interior nao vazio em cada ponto do conjunto de nivel. 

Se o cone é independente do ponto ternos preferéncias uniforines. 
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Nesta nota. motivados pelo conceito de propriedade descrito acima, damos iima 

condiqão que d equivalente a existncia de multiplicador de Lagrange que pode ser a base 

para o estudo de casos em que o cone positivo tern urn interior vazio. 

Tambdrn estudarnos o relacionarnento desta condição corn a subdiferenciabilidade do 

funcional primal e darnos alguns exemplos na seçio V do uso desta condição. N a seção VT 

explorarnos ideias do nosso artigo "Equilibrio sem condiçöes uniforines" para fazer urna 

relaxação de algurnas condiçoes supostas no Exemplo 1. 

§11 Notaçöes e definicöes 

Seja F urn espaço vetorial e A C E urn cone convexo tal que An —A = {O}. Dizernos 

que E é ordenado por A, a ordem parcial < sendo definida por x < y se y - .r E A. 0 

espaqo ordenado F é urn espaço de Riesz se para todo a, bern F existe sup{a, b} e inf{a, b}. 

Escrevernos a+ = sup{a, O}, a = - inf{a, O}, jai = a+ + aTh Se F é urn espaço de Riesz. 

então ele tern a propriedade de decornposiçao de Riesz. isto d se 0 < a < b + c. b > 0, c > 0 

entäo existem 05 a 1 5  be 0 5 a2  5 c tais que a = a 1  + a2. 0 conjunto Ac Ed sólido se 

IxI < j yj e y E A então x E A. 0 espaço de Riesz F corn a topologia localmente convexa F 

é urn espaco de Riesz sblido no caso em que r tern uma base de sólidas vizinhanças de 0. 

Suponhamos que F d urn espaco ordenado e L d urn espaço vetorial. A funçao g: X 

F d convexa seX CL d convexa e paratodo x,y ern Xe 05 r 5 1, g(rx+(1 - 
r)y) 5  rg(x)  + (1 - r)g(y). lJrna funçao g: X 	, 	 = {-, oo} U R d convexa se 

{(r,x) ER x X;r > g(x)} (a epIgrafe de g) d convexa. 

Agora sejarn L urn espaço vetorial topológico e g: X - 	 convexo. 0 funcional linear 

p E L' é urn subgradiente de g em a E X se pam todo x em X, g(x) - g(z) ~: p(x - a). 

Representainos o conjunto de subgradientes de g ern a por (ôg)(a). 

Um funcional linear A: F - R d positiva (A > 0) se A(x) > 0 pan todo x > 0. No 

caso em que E é urn espaço vetoria.l topoldgico, 0 ponto ta E A d estritamente positivo se 
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para todo p E F' - {O} contInuo e positivo ternos p(w) > 0. Isto corresponde a noção mais 

geral de ponto de não sustentação. 

Suponhamos que X C F é convexo. 0 ponto a E X é urn ponto de sustentação 

de X se ha A e F'. A 0 tal cjue A(x) ~ A(a) para todo x ernX. 0 ponto a E X 

que não é urn ponto de sustentação de X é denominado ponto de não sustentação de X. 

Representemos por N o conjunto de pontos de nao sustentação de X. E claro que N( A ) 

é o conjunto de rnembros estritamente positivos de A. Caso F seja localmente convexo e 

mt X então N(X) = mt X. Mas por exernplo se 1 < p < oc. mt LQ,A.ji) = o 

enquanto N(L(Q.AJ1) = L(Q.Ajt). 	Se w E A o ideal principal gerado por 	é 

IC(w) = {x E F: ha r > 0. Fx 	< iw}. 	E fácil ver-se que No 	= F se e somente se 

w e 1\r(1) 

§111 A existéncia de rnultiplicador de Lagrange 

Nesta seção ternos os espaqos vetoriais L e F, AT c L convexo. F ordenado pelo cone 

positivo A corn urna topologia r localmente convexa. Também f: AT -* R e g: AT — F são 

funçOes convexas. 

0 problema min f(x) sujeito a g(x) <0 é denominado problema geral de programação 

convexa. 0 funcional linear A E E', A >—  0 i urn multiplicador de Lagrange para este 

problema se inf{f(x);g(x) 01 = inf{f(x) + A(g(x));x E X} . Demonstraremos a 
  

	

 
existencia de rnultiplicador de Lagrange por meio do funcional primal, posto que estamos 

interessados no estudo da prdpria função primal. 

Teorema 1. Suponhamos que 

I) a = inf{f(x);x EAT e g(x) < 01, cc > a > —cc. 

ii) existe x °  E X tad que g(x°) E N(—A). 

Entäo existe A E F', A > 0 tad que a = inf{f(x) + A(g(x)); x E X} se e somerzte se a 

con dição (iii) abaixo for verdadeira: 
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iii) existem v E E e 0 E U E r tais que se x E X e 

f(x) <a 

g(x)<-tu+t:. t > 0 

entño z E U. Neste caso se f(-,T) = a e g() < 0 entâo A((Y)) = 0. 

Deixamas para mais adiante a demonstração do teorema para estudar primeiro a 

funcional primal. 

IV Relacionarnento corn a diferenciabilidade do funcional pri-

rnal 

Sabe-se que (ver par exempla Luenberger (1969), pag. 216, 217) que a existéncia 

de multiplicador de Lagrange pode ser vista coma a subdiferenciabilidade na origem do 

funcianal primal. A prapriedade que carrespande a (iii) no Teorema 1 é a prapriedade da 

funçãa primal. 

Definição: Seja f: X -* H. uma funçaa canvexa, X c L. L localmente convexa. Dizemos 

que f é própria em w E X se f(w) € R e existem V E E e 0 E U 6 'r tais que se a > 0 e 

w - av + az E X cam f(w - av + az) c f(w) então z U. 

(1) E fácil ver-se que prapriedade em w d equivalente a existência de sustentação do 

conjunta {x e X; f(x) f(w)} quanda inff(x) <f(), em w 

Definamas a funcianal primal. 

Definição: Sejam f : X - R e g:X -* E coma no Teorema 1. Definamas F = {z 6 

existe x 6 X tal que g(x) C z} e V:r -* RU {-}, V(z) = ini{f(x);g(x) < z}. 

Os fatas abaixa são faceis de pravar: 

0 € I' e V(0) = a 

V é canvexo 

31) V é decrescente: se z 1  z 2  € F entào z 1  € F e V(z i ) C V(z 2 ) 
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4) A E(DV)(0) see somente se A <0 e a = inf{f(x) - A(x)): x E X}. 

Faremos agora £dgumas demonstraçoes. 

Teorema 2. A hipdtese (iH) no Teorema I é verdadeira so e somence so V é prdnria em 

0. 

Demonstração: Suponhamos que iii) é verdadeiro e que V(—tv + tz) < V(0). —Eu + tz E 

F, t > 0. Entäo existe x E X tal quo g(x) < —tu + tz e f(x) < V(0) = a. Então por iii). 

z U o que demonstra quo /152 d própria em 0. 

Suponhamos agora que V é própriaem 0 e escoihamos em iii), v e U como as constantes 

do propriedade ein 0 de V. Sc f(x) < a e /161. ternos —Eu + tz E F e V(—Eu ± tz) 

f(x) < a = V(0) e portanto z V U o que termina a demonstraçáo. Q.E.D. 

0 seguinte teorema generaliza o teorema usual de existéncia de subgradiente como o 

do Ekeland e Temam pag. 22, ver tambdm o Teorema 5 abaixo. 

Teorema 3. Sejam f:X -. RU {—oc} convexo e w E N(X), f(w) > -. Entäo 

(ôf)(w) 0 0 se e somente so f é prdpria em w. 

Demonstração: a) Necessidade 

Suponhamos que A e (Df)(w). Temos que f(x) - f(w) ~! A(x - w) para todo x E X. 

Se A = 0 7  f d vagamente própria em w. Se A 0 tomemos v E .E corn A(u) < 0 e 

OEU={ZEE;A(z)>A(v)}Er.Nocasoernquef(w_av+&z)<f(w),a>oentao 

temos a - A(—v + z) < 0 e portanto z U. 

b) Suflciéncia. 

Agora suponhamos que f e própria em w e v e U são as constantes da deflniçao de 

propriedade. Definamos v' = (1, v), U' = (-1/2,1/2) x U, 44 = {(r, x) E R x X;" > f(x)}, 

B = (f(w),w) + F, F = {t(—v' + z');t > 0,z' E U'}. Temos que A e B são conjuntos 

convexos e B 

Se (r,x) E AflB temos (r,x) = (f(w),w) —t(1,v)+t(zj,z2), H < 1/2, z 2  E U. t >0 

e r > f(x). Portanto f(w - Lv + tz2) = 1(x) r < f(w) e então z2  U é uma contradição. 

Então AnB = 0 e pelo teorema da separação de hiperplano existe (s, A) = p 6 R xE' - {O} 

tal que (1) sr + A(x) ~: sf(o) + A(w) +p(y) pan todo (r,x) € A, y € r 
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Corno F é urn cone. temos para todo x E X e r > f(x) que ar + A(x) ~: sf(w) + A(w) 

e portanto ternos s > 0. E se .s = 0. segue-se que A(x) ~: ,\(w) para todo x E A c 

$ 0 é urna contradição corn w E iV(X). Entäo s > 0 e definindo A' = A/s temos 

f(x) + A'(x) f(w) + A'(w) para todo x E X. Porrtanto A' e (Of)(w). Q.E.D. 

Observação 1: De (1) acima pode-se dar uma estirnativa (digarnos) da norma de p. E 

bastante lembrar que p é urn cone e portanto p(y) < 0 para todo y E F e de ---u' ± U' C 

F ternos supp(U') < p(v'). Observernos tarnbém que esta estimativa não depende de 

conhecerrnos a continuidade de p e implica esta continuidade. 

Observação 2; A dernonstração de que (Df)(u) th irnpiica a propriedade dc f em 

ser verdadeira para qualquer w E X. 

As seguintes proposiçöes mostram que em geral não se pode garantir a existéncia de 

subgradientes pan pontos de sustentaçáo. Tambdrn mostrarn que para pontos de sus-

tentaqão propriedade é urn conceito rnais geral do que subgradiente. 

Proposição 1. Suponharnos que (E,r) é urn espaço localmente convexo e X C E d 

urn conjunto con vexo mio contido ern urn hiperpiano (isto d verdadeiro por exemplo se 

N(X) 0 ). Entbo se w E x é urn ponto de sustentaçbo de X/228: 

Quaiquer fun cáo convexa f: X -* H. d prdpria em w. 

Existe uma fun cáo convexa continua f: X -* H. tad que f é prdpria em w e (&f)(w) = 0. 

Demonstração: (a) Como w é urn ponto de sustentaçbo de X existe A E E' - {0} tal que 

inf A(X) = A(w). Mas X nao está contido no hiperpiano {x E E; A(x) = A(w)} e portanto 

existew'EXta1 que\(wfl>A(w).Definosuw'_eoEU={zE;A(z)< 

A(v)} E r. Se w - av + az E X entäo A(w) - aA(v) + A(z) ~: A(w) e então A(z) ~! A(u) 

implicando z 0 U o que prova que quaiquer f é própria. 

(b) Definarnos f: X -f H., f(x) = —/A(x) - A(c4. E claro que f é continuae convexa. 

Decorre da parte (a) acirna que f é própria em w. Mas (Of)(w = 0  porque se f(x) - f(w) > 

p(x - pan todo x E X, temos para todo 0 c t < 1, f(± + tv) - f(w) ~ tp(v), isto é 

—./Ji) tp(v) o que é uma impossibilidade. Q.E.D. 

Proposição 2. Suponharnos que (E, r) é locairnente convexo corn cone positivo A, mt A 

4, . 
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Então: 

Qualquer funçäo convexa decrescente f: A -. R (isto i: se x > 0. x' - £ E mt A entdo 
f(x') < f(x)) é uniformemente prápria em A. 

Existe f: A — R. convexa. continua. decrescente e uniformemente prdpria tal pie 

Of(x)=osexeA — intA. 

Demonstração: Fixemos zz e mt A e 0 E U E r sirndtrieos tais que u ± U C A. 

Paratodow>Oet>O,sew'w_tu+tz>0e:eUternosde w 'Ejnt\ que 

f(w) < f(w') e portanto f d prápria em u.' corn constantes u e U. 

Definarnos 	£ -* R. y (x) = sup{r E IL x > ru}. Pode-se demonstrar que 

côncava e —y  é decrescente. De y[—u. a] C [-1. 1] vernos que y é continua (Ekeland-

Ternam pag. 11). Tambdm ye-se facilmente que para todo x > 0, y(x) = 0 se e 

sornente se x E A - jut A. 

Agora definarnos f:A -* R, f(x) = 	 f:A -. R, f(x) = 	 E claro 

que f e convexa, continua e decrescente. Decorre de (a) que f é uniformemente prdpria. 

Agora sex > 0 e p E Of(x) temos que tpu < f(x + tu)— f(x) = —/y(x + tu)+ 

	

—y(x) + t + 	para todo t > 0 e portanto y(x) > 0 implicando que x E mt A. 

Pode-se comparar a Proposição 2(b) corn o Teorema 5 da seqão seguinte. 

Finalmente podemos fazer a demonstraçao do Teorema 1. Prova da necessidade de 

(iii). 

Seja A E E', A > 0 tal que a = inf{f(x) + A(g(x)); x E X}. 

Caso A = 0, a =E f(X) e então iii) é vagamente verdadeiro. 

Caso A 0 0, tomemos V E E taique A(v) >0 e definamos U = {z 6 E;A(z) < 

A(v)} 6 r. Agora se f(x) < a e g(x) !~ —lv + tz, I > 0 temos a < f(x) + A(g(x)) < 

a + t(—A(v) + A(z)) e então A(z) > A(v) e portanto z $ U o que prova iii). 

Demonstração da suficiência de (ill). 

Pelo Teorema 2 provamos que o funcional primal V é própria em 0. Pela propriedade 

(4) de V necessitainos apenas provar que (ÔV)(0) $ 0 e pelo Teorema 3 necessitamos 

somente provar que 0 E N(r). Então suponhainos que A(x) ~! 0 para todo x 6 F. Usando 
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a hipdtese (ii) do Teorema 1 temos que g(x ° ) + A C F e A(g(x ° )) > /\( —z) para codo 

E A317 e entco 317a porque /318. o que prova que /319 e assim termina a dernonstracño 

da pane de suficiência do Teorema 1. 

Agora para a pane final do Teorema 1, suponharnos que f() = a e g() 5 0. Então 

a 5 f() + A(g)) 5 f() = a e portanto A(g()) = 0. 

Observação 3: Em alguns casos o Teorema 3 é urna conseqiiência do Teorema 1. Por 

exemplo tomemos E = L e definarnos g(x) = x - w. Entáo urn multiplicador de Lagrange 

de min{f(x);g(x) 5 0} = a d tal que f(x) + A(x) a + A(w). Portanto sea = f(w).,\ é 

urn subgradiente de f. 

§V Aplicaçöes 

Nosso primeiro exemplo d o tradicional teorema de multiplicador de Lagrange e nosso 

segundo exernplo é a subdiferenciabilidade de uma função convexa. 

Teorerna 4. Sejam f: X -* R e g: X - E como no Teorema 1. 

Suponhamos que: 

cc > a > —cc, a = inf{f(x);g(x) < 01 
existe x 0  E X tal que g(x°) E jut - A. 

Então existe A e E', A > 0 tal que a = inf{f(x) + A(g(x)); x E X}. 

Demonstração: Necessitamos apenas verificar o mtem (iii) do Teorema 1. Pan isto 

tomemos v E jut A e 0 € U E r tais que v - U C A. Se g(x) < t(—v + z), t > 0, z E U 

temos de v - z > 0 que —v + z 5 0 e que g(x) 5 0, portanto f(x) > a o que demonstra 

(iii). 

Nosso próximo teorema é semeihante ao de Ekeland-Temam, pag 22. 

Teorema 5. Seja f: X - a urna fun cáo convexa. semicontinua superiormente em w E 

mt X, X c E e E urn espaço locaimente convexo. Então (Of)(w) 
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Demonstraçao: Pelo Teorema 3 é suficiente demonstrar que f é prdpria em . Caso 

inff(X) = f(w) nâo ha nada a provar. Caso inff(X) < f(w). tomemos ii e E tal que 

f(w ± u) < f(w).w ± E mt X (isto existe porque w E jut K e f é convexa. Agora 

tomernos U E r sirnétrica tal que w + V + U C K e f(w + v + U) < f(w) o qüe é possivel 

porque f e semicontInua superiormente em w. Sc f(w - ctv + az) < f(w), z E U temos 

1 	 1 	 1(w) 
f(w)< f(w—av+az)+—f(w+av—az)< 

9 

+[(1—c)f(w)+af(w+u—z)J <f 

pela escoiha de U uxna contradiqão. Q.E.D. 

Os exempios one se seguem estäo todos no contexto de espacos de Riesz. 

Suponhamos que (E. A) é urn espaço de Riesz sólido, corn urna topologia sálida local-

mente convexa r. 

Exemplo 1: Suponhamos que u: A - B., 1 < i < I são funçoes côncavas e que Y = 

,j) é urna solução de sujeita a E i  x1 <w, onde ri  >0 para todo 

i. Dizernos que Y é urn ponto ótirno de r = (ii,.. . ,r,) Pareto. Urna sustentação de Y é 

p E E' - {O} tal que para todo i, se u(x) > u() então p(x) ~: p(iJ. Suponhamos que: 

u 1  é monótona para algurn z (chgarnos z = 1): isto é sex 	0 então u(x) ~ u() 

para cada i existern v 	0 e V, urna vizinhança sdlida 0 tal que -Ui 6 (uniformernente) 

própria em x para todo x > 0 

w E N(A) e vi E K(w) para todo i. 

Afirmarnos que existe urn multiplicador de Lagrange para o problema max E ,  ru(x) 

sujeito a E i  x1 w. Vé-se facilmente que este rnultiplicador de Lagrange é uma sus-

tentaqão de E. 

Demonstração: Apliquemos o Teorema 1. Definamos K = A1 , f: X -+ B., g: K - 

E, f(x) = — E1ru(x1), g(x) = 	x1 - w, v = 	Verifiquemos a hipdtese (iii). 

Suponhamos que > a = — f(T) e que F i  x - w < —tv + tz, t > 0, z E U. 

Pela monotonicidade de u j , podemos supor sem perda de generalidade que Ei  x - w = 

—tv±tz. Portanto ternos E(x+tv) = w±tz+ > tz. Pelapropriedadededecomposicão 

de Riesz deduzimos que existe 0 C ai x + tv i  tal que E i  ai = tz +. Agora definamos 
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= x ± t(v - aJ, x' = (x 	.'4. Pela solidez de U ternos que fa e U c U, e entdo 

decorre da suposiçäo dc propriedade em u 1  que temosu(xç) > u(x - tu + u) = u(x) 

para todo i. Portanto f(x') < a e g(x') = - + tv - tz+ = U é uma contradicão. 

Q.E.D. 

0 exemplo seguinte é uma elaboraçäo do Exemplo 1 de modo a incluir produçáo. 

Exemplo 2: Suponharnos que u: A -. R 1 < i < I são funçóes cöncavas. sendo Ui 

rnonótona. Ha €J produtores corn urn conjunto de produção Yj cjue é convexo. Urna soluqão 

(,7) do problerna (1) maxE1 rn(x) sujeita a F , x, < w + 	x > 0 1  y3  E 'j 6 

charnada de porno btirno de r Pareto. 0 funcional linear p 	- {0} sustenta este porno 

se para todo i, u(x) > ui(Yi irnplica p(x) > p() e 	= s-upp(V1). V&se facilmente 

que urn multiplicador de Lagrange do problema (1) é urna sustentação de ( Y.  
SupOnharnos que 

—ui SaD uniformernente próprias corn constantes v 1  e U, U, sdlidas. 

Yj é uniformernente prdpria no seguinte sentido: existern 1j  e urna vizinhança sólida 

0 Vj Lal que se = y - tj + tx <y+, y E P, x E Vj entáo y' E P. 

w E N(A). 

Então existe urn multiplicador de Lagrange do problerna (1). 

Demonstração: Apliquernos o Teorerna 1. Definarnos X = Al xj }, f(x, y ) = 

- 	 e g(x, y ) =xi —w 
- 	

V = 	v 1  + 	U = fl U fl fl Tt. 

Se tethos E t r,u(x) > a = - f(Y) e g (x, y ) :~ —tv + tz, t > 0, z E U. podernos 

supor, pela rnonotonicidade de u 1 , que g (x, y ) = —tv + tz +. Escrevendo yj = 	- 	
e 

decompondo v ternos que 	+ tv) + j (vj + t) = tzw + Ej 
 yJ > tz e portanto 

pela propriedade de decornposiçao de Riesz existern 0 < a 	x + tv, 0 < b 	+ tt3j 

tais que tz = Ea + Ej  bj . Como U é sélido ternos jb1  E U C U1 e jbj E U C Vj. 

Agora definamos x I  = x + tv - a 	0. Temos que u 1 (x) ~ u(x 1 ) pela propriedade 

de u 1 . Defiriamos tambérn 	= Llj - t33  + bj € Y quando y < y. Agora vernos que 

E 1 r1u1(x1) > a e g(x',y') = E 1 x1 +tE1v1 - 	 —w 
- 	

+t1ij - 	 = 

g (x, y ) + hi - tz = 0 é urna contradiçao. Q.E.D. 
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§VI Exemplo 1 revisitado 

Nesta seção provarnos urn teorema sobre muitiplicador de Lagrange que permite urna 

grande atenuação da condição de propriedade uniforme (b) do Exemplo 1. 

Suponharnos que E é urn espaço de Riesz sálido e que f: X -* Re g: A' -* E são 

funçöess convexas continuas. 

Suponhamos que existe v E E tal que 

X = k e X:g(x) E A(x)) é convexo 

}[ é denso em X 

a = inf{f(x);g(x) < O} = inf{f(x);g(x) :~ O,x E 	> a> - 

(Condicão de Slater) existem 10 E X e i-  > 0 tais que g(x ° ) < —iv 

existern 0 e U aberto, U E K(v) tais que para todo z 6 U fl K(v) ternos para algurn 

I 6 X, e 

t > 
o{ 

f(x) <a 

g(x) < tu - tz 

Então existe urn multiplicador de Lagrange para inf f(x). 

Dernonstração: Observemos inicialmente que K(v) corn a topologia da norma definida 

pelo funcional de Minkowski de [- v, vj, tern urn cone positivo corn interior não vazio. Agora 

as condiçoes (i) e (iv) garantern a existéncia de muitiplicador de Lagrange pan o problema 

inf 	f(x). Seja A: K(v) 	R, linear e positiva urn rnultiplicador de Lagrge deste rEX0 ;g(r)<O 

problerna: a = mi . Se provarrnos quo A é continua na topologia de E restrita a rex" 
podernos extender A a E e por (ii) concluir quo A tarnbérn é urn rnultiplicador de Lagrange 

para inf f(x). 
g(x)<O 

Então provernos que A é continua. 

Tornernos z € Un K(v). Decorre do (v) que existern x 6 X, e t > 0 tais que f(x) :! ~ a 

e g(x) - tz. Então a < f(x) + A(g(x)) a + t(AU - Az) e portanto Az S  AU. Isto 

implica a lirnitação de A(U n K(v)) e tambérn a continuidade de A. Q.E.D. 
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para todo i existem v > 0 e 0 e 1, aberta e sólida tal que —u, é prbpria em X, no 

seguinte sentido: xç. = f + tv 1  - t: 	0 e E 1/;. z E V. t > 0 entäo u(x) > 

U1 E IC(w), w E r(\) 

Então existe urn multiplicador de Lagrange para 	max 	7'1u1(x 1 ). 

	

i>O. E
l 
	1=1 

Observação: A hipdtese (b) do exemplo 1' implica (a) acima como pode ser facilmente 

verificado. 

Verifiquemos as condiqöes do Teorema 6 

X = {x E X; 	- w E IC(w)} = X fl Ic(w)' é convexo. 

Como w e N(A), K(W) = E e portanto X, é denso em 

Se g(x) 	0, x E X temos necessariamente que x 1  C w e portanto g(x) E Z(w) 

então x E 

Tomemos x 0  = 0, g(x°) = —w. 

Suponhos z E Un K(w). Existe r > 0, 1 z <rw = r• 

Pela propñedade de decomposiçao de Riesz existe 0 < b i  C rYj tal que 	= 

Como U é sdlido, b1 E U paratodo i. Definamos x = f1+(v1—b1) ~ 0, x' = (x'....... ) E 

X. Agora u1(x) > u(j) para todo i, pela suposição de propriedade de (a). Portanto 

(x') c f(E) = a e g(x') = 	+ 1 (U— zj) — w C i(_ z). Temos todas as condiçoes 

do Teorema 6 satisfeitas e provamos assim a existéncia de multiplicador de Lagrange. 

COMENTARIOS FINAlS 

Para fins práticos seria desejavel ter uma condiçäo mais Mcii de conferir do que a 

condiçäo (iii) do Teorema 1. Em particular, uma condição que seria ütil é a condição de 

1. 
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propriedade em f e uma adequada condiqão de propriedade em g. Não sabemos. entretanto 

se estas condiçoes implicariam a condição (iii) que sabemos ser necessária para a existéncia 

de multiplicador de Lagrange. Uma questão mais concreta neste contexto é a seguinte: 

Suponhamos que fj e f2  são práprias e reais. Isso implica que (fi , f2) é própria em algum 

   sentido adequado? 
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§1 Jntrodução 

0 objetivo deste trabalho é estabelecer algumas condiçöcs para a funçáo politica de 

urn problerna dinâmico ser diferenciável ou o que é o mesmo, a função valor ser duas vezes 

diferenciável. A.  necessidade da função valor ser duas vezes diferenciável para deduzir-se a 

cquação diferencial de Bellman de prograrnaçio dinâmica foi anunciada ha bastante tempo. 

Remonta pelo menos a Pontriagin et at (1962 pag. 73 ültirno parágrafo) que também cia 

contra exemplos para o caso geral. Para rnotivaçôes adicionais e tambérn como pano de 

fundo para este trabaiho veja Lucas. Prescot e Stokey, capitulo 2. 

Estudamos o caso, cornurnente usado em econornia, no qual a função objetivo é 

côncava. Nosso principal resultado diz que a função politica é diferenciável em qualquer 

estado estacionário. Partindo disso e usando urn resultado de Araujo e Scheinkrnan (1977), 

prova.rnos que se a função politica é crescente ela tarnbérn é diferenciavel per toda parte. 

§2 Notação 

Seja A C It2  urn conjunto convexo cornpacto corn urn interior não vazio. Seja V: A -* 

It forternente côncava i.e. D 2 V é urna funçao corn rnatriz definida negativa que admite 

urna extensão C2  pan urn conjunto aberto contendo A. Seja 0 < S < 1 a taxa de desconto 

e consideremos o problerna de maxirnização: 

S'v(k,k +1 ) 

{(k),(k,k+1EA,t=o,j,... 
) 

onde k 1, é dado. Suponhamos que o problema acirna tern urna solução para cada 0, < S < 1 

e k0  admissivel. Denominernos essa solução {k(k0)} e suponhamos (J(k 0 ), /cj+i(ko)) E A. 
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A função valor é definida corno 

= 

sendo k(ko) denominada função polItica. Sabe-se que v é estritamente côncava. 

princIpio de Bellman diz que o problema acirna é equivalente ao problema de prbgramaco 

dinâmièa: Achar v tal que 

= rnax{(k o  k 1 )EA} {V(k 0 , /c) + Sv(k i )} 

Antes de enunciar e provar nosso principal resultado necessitamos da seguinte 

Proposicão. k 1 (k 0 ) é diferenciavei se e somence se v' também d diferenciavel. 

Dernonstração: v'( 1 ) = 1k0 ,/. 1 (k0 )). Portanto. se  k 1  é diferenciavel tambdm v' üé. 

Reciprocamente, se v' é diferenciavel, então E1  tambem d diferenciavel, posto que E é a 

solução implIcita da equacäo 

V2 (k 0 ,k 1 ) + Sv'(k i ) = 0 

e 1A 2  +60 < 0. Para isso necessitamos de urn teorema sobre função implicita para funçöes 

diferencjavejs ma.s náo necessariamente c' (ver L. Schwartz). 

§3 Resultados 

Podemos agora estabelecer nosso principal resuitado: 

Teorema 1. k- 1  é diferenciavel em quaJquer est ado estacionairio i.e., em pontos Ic 0  tais que 

k 1 (k o ) = Ic0 . 

Demonstração do Teorema: Primeiro observemos que v é estritamente côncava e por 

urn resultado de Benveniste e Scheinkman v é ë. Portanto, as derivadas a direita, vL e 
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a esquerda. v, de ? existern em qualquer ponto. Por conseguinte. para mostrar cjue a 

derivada de v' existe em urn dado ponto devemos rnostrar que vi = v. Assim. cievemos 

mostrar que v' não tern saltos. A prova do teorema depende do seguinte fato: 

Fato: 0 seguinte enunciado é impossivel: existe uma funqão C 1 , estritamente côncava 
   limitada. V: A - R que é C 2  corn relação a k o  e tal que IA tern urn salto corn respeito a 

em algurn (k 0 , k 1 ), corn a seguinte propriedade: se U é o valor de V para S = 0 então 

existe 0 < S < 1 tal que V(k 0 , k 1 ) - 65(k 1 ) é c2  e forternente côncava. I.e., salto tie V 

não aparece em V - 65. 

Mostraremos primeiro que o fato acima implica o teorema. Suponhamos que o ceorema 

seja falso. Considerernos a funçñ.o: 

V(k 0 ,k 1 ) = V(k o ,k i )+Sv(k i ) 

Ela tern urn salto posto que v tern urn salto por hipótese. 

Tambem, o valor S de V para 5 = 0 é v: 

v(k o ) = rnax{ V(k o ,k 1 ) + Sv(ki) +Ov(k i )}. 

Tarnbérn. 

V(k 0 ,k 1 ) — 65(k 1 ) = V(k o ,/c i ) 

d fortemente côncava, limitada e Cr2,  i.e., não tern saltos, o que contradiz o fato acirna. 

Vamos demonstrar agora o fato acima. Novamente, a demonstraçao será feita por con-

tradiqão. Suponhainos que V e S são como na negação do fato acima. Devernos ter 

t 2 (k 0 , k 1 ) - 55(k 1 ) = 	2 (k 0 , k 1 ) - 6Sf(k 1 ). 

Por isso, desprezando os argurnentos, 

6= fi ll 
- 

ondePVjz5'LS!. 
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Posto que V - 61 é forternente côncava a rnatriz 

( c1 
	t2 

deve 5cr definida negativa. Em particular. cleve-se icr 

c 1 v2i firl 
	- c -1 2, >0 

i.e.. 

• 	 - 
-: 	 - - 

visto cjue 	> 0. 

Substituindo-se o valor de 8 obtem-se: "  

Como 3_ = V1 , e 	= -(V)'i 1 , ternS 

it = 	h 2 k 1  = 	- h 2( v22 Y t' h i +  

Observe-se que a fórrnula de k é clevida a 6 = 0 e ao fato de que pela monotonicidade 

de 0' tern-se urn conjurito denso de pontos diferenciaveis dek 1 . 

Substituindo-se na fórrnula acirna obtem-se 

V11h2 -1"12V21 

IM2- ( v; 2 ) - '] 17 2 1 1 	11[c', - 

For isso. 

2T'2i 	V1j 

e corno 14 <0, 

- - (*) 	 22 
• 	

> 
V12 V21   
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?vlas como j/  deve tambem ser estritamente côncava. 

(t 	c 2 
i t7 	i - +    \ '21 	'•nn 

deve ser semidefinida negativa. For isso. 

> 1121'21 

,- 
22 - 	-. ill 

posto que 17  < 0. E claro clue (*) e (**) estão em contradiçao e o teorema fica demons-

trado. Como conseqüencia obtern-se a seguinte resultado: 

Teorema 2. Suponbamos V 12  > 0. Então a pal itica é crescente e k 1  d diferenciavel. 

Dernonstraçio: Sabe-se que V12  > 0 implica a funçao politica ser crescente. Para mos-

trar que ela é diferenciavel observemos que neste caso temos urn grfico como o abaixo: 

I.e.. 

(* *) 

  

Por essa razio. temos apenas estados estacionários e pontos na bacia de atraçäo de 

urn estado estacionário locaimente estavel. Neste primeiro tipo de pontos a funcão politica 

é diferenciavel pelo Teorerna 1. A diferenciabilidade da função politica em outros tipos de 

pontos decorre de urn resultado de Araujo e Scheinkman (1977). 
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