PROGRAMA NACIONAL DE PESQUISA ECONOMICA

Serie Fac-Simile n@ 37

A TEORIA DO EQUILIBRIO GERAL E A
PROGRAMAGAO MATEMATICA COM UM NUMERO
INFINITO DE BENS

A. Araujo

(Versao apresentada ao PNPE em fevereiro de 1990)

RIO DE JANEIRO
MARCO - 1990



Os trabalhos reproduzidos na Serie Fac-Simile sao produto de pesquisas finan
ciadas pelo PNPE. Os textos nao sao submetidos a nova revisao dos autores e
representam a cdpia fiel dos originais datilograficos entregues ao INPES/

/IPEA por ocasiao do término dos projetos.

PROGRAMA NACIONAL DE

ENLES

PESQUISA ECONOMICA

As opinioes emitidas neste trabalho sao da inteira e exclusiva

responsabilidade de seu(s) autor(es), e nao exprimem necessaria-

mente o ponto de vista das entidades promotoras do PNPE.




INDICE

A TEORIA DO EQUILIBRIO GERAL E A PROGRAMACAO MATEMATICA COM UM
NUMERO INFINITO DE BENS.
A.ARAUJO

EQUILIBRIO SEM CONDIGOES UNIFORMES.
A. ARAUJO
P.K. MONTEIRO

NAO-EXISTENCIA GENERICA DE EQUILIBRIOS EM MODELOS DE FINANGAS

A. ARAUJO
P.K. MONTEIRO

NOTAS SOBRE PROGRAMAGAO QUANDO O CONE POSITIVO TEM UM INTERIOR

VAZIO.
A.P. ARAUJO
P.K. MONTEIRO

SOBRE A DIFERENCIABILIDADE DA FUNCAO POLITICA.
A. ARAUJO

Pag.

20

33

46






A TEORIA DO EQUILIBRIO GERAL E A PROGRAMACAO
MATEMATICA COM UM NUMERO INFINITO DE BENS

A. Araujo

IMP A

1989

Como ¢ sabido, prosseguindo o trabalho de Walras, Wald e outros, Arrow e Debreu
desenvolveram um modelo e provaram a existéncia de um equilibrio para uma economia
competitiva com um numero finito de bens. Posteriormente muitas outras propriedades
do equilibrio geral com um nimero finito de bens foram desenvolvidas e generalizadas.
Mais recentemente, porém. os economistas vém trabalhando com situacdes que envolvem
um nimero infinito de bens. Tal situagdo se d4, por exemplo, quando temos um horizonte
infinito. Como ja foi demonstrado por Cass e Shell um ntmero infinito de periodo é
imprescindivel nos modelos monetérios, por exemplo, pois se tivermos uma moeda como
reserva de valor e um nimero finito de periodos ela ndo vale nada no 1ltimo o que por sua
vez acarreta que nao vale nada no pemiltimo e assim sucessivamente até que ela desapareca
por completo da economia. Qutra situagao que motivou um nimero infinito de bens sio os
modelos de finangas que tém um numero infinito de estados de natureza. Qutros exemplos
com um numero infinito de bens sdo os problemas de crescimento étimo.

Anteriormente j& haviamos estudado a questdo de existéncia de paretos Stimos e da
existéncia de fungdes de demanda com um nimero infinito de bens. Nosso objetivo aqui é
o de estudar a questio de existéncia de equilibrios com um niimero infinito de bens. Ante-

riormente demonstramos ser necessario a condigdo de impaciéncia dos agentes economicos



para a existéncia de otimos de Pareto. pré-requisito para a obtencio do equiiibrio. Os
resultados obtidos até recentemente para a existéncia de equilibrio, além de impaciéncia.
requeriam condigées muito fortes.

No segundo trabalho a seguir demonstramos. contudo, que em certas situacoes a
dificuldade de se obter equilibrio se complica sobremodo. Assim. é por exemplo o caso dos
modelos de finangas que recentemente vem obtendo amp'la aceitacao.

Tais modelos baseiam-se em modelar os pregos das agdes como movimento Browniano
que supde um numero infinito de bens por se tratar de modelo de tempo continio. Neste
caso mostramos que o equilibrio nao existe para a quase totalidade dos casos.

Tal resultado coloca um problema grave para a aceitacio tedrica destes modelos.

No terceiro trabalho apresentado abaixo estudamos a questdo da programacio ma-
tematica com um numero infinito de varidveis. Para tal utilizamos os métodos matematicos
desenvolvidos para o estudo dos itens anteriores.

Finalmente estudamos a questdo da diferenciabilidade da funcdo politica e da funcio

valor encontrado em Programacdo Dindmica.

PNPE 37/90



EQUILIBRIO SEM CONDIGOES UNIFORMES
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Provamos neste trabalho dois teoremas sobre a existéncia de equilibrio‘ geral. No
primeiro. supomos propriedade pontual da preferéncia nas alocagoes otimas de Pareto.
Por exemplo. para sustentar uma alocacao Stima de Pareto necessitamos supor propriedade
somente na prépria alocagdo. Nosso segundo teorema trata o caso de utilidades separaveis.
Com esta assertiva provamos a existéncia de equilibrio supondo propriedade somente nas

dotagoes iniciais. Journal of Economics Literature, ntimero de Classificacao: 021.
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§1 Introducao

Ultimamente tem havido um crescente interesse pelo estudo de problemas econdémicos
com um numero infinito de bens. Ha vérias motivacdes econémicas para este trabalho.
como em: modélos de financas em que os retornos sdo estocasticos. Duffie-Huang [9):
modélos de diferenciagdo de produtos Mas-Colell {13}, Jones [11]. O estudo abstrato de
equilibrio geral com um nimero infinito de bens remonta pelo menos a Debreu [7] que
apresenta um tratamento geral e elegante do problema mas faz a forte suposicio de in-
terioridade ndo vazia do conjunto de produgao. Depois disso, Bewley [6] mostra um tra-
tamento completo do caso L. Mais recentemente, Mas-Colell considera o problema em
espagos de Banach gerais, sem suposi¢des de interioridade. Para demonstrar a existéncia
de equilibrios Mas-Colell faz uma suposigio interessante mas, em alguns casos, forte qual
seja a de propriedade uniforme das preferéncias. A principal meta deste trabalho é ate-
nuar a suposicao de Mas-Colell para uma suposicio de propriedades pontuais simples.
uma condigdo que nao pode ser dispensada como mostra um exemplo. Para tornar clara
a distingdo entre o nosso trabalho e o de Mas-Colell gostariamos de citar um resultado de
Richard e Zame [17} que diz que qualquer preferéncia que satisfaz a condigao de proprie-
dade uniforme admite uma extensdo para um conjunto com interior ndo vazio que contém
o ortante positivo. Por isso, se uma preferéncia for dada por uma utilidade que satisfaz
uma condigdo do tipo Inada, muito comumente usada em teoria do crescimento, i.e. uma
derivada infinita em zero nio pode ser infinitamente prépria e por isso nio é comumente
tratada na literatura.

Concluindo: Em Araujo 3] provamos que se requer impaciéncia dos consumidores
para obter-se a existéncia de pontos 6timos de Pareto. Neste trabalho, aperfeigoando
um resultado de Mas-Colell {14], mostramos que para obter-se os equilibrios Walrasianos
necessita-se de muito pouco além dessa impaciéncia, pelo menos em L,(1 < p < c0).
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A segunda meta deste trabalho ¢ tratar explicitamente o caso de utilidade séparavel.
A motivagdo disto é o grande emprego de utilidade esperada em incerteza e utilidade
descontada usada em crescimento e financas. Para este caso. obtemos existéncia apenas
com condigdes nas dotagdes iniciais. que sdo muito mais faceis de conferir.

Este trabalho estd formalmente organizado como se segue. Na secio 2 introduzimos
notagdes e fatos basicos. A secdo 3 destina-se ao principal resultado: existéncia sem
condi¢des uniformes. Na secoes 4 estudamos o caso de utilidade separavel ¢ obtemos
um teorema que faz suposicoes apenas na dotagdes inicial, uma condigio que pode ser
facilmente conferida na pratica.

Para terminar esta Introducio gostariamos de mencionar alguns trabalhos recentes no
campo.

Zame {20], usando métodos diferentes. amphlia o trabalho de Mas-Colell para o caso
de produgdo. Usamos algumas de suas técnicas em nosso trabalho. Aliprantis. Brown
e Burkinshow [2] estudam o caso de equilibrios de Edgeworth. Entretanto. ambos os

trabathos usam a suposi¢do de Mas-Colell de propriedade uniforme.

§2 Notagao e fatos basicos

Supomos que o leitor conhece os fatos bésicos sobre espagos de Riesz. Tudo o que
necessitamos encontra-se em Peressini {16] ou em Aliprantis e Burkinshaw [1].

Dizemos que o espago de Riesz (E,7) é completo segundo Dedekind se qualquer
subconjunto de K limitado na ordem tem um supremo em E e a topologia r é continua
em relagdo a ordem se z; > 0, 7 € I é uma rede decrescente para zero entdo z; — 0.

Necessitamos da

Proposigao 1. Se (E, ) é um reticulado localmente convexo entio (i) e (ii) sdo equiva-
lentes:

i) E é completo segundo Dedekind e T é continua em relacio a ordem
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uj todos os intervalos de E/Ta sdo o(E, E') compactos.

Para uma demonstragdo, veja [1] p. 139.
A proposicdao que se segue, introduzida em economia por Zame {20} serd usada poste-

riormente.

Proposigao 2. Se (E.7) é um espaco de Riesz localmente sélido com cone positivo A,
entao
1) para todo w 2 0.p, o funcional de Minkowski de [—w.w], define uma norma em

KNw) = U r{—w.w] tal quew é um ponto interior de A’ (w)NA e {m:K(wi — R:x > 0.
>0

linear} € o N'(w, N(w)) compacto.
i1} a topologia induzida por 7 em K (w) é mais fraca do que a topologia da norma definida

por p.

Demonstragao: (i) Use a proposicio 4, p. 118 de Peressini e o fato de que as bolas na
norma definida por p sao os intervalos rl—w,w], r > 0 e desse modo fica claro que w € um
ponto interior de A'(w) N A. Fica clara também disto, a validade da tltima exigéncia de

(1). (ii) Necessitamos apenas usar o fato de que os intervalos sio 7 limitados. Q.E.D.

Seja € = (Xj, =i, w;)!2, uma economia com espaco de bens E onde para cada consu-

midor 2. .X; C E, 1, X; C E é o conjunto de consumo, = é sua relacdo de preferéncia e
I
w; € X; é sua dotagao inicial. Denotamos por w a soma E wi.

i=1
Suponhamos que £ é ordenado. Uma alocagdo é z = (z1,...,27) onde z; € X; para
todo :. Uma alocagao é factivel se 3. z; = w e z é factivel com livre disponibilidadé" se
2_;Ti S w. Uma alocagdo factivel é Stima de Pareto se nio existir uma alocagdo factivel
y com y; >, T; para todo i. Se z for étima de Pareto, entdo ela é individualmente racional
se T; »; w; para todo z. r
Um quase-equilibrio em £ é uma alocagio factivel z e um preco p # 0, um funcional
linear em E, tal que pz; < pw; paratodo i, e se y >=; z; entdo Py > pw;. Se também y >; z;
implica py > pw; 1 <7 < I, dizemos que (z,p) é um equilibrio. Dizemos que p # 0, linear
em E, sustenta a alocacdo z se para cada ¢, y >; z; implica py > pzi. As defini¢des de
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quase-equilibrio, équilibrio e étimo de Pareto. com livre disponibilidade. sio as mesmas
onde em vez de alocagoes factiveis, usamos alocacdes factiveis com livre aisponibilidade.
Supomos sempre que as relagdes de preferéncia sio completas e transitorias. Uimna

relagao de preferéncia > com um conjunto de consumo .\ C E, E ordenado e com uma
topologia 7: (

a) ¢ estritamente mondtonasez > yz#yz >y z £y em X implica z >

b) é continua se >~ é um subconjunto  fechado de X x X

b’) € 7 semicontinua superiormente se para todo y € X, {z;z > y} é r fechado

c) € fracamente convexa se {z:z > y} é convexa para todo y

d) é convexasez > y implicarz +(1 —rjy >y, 0<r < 1

) énao saciavelem 4 C X separacae 4 hda z € X tal que > a

f) tem uma representacdo de utilidade se hd u: ¥ — R tal que T = y se e somente se

u(z) 2 u(y).

§3 Quase-equilibrio sem propriedade uniforme

Nesta secao demonstraremos um teorema sobre a existéncia de quase-equilibrio. fa-
zendo suposicoes de propriedade somente nos pontos 6timos de Pareto individualmente
racionais. Esta é uma generalizagdo importante posto que propriedade uniforme é uma
forte restrigdo. Ela é util também por ser mais facil de conferir: o conjunto de pontos
6timos de Pareto individualmente racionais usualmente é muito pequeno.

Comecamos com o Lema 1:

Lema 1. Seja £ = (X;, >=;,w;)., uma economia com E como espaco de bens. Suponha-
mos que E é um reticulado ordenado pelo cone A e tem uma topologia 7. |
Suponhamos:
a) o conjunto de alocagdes factiveis com livre disponibilidade é r compacto

b) X; é convexo, T fechado, X; CA,w; € X; 1<:i<1I
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c) =; ¢ T continuo superiormente e continuo em alguma topologia linear
d) >=; é convexo

e} >=; ¢ nao sacidvel no conjunto X! = {z € X, existe uma alocagdo factivel y com

yi = z}. E claro que X! é v compacto e entio existe a; >; X!

Entdo se v > w e a; € K(v) para todo i, a economia &, = (X; N K(v); = 0(K(v) x
K(v)),w;)!Z, tem um quase-equilibrio (com livre disponibilidade) T = (F,,....Z;).

T hi(v) R, 720, 7#0, (rv=1)em(w -3,

[ Ti) = 0.
Observagao: Poderiamos substituir {d) por convexidade fraca se fizermos a suposicio de
que para todo 2 € X} e e > 0. (2 + [—sv.co]) N {z;2 = 2} # 0. & > 0. (2 + [—ze e N
{zi2 =z} # ¢.

Nao provaremos este lema porque sua demonstragio é similar a muitas outras ji
publicadas, como Bewley [6] ou Zame [20]. Comparando com o teorema 2 de Zame [20)
nao fazemos suposicdes de interioridade relativas aos conjuntos dé consumo. A hipdtese
de existéncia pre-dual feita em F lérenza.no [10] néo é 1til aqui.

Este lema é uma ferramenta importante para a nossa demonstracio do Teorema 1.
Ele é também um teorema muito geral sobre existéncia de quase-equilibrio nos subespagos
K(v) de E.

A relagao de preferéncia > com espago de bens (E, )

a) ¢ M prépria (MP)emz € X sehdv€ Ee0 € U € Ttaisqueser > 0ez—rv+rs = 2

entdo z ¢ U.

b) YZ propria (YZP)emz € X sehdve EeQ€ U €1 tais queser > 0 é pequeno e

t'=z+rv-rz€X z €U entio z' > z.

Geometricamente M P exige a existéncia de um cone com interior nido vazio. situado
abaixo do conjunto de indiferenga. Y ZP requer, semelhantemente, a existéncia de um
cone com Interior nao vazio, apontando para dentro do conjunto de indiferenca.

As versGes uniformes (UM P e UY ZP) correspondem as versdes pontuais onde U e
v/125 sao independentes de z.

Seja (E, ) um reticulado localmente convexo e £ = (X;,>;,w;)_, uma economia

com espaco de bens E com cone positivo A.
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Suponhamos que:
[ E ¢ completo segundo Dedekind e 7 é continua em relacdo a ordem
X, =Aw;201<:<T
III >, e convexo, T continuo e nao saciavel em [0, ]
IV =, satisfaz Y ZP em cada um dos pontos 6iimos de Pareto individualmente racionais

ev; € l(w)NA.

V K(w) =E.

Entao £ tem um quase-equilibrio (Z,7) e ¥ € E'.

Observamos que diante de (V) a hipdtese v; € IK(w) feita sem perda de generalidade.

Antes de demonstrarmos o teorema faremos alguns comentarios sobre as hipoteses VL.
V, I A hipétese IV ¢ nosso ponto principal e ¢ um enfraquecedor substanciai de UMP.
Entretanto nao trataremos de casos como ca(k).

Posto que necessitamos também de V. Isto nao ¢ devido a demonstragdo porque os
itens I a IV ndo sdo suficientes para garantir a existéncia de um quase-equilibrio em £ que
nao seja zero em K(w) (por exemplo u(zy,z;) = v(z,) + VZz w = (1,0)). Observamos
também que se F(“‘-’_) # E existe um quase-equilibrio: tomemos ¢ € E' v # 0 tal que
(K (w)) = {0}. Hd um a > 0 com ¢(a) # 0 e podemos supor ¢(a) > 0. Entdo 7 = V 0
é um quase-equilibrio.

Quando w > 0 é tal que K(w) = E dizemos que w é um ponto quase interior de A.
Em todos os reticulados de Banach separdveis o quase interior é denso em A. Nos espacos
LP(Q, A, 1) 1 £ p < o0 0 quase interior é o conjunto de funcdes estritamente positivas. No
espago ca(K) de medidas contavelmente aditivas com incontavel X, que € nao separavel,
o quase interior é vazio. Por isso os aperfeioamentos do nosso teorema sio menos claros
neste caso.

Nossa hipdtese I garante a fraca compacticidade do conjunto de alocagdes factiveis.
Nesta situagao com conjuntos de consumo particulares nio necessitamos supor que (E, )
seja sub-reflexiva (ver Araujo [4] para o caso com conjuntos de consumo em geral).

Vamos demonstrar o Teorema 1.

Demonstragao: Segue-se de I e da proposigio 1, que os intervalos de E séo o(E, E')
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compactos. Segue-se de IIT que existe a; >; [0.w] e de V que a; € I{w), sem perda de
generalidade. Se n’ é um inteiro suficientemente grande. a; »; 0,w(1+ ﬁ}] para n > nY

1 € ¢ < I Pelo Lema 1 existe um quase-equilibrio de &, = £,» ondew” = ., + L.,
¢ n

et =(zf,..xf), v K(w) = R, 7" >0, 7w = 1.
Como 7w > 1/n é verdade que z" é um equilibrio e por 1sso € otimo de Pareto com
z? =i wi + 2w. Decorre da compacticidade de [0,(1 + I)], pela proposicdo 2 que existe

t —

. fe — : ! . .
uma sequéncia s;" — Tio(E, E'), 7¥» — mo(K'(w), K(w)). Segue-se de 3, 1" < w + L.
que ), T; < w. E ficil ver-se também que T = (T;,....I7) e 7 sao um equilibrio em A'(w).
Afirmamos que T; =; «; (nao se pode demonstrar isto diretamente porque r; apenas

converge fracamente).
Demonstragao da afirmagao: Se {n;w; + FI,,"" >; wi} é infinito entao {n: xf'" iwi) é
infinito e por isso Z; >; w;. Se ndo, temos que k;, = min{n > p;w; + tw =Wy k—lﬂ—.. para
todo m > p} é bem definido para todo p. Entao zf-"‘ i ws + ﬁ”-w > wi + ."ITPW para todo
n > p. Porissoz; >; w; + éw para todo p e entdo T; > w; o que termina a demonstracio
da afirmacao.

Se y é uma alocagao factivel com y; =; 7; 1 < i < [ , temos eventualmente que
Yi >y 1:‘" para todo . Como ) ,y; S w < w + 7;1:“"’ temos uma contradicio. Portanto
podemos usar IV quando T é um étimo de Pareto individualmente racional e entdo existe
0el;ersolidoew; >20v; € K(w)dado por YZP em z;.

Seja U = ZU,-. Seze UNK(w)hdr > 0tal que |z| S rw = 3, rF; +r(w — 5, Ti).
i<1

Pela propriedade de decomposi¢io hd 0 < a; <71 <i<I[,0<b< w— >, T, tal que
|z| = 30;ra; + rb. Segue-se de YZP e U sélido que ra; € U e T; + Hvi—ra;) = T; e
portanto 7(Z;) + +(m(vi) — w(ra;)) > n(wi) = 7(F;) e assim 7(v;) > 7(ra;).

Agora 0 < 7b < w(w — 37, 7;) = 0 e entfio temos 7z < 7(]z]) < ¥, mv; para todo 2z €
UNK(w). Entao segue-se que 7 é 7 continuo em K(w) e tem uma extensio 7 > 0, 7 € E'.
Este T satisfaz a defini¢do de quase-equilibrio. Seja z >; T; entdo ra; + (1 —r)z »; Z;.
Como K(w) = E héd z, € K(w)ze — z e consequentemente z7 € K(w)z}r — 27 = z.

Eventualmente ra; + (1 — r)z¥ >; T;. Portanto rr(a;) + (1 — r)rz} > n(wi) e entdo
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ra(a;) + {1 — r)7(z) > T(w;) e fazendo r — 0, 7z > Tw;. E claro que TIT; = Tw; 0 que
completa a demonstragao. Q.E.D.

O leitor pode observar que a idéia de usar propriedade para demonstrar a continuidade
do preco de sustentagio é a mesma de Zame [20]. Observamos também que MP garante
(numa economia com um consumidor) a existéncia de uma sustentagio continua enquanto
YZP implica a continuidade de cada sustentacio em K'(w).

O teorema que se segue mostra mais convincentemente a diferenca entre nossa hipctese

de propriedade pontual e a hipdtese UMP.

Teorema 2. Seja & =1\, i,-,w,-){zl uma economia com espaco de bens E. um reticulado
localmente convexo. Suponhamos que >; é continua e convexa. Seja T um dtimo de Pareto
e suponhamos que YZP vale para =; em T; com v; € K(w) N A. Suponhamos também
que K(Lu_) = E. Entdao T pode ser sustentado por algum 7 > 0, 7w = 1. Assim para
sustentar uma alocagao étima de Pareto necessitamos apenas de propriedade num ponto.

Isto é muito mais fraco do que UMP.

A demonstracdo do Teorema 2 é semelhante a do Teorema 1, usando-se o seguinte

lema, que pode ser comparado ao Lema 1.

Lema 2. Seja(E,\) um reticulado localmente convexo. Suponhamos que T = (Ty,...,T/)
¢ um otimo de Pareto de £ = (X}, t;,w,—);;l. Suponhamos também que

a) X; € fechado, convexo, X; CAew; € X;1<i< T

b} »; € continua

c) =; é convexa e nao saciavel em T; com a; >=; Z;.

Entdo se v > w, a; € K(v) para todo ¢, T pode ser sustentado em K(v) por algum
w2 07v=1.

I
Demonstragao: Definamos C = {Z(m, —Zi)zi =i T 1 <i < I}N K(v). C é convexo

=1
e ndo vazio. Pela Proposicio 2 (i) e (ii) existe m: K(v) = R 7C > n(—K(v) N A). E claro
que m > 0 em K(v)NA e mv # 0. Portanto podemos supor que 7v = 1. Por um argumento

usual 7 sustenta T em K(v). Q.E.D.
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As seguintes inclusées sio verdadeiras UMP = UYZP C YZP < UMP. A dltima

inclusdo propria pode ser vista pelo seguinte exemplo.

Exemplo 1: (Richard-Zame [17]). E =% w = w; = wy = (2;;’1‘. Tomando a. 5 € (7 |

linearmente independentes Richard ¢ Zame provam que & = (Gi,(u,wl),(vwg)) onde
u(z) = min{U(z) - U(w), (&, z ~ w)}, v(z) = min{U(z) - U(w), (B, — w)} é uma econo-
mia com uma unica alocacdo étima de Pareto individualmente racional T = (wy,wy) tal

que nao ha quase-equilibrio.

E claro pelo Teorema 1 que YZP fatha. Agora MP ¢ valido quando « sustenta wy o
3 sustenta wy. Podiamos dar facilmente uma demonstragio direta para mostrar que YZP
nédo € verdadeira: necessita-se apenas observar que U'(w) = (1,1,... ) sustenta w; em K(w)
mas € discontinua na norma.

Sabe-se que em dimensdo finita com preferéncias monoténicas, UMP ¢ valida e por-
tanto UYZP também é vélida. Mas com preferéncias em geral, possivelmente nio mo-
noténicas, podemos demonstrar apenas MP pontual e isso nio garante a validade de YZP.

A seguinte proposicéo mostra que com condi¢des muito gerais é valida em dimensio finita.

Proposigao 3. Seja X C R" fechado e convexo. Seja > uma relacdo de preferéncia em
X, continua, fracamente convexa. Entdo para todo z em X, ponto nao saciavel de =, YZP

€ verdadeiro.

Demonstragao: Seja M(X) um subespago de R™ gerado por X — r z € X. (isto é
independente de z). Entdo existe a € X = {b € X; para todo v € M(X) hdat > 0,
b+tv € X}. Tomemos z' > z. Entdo z' = rz' +{l1-r)a€ X se0 <r < 1. Assim se r for
préximo de 1, 2’ > z. Definamos v = 2’ —z e U uma vizinhanga de 0 tal que z € UNM(X)
implicaz’' —z2€Xez' —2>2. Sejal>r>0ezeU comz+rv—rze X. Temos

:EM(X)eentdoz +v—2>z ez +rv~—rz>z por convexidade. Q.E.D.

Voltando & demonstragdo do Teorema 1 podemos ver que a existéncia de uma base
de vizinhanca solida de zero é usada para demonstrar a continuidade da sustentagao. O

exemplo que se segue (Jones [11]) mostra que ndo podemos relaxar esta hipétese.
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Exemplo 2:
E="L70.1], 7=0(E,C'0.1Dwi(t)=1— wslt)
0 t<1/2 |
=11 ¢o 1/2 ul(x)z‘/u tx(t)dt  us(z)

1
=/ (1 —t)z(t)dt, z>0.
0

Temos UYZP (em 7) mas a unica sustentagio em (w,ws), ¢ = fol to(1 — t)x(t)dt é tal

que q ¢ E'.

§4 O caso separavel

Nesta se¢do mostramos que ;Sara pfovar a existéncia de equilibrio com utilidades se-
paraveis necessitamos apenas de YZP nas dotacdes iniciais.

Suponhamos que 1 < p < oo, LP = LP(Q, A, ), po. LP = LP(Q, A.u), po-finito.
Seja dado u: L% — R. Entdo dizemos que u é separavel se existe v: Q) x [0,00) — [0, 0]
mensuravel tal que

i) paracadat € , vi(f) =v(t, f) é concava e estritamente crescente;

ii) para todo f € L2, u(f) = fj, ve(fo)du(t).
o0
Por exemplo se {1 = .V e i é a medida de contagem entio u(f) = Z ve( fe) é separavel.
f==1
E facil ver-se que u € concava e estritamente mondtona. Representemos por vl a
derivada a direita de v¢ e por v; a derivada & esquerda de v;. Nosso objetivo é provar o

seguinte
Teorema 3. Sejam 1 < p < o0, g taisque 1/p+1/g=1 e seja £ = (L’_}_,u,-,w;){._.l uma
economia com utilidades separaveis e continuas na norma u;. Suponhamos que w; € LE |
para todo i e que Iv;'(wg)lq < o0 para todo i (*) onde v (w;) = (v (wit))en-

Entdo £ tem um equilibrio.
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Observemos que a hipétese (*) é a mesma coisa que YZP em w; para todo .
Necessitamos de algumas definicdes.

Suponhamos que X C E ¢ convexo. E um espaco vetorial e u: ¥ — R é uma funcao.

Se € X definimos S(z) = {h € E: hdt > 0.z +th € X} e I{z) = S(z)n =S(z).

L hY —
Representemos por u'(z)h o limite lim ~ (z +rh) — ul
T'LO r

qua.ndo existe.

Agora damos a

Demonstragao do Teorema 3: Pelo Lema 1, £ tem um quase-equilibrio { f, =) em ' (w),
f=th,  fr)ymhKw) =R, 720, rw = 1.

Agora existe ¢ com 7ww; > 0 e como u; € estritamente mondtona.  é estritamente
positiva e portanto nw; > 0 para todo j. Entdo pelo Lema 5 abaixo existe Aj > 0 tal que
uj{z) — ui(f;) < Ajw(z — f;) para todo z € K(w), z > 0.

Portanto, dado h € S(f;) temos que para qualquer r > 0 suficientemente pequeno,

ui(fitrh)—u;(f;) < /\jﬂ'h.
- >

Pelo Lema 3 abaixo temos que uj(fj)h < Ajmh. Portanto pelo Lema 4 abaixo con-
cluimos que para todo h € I(f;), h > 0, Ja vi(fio)hedu > Ajmh (**).

Como w; € L?H para todo z, temos que b = _1<\1w,- € L .. Entao L'(b) = L?. Disto

concluimos que se T € continua na norma em A '(b) podemos extendé-la para L? e a extensao
é um equilibrio de £. Entdo provemos que 7 ¢ continua em K (b).
Definimos para cada j < I, 4; = {t € Q, f;j1 > wj;}. Temos de ij = w que
i<l
UAf = (. Tomemos h € K(b). Entdo existe r > 0 tal que |h| < rw; para todo .
jE€I
Entdo como |h|xa; € I(f;) temos de (**) que Am(thlxa;) < [y v fihexa; du(t) <

Jo vii(wie)hexa; dp(t) < |vJ-_(wj)|q IR,

oy (w;)],
Portanto concluimos que |rh| < 7 [h] < (1h] 3 xa;) = 3 w(lhlxa;) € 3 et % { - “ L 1h),,
7

isI <1 i<l

IJ(])'

< 00, isto prova a continuidade na norma de 7 e encerra a de-

isto é ||7f] < Z

I<TI
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monstracao do Teorema 3.

Agora damos os lemas usados na demonstracio acima.

Lema 3. Seja F: X' — R uma funcdo céncava. X' C E convexo e E um espaco vetorial,
Entédo para todo r € X. h € S(z)

. . F h)—F
1) o quociente g(r) = Flatrb) 2 F(z) resce quando r > 0 decresce

i) F'(z)h = sup g(r)
r>0

iii) se h € I(z) entdo F'(x)h + F'(z)(—h) < 0 e F'(z)h é finito
iv) se X C R entdo as derivadas de F. F~(z) & direita e F*(z) a esquerda sao funcées
decrescentes.

A demonstragdo do Lema 3 ¢ ficil e ndo sera feita aqui.

Lema 4. Suponhamos que u: L}, — R € separavel. Entio para todo f € L%, h € S(f)
temos 'fQ[v;"(f,)hf — vy (foh{]du(t) = w'(f)h. Em particular se h > 0, h € I(f), temos
w(f)(=h) = = [, vy (fo)hedp(t).

Demonstragao: Temos por definigdo que u'(f)h = lim u(f +rh) — u(f) m
riQ T r

Agora pelo Lema 3 (i), o integrando cresce quando r decresce, portanto pelo teorema da
convergéncia monctona temos que u'(f)h = [, vj(fi)h()du(t) e isto termina a demons-

tragao do lema.

Lema 5. Suponhamos que u: X — R é céncava e 7 é uma sustentagio de w € X tal que

mw > [7X. Ento existe A > 0 tal que u(z) — u(w) < Ar(z — w) para todo z € X.

Demonstragéo: A hipdtese de que 7w > inf 7.X implica (pelo argumento usual sobre
a existéncia de ponto de menor despesa) que u(w) = max,¢ X,xz<mw- Lste problema de
programacao concava satisfaz a condigdo de Slater para existéncia de multiplicador de
Lagra.nge e portanto existe A > 0 tal que u(w) = max,ex(u(z) + A(mw — 7z)) e isto conclui
a demonstracao.

Observagao: Nao poderiamos usar o Teorema 1 para demonstrar o Teorema 2 posto que
nossa hipétese no Teorema 2 nio garante YZP nos pontos 6timos de Pareto individualmente

racionais como mostra o exemplo seguinte.
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Exemplo 3: E = 2 y(z) = (3,2) + g(z) g(z) = Z\/J:,/\w, e us(e) = {(J.x) +

=1

x0
Zvl‘t/\a: ar = wifte Y, o < 0 w € 2., 3 € 2, Temos que u, ¢ uy sio
t=1

u's

separaveis. Definamos a dotagdo inicial. Para isto definamos v = (—a, 22, %2} onde

a = H“';;l“‘” faz Jv = 0. Escolhamos r > 0 tal que w! =w+rv > 0 (w; —ra > 0) e

2

w” =w—rv 2 w/2. Entdo temos que u] (w;) = (T\f#:ﬁ“d?‘ﬂ:"‘”) € eur(wy) =3

Y

¥

Mas (w,w) é um dtimo de Pareto individualmente racional com uT(w) = (3 + ,lﬁ
(>. A verificacdo ¢ facil. E como u™(w) sustenta w ¢ é descontinua. YZP ndio pode ser
verdadeira.

O exemplo seguinte dd uma ideia de uma fungio utilidade coberta pelo teorema acima.
[e <]

Exemplo 4: (Utilidades separaveis). O conjunto de bens é eF u(z) = Zu,(r,), uy é c*.
t=1

com u;(0) = o0, u{(z) <0 (como‘ u(ze) = 6'\/z¢, 0 < § < 1).

o0

Os resultados desta secao exigem somente que Z(é‘ut(wt))q < 0.
t=1
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NAO-EXISTENCIA GENERICA DE EQUILIBRIOS
EM MODELOS DE FINANCAS

A. ARAUJO
P. K. MONTEIRO
1987

RESUMO.

Os modelos de finangas usuais definem os bens como sendo processos estocasticos.
Isto sugere L? como espaco de bens. é comum também exigir-se que a derivada da funcao
utilidade seja infinita no ponto zero para assegurar solucées quase interiores que permitem
‘deduzir as férmulas usuais de precos de ativo. O trabalho mostra que sob essas suposicoes.

ndo existem equilibrios Walrasianos genericamente nas dotacées iniciais.

§I Introducao

Recentemente tem havido muito interesse pelo estudo de modelos de financas onde os
titulos sao descritos por um processo estocastico, sendo o movimento Browniano o mais
usado. Esses modelos foram alvo de renovado interesse em razio do sucesso obtido pela
férmula de Black e Scholes. A suposigio de que o processo estocdstico tem variancia finita,
usualmente feita, conduz a um espago de bens contido em L2, o espago de fungoes de

quadrado integravel. Neste caso o estudo de questdes como a existéncia de equilibrios
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Walrasianos deve ser tratado num contexto de dimensio infinita. o que tem acontecido e
muitos trabalhos recentes. como por exemplo em Duffie (1086). Nesse trabalho eie prova
a existéncia de equilibrios usando as condi¢des de propriedade uniforme nas preferéncias
recentemente introduzidas por A. Mas-Collel.

Entretanto. como Duffic ¢ Zame (1987} assinalaram para obter resultados usados
em financas necessita-se que os equilibrios sejam alocagées com coordenadas estritamente
positivas, de modo que se tenha um maximo interior em cada coordenada. Este é o
caso, por exemplo, se quer uma caracterizagao de equilibrio em termos de condicdes de
primeira ordem usadas tanto por Breeden {1979) como por Huang (1987). Para obter-se
essas condicoes de primeira ordem entretanto necessita-se tipicamente de condigdes sobre
a derivada de primeira ordem da funcao utilidade de von Neumann-Morgenstern. Contudo
neste caso as preferéncias nao satisfazem a condicdo de Mas-Collel de propriedade uniforme
e necessita-se de um teorema mais forte valido para preferéncias que satisfacam apenas a
condigdo de propriedade pontual. Teoremas sobre a existéncia de equilibrios com este tipo
de condigido foram obtidos primeiramente por Araujo e Monteiro {1986).

O proposito deste trabalho é entretanto, mostrar que para estes modelos o conjunto
de dotagoes iniciais para o qual a economia nio tem um equilibrio é residual. Isto significa
que genericamente os modelos mais tteis de financas ndo tém equilibrios Walrasianos.

Observamos que modelos de pregos de ativos exigem solucdes em Li_ +- Contudo nossos
modelos dizem que o conjunto onde existe equilibrio é de primeira categoria mesmo em
2,

Concluindo esta introdugio gostariamos de contrastar o caso de financas e a teoria do
crescimento. Em crescimento, Lo, é tipicamente usado como espaco de bens. E neste caso

para cada dotagdo inicial estritamente positiva (portanto genericamente) existe equilibrio.
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$II Notagoes e propriedades bdsicas de utilidades separaveis

Suponhamos que Q é um conjunto, .4 é uma o-algebra de © e p é uma medida
positiva o-finita. Suponhamos que 1 < p < o0 e E = LP(Q, A. x). Dizemos que uma
funcio w: B, — R, E, = LE(Q, A.p) = L' ¢é separavel se existe v: Q2 x [0.5ci — {0.oc]
mensuravel tal que:

1) paracada t € Q, v/(f) = v(t, f) é concava e continua em 0;
i) para cada t € (Q, v, é estritamente crescente. v (0) = 0;

iil) paratodo f € L, u(f) = fn v(t, fi)du(t).

E facil ver-se que u é concava, estritamente monétona e (usando o lema de Fatou)
semicontinua inferiormente.

Quando for conveniente usaremos a notagio f > 0 em lugar de f € LY.

Definimos para cada f ¢ L% os conjuntos S(f) = {h € LP; existe t > 0, f +th > 0}
e I(f) = S(f) 0 =S(f). |

O seguinte lema, que nao serd demonstrado é facil e importante:

Lema 1. Para todo f € L% e F: LY. — R céncavo, existe para todo h € S(f) o limite
F h) — —
P =g FUE =P P+ ) = FLJ)

r r>0 r

. Eseh € I(f) entdo F'(f)h +

F'(f)(-h) <0 e F'(f)h é finita. Pelo Lema 1 podemos definir para todo t € Q v (f) =
v(f)(1) e vy (f) = —vi(f)(=1) se f € Ry e for verdade que v} (f) < vy (f).

O seguinte lema prova que v;" é semicontinua inferiormente.

Lema 2. Suponhamos v:R; — R é céncava e continua em 0. Entdo vF:Ry — R,

v¥(f) = v'(f)(1) é uma funcdo decrescente continua & direita e semicontinua inferiormente.

5 v(e)=vla) « vc)—v(b)

el c—a c—b

Demonstragdo: E facil ver que: se 0 < a < b < ¢ entéo ””’z:;’(“)

(*). Agora de (*) segue-se facilmente que v*(a) > %@- > v~ (c) > v*(c) o que prova
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que v+ é decrescente. Para demonstrar que v é continua a direita suponhamos que 6, > «.
lim b, = a. Para todo ¢ > a e n inteiro suficientemente grande tal que b, < c. temos
n—0o0

+ Hey—vlb,) . C
que v (a) > vt (b,) > ‘*-—):—bn— Agora da continuidade de v (em 0 por hipdtese e em

~.

@ > 0 por causa da finitude de v™(a) e v~ (a)) segue-se que vT(a) > limsup,___v7(h,) >

. v{c) — v(a) . .
liminf,_ov*(b,) > ———=. Agora fazendo ¢ — a terminamos a demonstragao de
c—a

continuidade & direita de v*. A semicontinuidade inferior de v+ decorre imediatamente

da continuidade & direita de v* e do fato de ser decrescente. Q.E.D.

Suponhamos que F é um espaco vetorial com topologia 7. ' C F é um conjunto
convexo e U: X — R € uma fungao. Um supergradiente de U/ em z € ¥ ¢ qualquer
funcional linear 7 continuo p tal que U(y) — U'(z) < p(y — x) para todo y € X. O conjunto
de supergradientes de U em z tera a notagao (9U7)(z).

Consideremos agora uma funcio separavel U: L% — R, p < 00. Temos a Proposicao 1:

Para todo f € LL, (OU)(f) = {h € LI, h, € (v )(fi ) aev. t € Q}, 1/p+1/g=1le

[vf(z),v;(z)] sez>0

[v;F(0), c0) sex =0.

(Buo)(z) = {

Nao demonstraremos esta proposigao.

Seja £ = (X,',>_-,~,w,7){=l uma economia com espago de consumo E = L?, X; = L
é o conjunto de consumo, >; ¢ a relacio de preferéncia e w; € X, é a dotagdo inicial do
consumidor 7.

g = (z1,...,2r) € (LL)" é uma alocagio. Uma alocacio z ¢ factivel se ZI:‘ = w.

H

Uma alocagéo factivel € 6tima de Pareto se nao existir uma alocacdo factivel y com y; >; z;
para todo z.

Um quase-equilibrio em E ¢é uma alocagio factivel z e um prego p # 0, p € L9 tal
que pr; = pw; para todo i, e se y »=; z; implica py > pw;. Se também y >; z; implica

py > pwi, 1 <1 < I, dizemos que (z,p) é um equilibrio.
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§$III' O caso de um consumidor

Nesta secdo demonstraremos a densidade dos equilibrios e a genericidade do conjunto
de nao-equilibrios para o caso de apenas um consumidor.

Definimos EQ) = {w € LL; (v, w) tem um equilibrio } onde u: L? — R ¢ uma funcéo
utilidade separa.vel-.

O seguinte lema é util:

Lema 3. Suponhamos que E € um espacgo vetorial com cone positivo \ e topologia .
Seja u: A — R céncava tal que para todo w € A — {0}, existe r > 1 com u(rw) > u(w).

Entdo {w € A — {0};(u,w) tem um equilibrio } = {w € A — {0}; (Bu)(w) # ¢}

Demonstragao: Suponhamos 7 € (Ju)(w). Se z > w (isto é u(z) > u(w)) temos 0 <
u(z) — u(w) < 7(x — w) e assim 7z > 7w o que prova que 7 é um equilibrio de (u. w).
Suponhamos agora que w € A—{0} e 7 € E' é um equilibrio de (u, w). Tomando r > 1
tal que u(rw) > u(w) concluimos que 7(rw) > 7(w) e por conseguinte 7(w) > 0. Entao fica
claro que a condicao de Slater é vélida no problema maXzep, ne<rw 4(T) = u(w). Entdo
existe um multiplicador de Lagrange A > 0 tal que max,ep u(z) + A(7w — 77) = u(w).

Entdo Am € (Gu)(w) o que termina a demonstragéo do lema. Q.E.D.
Coroldrio 1. Suponhamos que u: L} — R, 1 < p < co é uma funcdo separavel. Entio

EQ = {0} U {w € L%; (v{ (wr))rea € L7}

Demonstragdo: Decorre da Proposigio 1 que du(w) # ¢ se e somente se (v (wi))ten €
L?. Agora usemos o Lema 3 e a demonstragio fica concluida porque 0 € EQ quando
L%, #¢. QE.D.

Agora demonstremos a densidade do conjunto de equilibrios.

Teorema 1. Suponhamos que E é um espaco de Banach, X C E é fechado e convexo,

u: X — R € céncavo e semicontinuo superiormente. Entdo EQ é denso em X.
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Demonstragao: Pelo coroldrio 6.2. pagina 32 em Ekeland e Teman. por exemplo. o
conjunto domdu = {w € X;(du)(z) # 6} é denso em X e é claro que domdu C X.

0 que termina a demonstracdo. Q.E.D.

O teorema seguinte é o nosso principal resultado nesta secao e inclui o caso usual em

que v; (0) = co para todo t € Q.

Teorema 2. Suponhamos que 1 < p < co. u: L} — R ¢ uma utilidade separavel. Su-
ponhamos também que existe C, € A com C, | tal que |,\'c"(v;*'v(0)),eglq = 20 para todo

n. (*) Entdo EQ é de primeira categoria em L.

Demonstragao: Definamos Ay = {w € L%; [('U;I-(U..‘()}tenlq > N}. Afirmamos que esse
conjunto ¢ aberto e denso em L% . E aberto porque se w" > 0, w"” — w em LP com

|(v;*'(w;’)),eg|q < N tomamos uma subseqiiéncia w LN wy a.5. € temos se ¢ # 00

pelo lema de Fatou e pelo Lema 2 que |(v;"(w¢)),eglq < linnlizgfl(v?_'(wf")),eg . < N

e se ¢ = oo definimos Q, = {t € Q;vf’(wf") < N}, p(028) = 0 por hipdtese. Por

conseguinte {t € Q;v] (w,) < N} D n 2p é verdadeiro em razao da continuidade a
neN

direita de v} e de u((ﬂ 2,)°) = 0 decorre que I(v;"(wt)gegloo < N. Em qualquer caso

n

fizemos a prova de que w ¢ Ay, o que termina a demonstragio de que 4y é aberto.

Ele é denso porque se definimos w® = w — wye, > 0, temos w" — w em LP e de

](v;"(w?))teﬂq > |xe, o (v;"(O))teglq = oo que w" € Ay para todo n. Assim ﬂ Ay €
NEN

de segunda categoria. Como EQ C ( ﬂ ANn)°U{0} temos que EQ é de primeira categoria
NeN

em L7 . Q.E.D.

Observagao: No caso em que v;(0) = oo para p a.s. ¢t €  a condicio (*) reduz-se a:
existe Cn € A, Cp | ¢ com p(C,) > 0 para todo n o que é verdadeiro em qualquer espaco

L? de dimensao infinita.
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§$IV. O caso geral de um nimero finito de consumidores

Enunciamos inicialmente um teorema de existéncia de equilibrio.

Teorema 3. Seja & = (L7, u;,w;)_, uma economia com utilidades separavels continuas

I
u,;w,-#(),1§i§[ew=Z'w,~ELf’H,.

1=1
Suponhamos que
i) vi(t.0) =00 pas teM1<i<I.
) (v, (Fwi(t))hea € L7 1 <7 < L

Entao £ tem um equilibrio.

Para demonstragéo o leitor pode recorrer a Araujo e Monteiro (1986 pag. 17).

Agora apresentamos nosso principal teorema.

Teorema 4. Suponhamos que 1 < p < oo e que existe C, € A, C, | ¢ tal que

‘an . (U?‘(t,O))gegiq = o0 para todon, 1 < I.
Entdo EQ = {w € (Li)[; (ui,w;)_, tem um equilibrio } € de primeira categoria em
(L% )! em cada um dos seguintes casos:

i) 1<p<ooev(t-)?éconvexo para yu as. t € Q.

ii) =N, A= P(N) u{i} =1 paratodoi, 1 < p < o0, isto é L? = ¢P,

Para demonstrar o Teorema 4 necessitamos de dois lemas:

Lema 4. Suponhamos que 1 < p < co. Sew™ — w em L? e 0 < f™ < w", entéo existe
uma subseqiiéncia tal que f* — f o(LP, L9) para algum f € [0, w).

Demonstragfo: Escrevamos w™ = (w™ — w)+w < (w™ — w)* 4w onde f;} = sup{f:,0}
para todo f € L. Agora existe 0 < ¢” < w, 0 < b" < (w" — w)* com f* = g* + b* (para
demonstrar isso use a propriedade de decomposigio de Riesz ou um argumento direto neste

caso particular).
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E claro que b” — Oem L?. Como [0. w] é compacto o(LP, L7), existe uma subseqiiéncia
g — ¢ o(LP.L7). Entio temos i — g o(LP. L9 o que termina a demonstracao do

lema.

Lema 5. Definamos 4; = {f € L% (ef (¢, fi))ieq € L9} 1 < i < I. Entdo na hipdtese do

I
teorema 4, 4 = E Aj € de primeira categoria em L”.

=1

Demonstragao: Definamos e Ll — R p(w) = inf{sup[(-v?'(t._f,-(t))),eglq; fi > 0,

!
Zf‘ =w}. Temos que 4 = {w € L'}; s(w) < x}. Entdo se F, = {w € L qow) <o
1

i

A= U Frn. Mostremos que F,, é fechado. Suponhamos que w" € F, w" — w em L?.

I
Entao existe para cadan, f* > 0,1 <7 < I, com Z f' =w" esup ](v?'(t, f,-"(t)))teg|q <
i</

i=1
m 4+ 1/n. Pelo Lema 4
I
existe ff“ — f; o(L?,L?). E verdadeira a relacio fo = w. Consideremos inicial-
=1
mente o caso (i) do Teorema 4. Neste caso a convexidade de v (¢, )7y a.s. implica que

f— fQ e (¢, fi)%du é semicontinua inferiormente (ver Ekeland e Temam. Cap. IX. Cor.
2.1, pag. 276). Entdo ¢é verdade que |(v;*'(t,)—‘it))¢eg‘q < liminf‘(vf(t,ff"(t})),en <

n=—0oo q
m 1<:<Teporissow € F,,.

Agora consideremos o caso (ii).

Neste caso f,-k" — 7,-p as. 1 <1 < I e pelo lema de Fatou se ¢ < oo e por um
argumento direto (o mesmo da demonstracio do Teorema 2) se ¢ = oo, segue-se que
I(v?’(t,f,-t))geg‘q < m de modo que w € F,. Isto demonstra o fechamento de Fin em
qualquer caso.

Provemos que int L2 Fn = ¢. Para tanto é suficiente mostrar que int L2, A=¢e
para mostrar isso basta mostrar que 4° é denso em L%. Tomemos w > 0. Definamos

w"® = w — wxc, 2 0. Temos pelo teorema da convergéncia que w"® — w em LP. Agora
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se w" = ff 20, temos que f(?"j-(f-.ff(t)))zenlq > |xe, '(U?-(t-.o))zeniq = e

N.
i M~
n

S

portanto w" ¢ A para todo n. o que prova que .4¢ é denso.
Assim sendo, temos demonstrado que F,, ¢ fechado com interior vazio para todo m ¢

portanto 4 é de primeira categoria em L. Q.E.D.

Demonstragdo: do Teorema 4. E bastante provar que £Q N (LR - {0})! ¢ de primeira
categoria quando (L7} — (L% — {0})! ¢ de primeira categoria em (LY. Seja w € EQ.
w; # 0 para todo i. Existe o equilibrio ((Z,...,Tr),7) € (L’;)[ X (LT—{0}) de iv;, wi)'s,.
Quando w; »; 0, T; »; 0. T, >; 0 e entao T; # 0. Entdo pelo Lema 3. I; € Dom dy, = 4,

! !
e portanto Z w; = Z?c',- cd= Z 4;. Entao temos que demonstrar que B = S~'(4)nN
=1 =1

I
(Lﬂ_)l D EQN(LE - {0})! é de primeira categoria em (L% ) onde S(wy,...,w;) = Z w

Pelo Lema 5 A4 é de primeira categoria de modo que 4 C U Fy, sendo Fy fechado
NEN

com interior vazio em L% , entdo B C U STHEN)N(LE)T. Temos que S~ (Fy)N (L% )
NEN

¢ fechado porque S ¢ continuo. Provaremos que S~'(Fy) N (L% )] tem um interior vazio

para todo N e com isto terminaremos a demonstracio do Teorema 4. Agora se existe

w? e int(Li)r[S‘l(FN)ﬂ(L‘:_)’], existe 0 € U; aberto em L? tal que (w°+HU5)ﬂ(Li)I C

i<I
STHFNn)N(LR). Seja 0 € V uma bola aberta em L” tal que Z VC ﬂ U..
i<I+1 i<I

Afirmamos que S(w’+V/)NLL C Fy. Para ver isso, suponhamos que S(w® +v) > 0.

v € V1. Como S(w +Z v; > 0 temos Zw +Z F> Z . Existe pela propriedade

=1 =1
I I I
de decomposigdo de Riesz 0 < a; < w?, 0 < b; < v;*' com Z a,'+z b; = Z v;” . Definimos
i=1 =1 =1
wi =wl —a; + (v —b;) 20, w, € w? + E V +V Cw + U E verdade pela definicio
i<7
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de w’ e de U; que S(w') € Fy. Assim sendo S(w") = S(w?) - Za, + Z eF - Zb, =

=1 =1 =1

I I
S(w®) + Zv;" - Zvi— = S(w’ + v) o que prova que S(w? + V1) NLY C Fy. Isto é uma,

=1 =1
contradicdo porque S(V'Y) é aberto e (S(w®) + S(¥H)n Lt = 5w’ +VviHn LT C Fy.
Isto demonstra que S™'(Fy) N (L’_L)’ tem um mterior vazio. Q.E.D.

+

Observagao: A condicio (i) do Teorema 4 é verdadeira se v/ (t,") for convexa. isto é a

. ~ . - £ _
absoluta aversao ao risco € decrescente no caso de vt ) = (L),

§V  Genericidade de equilibrios em outras situacées

Até aqui neste trabalho temos tratado principalmente do caso em que utilidades u com
certas propriedades sao fixadas e variamos dotagdes iniciais para ver com que freqiiéncia
obtem-se equilibrios.

x
Na realidade, consideramos apenas o caso em que V'(0) = co. u(z) = Zé‘V(:ﬂ,),

t=1
posto que se V'(0) < oo temos propriedade uniforme e equilibrios. Mas muitos outros
casos interessantes merecem atengdo. Entretanto a maioria dos outros casos a serem estu-
dados aparentam ter uma resposta imediata. Por isso apenas faremos alguns comentarios
permitindo-nos ser mais informais na maioria das vezes. Comegamos com o caso em que
fixamos as dotagdes iniciais w e fazemos variar as utilidades. Neste caso, a resposta de-
penderd provavelmente da topologia usada no espaco de utilidades. Se se toma alguma
topologia fraca entéo, tanto o conjunto de equilibrios como o de nao-equilibrios serdao den-
sos. Pode-se ver que o conjunto de economias sem equilibrios é denso. por exemplo no caso

de consumidor tnico do seguinte

Teorema. Definamos V = {v;v: L, — R é céncavo }, 1 < p < codimLP = oo ¢
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se v,v' € V, d(v,v') = min{jv—'|_,1}. Entio {(v,w) € V x LE:(v.w) ndo tem*

equilibrio } é denso em V x L.

Demonstragao: Tomemos ¢ € L _ e definamos u: L — R, WO(f) = jQ OsvV( fr)du(t)
onde v(z) = ﬁ% para todo x > 0. De v”(0) = o temos pelo Teorema 2 que Dom "

€ de primeira categoria em LY. Agora se u € V para qualquer ¢ > 0, Dom (v + u®) C
Dom du? ¢

de primeira categoria. Em particular, para qualquer £ > 0, w € LT existe w® € LY
tal que fw® ~ w| < ¢ e (v + cu,w*) ndo tém equilibrio. Como (v + cu®. w¥) — (w.w) a

demonstragio do teorema fica completa. Q.E.D.

Vejamos agora o conjunto de economias com equilibrios. Este conjunto também ¢
denso. Para ver isso tomemos uma dada u definida por exemplo em ¢2, e definamos u,
como u,(z) = w(zy,...,Zn,0,...). Entio é bastante Sbvio que existirao equilibrios para as
Un, € un — u € qualquer topologia razoavelmente fraca como a topologia de convergéncia
pontual.

Agora gostariamos de fazer alguns comentarios sobre a existéncia de dtimos de Pareto,
em si, posto que em todo o raciocinio desenvolvido acima supusemos 1mplicitamente sua
existéncia para evitar outros problemas. Aqui novamente conjecturamos que a resposta
dependera muito da escolha de topologia sobre o espaco de utilidades. Se se toma alguma
forma de topologia fraca no espaco de utilidades provavelmente ambos os conjuntos de
economias, aquele com e aquele sem ponto étimo de Pareto serdo densos.

Entretanto conjecturamos que com alguma topologia forte o conjunto de economias
com os pontos étimos de Pareto i.e. o conjunto de economias com agentes miopes sera
aberto.

Finalmente, gostarfamos de fazer uma comparacio entre p,p <0 ely Emly,
contrariamente a em £,, p < oo, equilibrios tendem a ser muito mais abundantes. Por
exemplo, em {, mesmo com a hipdtese de £6'u'(0) = co podemos ter um conjunto
genérico w para o qual existem equilibrios. Isso pode ser visto facilmente: tomemos um
dado @ tal que para £§*u'(w,) < oo tal W exista. Agora, dado qualquer outro w podemos

tomar wy como sendo sua aproximacdo com a mesma cauda que w. Entdo, a economia
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associada terd equilibrios. E o conjunto de economias com equilibrios é denso. Obviamente

ele também é aberto.

§VI Conclusoes

Resumindo. como interpretar os resultados deste trabatho? Por um lado os resultados
sao extremamente negativos. Para os modelos que tém todas as suposicées exigidas pelos
modelos de finangas. tipicamente. nio existem equilibrios e se se deseja ser r1goroso como na
tradicao do equilibrio geral ter-se-a que mudar os modelos atualmente usados em financas.
Entretanto, uma saida serd fazer suposicdes fortes sobre as utilidades da forma uy(0) = o0
enquanto {uy(w,)} € (*, que pelos resultados de Araujo e Monteiro (1986) garantirao a

existéncia de equilibrios e o conjunto de tais w é pelo menos denso.
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NOTAS SOBRE PROGRAMACAO QUANDO O CONE POSITIVO
TEM UM INTERIOR VAZIO

K
A.P. de Araujo e P.}/I/. Monteiro

Resumo:

Nestas notas apresentamos uma condi¢io que é equivalente a existéncia de multipli-
cador de Lagrange para o problema geral de programacao convexa. Esta condi¢io permite
estudar-se uma hipdtese distinta daquela de interior nio vazio do cone positivo do espago de
restrigdes, que € comumente usada. Sdo dados exemplos simples desta condicio. Também

exploramos o relacionamento desta condicio com a subdiferenciabilidade da funcio primal.

§I Introducao

Consideremos os espagos vetoriais L e E,‘ X C L convexo, E localmente convexo com
cone positivo A. Sejam f:X — R e g: X — E fungdes convexas. O teorema geral da
existéncia de multiplicador de Lagrange para o problema min f(z) sujeito a g(z) < 0 é
obtido sob a hipdtese de que A # ¢.

Nosso objetivo nesta nota é aplicar ao problema da existéncia de multiplicador de
Lagrange algumas técnicas recentemente usadas em economia matematica para a demons-
tracao de equilibrio em um contexto de dimensao infinita. /

Estes métodos usam o conceito de propriedade devido a Mas-Colell (1986). Ele exige
a existéncia de um cone com um interior ndo vazio em cada ponto do conjunto de nivel.

Se o cone é independente do ponto temos preferéncias uniformes.
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Nesta nota, motivados pelo conceito de propriedade descrito acima. damos uma
condicao que € equivalente a existéncia de multiplicador de Lagrange que pode ser a base
para o estudo de casos em que o cone positivo tem um interior vazio.

Também estudamos o relacionamento desta condicio com a subdiferenciabilidade do
funcional primal e damos alguns exemplos na segio V do uso desta condicio. Na secio VI
exploramos ideias do nosso artigo "Equilibrio sem condicées uniformes” para fazer uma

relaxacao de algumas condicdes supostas no Exemplo 1.

$II Notacoes e defini¢coes

Seja £ um espago vetorial e A C E um cone convexo tal que AN —A = {0}. Dizemos
que E ¢ ordenado por A, a ordem parcial < sendo definida por z < ysey—z € A. O
espago ordenado E é um espago de Riesz se para todo a, b em E existe sup{a, b} e inf{a, b}.
Escrevemos a® = sup{q,0}, a~ = ~inf{a,0}, |[a| = a* +a~. Se E é um espaco de Riesz.
entdo ele tem a p(ropriedade de decomposi¢io de Riesz, istoése 0 < a <b4c¢. 5>0,¢>0
entao existem 0 < a; <be0 < ay <ctaisquea =a; +as. O conjunto A C E ¢ solido se
|z} < |yl ey € A entdo z € A. O espago de Riesz E com a topologia localmente convexa E
€ um espago de Riesz sélido no caso em que 7 tem uma base de sélidas vizinhangas de 0.

Suponhamos que E é um espago ordenado e L é um espago vetorial. A funcio g: X —
E é convexa se X C L é convexa e para todo z,y em X e 0 < r < 1, g(rz + (1 -
r)y) < rg(z) + (1 = r)g(y). Uma funcio ¢: X — R, R = {—00,00} UR é convexa se
{(r,z) e R x X;r > g(z)} (a epigrafe de g) é convexa.

Agora sejam L um espago vetorial topolégico e g: X — R convexo. O funcional linear
p € L' é um subgradiente de g em a € X se para todo z em X, g(z) — ¢(z) > p(z — a).
Representamos o conjunto de subgradientes de g em a por (9g)(a).

Um funcional linear A\: E — R é positiva (A > 0) se A(z) > 0 para todo = > 0. No

caso em que E é um espago vetorial topoldgico, o ponto w € A é estritamente positivo se
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para todo p € E' — {0} continuo e positivo temos b(w) > 0. Isto corresponde a nogao mais
geral de ponto de ndo sustentacio.

Suponhamos que X C E é convexo. O ponto a € X ¢ um ponto de sustentacao
de X' se ha A € E'. A\ # 0 tal que A(x) > Aa) para todo z em X. O ponto a € X
que ndo € um ponto de sustentagao de X é denominado ponto de ndio sustentagao de .X.
Representemos por N(X'} o conjunto de pontos de nao sustentacao de X. E claro que N{A)
é o conjunto de membros estritamente positivos de . Caso E seja localmente convexo e
mt X' # ¢ entdo N(X) = int .X. Mas por exemplo se 1 < p<oc.int LE(Q, A p) =0
enquanto N(LE(Q A pu) = LL (2 A.u). Sew € A o ideal principal gerado por w ¢
Kw)={z € E:hir >0, |2] < rw}. E facil ver-se que (w) = E se e somente se

w € N(A).

§III A existéncia de multiplicador de Lagrange

Nesta segdo temos os espagos vetoriais L e E, X C L convexo, E ordenado pelo cone
positivo A com uma topologia 7 localmente convexa. Também XY -Reg: X — E sdo
fungées convexas.

O problema min f(z) sujeito a g(z) < 0 é denominado problema geral de programagéo
convexa. O funcional linear A € E', A > 0 i um multiplicador de Lagrange para este
problema se inf{f(z);g(z) < 0} = inf{f(z) + A(g(z));z € X} . Demonstraremos a
existencia de multiplicador de Lagrange por meio do funcional primal, posto que estamos

interessados no estudo da prépria funcio primal.

Teorema 1. Suponhamos que
i) a=inf{f(z);z€ X eg(z) <0}, 0 >a > —co,
ii) existe z° € X tal que g(z°) € N(-A).
Entéo existe A € E', X > 0 tal que @ = inf{f(z) + Mg(z));z € X} se e somente se a

condigdo (iii) abaixo for verdadeiras:
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iii) existemv € Ee0€ U € 1 tais quesez € X e

{f(x) <a
g(z) < ~tv+tz, t>0

entdo z € U. Neste caso se f(T) = a e g(T) < 0 entdo A(g(T)) = 0.

Deixamos para mais adiante a demonstragdo do teorema para estudar primeiro o

funcional primal.

§1V. Relacilonamento com a diferenciabilidade do funcional pri-

mal

Sabe-se que (ver por exemplo Luenberger (1969), pag. 216, 217) que a existéncia
de multiplicador de Lagrange pode ser vista como a subdiferenciabilidade na origem do
funcional primal. A propriedade que corresponde a (iii) no Teorema 1 ¢ a propriedade da
fungao primal.

Definicdo: Seja f: Y — R uma funcao convexa, X C L, L locaimente convexa. Dizemos
que f é propriaem w € X se f(w)E Reexistemve Ee0€ U € 7 tais quesea >0 e
w—av+az € X com f(w—av+az) < f(w)entdo z ¢ U.

(1) E facil ver-se que propriedade em w ¢ equivalente & existéncia de sustentagio do

conjunto {z € X; f(z) < f(w)} quando inf f(z) < f(w), em w.

Definamos o funcional primal.

Definigao: Sejam f: X — R e ¢: X — E como no Teorema 1. Definamos I’ = {z € E:
existe z € X tal que g(z) <z} e V:T > RU {—00}, V(2) = inf{f(z); g(z) < z}.
Os fatos abaixo sdo faceis de provar:
1)0eTleV(0)=a
2) V é convexo

31) V é decrescente: se z; > zo € Centdoz; €T e V(z1) £ V(29)
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4) A € (OV)(0) se e somente se A < 0 e a =inf{f(z) — A(g(z)):z € X}.

Faremos agora algumas demonstragdes.

Teorema 2. A hipdiese (iii) no Teorema 1 é verdadeira se e somente se V' & propria em

0.

Demonstragao: Suponhamos que iii) é verdadeiro e que V(—tv +tz) < V(0), —tv +tz €
[, t > 0. Entdo existe z € X tal que g(z) < —tv +tz e f(z) < V(0) = a. Entdo por iii).
z ¢ U o que demonstra que /152 é prépria em 0.

Suponhamos agora que V' é prépria em 0 e escolhamos em iii), v e U como as constantes
de propriedade em 0 de V. Se f(z) < a e /161, temos —tv + ¢tz € [ e V(—tv +t2) <

f(z) < a=V(0) e portanto z ¢ U o que termina a demonstracio. Q.E.D.

O seguinte teorema generaliza o teorema usual de existéncia de subgradiente como o

de Ekeland e Temam pag. 22, ver também o Teorema 5 abaixo.

Teorema 3. Sejam f: X — R-U {—co} convexo e w € N(X), f(w) > —so. Entdo

(Of)(w) # & se e somente se f é propria em w.

Demonstragao: a) Necessidade

Suponhamos que A € (9f)(w). Temos que f(z) — f(w) > A(z —w) para todo z € X.
Se A = 0, f é vagamente prdpria em w. Se ) # 0 tomemos v € E com Av) < O e
0€U ={z€E;\z2)>A(v)} € 7. No caso em que f(w — av + az) < f(w), a > 0 entdo
temos « - A(~v + z) < 0 e portanto z ¢ U.

b) Suficiéncia.

Agora suponhamos que f ¢ prépria em w e v e U sdo as constantes da definicio de
propriedade. Definamos v' = (1,v), U’ = (-1/2,1/2)xU, 4 = {(r,z) € Rx X;r > f(z)},
B = (f(w)w)+ I, T = {t(~v' +2');t > 0,2’ € U'}. Temos que A e B sdo conjuntos
convexos e B # ¢.

Se (r,z) € ANDB temos (r,z) = (f(w),w) —t(1,v)+t(z1,22), |21| < 1/2, 22 € U. t >0
er > f(z). Portanto f(w—tv+tz) = f(z) < r < f(w) e entdo 2, ¢ U ¢ uma contradigio.
Entao ANB = ¢ e pelo teorema da separacio de hiperplano existe (s, A\) = p € Rx E'—{0}
tal que (1) s7 + A(z) > sf(w) + A(w) + p(y) para todo (r,z) € A,y €T
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Como I' é um cone. temos para todo z € X e r > f(z) que s7 + AM(z) > sf(w) + Mw)
e portanto temos s > (. E se s = 0. segue-se que A(z) > AMw) para todo z € X e
A # 0 é uma contradigdo com « € N(X). Entdo s > 0 e definindo \' = \/s temos
f(z) + A'(z) > f(w) + N (w) para todo z € X. Porrtanto X' € (9f)(w). Q.E.D.
Observagao 1: De (1) acima pode-se dar uma estimativa (digamos) da norma de p. E
bastante lembrar que p é um cone e portanto p(y) < 0 paratodoy € Mede —v' + U’ C
[' temos supp(U') < p(v'). Observemos também que esta estimativa nio depende de
conhecermos a continuidade de p e implica esta continuidade.
Observagao 2: A demonstiragao de que (9f)(w) # 4 implica a propriedade de f em w
éer verdadeira para qualquer w € X.

As seguintes proposi¢des mostram que em geral nio se pode garantir a existéncia de
subgradientes para pontos de sustentagao. Também mostram que para pontos de sus-

tentagao propriedade é um conceito mais geral do que subgradiente.

Proposi¢cao 1. Suponhamos qu.e (E,7) é um espago localmente convexo e X C E é
um conjunio convexo ndo contido em um hiperplano (isto é verdadeiro por exemplo se
N(X)# ). Entaosew € X é um .ponto de sustentacdo de X /228:

a) Qualquer funcio convexa f: X — R é prépria em w.

b) Existe uma funcédo convexa continua f: X — R tal que f é propriaemw e (3f)(w) = o.

Demonstragao: (a) Como w é um ponto de sustentacio de X existe A € E' — {0} tal que
inf MX) = AMw). Mas X néo estd contido no hiperplano {z € E; \(z) = A{w)} e portanto
existe w’ € X tal que A(w') > A(w). Definamos v = w' —we0 € U = {z € B;)\(2) <
A(v)} € 7. Sew —av+az € X entdo Aw) — aA(v) + aA(z) 2 A(w) e entdo A(z) > A(v)
implicando z ¢ U o que prova que qualquer f é prépria.

(b) Definamos f: X — R, f(z) = —/A(z) — A(w). E claro que f é continua e convexa.
Decorre da parte (a) acima que f é prépria em w. Mas (8f)(w = ¢ porque se f(z)~ f(w) >
p(z — w) para todo z € X, temos para todo 0 < ¢t < 1, f(+ +tv) — f(w) > tp(v), isto é
—\/157\(_v) > tp(v) o que é uma impossibilidade. Q.E.D.

Proposigao 2. Suponhamos que (E, ) é localmente convexo com cone positivo A, int A #
o.
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Entao:

a) Qualquer funcdo convexa decrescente f: A — R (isto i se z >0, 2" —r €int A\ entao
f(z'} < f(z)) é uniformemente prépria em A.

b) Existe f:A — R, convexa. continua, decrescente e uniformemente propria tal que

Of(z) =osex € A —int A.

Demonstragdo: Fixemos u € int A e 0 € U € 7 simétricos tais que u + U C .\.
a) Paratodow 20et>0,sew =w—tu+t:>0ezc U temos de w — ' € int A que
f(w) < f(w') e portanto f é prépria em w com constantes u e U.

b) Definamos ¢: E' = R. ¢(z) = sup{r € Riz > ru}. Pode-se demonstrar que = ¢
concava e —y € decrescente. De @{—u,u] C [~1.1] vemos que ¢ ¢ continua (Ekeland-
Temam pag. 11). Também ve-se facilmente que para todo z > 0, «(z) = 0 se e
somente se £ € A —int A.

Agora definamos f: A = R, f(z) = —v/p(z), f:A = R, f(z) = —/¢(z). E claro

que f é convexa, continua e decrescente. Decorre de (a) que f é uniformemente prdpria.

Agorase z > 0 e p € 0f(z) temos que tpu < f(z + tu) — f(z) = =l + tu) + /p(z) <

—Ve(z) +t + \/o(z) para todo t > 0 e portanto ¢(z) > 0 implicando que z € int A.
Q.E.D.

Pode-se comparar a Proposicao 2(b) com o Teorema 5 da segdo seguinte.

Finalmente podemos fazer a demonstracio do Teorema 1. Prova da necessidade de
(iii).

Seja A € E', A 2 0 tal que o = inf{f(z) + A(g(z));z € X}.

Caso A =0, a =€ f(X) e entdo iii) é vagamente verdadeiro.

Caso A # 0, tomemos v € E tal que AM(v) > 0 e definamos U = {z € E;M\2) <
Av)} € 7. Agorase f(z) < aeg(z) < —tv +tz, t > 0 temos a < f(z) + Ag(z)) <
a + t(=A(v) + A(z)) e entdio A(z) > A(v) e portanto z ¢ U o que prova iii).

Demonstragao da suficiéncia de (iii). ’

Pelo Teorema 2 provamos que o funcional primal V é prépria em 0. Pela propriedade
(4) de V necessitamos apenas provar que (GV)(0) # ¢ e pelo Teorema 3 necessitamos

somente provar que 0 € N(T'). Entao suponhamos que A(z) > 0 para todo z € I. Usando
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a hipotese (ii) do Teorema 1 temos que g(z%) + A C I' e A(g(2°)) > A —=z) para todo
z € A317 e entco 317a porque /318. o que prova que /319 e assim termina a demonstracio
da parte de suficiéncia do Teorema 1. |

Agora para a parte final do Teorema 1, suponhamos que f(Z) = a e ¢(T) < 0. Entao
a < f(T} + A(g(Z)) < f(z) = a e portanto A(¢(T)) = 0.
Observagao 3: Em alguns casos o Teorema 3 é uma consequéncia do Teorema 1. Por
exemplo tomemos £ = L e definamos ¢(z) = = — w. Entdo um multiplicador de Lagrange
de min{f(z); g(z) < 0} = « é tal que f(z) + A(z) > a + AM(w). Portanto se a = f{w). \ ¢

um subgradiente de f.

§V  Aplicagoes

Nosso primeiro exemplo ¢ o tradicional teorema de multiplicador de Lagrange e nosso

segundo exemplo ¢ a subdiferenciabilidade de uma funcio convexa.
Teorema 4. Sejam f: X — R e ¢: X — E como no Teorema 1.

Suponhamos que:
1) 00> a > ~oo, a = inf{f(z); g(z) < 0}
ii) existe z° € X tal que g(z°) € int — A.
Entdo existe A € £, A > 0 tal que a = inf{f(z) + A(g(z)); z € X}.
Demonstragao: Necessitamos apenas verificar o mtem (iii) do Teorema 1. Para isto
tomemos v €int Ae0 € U € 7 tais que v — U C A. Seg(z) <t(—v+2),t>0 zeU
temos de v — z 2 0 que ~v + z < 0 e que g(z) < 0, portanto f(z) > a o que demonstra
(ii1).
Nosso proximo teorema é semelhante ao de Ekeland-Temam, pag 22.

Teorema 5. Seja f:X — « uma funcdo convexa, semicontinua superiormente em w €

int X, X C E e E um espaco localmente convexo. Entdo (0f)(w) # &.
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Demonstragao: Pelo Teorema 3 é suficiente demonsﬁ‘a.r que f é propria em ». Caso
inf f(X) = f(w) ndo hd nada a provar. Caso inf f(X) < f(w), tomemos v € E tal que
flw+v) < flw)w+v € int X (isto existe porque w € int X e f € convexal. Agora
tomemos U7 € 7 simétrica tal que w + v+ U C X e flw+ v+ U) < f(w) o que é possivel
porque f € semicontinua superiormente em w. Se f(w — av 4+ az) < f(w), z € U temos

fw)

f(w~—cw+crz)—+—%f(w+ozv—a~) <

[N

flw) <

+ 51 - a)f(w)+aflw+rv—2)] < flw)

L3 e

pela escolha de {7 uma contradi¢do. ().E.D.
Os exemplos que se seguem estio todos no contexto de espagos de Riesz.
Suponhamos que (E, A) é um espago de Riesz sélido, com uma topologia sélida local-
mente convexa T.
Exemplo 1: Suponhamos que u;:A — R, 1 < i < [ sdo fungdes concavas e que T =
(Z1,...,Zr1) é uma solugao de ma# >iriui(zi) sujeita a 3. 2; < w, onde r; > 0 para todo
t. Dizemos que T é um ponto 6timo de r = (ry,...,rs) Pareto. Uma sustentacio de T é
p € E' — {0} tal que para todo ¢, se u;(z) > u;(Z;) entdo p(z) > p(Z;). Suponhamos que:
a) u, ¢ mondtona para algum 1 (digamos ¢ = 1): isto é se z > y > 0 entéo u; () > ui(Z;)
b) para cada ¢ existem v; > 0 e V; uma vizinhanga sélida 0 tal que —u; € (uniformemente)
propria em z para todo z > 0
c) w € N(A) e v; € K(w) para todo i.
Afirmamos que existe um multiplicador de Lagrange para o problema max 3, riui(z;)
sujeito a ), z; < w. Vé-se facilmente que este multiplicador de Lagrange ¢ uma sus-

tentacao de T.

Demonstragao: Apliquemos o Teorema 1. Definamos X = Af, f: X — R, ¢: X —
E, f(z) = —X;riu 9(z) = ¥ ;zi —w, v = Y, v;. Verifiquemos a hipdtese (iii).
Suponhamos que Z;?‘z‘ui(ff) >a=—f(T)eque I ,vi—w< —tv+tz,t>0 €U,
Pela monotonicidade de u;, podemos supor sem perda de generalidade que YT —w =
—tv+tzT. Portanto temos Y (z;+tv;) = w+tzt > t2+. Pela propriedade de decomposi¢o

de Riesz deduzimos que existe 0 < a; < z; + tv; tal que Y, a; = tz+. Agora definamos
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i =z +t(v; — %ai), = (al, .. t"). Pela solidez de U7 temos que J;ai el C [, eentdo

decorre da suposicao de propriedade em u; que temos w;(r}) > ui(zh — tv; + a;) = uilz;)
para todo i. Portanto f(2') < aeg(z') = 3, r; —w + tv — tz7 = 0 é uma contradicio.
Q.E.D.

O exemplo seguinte ¢ uma elaboragio do Exemplo 1 de modo a incluir producio.

Exemplo 2: Suponhamos que u;:A — R 1 < i < I sdo func¢des concavas. sendo i,
mondétona. Ha J produtores com um conjunto de producéio ¥; que é convexo. Uma solugio
(Z,y) do problema (1) max . ru;(z;) sujeita a ST S w+ Z]. yi» i 20,4, € Y ¢
chamada de ponto 6timo de r Pareto. O funcional linear p € E' — {0} sustenta este ponto
se para todo 2, u;(z) > u;(T; implica p(z) > p(T;) e p(y;) = supp(Y;). Vé-se facilmente
que um multiplicador de Lagrange do problema (1) é uma sustentacéo de (Z.7).
Suponhamos que
a) —u; sao uniformemente proprias com constantes v; e U;, U; sélidas.
b) Y; é uniformemente prépria no seguinte sentido: existem v; e uma vizinhanga sélida
0V; tal quese y' =y — t3; + tz < ¢y, y€Y;, z €Vjentdo y €Y.
c) we N(A).

Entéo existe um multiplicador de Lagrange do problema (1).

Demonstragao: Apliquemos o Teorema 1. Definamos X = A! x Y5, flz,y) =
—-durivizi)eg(zy) =30 —w— Zj Yi, v =3 v + Zj 5, U=N,U:N ﬂj V;.

Se temos 3, riui(z:) > @ = —f(%,7) e g(z,y) < ~tv+1tz,t > 0, z € U, podemos
supor, pela monotonicidade de uy, que g(z,y) = —tv + tz*. Escrevendo y; = yf -y, e
decompondo v temos que . .(z; + tv;) + ¥, +10;) = tetw + >,y > tz* e portanto
pela propriedade de decomposigdo de Riesz existem 0 < a; < z; + tv;, 0 < bj S y; + tv;
tais que tzt = Y . a; + 2_; bj. Como U é sélido temos W, eUcCUielb;elU V.
Agora definamos z} = z; + tv; —a; > 0. Temos que ui{z!) = uy(z;) pela propriedade
de u;. Definamos também y; = y; —t0; +b; € Y; quando y; < y;'. Agora vemos que
2arivi(zi) > aeg(zy) = Yz +tY v - 2% —w— 2oy Ht 0 — 205 =

9(z,y) + tv — tz¥ = 0 é uma contradi¢io. Q.E.D.
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VI Exemplo 1 revisitado

Nesta secdo provamos um teorema sobre mulitiplicador de Lagrange que permite uma
grande atenuagao da condigdo de propriedade uniforme (b) do Exemplo 1.
Suponhamos que E é um espago de Riesz sélido e que f: ¥ — Re ¢: X — E sio
fungdess convexas continuas.
Suponhamos que existe v € E tal que
1) X, ={z € X:g(r) e K(z)} é convexo
n) X, é denso em X
i) a =mf{f(z);g(z) <0} =inf{f(z)ig(z) <0,z € X,},00>a > -0
iv) (Condigdo de Slater) existem z° € X e r > 0 tais que g(z°) < —rv
v) existem 0 € U aberto, 7 € K(v) tais que para todo z € U N K(v) temos para algum

ze€X, e

f(z) L a
‘> 0{ o(z) < 5~ tz

Entéo existe um multiplicador de Lagrange para (irﬁt; . f(z).
9()<

Demonstragao: Observemos inicialmente que A (v) com a topologia da norma definida
pelo funcional de Minkowski de {—v, v}, tem um cone positivo com interior nio vazio. Agora
as condigdes (i) e (iv) garantem a existéncia de multiplicador de Lagrange para o problema

Xim}' < f(z). Seja A: K(v) — R, linear e positiva um multiplicador de Lagrange deste
T€Xy;9(z)<0

problema: a = 1en)i(' . Se provarmos que A é continua na topologia de E restrita a K'(v),
z v

podemos extender A a E e por (ii) concluir que A também é um multiplicador de Lagrange

P O

Entao provemos que A é continua.

Tomemos z € UN K(v). Decorre de (v) que existem = € X, e t > 0 tais que f(z) < a
e g(z) <t — tz. Entdo a < f(z) 4+ A(g(z)) < a + t(A\T — Az) e portanto Az < AT. Isto
implica a limitagdo de A(U N K(v)) e também a continuidade de A\. Q.E.D.
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a) para todo ¢ existem v; > 0 e 0 € 17 aberta e sdlida tal que —u; é propria em I; no
seguinte sentido: 2} =7, +tv; —tz>0ez €V, - € V;, t > 0 entdo wi(Zh) > T,

b) v; € (w), w € N(A). ' ‘

Entao existe um multiplicador de Lagrange para max Z riui(z; ). .

z; >0. Z._ r; Sw =1

Observagao: A hipdtese (b) do exemplo 1’ implica (a) acima como pode ser facilmente

verificado.

Verifiquemos as condi¢oes do Teorema 6
I
) X, ={zelX; Z;L',- ~w € N(w)} = X N K (w) é convexo.
i=1
11) Como w € N{A), m = E e portanto X, é denso em X;
iil) Se g(z) < 0, = € X temos necessariamente que z; < w e portanto ¢(z) € KN(w) e
entdao r € X_.

iv) Tomemos z° =0, ¢(z°) = —w.

I
v) Suponhamos z € U N K(w). Existe r >0, |2] <rw =7 - ZE,—.

=1

I
Pela propriedade de decomposicao de Riesz existe 0 < b; < r%; tal que |z} = Z by.

=1
Como U é sélido, b; € U para todo i. Definamos z} = Titi(vi=b))>0,2" = (... zh) €

X. Agora ui(z}) > uy(Z;) para todo i, pela suposicio de propriedade de (a). Portanto
I
' = ' N 1 _ . -
(z') < f(T) = a e g(a') = Zlfi + ;(U —|z}) —w £ =(¥ - 2z). Temos todas as condicdes
r

=1

K

do Teorema 6 satisfeitas e provamos assim a existéncia de multiplicador de Lagrange.

COMENTARIOS FINAIS

Para fins prdticos seria desejavel ter uma condigfio mais fcil de conferir do que a

condigéo (iii) do Teorema 1. Em particular, uma condigio que seria 1til é a condigdo de
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propriedade em f ¢ uma adequada condicio de propriedade em g. Nao sabemos. entretanto
se estas condic¢ées implicariam a condicio (111) que sabemos ser necessaria para a existéncia
de multiplicador de Lagrange. Uma questio mais concreta neste contexto é a seguinte:
Suponhamos que f; e f, sdo préprias e reais. Isso implica que ( f1, f2) é propria em algum

sentido adequado?
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SOBRE A DIFERENCIABILIDADE DA FUNCAO POLITICA!

A. Araujo
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§1 Introducgao

O objetivo deste trabalho ¢ estabelecer algumas condigdes para a fungao politica de
um problema dinamico ser diferencidvel ou o que é o mesmo, a funcio valor ser duas vezes
diferencidvel. A necessidade da funcdo valor ser duas vezes diferenciavel para deduzir-se a
equacao diferencial de Bellmaﬁ de programacgao dinamica foi anunciada hd bastante tempo.
Remonta pelo menos a Pontriagin et al (1962 pag. 73 ultimo paragrafo) que também dd
contra exemplos para o caso geral. Para motivacdes adicionais e também como pano de
fundo para este trabalho veja Lucas. Prescot e Stokey, capitulo 2.

Estudamos o caso, comumente usado em econoniia, no qual a funcao objetivo é
concava. Nosso principal resultado diz que a fungéo politica é diferencidvel em qualquer
estado estaciondrio. Partindo disso e usando um resultado de Araujo e Scheinkman (1977),

provamos que se a fungao politica é crescente ela também é diferenciavel por toda parte.

§2 Notacao

Seja A C R? um conjunto convexo compacto com um interior ndo vazio. Seja V: 4 —
R fortemente concava i.e. D*V é uma fungio com matriz definida negativa que admite
uma extensdo C? para um conjunto aberto contendo A. Seja 0 < § < 1 a taxa de desconto

e consideremos o problema de maximizacao:
max Z 5tv(kfﬁ k!-f-l )
t=0
{(ke),(ke ke g1 €EAL=0,1,- }

onde ko € dado. Suponhamos que o problema acima tem uma solugéo para cada 0 < 6 < 1

e ko admissivel. Denominemos essa solugio {k¢(ko)} e suponhamos (k:(ko), kt1(ko)) € A.
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A funcdo valor é definida como
v(ko) = > 6"V (kq(ko), kess(ho)),
t=0

sendo ki(ko) denominada fungdo politica. Sabe-se que v ¢é estritamente concava. ()
principio de Bellman diz que o problema acima ¢ equivalente ao problema de programacio

dinamica: Achar v tal que
v(ko) = max s, kyeap{V (ko k1) + dv(ky)}

Antes de enunciar e provar nosso principal resultado necessitamos da seguinte

Proposigao. k(kg) ¢ diferenciavel se e somente se v' também é diferenciavel.

Demonstragao: v'(k;,) = "l(ko,lz'l(ko)). Portanto. se &, é diferenciavel também v’ o é.
Reciprocamente, se v’ é diferenciavel, entdo E; tambem ¢é diferenciavel, posto que £ € a

solugao implicita da equagao
Va(ko, k1) + 6v'(ky) =0

e V22 +6v" < 0. Para isso necessitamos de um teorema sobre funcdo implicita para funcoes

diferenciaveis mas nao necessariamente ¢’ (ver L. Schwartz).

83 Resultados

Podemos agora estabelecer nosso principal resuitado:

Teorema 1. k, é diferenciavel em qualquer estado estacionario i.e., em pontos ky tais que

Ey(ko) = ko.

Demonstragao do Teorema: Primeiro observemos que v é estritamente concava e por

N . ’ . \ . . 1
um resultado de Benveniste e Scheinkman v é ¢/. Portanto, as derivadas & direita, v”, e
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a esquerda. v/, de v’ existem em qualquer ponto. Por conseguinte. para mostrar que a
derivada de v’ existe em um dado ponto devemos mostrar que v = v . Assim. devemos

mostrar que v’ nao tem saltos. A prova do teorema depende do seguinte fato:

Fato: O seguinte enunciado é impossivel: existe uma fungio C'. estritamente coéncava
limitada. ¥: 4 — R que é C? com relacio a kg e tal que V2 tem um salto com respeito a
ki em algum (11'0, k ), com a seguinte propriedade: se ¥ é o valor de V para ¢ = 0 entao
existe 0 < § < 1 tal que f"(ko, ki) — 60(ky) é c? e fortemente concava. Le.. o salto de 7
nio aparece em V — §3.

Mostraremos primeiro que o fato acima implica o teorema. Suponhamos que o teorema.

seja falso. Consideremos a funcao:
V(ko, k) = Vi(ko, k1) + Sv(ky)

Ela tem um salto posto que v tem um salto por hipdtese.

Tambem, o valor ¥ de V para § = 0 é v:
v(ko) = max{V(ko, k) + v(ky) + Ov(k)}.

Também.

V(ko, k1) — 60(ky) = V(ko, ky)

¢ fortemente concava, limitada e C?, i.e., ndo tem saltos, o que contradiz o fato acima.
Vamos demonstrar agora o fato acima. Novamente, a demonstracio sera feita por con-

tradi¢do. Suponhamos que V e ¥ sdo como na negacao do fato acima. Devemos ter
f'/22(13(), k1) - 5‘5'_'.(7»'1) = 1722(]\701 kl) - 5’51(1?1)-

Por isso, desprezando os argumentos,

7 =~ 7+ =1 =1t
onde Vg # Voh => o2 # 3.
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Posto que 17 — &0 é fortemente concava a matriz

deve ser definida ncgativa. Em particular. deve-se ter
Vllv;; - 61”1152 - 1‘_121':21 >0

1.e..

hol

visto que 1,0 > 0.

o oV Vet
Substituindo-se o valor de § obtem-se: -2—=2* < ‘uv".} V1oV
-7 nv,

Como 4. = 171, ¢ k{_ = —(f"ﬁ)"i}gl, temos
v = f"n + I;'12k'1- = I:'11 - Viz(‘;};)_lfﬁu

Observe-se que a férmula de &)™ é devida a & = 0 e ao fato de que pela monotonicidade
de O' tem-se um conjunto denso de pontos diferenciaveis dek,.
Substituindo-se na formula acima obtem-se

/2 — Vb < Vi1 Vaz — ViaVas
(V)™! = (Viz)" ViV Vi [Viy — Vaa(Viy) = Wy

Por isso,
N
Voo Vi Va2
VieVar Wiy
e como f’f{; < 0,
174 -
*) , =i > 1/V)y.
12V21
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Mas como V' deve tambem ser estritamente concava.

deve ser semidefinida negativa. Por isso.
ViiVos 2 Vial,
i.e.,

70 ¥
15 < ———
2%

.(**)

posto que V3, < 0. E claro que (*) e (**) estdao em contradigio e o teorema fica demons-

trado. Como conseqiiencia obtem-se o seguinte resultado:

Teorema 2. Suponhamos Vi, > 0. Entdo a politica é crescente e k, & diferenciavel.

Demonstragao: Sabe-se que Vj, > 0 implica a fungio politica ser crescente. Para mos-

trar que ela € diferenciavel observeémos que neste caso temos um grafico como o abaixo:

Por essa razio. temos apenas estados estacionarios e pontos na bacia de atracdo de

um estado estaciondrio localmente estavel. Neste primeiro tipo de pontos a fungéo politica

é diferenciavel pelo Teorema 1. A diferenciabilidade da fungido politica em outros tipos de

pontos decorre de um resultado de Araujo e Scheinkman (1977).
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