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RESUMO

Discute-se, aqui, 0 crescimento econémico 6timo em modelos onde ha
inflacdo e a demanda por moeda é devida a custos de transacdo
associados a utilizacdo de outros ativos pelos agentes. Construiram-se
trés modelos: um com inflagdo deterministica e dois em que ela é
estocastica. Nos trés casos, o0 aumento da inflacdo produz uma reducéo
da riqueza e do estoque de capital per capita no estado estacionario, um
efeito cujo sinal € oposto ao encontrado no modelo de Tobin. Nos
modelos estocasticos, a analise concentra-se em processos de inflacdo
elevada, o que permite que se calculem expressdes analiticas para a
demanda por moeda e a taxa de juros e identificam-se as condi¢cdes sob
as quais o aumento da incerteza da inflacéo reduz a taxa de crescimento
econdmico.
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1 - INTRODUCAO

O modelo desenvolvido em Tourinho (1995) para derivar a funcdo de
demanda por saldos reais de moeda sob inflacdo elevada considerou
uma economia de trocas, tomou como dado o processo estocastico dos
precos e solucionou o problema de maximizacdo de utilidade esperada do
consumidor representativo. Neste artigo, resolve-se o problema de
equilibrio geral correspondente, considerando duas possibilidades para a
caracterizacdo do processo produtivo: que ele seja deterministico ou
estocastico.

A principal indagacdo é: a economia sob inflacdo estocéstica é
superneutra com relacdo a moeda e a inflagdo? Diz-se que um modelo é
neutro com relacdo a moeda quando uma mudanca no nivel dos saldos
nominais de moeda n&o afeta variaveis reais. A propriedade de
superneutralidade da moeda utilizada neste trabalho aplica o mesmo
conceit? a variacbes na taxa de crescimento nominal do estoque de
moeda.

Esta questdo é analisada neste artigo no contexto neoclassico, com o
auxilio de modelos de crescimento econdémico 6timo em tempo continuo
que levam em conta a existéncia do imposto inflacionario sobre os saldos
de moeda. Supde-se que este imposto é utilizado para financiar os gastos
do governo, absorvendo renda que poderia ter sido destinada ao
consumo ou ao investimento privados. A resolucdo destes problemas de
planejamento, que se reduzem a otimizacdo de uma funcdo de bem-estar
social, permite obter as condicbes que caracterizam o equilibrio
competitivo monetario se as condi¢cbes para a aplicagdo do segundo
teorema do bem-estar forem satisfeitas.

O tipo mais simples de modelo apropriado para discutir estas questdes é
devido a Tobin (1965), que acrescentou a existéncia de moeda e inflagao
a um modelo de crescimento econémico do tipo proposto originalmente
por Solow, onde a poupanca agregada depende apenas da renda
corrente, através de uma taxa de poupanca fixa. Ele concluiu que uma
taxa mais rapida de crescimento da oferta de moeda est4 associada a um
estoque de capital per capita maior e, portanto, a uma renda per capita
maior no estado estacionario. Moeda, portanto, ndo é superneutra neste
caso.

A intuicdo com relacdo ao efeito que conduz a este resultado é simples: a
taxa de inflagdo mais alta associada a taxa mais elevada de crescimento
da oferta de moeda induz os agentes a reduzirem a parcela de riqueza
retida como moeda, deslocando, portanto, o seu portfolio na direcédo de
ativos reais (capital fisico), que sdo a alternativa @ moeda para a estocar

'Para uma resenha de modelos de crescimento econémico com moeda e inflacéo, ver
Orphanides e Solow (1990).
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valores naquele modelo. Este € um efeito similar aquele que se pode
obter em um modelo de escolha de portfélio onde o ativo alternativo séao
os titulos indexados. Esta propriedade do modelo, entretanto, ndo deixa
de ser surpreendente, pois a intensidade maior do capital indicaria uma
renda per capita no estado estacionario mais elevada para taxas maiores
de expansao monetaria, 0 que parece chocar-se com os fatos estilizados
associados aos processos de inflacédo elevada.

O efeito de Tobin, entretanto, ndo € robusto com relacdo a alteracbes
aparentemente pequenas do modelo. Ajustes na definicdo da renda
disponivel podem mudar qualitativamente o resultado, mesmo sob a
hipotese original de uma taxa de poupanca fixa. Além disto, modificacdes
na regra de poupanca ou na funcdo da moeda na economia também
podem tornar ambiguo o efeito da inflacdo no crescimento.”

O modelo de Tobin foi reformulado por Sidrauski (1967), que trata a
decisdo de poupanca como parte do problema de maximizacdo de
utilidade do consumidor representativo, ao invés de considera-la exdgena.
Para isto ele inclui a moeda como mais um bem na funcao de utilidade do
consumidor representativo. Neste caso, se o produto marginal do capital
depende apenas da relacdo capital-trabalho, entdo o estoque de capital
per capita assintético € independente da taxa de crescimento da oferta
de moeda ou da taxa de inflagdo. Portanto, no modelo de Sidrauski a
moeda €é superneutra.

Este dltimo resultado, entretanto, ndo se mantém diante de algumas
alteracdes propostas na literatura. Por exemplo, Fischer (1975)
demonstrou que a politica monetaria tem efeitos reais no estado
estacionario quando o impacto de longo prazo da inflagdo na intensidade
do capital é considerado, isto €, quando se assume a existéncia do efeito
de Tobin, descrito acima. Outro caso onde a superneutralidade pode
falhar ocorre quando o produto marginal do capital depende de outros
fatores além da intensidade do capital na producéo.

Neste artigo exploram-se as relagbes entre intensidade do capital, renda
e inflacdo, em processos de inflacdo elevada. A analise concentra-se
nestes casos porque eles ajudam a destacar os principais efeitos da
inflacdo, que neles sdo mais dramaticos. Analisa-se, em particular, como
a existéncia de incerteza na taxa de inflagéo e na funcéo de producédo da
economia pode afetar a super-neutralidade de Sidrauski, através de trés
modelos com graus crescentes de complexidade.

’Levhari e Patinkin (1968) mostram trés casos em que o efeito da inflagdo no
crescimento é ambiguo, considerando as seguintes alteracdes no modelo original: a)
fazendo a taxa de poupanca depender negativamente da taxa de inflagdo; b)
considerando a moeda como um bem de producdo; e ¢) considerando-a como um bem
de consumo.
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Na proxima secdo, apresenta-se um modelo deterministico onde a
riqueza € mantida sob a forma de moeda ou de capital fisico e supde-se
que existem custos de transacdo associados a ndo manutencdo de uma
parte da rigueza como moeda. O tratamento dado a motivacao para reter
moeda € aquele proposto em Tourinho (1995) em um modelo que trata
apenas da escolha de portfolio . Na terceira segao faz-se a generalizagéo
do modelo da secdo anterior para 0 caso em que 0S precos Sao
estocasticos. Finalmente, na quarta se¢éo introduz-se mais uma fonte de
incerteza, fazendo a produtividade da economia ser também estocastica.

2 - O MODELO DETERMINISTICO COM POUPANCA ENDOGENA

Nesta se¢do formula-se o problema em sua forma deterministica, pois
assim ele pode ser solucionado por controle 6timo, que permite melhor
caracterizacdo das condi¢6es marginais do que a técnica de programacao
dindmica da proxima secéao.

Adota-se uma formulacao inspirada em Sidrauski (1967), com dois tipos
de ativos: moeda e capital fisico. Ao invés de se postular que os saldos
de moeda aparecem na funcdo de utilidade, como ele fez, assume-se
aqui que a moeda tem um retorno de conveniéncia, admitindo-se que ela
permite ao agente economizar no custo das transacfes requeridas para
implementar seus planos 6timos de consumo e de acumulagdo de
riqueza. Se este retorno nao existisse, a moeda seria um ativo dominado
nesta economia e nao seria retida no portfolio do agente. Esta simetria
entre as duas alternativas de modelagem -- incluir a moeda diretamente
na funcado de utilidade, ou na restricdo orcamentaria -- ja foi apontada por
Feenstra (1986).

A utilidade da moeda é modelada aqui introduzindo-se na equacédo de
equilibrio orcamentario do agente representativo uma despesa que reflete
0 custo de oportunidade, em recursos reais, de se reter uma fragao de
sua riqgueza como capital fisico. Quando multiplicado pela utilidade
marginal da riqueza, este custo pode ser interpretado como o retorno de
conveniéncia da moeda ao qual o agente renunciou, ao hao manter toda
a sua riqgueza como moeda.

Admite-se que este custo por unidade de tempo (4 ) é uma funcéo

decrescente da proporcédo da riqueza do agente que é retida sob a forma
de moeda (17), sendo nulo quando toda sua riqueza é totalmente liquida

(n=1) e infinitamente elevado quando a fracdo de encaixes reais no seu
portfolio se aproxima de zero (17 —» 0). Assume-se que ele possa ser
adequadamente aproximado por uma funcédo logaritmica negativa no
intervalo 0<n <1, como mostrado na equacdo (1) e representado na
Figura 1, onde kK >0 € um parametro cuja unidade é aquela do bem de
consumo real. Valores mais elevados de k s&o associados com a maior
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utiidade da moeda em facilitar transacdes e, portanto, com omaior
retorno de conveniéncia.

0 =-klog(n) k>0 1)

Figura 1
Custo de transagédo como func¢éo da participagdo da moeda
na carteira do agente

custo

O retorno da aplicacdo de rigueza em capital fisico € o fluxo de bens
produzidos, que é dado pela funcao de producdo f representada na
equacao (2), que se supde satisfazer as condicdes de Inada,
apresentando retornos decrescentes ao capital® (" <0):

y=f(k)= fl(1-nm)w (2

Assume-se que o0 numero de membros da familia representativa cresce a
taxa n, que a sua utilidade (U) depende somente do fluxo de consumo (c)
e que os estoques de moeda a afetam pelo seu efeito sobre a riqueza,
que ocorre através da componente de custo de transacdao (8). O
problema de controle 6timo a ser resolvido é o de maximizar a utilidade
descontada (a uma taxa exponencial p) do fluxo de consumo [equagao
(3)], sujeita a uma restricdo orcamentaria de fluxo [equacdo (4)] que
contém indiretamente (via evolugdo de n) a equacgdo dindmica de
evolucéo do estoque de capital:

®Cenarios de crescimento enddgeno gerados por uma fungdo de producdo com retornos
constantes com rela¢do a um conceito mais amplo de capital, como proposto por Rebelo
(1990), ndo sé@o tratados neste artigo, apesar de serem uma extensdo natural da
abordagem aqui apresentada.
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maxJ’e“’t u(dq t)) dt 3)
c,n )

sujeito a:

d
—Vtv:v‘\g/‘:f[(l—n)vﬂ—n wit+k log(n)- ¢ wn+ x @)

Alguns elementos da equacgéao (4) devem ser descritos com mais detalhe:
primeiro termo mostra que a riqgueza aumenta com a producéo; segundo
€ o imposto inflacionario, que reduz a riqueza do agente em um valor real
igual ao produto da taxa de inflagdo (77) pelos saldos de moeda (nw);
terceiro € o custo de transacdo discutido anteriormente; quinto (—wn)
indica que, caeteris paribus , a riqueza per capita se reduziria a uma
taxa igual em valor absoluto a taxa de crescimento populacional.

Finalmente, faz parte também da restricdo orcamentéaria (4) o fluxo das
transferéncias recebidas do governo (x). Os varios cenarios com relagéo
ao destino do imposto inflacionario podem ser acomodados com
hipoteses alternativas a respeito de x. Em um extremo, se ele é
consumido pela ineficiéncia da maquina publica ou resgatando passivos
anteriores ao periodo inicial, entdo x =0. Alternativamente, se 0 imposto
inflacionario retorna integralmente ao consumidor, sob a forma de
transferéncias, por exemplo, entdo x =nwrr. A situagdo efetiva de um
dado pais provavelmente se encontra entre estes dois extremos.

Para que o problema de otimizacdo seja bem definido, especifica-se
também uma condicdo inicial sobre a riqueza e uma condigdo de
transversalidade, ambas mostradas em (5), onde V(w) representa a

funcado de utilidade indireta da riqueza:
wo)=w e lim[e* U w §)]=0 ©

O sistema das equagbes (3) a (5) sera solucionado com a técnica de
controle 6timo,* onde a variavel de estado é a riqgueza (w) e os controles
sdo o nivel de consumo e a propor¢cdo de moeda retida no portfolio
(ceh). Para isto, chamando de A(t) a varidvel contemporanea de co-
estado associada a equagdo dinamica de transicdo de estado, pode-se
formar o Hamiltoniano do valor presente, que € apresentado na equacao
(6), equantto as condi¢cdes marginais necessarias ao 6timo estdo nas
equacdes (7) a (9), as quais se acrescenta também a equacéo (4):

*Para uma introducao a técnica de controle 6timo, ver Kamien e Schwartz (1981).
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H:U(c)+)\[ﬁf((l—r])w)—nwnw(logr]—c— W+ >] ©)
dH
— =00U'(c)=A
e (©) (7)
d—HIOD —f’ﬂN—WIT+£:0 (8)
d n
: OH
A=pA-Z"=pAr-Ad(1-n)f' -nm-
pA-— =P f(1-n)t' —nm—n ©)

Da equacéo (8) se deriva imediatamente a equacéo (10) para a demanda
por saldos reais de moeda como fungcéo do estoque de capital, que, por
sua vez, é definido por k = (1- n)w:

K
=— 10
nw T+ ' (K) (10)

Utilizando (7), pode-se escrever (9) como a equacao (11):
(1-)f()= p+n+nm-Hr »

Usando (11), pode-se eliminar a produtividade marginal do capital de (10)
e definindo a taxa de juros real (r) como na equacao (12), obtém-se a
equacdo (13), que permite calcular a propor¢do da riqueza que € retida
como moeda. Ela mostra que essa parcela se torna muito pequena
quando a taxa de inflacdo € muito elevada, o que ocorre porque a taxa de
inflacdo nestes casos é pelo menos uma ordem de grandeza maior que a
taxa de juros real:

r=pen=f b Friw (12)

nw = —— (13)
T+ r

Substituindo na equagédo (11) a expressao obtida para n em (13) e
simplificando a equacao resultante, obtém-se finalmente a equacéo (14)
para a produtividade marginal do capital:

f'(k)=r (14)

A interpretacdo econdmica desta expressdo pode ser feita a partir
daquela usual no modelo de Ramsey-Cass, ou seja, no equilibrio, a taxa
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de retorno sobre o capital fisico deve ser suficiente para compensar a
soma de trés parcelas: a) a taxa de desconto intertemporal da familia

representativa (p +n); b) a taxa decréscimo da utilidade marginal (@] '/U’) ;

e c) o custo de transacdo em reté-lo (kAv). Este ultimo termo reflete a
perda relativa de capital fisico que € devida aos custos de transacdo
postulados em (1) e aparece na equacao (14) de modo analogo aquele
como a taxa de depreciagdo do capital fisico apareceria, caso sua
existéncia houvesse sido considerada.

Na auséncia de progresso técnico exogeno, o penultimo termo de (14)
desaparece no estado estacionario, pois 0 consumo per capita tem que
se estabilizar. Alternativamente, quando existe progresso técnico exdgeno
do tipo Harrod-neutro, caracterizado por uma taxa (¢ de aumento da
produtividade da mao-de-obra, pode-se demonstrar que, no caso em que
a funcao de utilidade é iso-elastica (U'(c)=c ), a taxa de crescimento
do consumo per capita sera igual ¢ e a expressdo para a taxa de
decréscimo da utilidade marginal adquire uma forma simples: ¢y . Em

qualquer destes dois casos, o fato critico é que (U’/U') sera
independente de m, o0 que facilta a comparacdo dos estados
estacionarios correspondentes a diferentes taxas de inflagdo, pois isto

pode ser feito levando em conta que o seu efeito sobre o penultimo termo
de (14) é nulo.

Para isolar o efeito da inflagdo na intensidade do capital de equilibrio, é
necessario fazer a analise de estatica comparativa do sistema de
equacgdes dado por (12), (13) e (14). Restringindo a atencdo aos casos
descritos acima, em que a taxa de decréscimo da utilidade marginal é
constante, e calculando a diferencial total de cada uma destas equagdes
para variacdes nas variaveis endégenas I, ke w, quando se considera
uma variagdo independente, e resolvendo o sistema resultante, obtém-se
o vetor (15)

Ed = D—K(n+r)2AE
gr@—d A 0
k ErfA/f (k) (15)
0 kO 1 k
onde A=z Brn (e e

Verifica-se que se k >-w’f"(k), entdio A >0, e tem-se dw dr<O0,
dr/drr> 0 e dk/ drr< 0, fazendo com que o efeito do acréscimo de inflacdo
no estoque de capital e na renda de equilibrio seja no sentido de reduzi-
lo, produzindo o efeito anti-Tobin mencionado na introdugédo. Em outras
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palavras, lembrando que k € o fator de escala da equagéo para o custo
de transacdo, pode-se obter aquele efeito desde que aqueles custos
sejam suficientemente elevados.

3 - O MODELO COM INFLAGCAO ESTOCASTICA E PRODUTIVIDADE
DETERMINISTICA

Nesta secéo, introduz-se incerteza com relacéo a inflagdo no modelo da
secdo anterior. Isto é feito do mesmo modo como o retorno estocastico
dos ativos financeiros € tratado na classe de modelos que se origina com
o0 modelo de consumo e escolha de portfolio de Merton (1969), que foi
estendido para economias com inflagdo por Fischer (1975), o qual
assume que os precos dos bens e os retornos dos titulos (indexados e
nominais) e acbes (que em Uultima instancia representam fracfes do
capital fisico) sédo governados por processos estocasticos de Wiener. Ele
entdo soluciona o problema de programacdo dinamica estocastica
decorrente do comportamento Otimo do agente representativo para
computar as demandas pelos ativos. Esta mesma estratégia € adotada a
seguir, no contexto de uma economia de comando.’

Assuma que o0 preco do Unico bem de consumo segue um processo
estocastico de difusdo de Itd, dado pela equacdo (16), onde dz € o
incremento do processo estocastico de Wiener® z e os parametros 1T eo

sdo conhecidos pelo agente e sdo fixos.” Isto significa que, em um
intervalo de tempo dt a partir de um instante arbitrario, a taxa de inflacdo
instantdnea tem uma distribuicdo normal com média 7dt e variancia

o’dt:

d—; =mdt+odz (16)

O modelo é especificado em termos das variaveis reais, que séo iguais a
variavel nominal correspondente dividida pelo nivel de precos, em cada
ponto do tempo. O agente decide sobre o seu fluxo real de consumo (c)
e distribui sua riqueza real (w) entre moeda e capital fisico em
proporcdes h e (1-h) , em cada momento, a partir de uma riqueza real
inicial w()=w,, tal como na secdo anterior. Por simplicidade,
continuamos assumindo que ndo ha renda do trabalho.

°0 problema é formulado para a economia de comando, mas seria facil especificar e
resolver o problema equivalente para uma economia descentralizada competitiva.

®Para uma introducé@o ao uso dos métodos de programacao dindmica com processos de
[t6 em problemas de sele¢éo de portfolios ver, por exemplo, Merton (1971) ou Fischer
(1975).

’A constancia dos parametros ndo € critica para a derivacdo que se segue.
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Como antes, a aplicacdo de capital na produgdo com um retorno real nao
estocastico dado por (2) é a Unica alternativa a moeda® para reter riqueza.
A moeda tem um retorno nominal nulo, pois seu preco € igual & unidade.
A desvalorizacdo dos saldos reais de moeda depende da variacdo de
precos, o que faz com que o retorno real ao reter moeda (g, =1/P) seja

estocastico. Ele pode ser calculado pelo lema de It6, produzindo a
equacao (17):

da, =(-m+0%)dt-0odz 17)

Om

O problema estocastico analogo ao das equacdes (3) a (5) € aquele
especificado nas equacdes (18) a (20), onde o objetivo passa a ser a
maximizagdo de utilidade esperada. Na nova restricdo orcamentaria
[equacédo (19)], o custo para os agentes de reter moeda em seu portfolio
€ obtido da equacado (17), enquanto 0s outros termos sao iguais aos
termos respectivos da equacao (4):

max EOJ'e'rt U(dt) dt (18)
' 0

sujeito a:

dw= f[(1-n)w dt+n W(-m+0?) dt-o di +

K lof)dt—cdt— mvdt+ xdt (19)

wO) =w e !imZ[é”\,(v(/))]:O (20)

A natureza estocastica deste problema de maximizagdo tem uma
racionalizacdo natural, quando se considera que € imposto inflacionario,
correspondente ao custo de se reter moeda, financia a parcela do déficit
real do governo que ndo encontra cobertura no acréscimo de
endividamento. Admitindo que o endividamento real seja constante no
longo prazo, a restricAo orgcamentaria do governo exigira, entdo, que a
taxa de inflacdo seja aquela que produz um fluxo de receita inflacionaria
suficiente para financiar o déficit. Supondo que o déficit futuro das contas
do governo é exdgeno e incerto, as expectativas racionais dos agentes
serdo de que a expansao da oferta monetaria futura seja estocastica, o
gue daria origem a uma taxa de inflagdo cujo comportamento poderia ser
governado pela equacéo (16).

®|sto ndo envolve nenhuma perda de generalidade, pois Fischer (1975, p. 520) mostrou,
em um modelo similar que permite a existéncia de titulos nominais, que seu pre¢o sera
precisamente aquele que garante que em equilibrio nenhum deles exista, desde que as
expectativas sejam homogéneas.
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Para resolver o problema especificado nas equagdes (18) a (20), pode-se
escrever a equacao (21), derivada do principio basico da programacéao
dindmica estocastica, que deve ser satisfeita pela utilidade indireta da
riqgueza -- V(W) -- e pelas trajetorias 6timas da variavel de estado (w) e de
controle (c).

0 U(c)+ 0
pV(w)= rpaﬁf((l—n)W)+'7V\(-n+02)+K log(m)~ - nwt o v( W
"o +(1/ 2)n> W2 o2V (W) 0

Obtendo-se as condi¢cdes de primeira ordem para o problema de
maximizacao dentro dos colchetes em (21), pode-se derivar (22) e (23):
U'(c)=-V'(w) (22)

V" (w) I72W2 -0
V'(w)

K +[—7T+ o’ - f ’((1—/7)w)]/7w+ o? (23)

Este sistema admite uma solugdo aproximada para os casos de inflagao
elevada, quando entdo o termo quadratico de (23) pode ser desprezado.
Isto ocorre se a taxa exogena de expansdo monetaria (q =dlog M/dt) for
elevada, pois neste caso a taxa de inflagdo no estado estacionario (onde

m=0) sera igual a 6-n, e também serd elevada, situacdo que
corresponde a processos onde o déficit real do governo € grande, em
termos relativos. Neste caso, a fragdo da riqueza retida como moeda sera
diminuta, fazendo com que o ultimo termo de (23) seja pelo menos uma
ordem de grandeza menor que 0s outros, devido a presenca do termo

emn’.

Esta aproximacao pode ser empregada desde que os parametros do
termo quadratico de (23) ndo sejam elevados o suficiente para torna-lo

relevante, ou seja, que a ordem de grandeza do coeficiente de n°w seja
no maximo igual a ordem de grandeza do coeficiente do termo linear
(nw). Escrevendo o termo quadratico como o*Rn*w, onde R é a aversio
relativa ao risco, verifica-se que aquela condicdo tende a ser satisfeita,

pois a ordem de grandeza de ¢® ser4 menor que a de 71, enquanto
valores estimados de R s&o da ordem de 10. Assim, no caso de
processos de inflagcdo elevada, que produzem n préximo de zero, pode-

se escrever (23) como a equacao aproximada (24):

K
m—-o’+ f'(k)

nw] (24)

Para calcular a intensidade do capital de equilibrio, pode-se tomar a

derivada parcial da equacdo (21) com relacdo a variavel de estado w,

10
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utilizando no processo o teorema da envoltdria,” o que da origem a
equacao (25).

[ [(1—I’])f'((1—I’])W)+(—7T+O’2)r]+n]V'(W)+ O
V(W) = af((1—n)w)+nw(—n+02)+Klog(n)— c” nw | V(W

+N70% WV (W) + (1 2)0°0 WP V(W) :

(25)

O

Para simplificar (25), deve-se reconhecer que os termos em 1° podem
ser desprezados pelas razbes ja expostas e notar que o0 termo entre
colchetes na segunda linha de (25) nada mais é do que o valor esperado
de dw. Pode-se entdo escrever a equacao aproximada (26):

pOfa=n) (k) + (=% ] + ECD @5)

Finalmente, usando (24) para eliminar n de (26) e (22) para escrever a
utilidade indireta em termos da funcéo utilidade, tem-se a equacéao (27),
gue permite calcular o valor aproximado da intensidade do capital de
equilibrio. Como ela é (aproximadamente) igual a equacao (14) da ultima
sec¢do, verifica-se que a introducdo de incerteza com relagdo a taxa de
inflacdo ndo alterou a féormula da intensidade do capital de equilibrio
obtida no modelo deterministico e nao inclui explicitamente a variancia da
taxa de inflag&o:'°

f'(k)=rOr+n- /U +k/w
(27)

Utilizando (27), a demanda por saldos reais de moeda obtida na equacao
(24) pode entdo ser escrita em termos dos parametros do modelo como
na equacao (28):

K

nwO———
nT—o°+r

(28)

A interpretacdo econémica das condigcdes (27) e (28) é elementar, a vista
da secdo precedente: a condicdo usual de Ramsey-Keynes, acrescenta
uma regra de portfolio muito simples, onde a fracdo da riqueza que é

Para uma funcdo que é definida como o resultado de um problema de maximizacao,
pode-se desprezar o efeito sobre os valores 6timos dos maximandos, ao calcular a
derivada com rela¢do a um paradmetro da funcéo.

1% incerteza na taxa de inflacdo tem, entretanto, um efeito indireto em (27), pois afeta
tanto a intensidade de capital como a renda de equilibrio.

11
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conservada sob a forma de moeda é uma fungéo inversa da taxa de
inflacdo esperada, corrigida para a existéncia de incerteza inflacionaria. A
comparacdo de (28) e (13) mostra que a introducao da incerteza traz
como consequéncia o aparecimento da variancia, com sinal negativo, no
denominador da expresséao para a demanda por saldos reais de moeda.

A equacgdo (28) é idéntica aquela obtida por Tourinho (1995) em um
modelo de escolha de portfolio numa economia com titulos indexados. O
modelo aqui apresentado € analogo aquele, caso se leve em conta que
as empresas que emitem os titulos indexados devem estar em equilibrio,
sendo, portanto, necessario que a taxa de juros real dos titulos indexados
seja igual a produtividade marginal do capital, com o especificado em
(27). Entretanto, o modelo de equilibrio geral aqui apresentado tem a
vantagem de permitir o calculo da intensidade do capital de equilibrio e,
portanto, a taxa de juros, a partir dos parametros basicos desta
economia.

A resposta aproximada dos saldos reais de moeda em (28) a um aumento
do risco inflacionario admite uma interpretacdo natural do ponto de vista
econdmico. A medida que a variancia da taxa de inflagdo aumenta, ha um
aumento na demanda por encaixes reais, para assegurar o agente contra
a possibilidade de ter que conduzir seus negocios com estoques
insuficientes de moeda e ter que abrir mdo dos elevados retornos de
conveniéncia de moeda.

Pode também existir outro efeito, que tende a reduzir a demanda por
moeda: a elevacdo na variancia da taxa de inflagcdo aumentaria o risco de
variagbes na riqueza, devido a retencdo de estoques de moeda, e
induziria agentes avessos ao risco a reduzir seus estoques de moeda,
para reduzir o risco de seu portfolio total. Este efeito ndo esta presente
na equacao (28) porque ele s6 € importante se 0 grau de aversao ao risco
e suficientemente elevado para produzir ajustamentos significativos no
montante de moeda retido pelo agente. Ele somente serd importante se
0s beneficios de evitar o risco adicional sdo grandes o suficiente para
justificar incorrer em custos mais altos de conduzir os negdcios com
estoques significativamente menores de moeda. Este motivo para reter
moeda, associado ao efeito de recomposi¢do da carteira de ativos, é de
uma ordem de magnitude menor do que o motivo transacional descrito
acima, dando origem a derivada parcial positiva dos saldos reais com
relacédo a inflacéo.

Como no caso deterministico, a analise de estatica comparativa para
obter o efeito da inflagdo na riqueza e na intensidade do capital de
equilibrio depende do calculo das derivadas totais do sistema de
condi¢cBes de primeira ordem (27) e (28), admitindo, entretanto, variacbes
tanto na inflacdo esperada como na sua variancia (drr e daz):

12
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B—K(n—02+r)‘zBE
g Q (drr-do?) n’B O

4 m8/t"(k) H 29)
kO 1 K M
de B=
onde D B f(k) (n—02+r)2%

Verifica-se em (29) que, tal como no modelo deterministico, uma
condicao suficiente para que B>0 e se obtenha o efeito anti-Tobin
(dw/ drr< O, dr/drr>0 e dk/ dr<0) é que os custos de transacdo sejam

suficientemente elevados, isto &, que K >-w*f"(k).

A analise do efeito de uma elevacao da incerteza da inflacdo deve levar

em conta que um aumento do parametro ¢’ altera o retorno real
(negativo) de reter moeda, como se pode ver na equacéo (17). Este efeito
paralelo estd presente em (28), o que faz com que a utilizacdo direta
daqueles coeficientes ndo permita isolar o impacto do aumento da
inflagao.

Para caracterizar exclusivamente o efeito do aumento da incerteza é
necessario considerar um aumento simultaneo de m e 0° que nio
produza alteracbes no retorno de reter moeda no portfolio , ou seja, tal
que dmr—do® =0. Ora, examinando (28), verifica-se que um aumento de

incerteza que atenda a essa condicdo, isto €, que seja um mean-
preserving spread , ndo tem efeitos reais neste modelo onde apenas a
inflacdo € estocastica. Como os fatos estilizados de economias com
inflacdo elevada sugerem que um aumento da incerteza inflacionéria
tende a reduzir a renda de equilibrio, desenvolve-se na proxima secéo um
modelo onde se obtém tal efeito introduzindo incerteza também na esfera

produtiva da economia.

4 - O MODELO COM INFLACAO E PRODUTIVIDADE ESTOCASTICAS

Para tentar isolar um segundo canal através do qual a inflacdo elevada
pode afetar a intensidade do capital e a renda per capita no equilibrio
estacionario e para refletir mais fielmente a estrutura financeira de
economias sujeitas a inflacdo elevada, admite-se, nesta secado, a
existéncia simultdnea de moeda, titulos indexados e capital fisico. Neste
caso, quando a taxa de inflacdo esperada se eleva ha uma fuga da
moeda, mas a riqueza assim liberada néo se dirige ao capital fisico, como
no modelo de Tobin, ou parcialmente ao consumo, como no de Sidrauski,
mas € utilizada também para adquirir titulos indexados, reduzindo o
investimento e provocando uma queda na taxa de crescimento de
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equilibrio. A seguir se verd com mais detalhe sob que condi¢cBes se pode
esperar a ocorréncia deste efeito de crowding-out do investimento.

Supde-se nesta secdo que a taxa de inflagédo é incerta, como na anterior,
e admite-se que os titulos indexados pagam uma taxa de juros real r
igual a produtividade marginal do capital. Caso ndo houvesse incerteza
na producéo e os pre¢os dos insumos e produtos fossem perfeitamente
indexados & inflagdo, o equilibrio seria determinado™ pelas condicdes
(24), (25) e (13), e os agentes seriam indiferentes entre reter riqueza sob
a forma de capital fisico ou de titulos indexados. Neste caso, a parcela
retida sob a forma de capital fisico sera aquela requerida pela producéo e
determinada pela condicdo de Ramsey, e 0 excedente de riqueza sera
aplicado em titulos indexados. Portanto, o caso da existéncia de titulos
indexados em um contexto de produtividade deterministica pode ser
analisado com o modelo da ultima sec¢do. Considera-se nesta se¢do o
caso em que a funcdo de producédo apresenta produtividade estocastica,
da forma especificada na equacéao (30):

y= f(k)[dt+v dz] (30)

O componente estocastico esta associado as variagfes aleatorias na
produtividade real da economia que podem ocorrer em um ambiente de
inflacdo elevada, e que séo devidas as dificuldades de operar a economia
eficientemente e de planejar adequadamente os investimentos naquela
situagcdo. Esta formulagdo pretende enfatizar os custos da inflagao
associados ao aumento da incerteza que ela produz na economia. E
importante notar também que, tal como foi especificado, este risco néo é
diversificavel, tanto em nivel individual quanto agregado.

Chamando de h,e h, a fracdo da riqueza que é retida sob a forma de
capital fisico e de moeda, respectivamente, continuando a denotar a
tendéncia e o desvio padrdo do processo estocastico para a taxa de
inflacdo por pe s, e fazendo a correlagdo entre os componentes
estocasticos do produto e da inflacdo (dz e dz) ser igual a w, o novo

problema de maximizacdo pode ser escrito como nas equacbes (31) a
(33):

C, N2

max I, [ € U ¢Y) dt @3
0

sujeito a:

A solucéo formal é omitida por brevidade.
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dw= f(n,w)dt+v dz]+n, V\Eﬁ(—n+02) dto d;]+

32
+(1-n,-n,)wrdt+k logdn)dt- cdt— nwdt+ xdt 42

wo)=w e lim=[e” v y)|=0 33

A equacao basica do problema de controle 6timo estocéastico enunciado
acima, derivada do principio de programacdo dindmica estocastica, €
apresentada na equacéo (34):

: U(e)+ :

U U
[F(w)+n,wil-mr+ )+ (1=n,=n)wr+ 3 g

pV(w) = max] 0

ez +K log(n,) = ¢~ nw+ x| V'( W)+ B

J(r v +nwéa? -2, wvi, wow] LS

Obtendo-se as condi¢cdes de primeira ordem para o problema de
maximizacao dentro dos colchetes em (34), pode-se derivar as equacodes
(35), (36) e (37), onde os argumentos das funcdes fe V foram omitidos:

U'(c)=-V'(w) (35)

L,:l+(f vz—vnzwaa))v—
f Vv (36)
K+n2w[§—n+02—r—fvawv—,§+ ‘Wo V——O 37)

De modo analogo a estratégia empregada na secédo anterior, a solucéo
aproximada da equacéao (37) para sﬂuagoes de inflac&o elevada pode ser
obtida desprezando o seu termo quadratlco Substituindo a taxa de juros

Zp aproximacdo pode ser empregada desde que a varidncia do processo estocastico
dos precos ndo seja muito grande, que a moeda nao seja tao indispensavel que sua
participacdo no portfolio do agente seja elevada e que os agentes ndo sejam
excessivamente avessos ao risco, de modo a permitir a mesma simplificacdo feita para
derivar a equacao (24).
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(r) pelo seu valor em (36) e resolvendo o sistema resultante, verifica-se
que o nivel de demanda por moeda sera dado pela equacéo (38):

K
m-o? +r+f(k)vowdU"/U")

wn, O (38)

Note-se, inicialmente, que a equacao (24) da ultima secdo é obtida a
partir de (38) quando ndo h& incerteza na producdo (v=0). A
comparacdo destas duas equacgdes mostra também que os saldos
monetarios serdo maiores no caso em que a produtividade € estocastica
se w>0, isto &, se houver correlagcdo positiva entre as componentes
estocéasticas da taxa de inflagdo e da produtividade, pois V" é negativo. A
interpretacdo econdémica do ultimo termo no denominador de (38) pode
ser feita com base no Modelo de Precos dos Ativos de Capital (CAPM),
pois ele apenas ajusta o custo de oportunidade de reter moeda (7r+r)
para que seja levado em conta o seu risco nao diversificavel. Como usual,
isto se faz acrescentando aquela taxa um termo igual ao produto entre o
preco do risco e a covariancia entre a taxa de retorno da moeda e a do
"mercado” (no caso, apenas o0 capital fisico), que sao iguais,
respectivamente, a V"/V' e fvow.

A equacdo (36), derivada da condicdo marginal com relacdo a proporcao
de capital fisico no portfolio , é a regra de determinacdo da taxa de
retorno de equilibrio dos titulos indexados. Ela sera igual a produtividade
marginal do capital no equilibrio estacionario, porém corrigida por uma
expressdo que se anula quando nao ha incerteza na producéo, isto €,
quando v=0. Substituindo (38) em (36) e considerando situacbes de
inflacdo elevada, o segundo termo entre parénteses em (36) pode ser
desprezado, produzindo a equacao (39), que mostra que a taxa de juros
real de equilibrio dos titulos indexados nos processos de inflagdo elevada
sera igual a produtividade marginal do capital acrescida de um prémio de
risco:

, SUONCL
rOf (k)@tw f(k)U,Q (39)

A caracterizagcdo completa do equilibrio exige que se obtenha mais uma
equacao, para calcular a taxa de juros dos titulos indexados em funcédo
dos parametros do problema. Para isto pode-se utilizar a mesma
estratégia empregada na Uultima secdo para derivar a equacao (26):
calcular a derivada parcial da equacdo basica do problema de
programacao dindmica [equacao (33)] com relagdo a variavel de estado
w, 0 que produz a equacao (40):
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U . . U

0 [m.f"+n,Q-m+0?)+(@=n, = n,)r —n| V" + 0

U

y af+I72WEG—7T+02)+(1—'71—'72)WF+K|09('72)—C—nW+><]EV'+E
pVvV' =[] U
E [f frnv? +n,’wo’ -vn,owl{f'nw+ f)] V" + E

U 2,2 202 2 _ v U

g [f ve+n, weo 2fvn2waa)] > g

(40)

Esta equacdo pode ser simplificada nos casos de inflagdo elevada

2
desprezando os termos em 12 e os termos multiplicados por V”

coletando as parcelas em 11 e 12, e utilizando a restricdo ornamentaria
(32), para obter a equacéo (41).

571 Eﬁf "+ f VAV V) - r] +n, [ﬁ—rr+ o*-r+ fvaa)[QV”/V’)] +E

p " O (41
E|dw|V
% r-n+ [dt ]V' +n, f'nwowliv/V) %

Finalmente, utilizando (38) e (39) para simplificar a primeira linha de (41),
e desprezando o ultimo termo da segunda linha, obtém-se a equacao
(42), que generaliza a condicdo de Ramsey-Cass e € analoga a equacéo
(27) da ultima secdo:

&
r U”D U’ K
f(k)§+f(k)vzUHD,r:pJ,n_UJ,W )

O efeito de um aumento da taxa esperada de inflagdo na equacao (42)
pode ser analisado do mesmo modo como foi feito na equacéo (27),
indicando que ele conduz a uma reducdo da intensidade do capital e da
renda de equilibrio.

De modo similar ao modelo da sec¢&o anterior, 0 aumento da incerteza
inflacionaria, feito de modo a preservar o retorno real médio da moeda,
nao produz efeitos no lado real da economia. Por outro lado, analisando o
efeito de um acréscimo da incerteza na eficiéncia produtiva (v?), verifica-

se gue ele causa uma reducdo na intensidade do capital e da renda de
equilibrio13 e, na medida em que um aumento da incerteza da inflagao

Bg importante notar que este efeito, derivado da solugdo do modelo, é devido a
estratégia 6tima dos agentes econdémicos avessos ao risco quando confrontados com um
aumento de incerteza tecnoldgica.
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esteja associado a um aumento da incerteza na produtividade, produz
efeitos reais deletérios para o crescimento econdémico.

5 - CONCLUSAO

Neste artigo exploraram-se as implicacOes tedricas de se considerar que
a taxa de inflacdo e a produtividade da economia sejam estocasticas, no
contexto do modelo neoclassico de crescimento econémico Otimo
estendido. Assume-se que a demanda por moeda é devida a custos de
transagdo que sdo fungdo da proporgdo de moeda no portfolio dos
agentes e consideram-se trés modelos com grau crescente de
complexidade: um modelo deterministico, outro onde apenas a inflacao é
estocastica e um terceiro onde tanto a inflacdo quanto a produtividade
séo estocasticas.

Para cada um dos trés casos o equilibrio € caracterizado calculando-se a
taxa de juros de equilibrio, a condicdo marginal que permite obter a
intensidade 6tima para o capital e a demanda por saldos reais de moeda.

A andlise de estatica comparativa mostrou que em todos 0s casos obtém-
se um efeito anti-Tobin: aumentos da taxa de inflacdo esperada
produzem redug¢des na intensidade do capital e da riqueza de equilibrio.
Por outro lado, a aumentos da variabilidade da inflagdo que preservam o
retorno real da moeda n&o tém efeitos reais. Entretanto, quando
aumentos da variabilidade da inflacdo estdo associados aumentos da
variabilidade da produtividade da economia, ele eles também tém efeitos
deletérios sobre a intensidade de capital.

No seu conjunto, os modelos apresentados neste artigo explicariam, pelo
menos em parte, a queda do crescimento econdmico, as taxas reais de
juros elevadas e a elevada variancia do produto real que se observam em
geral no processos de alta inflagéo.
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