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No mercado de renda fixa brasileiro observamos ndo somente altas taxas de juros tanto nominais como
reais, mas também suas extremas volatilidades em relacdo ao padrdo internacional dos paises desenvol-
vidos. Assim, aimplementacao doméstica de modelos largamente utilizados nesses paises torna-se um
enorme desafio em termos de engenharia financeira. Igualmente, ndo é uma tarefa trivial calibrar
modelos de taxas de juros que venham a incorporar os fatos estilizados que observamos no mercado
brasileiro. Neste trabalho vamos mostrar, de um modo didatico e simples, como implementamos o
modelo Hull-White de um fator (um choque browniano) para o mercado de opcdes de IDI na BM&F. O
aspecto critico nessa tarefa é o algoritmo que replica os precos de mercado com base nos precos
tedricos. A calibragdo envolve a estimacdo de dois parametros basicos: a volatilidade das taxas de juros
de curto prazo e a velocidade de reversdao a média dos juros de curto prazo com relagdo aos juros de
longo prazo. Apesar da escassez de dados diarios das op¢des de renda fixa, mostramos que é possivel
calibrar o modelo Hull-White somente nos periodos de estabilidade. Atualmente, o assunto é da maior
relevancia, pois 0 Banco Central do Brasil passou a praticar as politicas monetaria e cambial com o uso
de derivativos.

1 INTRODUCAO
O aprecamento das op¢oes de indice de depésito interfinanceiro (IDI) que sao

negociadas na Bolsa de Mercadorias & Futuros de Sao Paulo (BM&EF) ¢ feito
majoritariamente por meio da adapta¢do do modelo de Black (1976).!

Para um tratamento geral e consistente dos produtos de renda fixa, ¢
necessdria a implementagiao de modelos que lidem com toda a extensio da
estrutura a termo. Assim, os diversos modelos de taxas de juros existentes

* Agradecemos aos referees andnimos desta revista, aos participantes do Il Congresso Brasileiro de Finangas no Ibmec/RJ e
aos professores e alunos do Mestrado Profissionalizante FEA/IME “Modelagem Matematica em Finangas” as criticas, as
sugestdes e os comentarios apresentados.

1. Algumas hipéteses do modelo de Black ndo sdo consistentes para o aprecamento de derivativos de renda fixa. Por exemplo,
é considerada a distribuicdo lognormal no vencimento para a variavel subjacente a opcdo, seja ela o preco de um titulo ou
uma taxa de juros. Logo, esse modelo ndo é adequado para a agregacao da exposicao gerada por derivativos referenciados a
ativos diferentes, como opgdes sobre titulos e caps. Além do mais, derivativos com exercicio antecipado ndo podem ser
tratados pelo modelo de Black. Apesar disso, a extrema facilidade de implementagdo minimizou esses inconvenientes teori-
cos, sob a dtica dos usuarios do modelo.
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precisam ser adaptados a realidade do mercado brasileiro no periodo recente,
caracterizada por altas taxas de juros, enorme volatilidade, caréncia de maior
variedade de instrumentos e reduzida liquidez. Nesse contexto, a estimagio
dos parimetros do modelo com base nos pregos de opgdes nao é uma tarefa
trivial. Portanto, a implementagdo e a aplicabilidade desses modelos ao com-
portamento da estrutura a termo das taxas de juros no Brasil constituem o
principal desafio deste trabalho.

O restante do artigo estd organizado da seguinte forma. Na Se¢do 2, sio
apresentados alguns dados das taxas de juros e uma breve descri¢ao das condi-
¢oes de liquidez para as opgdes de IDI na BM&E A Se¢do 3 resume os princi-
pais modelos de taxas de juros, em particular o modelo Hull-White de um
fator. A Segdo 4 explica como se calibram os precos de mercado aos do modelo.
No final da se¢o, sao discutidos os resultados empiricos da calibragio. A Se-
¢ao 5 contém as conclusdes e uma agenda para a pesquisa na drea. Nos Apén-
dices A e B apresentamos, respectivamente, as rotinas de calibragao do modelo
Hull-White no caso brasileiro e os cédigos de Matlab para o apregamento da
opgao usando esse modelo.

2 DESCRICAO DOS DADOS E ANALISE DE LIQUIDEZ DAS OPCOES DE IDI

O periodo em andlise vai de 03/01/2000 a 31/12/2001. Os dados considera-
dos sdo: ) a média didria anualizada do CDI-Cetip; 4) as taxas de swaps pré x
CDI divulgadas pela BM&EF; e ¢) os dados do mercado de opg¢oes de IDI na
BM&E? O Grifico 1 ilustra o comportamento da taxa do CDI-Cetip no refe-
rido perfodo. Pode-se verificar dois padroes bem distintos: 2) queda das taxas
de juros bdsicas até meados de margo de 2001, cujo piso ficou em torno de
15% a.a.; e b) contdgio da crise argentina no mercado brasileiro. A partir do
mesmo més de margo de 2001, ocorrem sucessivas elevacdes nas taxas de juros
primdrias (Selic), as quais sao acompanhadas pelo Certificado de Depésito
Interfinanceiro (CDI) e levadas novamente ao patamar de 19% a.a.

Os Grificos 2 e 3 exemplificam os mais variados formatos que as curvas
de taxas de juros assumiram recentemente no Brasil.?

As mudangas na estrutura a termo das taxas de juros atestam a instabilidade
e a volatilidade que o mercado de renda fixa brasileiro sofreu a partir da grave
deterioragao do risco soberano da Argentina. O aumento tanto da volatilidade

2.Trata-se, sem duvida alguma, de um periodo um tanto quanto limitado em termos de base de dados; entretanto, justificado
pelo acréscimo recente de operagdes envolvendo opcdes de IDI.

3. Nos dois graficos, foram utilizadas as taxas de swap pré x CDI, divulgadas diariamente pela BM&F.
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GRAFICO 1
EVOLUCAO DA TAXA DE JUROS CDI NO BRASIL — DE 2000:01 A 2001:12

[CDI-Cetip — taxa média (% a.a.)]
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GRAFICO 2
SUPERFICIE PARA AS CURVAS DE TAXAS DE JUROS BRASILEIRA — DE 1998:01 A 2001:12

[taxa de juros (% a.a.)]
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GRAFICO 3
ESTRUTURA A TERMO DAS TAXAS DE JUROS PREFIXADAS PARA ALGUMAS DATAS
SELECIONADAS
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como do prémio de risco exigido pelo mercado para as operagbes com prazos
mais longos fica mais nitido quando sio comparadas as curvas de juros nos

dias 28/12/2000 e 18/09/2001.

A opgao de IDI ¢ um instrumento derivativo de taxas de juros negociadas
na BM&E* Considerando um periodo entre as datas e 7 (7 > #), temos:

7-1
DI, = IDI,T1(1+CDI,) (1)
CDI, = (1+CDIL%aa.) ) -1 (2)

Para a opgao de compra, o payoff na data de vencimento 7" ¢é dado por:

C, =max(0,/DI, —K) (3)

Para que uma opgio de compra de IDI seja exercida no vencimento, a
variagio acumulada do CDI didrio, decorrida entre a data de negociagio da
opgao e o seu vencimento, deve ser superior a taxa de juros implicita na op¢ao
e dada pela divisao do prego de exercicio (K) pelo IDI na data de negociagao
(IDI). A Tabela 1 ¢ um resumo dos negdcios realizados com opgoes de IDI.
Podemos notar que esse mercado ainda sofre pela falta de liquidez, pois nao se
observam operagdes em todos os dias, mas apenas em 85,02% dos dias conti-
dos na amostra.’

4. Essa opcdo pode ser usada para propositos de hedge, apostas direcionais e outros tipos de operacdes na curva de taxas de
juros. O ativo-objeto dessa opcdo é o IDI. Esse é um indice divulgado diariamente que reflete o acimulo do dia das taxas
médias de CDI, tendo partido de 100 mil em 03/01/2000. Essas opges séo do tipo europeu e possuem vencimentos em todo
primeiro dia util de cada més — data em que ocorre a liquidagéo financeira das posigGes pela diferenca entre o valor do IDI
no vencimento da opcdo (/D/) e seu respectivo preco de exercicio (K).

5. Como esperado, a predominancia é ampla para os contratos de opgdes de compra, cuja participacao no total de nimero de
negdcios efetuados equivale a 96,71%. Adicionalmente, para outros derivativos de taxas de juros como caps, floors e swaptions,
a negociacao ocorre apenas no mercado OTC (over-the-counter) e com liquidez ainda mais reduzida. Na maioria dos casos,
essas operagdes sdo realizadas por tesourarias de grandes bancos para grandes clientes corporativos e assim a indisponibilidade
desses dados é total. Na realidade, a dificuldade para obter dados ndo é exclusiva do mercado brasileiro. Conforme citam
Gupta e Subrahmanyam (2000): " Therefore, while these models have provided important theoretical insights, their empirical
validity and performance remain to be tested. Empirical research in this area has lagged behind theoretical advances partly
due to the difficulty in obtaining data, as most of these interest rate contingent claims are traded in over-the-counter markets,
where data are often not recorded in a systematic fashion. This gap is being slowly filled by recent research in this area.”
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IT:I[:)EI%ADORES DE LIQUIDEZ DAS OP(;()ES DE IDI NA BM&F
Opgdes de IDI na BM&F %

Inicio da amostra 03/01/2000

Fim da amostra 28/12/2001

Ndmero de dias 494

Total de dias com negécios 420 85,02
Total de negdcios efetuados 4.685 100,00
Calls 4531 96,71
Puts 154 3,29
Total de contratos negociados ~ 1.790.278 100,00
Calls 1.665.380 93,02
Puts 124.898 6,98

3 MODELOS DE TAXA DE JUROS

A evolugio dos modelos de opgao para as taxas de juros tem dependido da
incorporagio dos principais fatos estilizados que procuram descrever a dina-
mica evolutiva da estrutura a termo das taxas de juros. A familia de modelos
de um fator para as taxas de juros pode ser sintetizada por:

df (r)=[0(t)—a(e) f (r)|de + () £ ()° d W, (4)

onde f'(r) descreve a taxa de juros de curto prazo; 6(s) ¢é um parimetro de
ajuste para a curva de juros observada no mercado; 4(7) é a velocidade de
reversio a média; 6(#) ¢ a volatilidade da taxa de juros de curto prazo; B é um
coeficiente de elasticidade sobre a taxa de juros 7; ¢ W ¢ um movimento
browniano na medida de probabilidade natural.®

Com base no modelo geral data descrito pela equagao (4), podemos ob-
ter os casos particulares dos diversos modelos de taxa de juros. Assim, temos:

e Merton (M-1973)

dr =Ods+dW, (5)

6. 0 movimento browniano na medida de probabilidade ajustada ao risco é dado por Wtz .
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e Vasicek (V-1977)

dr, =a(0—r)dt +0dW, (6)

e Cox-Ingersoll-Ross (CIR-1985)

dr, =a(0—1)dt+0 r,dW, (7)

e Ho-Lee (HL-19806)

dr, = 0(t)dt + cdW? (8)

e Hull-White (HW-1990)

dr, =[0(2)—a(e)(b—1,))dr + S (0)rPdW, (9)

e Black-Derman-Toy (BDT-1990)

dln(r)=[0(£)— aln(z)]dt + 6 (£) dW? (10)

e Black-Karasinski (BK-1991)

dln(r) =[0(£)— a(2)In(r,)|dt + ©(2) AW (11)

e Heath-Jarrow-Morton (HJM-1992)

df (t,7)=a(t,T)ds +o(2,7)dW} (12)

A alternativa escolhida neste trabalho foi a versao Vasicek Estendida do
modelo Hull-White, que € descrita pela equagao (9), com B = 0 e valores cons-
tantes para a velocidade de reversio 2 média (a) e para a volatilidade da taxa de
juros de curto prazo (6). Evitou-se a parametrizagio dependente do tempo
para (a) e (G), pois, ao se ajustar os precos exatos aos pregos de mercado para os
prémios das opgdes, o modelo pode produzir padrées inconsistentes para a

volatilidade futura da taxa de curto prazo 6(#).” Uma das principais razoes
para a escolha do modelo Hull-White ¢ sua facilidade e simplicidade de

7. E claro que ao tornar (a) e (c) como constantes impede-se que os precos das opgbes sejam recuperados com precisdo. O
resultado é uma estrutura estacionaria para a volatilidade e um aprecamento mais robusto para derivativos exdticos.



Derivativos de renda fixa no Brasil: modelo Hull-White 305

implementagdo.® A deficiéncia desse modelo estd na hipétese de uma distribui-
¢ao normal para as taxas de juros de curto prazo 7, 0 que nao impede a existén-
cia de taxas de juros nominais negativas.’

A férmula para o aprecamento das opgoes de IDL' de acordo com o mo-
delo escolhido'' e para as opgoes de compra, é dada por:

C,=IDI,N(d)- KP(t,T)N(d, - c,) (13)

onde 4, ¢ definido da seguinte forma:

1, , o,
2

KP(t,T
L ®.7) (14)

Op

8. Por ser um modelo de um fator (somente um choque browniano), gaussiano e markoviano para as taxas de juros de curto
prazo, possui grande tratabilidade analitica, permitindo o uso de formulas fechadas ou a implementacao de arvores trinomiais.
Como exemplo, por admitirem distribuicdo lognormal para r,, os modelos de Black, Derman e Toy (1990) e Black e Karasinski (1991)
requerem métodos numéricos especificos para sua resolugéo. Além disso, no modelo Hull-White, consegue-se reproduzir a curva de
taxas de juros negociadas no mercado, ao contrario dos modelos de equilibrio geral, tais como Merton (1973), Vasicek (1977) e Cox,
Ingersoll e Ross (1985), os quais deduzem endogenamente uma estrutura a termo para as taxas de juros. Com relagdo a preferéncia
pela modelagem com um fator, podemos defender seu uso ao examinarmos os resultados da analise de componentes principais ao
mercado brasileiro, os quais atribuem ao primeiro fator (mudanca de nivel da curva-movimento de translacdo da curva) a respon-
sabilidade por elevada parcela das variagdes na curva de juros. Um outro ponto positivo para a adocdo de modelos de um fator é
a possibilidade maior de realizar calibracdo diaria, porque possui menos parametros e, assim, requer um nimero menor de obser-
vagdes necessarias para a calibracdo. Por exemplo, a versao Hull-White com dois fatores possui mais pardmetros para serem
calibrados, logo, necessita de um niimero maior de observagdes para o seu ajuste. Se estamos trabalhando em um mercado com
liquidez relativamente menor, a calibragéo pelo modelo Hull-White dois fatores deixara de ser diaria em alguns dias.

9. Porém, é interessante repetir aqui 0 argumento usado por Vieira Neto (1999), no qual reproduziu uma frase de Duffie (1996):
" Gaussian short-rate models are nevertheless useful, and frequently used, since the probability of negative interest rates within
a reasonably short time, with reasonable choices for the coefficient functions, is relatively small. Since any model is only an
approximation, there may, therefore, be applications for which it is worth the trouble of having negative interest rates if the
tractability that is offered in return is sufficiently great.” Além disso, o modelo pode ser deduzido no contexto do paradigma de néo-
arbitragem para HJM.

10. A primeira derivacdo dessa formula deve-se ao artigo de Vieira Neto e Valls Pereira (1999).

11. Para comprovar a capacidade do modelo, realizamos alguns testes de replicacdo com o objetivo de verificar se uma carteira
sintética seria capaz de replicar os ganhos e perdas do derivativo, cujo preco é dado por C (¢, 7). O portfolio de replicagdo
PR(t, T) = Caixa(t, T) + delta(t, T) * IDI(t, T). Realizamos o rebalanceamento do delta periodicamente (delta-hedging), se o modelo
for consistente, o valor do portfolio replicante deve ser igual ao payoffda opgao no vencimento, ou seja, para uma opgdo de compra,
PR(T, T) = C(T, T) = Max (/DI - K, 0). Um bom modelo deve produzir um erro de balanceamento que seja residual. Para o caso de
se preferir uma opgéo de IDI com trés meses para o vencimento, foram simulados 5 mil caminhos da taxa de juros para trés
freqliéncias de revisdo: 35, 63 e 125 vezes. A média dos erros de replicacdo do modelo foi de —4,27%, —4,13% e —4,31%, com desvio-
padrao de 11,99%, 12,45% e 13,25%, respectivamente. Portanto, supondo-se que a distribuicao desses erros seja normal, ndo se
rejeita a hipotese nula de eles serem iguais a zero, com 95% e 99% de intervalo de confianca. O leitor que quiser verificar esse teste
de replicacao deve solicitar aos autores o enorme banco de dados com as séries temporais das opcdes contendo o prémio na data
t< 1, ovalor do preco de exercicio e os parametros considerados.
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2

() _ _
o :J[zmwa @ =7 - 3] (15)

em que /DI ¢é o valor do IDI na data #; K¢ o prego de exercicio da opgao; P (#, 7)
¢ o preco na data ¢ de um titulo descontado com vencimento em 7; ci, éa
varidncia do ativo-objeto em (15); e T é a diferenca (fragao do ano) entre a data
de vencimento da op¢io (77) e a data de anilise ().

4 IMPLEMENTACAO DO MODELO HULL-WHITE AO MERCADO DE RENDA FIXA
NO BRASIL

A calibragao envolve um certo grau de empirismo (learning-by-doing) e intui-
¢do, pois a tarefa de estimar os parimetros que melhor se ajustam a um con-
junto de dados ¢ funcio de uma série de fatores, tais como: que instrumentos
derivativos considerar; defini¢do da amostra para evitar a presenca de outliers;
escolha de um critério para ser utilizado como peso; a que restriges os
parimetros devem se limitar; e a defini¢do do algoritmo de otimizacio e os
valores iniciais a serem considerados.!?

Uma abordagem alternativa no processo de calibragio dos parimetros
seria a estimacio estatistica deles.'

No mercado de derivativos de taxas de juros no Brasil, o dnico instru-
mento passivel de fornecer estimativas para os parAmetros que desejamos cali-

12. Segundo Ong (1996): " Calibration is definitely more an art than science. Consequently, calibrating to the market can be
highly subjective.”

Denominamos outliers os dados que embutem pouca ou nenhuma informacéo para a calibragdo. A sua manutencdo no conjunto de
dados para a calibracdo pode levar a estimativas totalmente viesadas para os pardmetros.

As rotinas de otimizacdo para a calibracao do modelo Hull-White foram criadas no Matlab pelo fato de este possuir grande
capacidade computacional em prover respostas rapidas e com muita informagdo. Apesar disso, concluimos que, sem divida
alguma, a calibragéo é a parte mais dificil de todo o conjunto relacionado ao aprecamento de um contrato derivativo de taxa
de juros.

13. As estimativas obtidas nesse processo poderiam servir como base de comparagéo para as estimativas obtidas implicita-
mente no processo de calibracdo. Uma boa referéncia sobre o tema é o artigo de Gongalves e Issler (1997), no qual varios
modelos econométricos sdo testados para a estimacao dos parametros do modelo de taxa de juros gaussiano. Essa aborda-
gem requer modelos econométricos, que ndo é o objetivo principal deste artigo. Desse modo, decidimos pela sua ndo-implementagao.
De todo modo, a mencdo é valida pois se trata de métodos alternativos complementares para a verificagdo da consisténcia dos
parametros estimados.

Cabe mencionar a enorme polémica na calibragdo dos modelos de derivativos, em termos de modelagem, entre os chamados
“econometristas financeiros” e os “rocket scientists" — utilizam o calculo estocastico.
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brar e com precos divulgados ao puablico ¢ a opg¢ao de IDI, negociada na
BM&E."

Apenas para comprovar a qualidade do ajuste logaritmico que usamos na
minimizagio dos residuos quadrdticos entre os pregos de mercado das opgoes
e os precos do modelo, comparamos os resultados dos residuos ao quadrado
com e sem o ajuste pelo logaritmo, de acordo com a Tabela 2. Os residuos ao
quadrado diminuem sensivelmente apds a aplicagio do logaritmo aos pre-
cos.”

A Tabela 3 exemplifica a existéncia de negdcios com opgdes totalmente
fora do dinheiro, sobre as quais devemos colocar em duvida a validade de seus
precos para o propdsito de calibragdo. Nesses pregos para a série MR05,'¢ a
coluna “r implicito” indica a taxa de juros anualizada, entre a data da cotagao
e a data de vencimento da opgdo, que ¢ requerida para que a opgao tenha payoff’
nulo, enquanto a coluna “r mercado” mostra a taxa de juros negociada em
mercado para o mesmo periodo. As diferengas entre as duas colunas sdo extre-
mamente elevadas.

Diante disso, foram testadas diversas variagbes para a fun¢io-objetivo com
o intuito de ajustar melhor os prémios das op¢oes e estimar parAmetros estdveis
para a volatilidade (0) e para a velocidade de reversao a média (a).

14. Trata-se de um mercado relativamente iliquido se compararmos com outros mercados de op¢ées, como Bovespa ou BM&F
(ddlar, por exemplo). Portanto, devemos atribuir importancia especial ao critério empregado para a selecdo dos dados e
constituicdo da amostra, devido a sua relativa liquidez, em termos de op¢Ges negociadas para poucos vencimentos e exerci-
cios diferentes. Isso torna dificil, se ndo impossivel, a tarefa de observar superficies de volatilidades implicitas para as opgoes
de IDI. Assim, as metodologias de Breeden e Litzenberger (1978), Banz e Miller (1978), Shimko (1993), Rubinstein (1994), Derman
e Kani (1994) e Dupire (1994) ndo podem ser implementadas. Yoshino (2001) estima a superficie de volatilidade para o mercado de
opgao Ibovespa.

Como conseqiiéncia da analise dos precos das opcdes, foram observados alguns critérios preliminares para a definicdo da amostra:
a) devido ao fato de o volume de negdcios com opcdes de venda de IDI influir minimamente no total de negdcios efetuados dentro
do periodo da amostra, optamos por desconsidera-las para a otimizacao; b) escolhemos o preco médio das opcdes pelo motivo de
o Ultimo preco ser passivel de alguma “puxada” no fechamento do pregao ou por estar distorcido ao fazer parte de alguma operagdo
estruturada, na qual ndo se observa o preco individual de cada opcdo, mas sim o conjunto. Isso pode ocorrer em conseqiiéncia de
uma operacdo de arbitragem, por exemplo. Contudo, permanece na amostra o problema do assincronismo das informagdes, o qual
ocorre porque todos os dados necessarios para o aprecamento de qualquer opcao devem ser coletados no mesmo instante. No caso
das opgGes de IDI, a estrutura a termo das taxas de juros e o prémio pago pela opcdo precisariam ser coletados no mesmo instante.
Esse é um problema que existe tanto no uso de um preco médio, como no uso de um prego dltimo e é dificil de ser tratado porque
0s bancos de dados existentes e disponiveis ao publico ndo levam em consideracdo o assincronismo das informacées; ¢) seguimos
a sugestao de Pelsser (2000) e calculamos todos os precos em termos logaritmicos. A amplitude nos precos negociados justifica essa
decisdo por melhorar os resultados da otimizacao; e d) para evitar a resolucao do sistema com um nimero de variaveis maior do
que o nimero de observagdes, consideramos somente os dias em que ha, no minimo, mais de dois precos disponiveis, pois temos dois
pardmetros para calibrar: ae .

15. Porém, nessa primeira tentativa de calibracdo, os resultados ainda ndo foram bons, motivo que nos levou a investigar minu-
ciosamente toda a informacdo contida na amostra. Essa rapida pesquisa concluiu que muitas observagdes, principalmen-
te as opgGes muito dentro ou fora do dinheiro e as opgGes com prazo muito curto para o vencimento, poderiam estar prejudi-
cando o desempenho do algoritmo de otimizacdo. Diante disso, parecia mais adequado testar algumas alternativas de filtragem
dos dados, da funcdo-objetivo usada na otimizacao e de algum tipo de peso que minimizasse de forma acentuada a importan-
cia dessas informagdes relativas as op¢des muito dentro ou fora do dinheiro.

16. 0 termo MRO5 é um cddigo de negociacéo definido para opcao de IDI cuja série é 05 e 0 més de vencimento marco de 2000.
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TABELA 3
RESUMO DOS NEGOCIOS COM A SERIE MARGO 05 DE OPCAO DE IDI — JAN/2000

Data de Coédigo de  Tipo de Data de K Ulimo ~ Médio  rimplicito (r,) r mercado (r )
cotacao negociacdo série vencimento (%) (%)
14/01/2000 MRO5 C 01/03/2000 129,500 9 9 587,03 18,96
21/01/2000 MRO5 C 01/03/2000 129,500 5 5 840,01 19,04
26/01/2000 MRO5 C 01/03/2000 129,500 3 3 1.104,88 19,00
Ld 2
. q) — ( ‘mercado + _ vodelo + )
min®, =3 (log (2" +1) - log(Z"** +1) (16)
Ld 2
. (D — ( v.mmio + _ .0d810+ )
min®, =3, (log(2™ +1)~log(7" +1) (17)
2
min®, 2—(log P’”"””d” —log Pmdd” 1 )
4,6 lllog([)mertzzdo+ ) ( ) ( ) (18)

- e log (Bmmm + 1) log(Pm”M + 1) i
nal,lan)4 = ;wi log ([fmmda N 1) (19)

Nas fungdes-objetivo (16), (17), (18) e (19), empregadas na otimizagio
nio-linear, P ¢ o pre¢o médio da opgio de IDI, P/*" é o prego gerado
pelo modelo para cada uma das 7 opgdes ¢ w, é um peso escolhido cuja soma
¢ igual a 1.7

Restringimo-nos a analisar trés critérios para a escolha do peso (w) na
calibracio:

a) O Vega calculado pelo modelo de Black (1976)'®
oC

Vega=——=Fe""'N'(d)|T -t (20)
Jc

17. Nessas quatro funcdes, foi somado 1 para evitar que o log do preco fosse igual a zero quando o prémio da opgéo era igual
a 1. Portanto, é possivel produzir diversas combinacdes entre as funces-objetivo e varias alternativas para os pesos na busca
pelas estimativas que sejam as mais estaveis e que minimizem os residuos ao quadrado.

18. Os parametros para o calculo do Vega foram definidos assim: F é uma estimativa para o preco futuro do IDI na data de
vencimento da opcdo, dada pelo valor atual do IDI multiplicado pelo fator equivalente a taxa de juros de mercado prevista no
mercado futuro para o mesmo prazo. Os outros parametros séo: r é a taxa de juros anualizada até a data de vencimento da
opgao, T~ té o prazo para o vencimento da opgao em termos de fracao de ano, N'(d,) é a derivada da funcao de densidade
cumulativa normal.
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b) O moneyness da opg¢ao, definido aqui como:

IDI,
KP(¢,T)

moneyness = (2 1 )

onde K ¢ o prego de exercicio na data 7"de vencimento da opgao, IDI ¢ o prego
do IDI na data £ e P (t, 7) ¢ o fator de desconto, dado pelas taxas de juros
projetadas pelo mercado futuro, o qual traz o prego de exercicio a valor presen-
te, da data 7 até a data =

¢) Um novo tipo de peso (w,) é definido a seguir. Esse peso pondera, pelo
prazo remanescente da opg¢ao (1), o médulo da diferenca relativa entre a taxa
de juros requerida para que a op¢ao seja exercida e a taxa de juros projetada no

]1( _]M

mercado futuro para a data de vencimento da opgio 7

1
W,=———*1

’ .]K—]M (22)

Ju

onde /, ¢ o juro implicito para que a op¢do tenha payoff nulo e calculado de
acordo com a equagio a seguir.

(%Yt 1)
= -1
IDI, (23)

J = juro implicito para exercicio (% a.a.)=

onde K¢ o preco de exercicio na data 7"de vencimento da opgao; /DI ¢ o prego
do IDI nadata #; du (¢, T') é o nimero de dias tteis entre as datas ze 75 e 252 é um
parimetro para seguir a conven¢do do mercado brasileiro de renda fixa em
reais, que considera um ano possuindo 252 dias tteis para a anualizaco da
taxa de juros. O pardmetro /, ¢ o juro de mercado, projetado pelo mercado
futuro, entre as duas datas e T representa o tempo para o vencimento da opgao
(fragao do ano), de acordo com:

Y (24)

252
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A intuicdo existente nesse peso ¢ que as diferengas relativas elevadas entre
J e/, (op¢des muito dentro ou fora do dinheiro) — por estarem no denomi-
nador de (22) — receberdo peso inversamente proporcional. Ao contrdrio,
quando as diferengas entre /e /, forem muito pequenas (opgoes no dinheiro),
elas receberdo peso consideravelmente maior. Adicionalmente, o termo T pon-
dera mais as opg¢des com prazo mais longo."” A Tabela 4 apresenta os resultados.

Para comprovar a influéncia positiva da inclusio dos pesos, testamos a
rotina de calibragdo para duas fun¢oes-objetivo listadas anteriormente e para
cada um dos quatro pesos, de modo que no final pudemos analisar os resulta-
dos das oito alternativas de calibragio. Claramente, percebe-se, na Tabela 5,
que a média dos residuos quadrdticos ¢ reduzida de modo considerdvel quan-
do ¢ feito algum tipo de ponderagdo dos erros.

Destacaram-se o Vega e o w, como aqueles que apresentaram menor média
e desvio-padrao para os residuos da otimizagdo. Dessa forma, as conclusées pre-
liminares indicam a superioridade dos resultados com o uso do log, de fun¢oes-
objetivo com diferengas relativas e da ponderagio pelo Vega ou pelo w,.*

TABELA 4
ESTATISTICAS PARA 0S TRES TIPOS DE PESOS

Estatisticas W, Moneyness Vega (modelo Black)
Média 22,26 0,995 160,21
Desvio-padrdo 185,26 0,023 113,63
Min 0,00 0,792 0,00
Q1 0,86 0,995 34,52
Mediana 2,65 0,999 178,10
Q3 8,87 1,001 254,15
Max 5.985,62 1,021 482,17

19. Por exemplo, se a diferenca (J e J, ) for de 5% para duas opgdes diferentes, uma com 1 més para o vencimento e a outra com
6 meses para o vencimento, é razoavel supor que exista uma probabilidade maior de exercicio para a op¢do mais longa e, assim,
ela deva receber maior peso, pois as chances de a taxa de juros subir 5% faltando apenas 1 més para o vencimento da opcao sao
menores. Entretanto, uma primeira pergunta que inevitavelmente surge é o motivo que nos levou a sugerir o critério anterior como
uma ponderagao para os residuos quadraticos. A primeira inspegao visual das séries temporais dos trés pesos mostrou que w,
oscilava mais e, efetuada uma analise estatistica dos dados, verificou-se que, realmente, w, possuia maior desvio-padrdo e maior
amplitude em seus dados. Pelo fato de o w, ser mais sensivel, acreditdvamos que ele conseguiria minimizar os erros e gerar
estimativas melhores para ae G.

20. Considerando o fato de essa selecdo inicial dos dados apenas descartar os dias em que somente um negocio foi efetuado, havia
muitas opcoes totalmente fora do dinheiro (OTM) que poderiam ser retiradas da amostra através de algum procedimento para
filtrar essas informacdes. O objetivo principal seria eliminar prémios distorcidos ou de opcées muito dentro ou fora do dinheiro e
assim obter estimativas estaveis para ae ©.
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TABELA 5
COMPORTAMENTO DOS RESIDUOS QUADRATICOS DA OTIMIZACAO DOS PARAMETROS a E ¢

Ponderacdo Média Desvio-padrao  NUmero de vezes em relagdo & menor média

Fungdo-objetivo: [log (mercado + 1) — log (modelo + i

Sem peso 2,869 6,778 29,322
Moneyness 0,194 0,904 1,983
Vega + 1 0,098 0,886 1,000
W, 0,110 0,931 1,129

3

Funcdo-objetivo: 1/log (mercado + 1) * [log (mercado + 1) — log (modelo + i

Sem peso 0,327 0,642 62,568
Moneyness 0,019 0,050 3,709
Vega + 1 0,005 0,038 1,000
W, 0,006 0,038 1,091

3

Filtramos a amostra usando como base o inverso do peso w,, ou seja, a
diferenga percentual entre a taxa de juros para o exercicio da opgio e a taxa de
juros de mercado para o mesmo prazo, ajustado pelo tempo para o vencimento.”

K~ JM|x 1
ﬁltrOZ% (—) (25)

M T

Com base na equagio (25), criamos trés selegoes diferentes de dados, apli-
cando filtros definidos arbitrariamente de 100%, 50% e 40%. As otimizagoes
com base tanto na fungdo dada pela equagio (19) como nas ponderagoes pelo
Vega e pelo w, produziram resultados bastante semelhantes para as estimativas
dos pardmetros de reversao a média, da volatilidade e dos residuos quadriticos.

Com relagio aos resultados da estimagio, temos que a primeira constatagao
¢ que se pode distinguir trés periodos com comportamentos distintos. O pri-
meiro periodo, que chamaremos de P1, vai de 03/01/2000 a 30/11/2000. O
segundo perfodo, chamado de P2, vai de 01/12/2000 a 15/03/2001. O dlti-
mo periodo, P3, de 16/03/2001 a 28/12/2001.

Para P1, verificamos que praticamente todo o ano de 2000 gerou estima-
tivas instdveis e com excessivo desvio-padrio para 2 e¢ G, de acordo com os

21. Existem diversos procedimentos estatisticos que poderiam ser utilizados para filtrar os dados da amostra, tais como box-
plot ou quantis da distribuicdo normal.
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Griéficos 4 e 5. Pode-se explicar esse resultado devido a pequena liquidez do
mercado de opgoes de IDI em 2000, a qual foi crescendo durante o ano, e a
convergéncia da estrutura a termo das taxas de juros para condigées menos
voldteis, com taxas de juros menores ¢ uma estrutura a termo mais plana so-
mente no fim do ano citado, conforme Grifico 6.%

No periodo P2, a partir de dezembro de 2000 até marco de 2001, as
estimativas para @ ¢ G surpreendentemente mostraram maior estabilidade,
com queda da volatilidade de 8%-9% a.a. para 2%-3% a.a. e a velocidade de
reversao a média entre 130% e 140% a.a.

GRAFICO 4
PARAMETRO G (VOLATILIDADE DA TAXA DE JUROS DE CURTO PRAZO) NO PERIODO P1 —
DE 03/01/2000 A 30/11/2000

16 [volatilidade (% a.a.)]
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GRAFICO 5
PARAMETRO a (VELOCIDADE DE REVERSAO A MEDIA) NO PERIODO P1 — DE 03/01/2000 A
30/11/2000
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22. Avolatilidade da taxa de juros de 21 dias Uteis foi calculada por alisamento exponencial e fator de decaimento igual a 0,94,
com base nas taxas de swap pré x CDI-BM&F e o spread, medido em pontos-base, ¢ entre a taxa de swap de 1 ano e a taxa média
diaria anualizada do CDI-Cetip.
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GRAFICO 6
VOLATILIDADE DA TAXA DE JUROS DE 21 DIAS UTEIS E SPREAD ENTRE A TAXA DE SWAP DE
1 ANO E ATAXA DE 1 DIA — DE 03/01/2000 A 15/03/2001
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Um exemplo da redu¢do da volatilidade das taxas de juros no periodo estd
presente no Gréfico 6, que mostra a visivel queda na volatilidade de novembro
de 2000 a marco de 2001. Nesse gréﬁco, a outra série representa o :pmzd entre
a taxa de swap de 1 ano e a taxa didria do CDI, na qual verificamos a redugio de
200 pontos-base no inicio de novembro de 2000 para a metade no inicio de
margo de 2001. Essa redugdo nos spreads representa uma diminui¢ao no prémio
de risco exigido para operagoes de prazo mais longo, ocorrendo em uma estrutu-
ra mais plana das taxas de juros. Portanto, no perfiodo em que houve relativa
estabilidade no mercado de renda fixa, conforme descri¢ao da curva de juros e
sua volatilidade, foi possivel inferir boas estimativas para os parAmetros.

Nos Gréficos 7 e 8 apresentamos um dos resultados da calibragio das
opeoes de IDI para 2 e O, para o perfodo de 01/12/2000 a 15/03/2001. A
estabilidade da volatilidade ¢ marcante a partir da metade de dezembro de
2000, ocorrendo o mesmo para a velocidade de reversao 2 média, com excegio
de algumas datas, as quais foram ressaltadas no Grdfico 8. Apesar disso, conse-
guimos calibrar o pardmetro 2 para 90% dos casos.

O mais interessante ¢ que no dia 15/03/2001, quando as inquietagoes
com a situagdo argentina comegaram a se agravar, OCOITe uma ruptura nesse
comportamento mais estdvel para as estimativas. A partir dessa data, a amplia-
¢ao do nervosismo em relagdo ao futuro econémico da Argentina e o eventual
contdgio para o Brasil, a crise energética no segundo semestre ¢ os atentados
de 11 de setembro desestabilizaram completamente as estimativas geradas
pela calibracao didria, ilustradas nos Griéficos 9 e 10.

Os Grificos 11 e 12 conseguem ilustrar perfeitamente a magnitude do
choque ocorrido no mercado de renda fixa brasileiro a partir de margo de
2001. No primeiro dia do contdgio desse mercado devido  crise argentina, a
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GRAFICO 7
PARAMETRO G (VOLATILIDADE DA TAXA DE JUROS DE CURTO PRAZO) NO PERIODO P2 —
DE 01/12/2000 A 15/03/2001
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GRAFICO 8
PARAMETRO a (VELOCIDADE DE REVERSAO A MEDIA) NO PERIODO P2 — DE 01/12/2000 A
15/03/2001
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GRAFICO 9

PARAMETRO G (VOLATILIDADE DA TAXA DE JUROS DE CURTO PRAZO) NO PERIODO P3 —
DE 16/03/2001 A 28/12/2001
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GRAFICO 10
PARAMETRO a (VELOCIDADE DE REVERSAO A MEDIA) NO PERIODO P3 — DE 16/03/2001 A
28/12/2001
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GRAFICO 11
CURVAS DE TAXAS DE JUROS (SWAPS PRE X CDI-BM&F) PARA 14/03/2001 E 15/03/2001
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GRAFICO 12
VOLATILIDADE DAS TAXAS DE JUROS DE 21 E 252 DIAS UTEIS — DE 02/01/2001 A
28/01/2001
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curva de juros deslocou-se para cima, praticamente de maneira paralela, cerca
de um ponto percentual e o deslocamento para cima da estrutura a termo de
juros continuou até o final do més de margo. Conseqiientemente, a volatilidade
das taxas de juros aumentou de modo expressivo — por exemplo, a volatilidade
da taxa de juros para 252 dias uteis, cerca de um ano, foi multiplicada por seis
entre a metade e o final do més de margo de 2001. Certamente, nenhum mode-
lo de taxa de juros da familia de um fator consegue ajustar-se a esse choque.

Em virtude do cendrio de excessiva volatilidade iniciado em margo e pro-
longado devido a crise energética e aos atentados nos Estados Unidos, a im-
possibilidade em extrair estimativas estdveis para 2 e G ficou mais clara. O
processo de calibragio do modelo Hull-White gerou estimativas enquanto a
curva de juros era estdvel, praticamente plana, e as volatilidades das taxas de
juros estavam em trajetdria declinante. Entretanto, concluimos também que o
conjunto de condi¢des adversas apds margo de 2001 impediu que o modelo
proposto obtivesse o ajuste necessdrio, de modo que fornecesse parAmetros

confidveis para o apregamento e hedge de derivativos de taxa de juros.

5 CONCLUSOES

Apesar da escassez de dados didrios para as op¢oes de IDI, mostramos que é
possivel calibrar, de maneira razoavelmente robusta, o modelo de Hull-White em
perfodos de estabilidade econ6mico-financeira. Mostramos também que, em pe-
riodos com grande volatilidade ou pds-crise, 0 mesmo modelo gera pardmetros
instdveis. A partir dos estudos realizados para a calibragio, sio necessdrios tes-
tes de aprecamento e hedging, o que nio foi feito neste trabalho, para que se
tenham argumentos a favor ou contra a qualidade da calibragio do modelo.

Certamente, se o mercado de op¢des de taxas de juros no Brasil, hoje repre-
sentado somente pela op¢ao de IDI, mostrar aumento significativo de liquidez,
a tarefa de calibragio serd muito facilitada.

Como sugestdes de pesquisa futura na drea de modelagem de derivativos
de taxas de juros, existem intimeros caminhos a serem seguidos. Um deles pode
ser a elabora¢ao de modelos que incorporem o cardter estocdstico da volatilidade
mais saltos discretos (stochastic volatility jump diffusion model) provocados pelas
reunides do Comité de Politica Monetdria (Copom), do Banco Central do
Brasil. Uma outra linha é a implementagao de modelos unifatoriais da classe
HJM, mas com especificagdes diferentes para a varidncia.
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APENDICE A

RESULTADOS DIARIOS DA CALIBRACAO

CALIBRACAO DAS OPCOES DE IDI AO MODELO HULL-WHITE
Amostra: Calibracdo diéria, apenas mais de uma observacao por dia é vélida
Amostra: 723 observacdes

Filtro: <=50%

Peso: w,

Funcao-objetivo: w * [(log (mercado + 1) — log (modelo + 1))/log (mercado + 1)]Z
Algoritmo: Large Scale e ON-Gauss Newton

Chute inicial: 8% e 100% (c e a)

Restricdo inferior: 0,001% e 10% (c e a)

Restricdo superior: 20% e 150% (o e a)

%

Média 3 6,849 97,073 9.05E-04 5
Desvio-padrao 1 3,792 50,683 2.53E-03 1
Min 2 1,191 10,000 1.35E-09 2
Q1 2 3,302 66,062 3.20E-05 4
Mediana 3 6,311 115,750 2.57E-04 5
Q3 4 9,265 137,883 7.73E-04 5
Max 6 20,000 150,000 2.51E-02 "
Data Numero de Volatilidade (o) Reversdo a média (@)  Residuos ao [teracoes
observagGes (%) (%) quadrado
13/01/00 2 9,12 10,00 9.52.E-04 7
14/01/00 3 6,17 111,04 3.57.E-04 4
19/01/00 2 5,82 112,81 3.34.E-04 4
20/01/00 3 5,75 10,00 3.15.E-04 4
28/01/00 2 6,39 10,00 3.67.E-04 6
09/02/00 3 2,83 10,00 1.30.E-03 "
17/02/00 2 1,30 141,81 3.71.E-03 7
18/02/00 2 1,59 139,95 5.54.E-04 6
23/02/00 2 6,26 110,70 1.49.E-03 4
24/02/00 2 5,10 118,09 7.35.E-05 4
25/02/00 2 6,11 112,70 1.49.E-03 4
28/02/00 3 10,19 10,00 8.11.E-03 6

(continua)
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Data NUmero de Volatilidade (6) Reversdo a média (a)  Residuos ao [teracoes
observacoes (%) (%) quadrado
15/03/00 4 3,21 10,00 1.12.E-04 6
16/03/00 3 3,42 10,02 312.E-03 9
17/03/00 3 3,39 15,77 3.57.E-03 8
23/03/00 2 4,65 150,00 8.08.E-03 6
31/03/00 2 4,95 10,00 2.51.E-02 6
03/04/00 2 4,89 10,00 2.32.E-02 6
05/04/00 3 2,26 10,00 3.42.E-03 6
06/04/00 3 1,86 10,00 2.46.E-03 7
07/04/00 4 2,87 10,00 1.39.E-03 6
13/04/00 3 2,86 10,00 8.45.E-04 6
14/04/00 3 5,28 10,00 3.39.E-04 5
17/04/00 2 4,49 121,89 4.48.E-04 4
18/04/00 3 519 15,92 3.50.E-05 5
20/04/00 3 518 10,00 9.10.E-06 5
24/04/00 3 5,75 29,85 8.83.E-05 6
26/04/00 3 7,07 149,60 1.49.E-05 5
28/04/00 3 6,99 129,43 3.74.E-06 4
02/05/00 3 7,05 129,48 3.59.E-05 4
05/05/00 3 8,59 110,92 3.62.E-06 3
09/05/00 3 8,97 150,00 9.56.E-04 4
10/05/00 3 9,17 150,00 9.90.E-04 5
17/05/00 3 8,81 150,00 1.07.E-03 4
18/05/00 3 8,11 150,00 1.25.E-03 4
19/05/00 3 7,52 149,94 4.92.E-04 4
13/06/00 2 7,73 101,66 7.68.E-06 3
15/06/00 2 3,16 131,28 4.32.E-04 5

(continua)
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(continuacéo)

Data Numero de Volatilidade (c) Reversdo a média (a)  Residuos ao Iteragbes
observagdes (%) (%) quadrado
14/07/00 5 5,30 149,96 1.82.E-04 5
20/07/00 2 6,10 111,97 1.30.E-04 4
27/07/00 2 4,73 120,43 5.54.E-05 4
31/07/00 2 5,10 118,14 4.91.E-05 4
01/08/00 2 2,96 131,52 1.41.E-04 5
08/08/00 2 3,80 120,02 2.20.E-04 6
10/08/00 2 3,41 129,54 2.83.E-04 5
18/08/00 2 3,27 125,36 2.53.E-04 6
21/08/00 2 2,31 134,15 1.58.E-03 5
24/08/00 2 3,15 134,00 6.94.E-04 5
25/08/00 2 3,23 128,89 5.05.E-04 5
28/08/00 2 2,94 131,61 3.79.E-04 4
29/08/00 2 3,56 129,83 6.92.E-04 5
31/08/00 3 2,9 10,01 4.01.E-04 6
04/09/00 3 3,23 10,05 3.34.E-04 6
12/09/00 3 3,21 10,00 3.60.E-04 7
28/09/00 2 3,64 126,82 5.24.E-03 4
24/10/00 2 2,96 132,34 1.05.E-03 5
25/10/00 4 3,83 40,65 3.28.E-06 5
26/10/00 2 4,30 123,10 7.29.E-04 4
27/10/00 2 4,19 123,81 9.77.E-05 4
30/10/00 2 4,00 125,02 1.61.E-06 5
01/11/00 2 5,61 114,96 3.57.E-05 4
06/11/00 2 5,22 117,47 1.47.E-04 4
07/11/00 2 5,45 115,06 6.29.E-04 4
08/11/00 2 5,72 116,44 9.79.E-04 4
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Derivativos de renda fixa no Brasil: modelo Hull-White 321
(continuacéo)
Data Numero de Volatilidade (6) Reversdo a média (@)  Residuos ao [teracoes
observagdes (%) (%) quadrado
09/11/00 2 8,94 92,91 1.29.E-04 4
10/11/00 3 513 150,00 5.29.E-04 5
13/11/00 2 9,08 91,91 1.36.E-05 4
14/11/00 3 4,08 62,64 1.63.E-05 6
17/11/00 3 4,85 10,00 9.01.E-04 5
20/11/00 2 4,97 10,00 1.48.E-03 5
21/11/00 3 5,01 10,02 1.17.E-04 4
22/11/00 3 5,65 139,51 2.37.E-05 5
23/11/00 2 4,93 10,00 8.37.E-05 7
28/11/00 4 11,42 150,00 6.76.E-04 5
29/11/00 3 9,01 141,19 2.82.E-07 4
30/11/00 3 10,46 150,00 1.03.E-03 5
01/12/00 3 15,21 102,51 6.54.E-06 6
04/12/00 3 15,24 150,00 4.96.E-04 7
05/12/00 2 6,79 10,49 1.98.E-06 6
06/12/00 3 10,44 150,00 6.50.E-03 7
08/12/00 2 6,80 149,97 1.23.E-04 5
11/12/00 2 4,72 120,44 1.05.E-03 4
12/12/00 3 4,37 150,00 2.83.E-03 5
15/12/00 4 2,88 137,85 8.89.E-05 5
18/12/00 2 3,30 129,23 3.63.E-04 5
19/12/00 2 2,61 133,73 4.13.E-03 6
20/12/00 2 2,35 135,33 2.23.E-05 5
21/12/00 2 3,47 128,17 9.22.E-03 5
22/12/00 3 2,41 134,93 3.52.E-04 5
27/12/00 2 3,30 129,06 2.03.E-04 5
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(continuacéo)

Data Numero de Volatilidade (c) Reversdo a média (a)  Residuos ao Iteragbes
observagdes (%) (%) quadrado
03/01/01 2 4,02 124,91 7.33.E-04 4
04/01/01 4 3,42 11,50 4.37.E-04 7
05/01/01 5 3,14 10,00 5.16.E-04 7
10/01/01 2 3,38 150,00 8.64.E-05 6
11/01/01 4 3,22 76,30 4.39.E-05 6
12/01/01 4 3,21 140,05 2.23.E-05 5
15/01/01 3 3,16 130,28 5.08.E-08 5
16/01/01 2 3,10 130,64 2.20.E-06 5
17/01/01 3 2,65 133,44 1.13.E-04 5
18/01/01 4 2,39 135,51 6.07.E-04 5
19/01/01 3 2,61 150,00 1.37.E-03 7
22/01/01 4 2,52 134,62 7.66.E-04 5
23/01/01 4 2,22 136,36 1.62.E-03 5
24/01/01 3 1,80 138,71 1.69.E-03 5
26/01/01 3 1,88 138,21 1.01.E-03 5
29/01/01 3 1,88 137,98 2.22.E-03 5
30/01/01 5 1,81 150,00 1.29.E-03 6
31/01/01 5 1,57 142,73 1.59.E-03 5
01/02/01 5 1,19 142,57 9.50.E-04 6
05/02/01 4 1,72 139,44 2.00.E-03 6
06/02/01 5 2,24 135,82 1.99.E-03 5
07/02/01 5 2,85 132,97 8.73.E-04 5
08/02/01 3 1,97 137,67 6.61.E-04 5
09/02/01 4 2,11 136,81 2.69.E-04 5
12/02/01 3 1,71 139,30 2.10.E-05 6
13/02/01 4 1,85 138,45 1.13.E-05 6
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Data NUmero de Volatilidade (6) Reversdo a média (a)  Residuos ao [teracoes
observacoes (%) (%) quadrado
14/02/01 3 2,21 136,21 1.25.E-04 5
15/02/01 4 2,25 135,61 1.46.E-03 5
16/02/01 5 2,84 150,00 1.25.E-03 6
19/02/01 5 3,15 150,00 7.75.E-04 5
21/02/01 3 3,25 129,67 2.85.E-05 5
22/02/01 3 3,68 125,85 3.17.E-04 5
23/02/01 2 3,35 128,38 6.80.E-04 5
28/02/01 2 3,29 129,33 2.79.E-04 5
02/03/01 2 2,70 133,36 2.52.E-03 5
06/03/01 2 2,77 132,22 2.54.E-03 5
07/03/01 2 2,80 132,28 2.22.E-03 5
12/03/01 3 3,28 129,47 1.61.E-03 4
13/03/01 5 3,31 150,00 2.19.E-03 5
14/03/01 4 4,86 119,65 1.94.E-05 4
15/03/01 4 2,49 134,53 7.73.E-04 5
16/03/01 4 13,49 150,00 3.92.E-05 6
20/03/01 3 7,63 102,32 8.56.E-06 3
21/03/01 3 6,74 10,01 1.56.E-05 4
27/03/01 2 9,00 92,45 4.00.E-05 3
28/03/01 2 7,46 103,40 6.71.E-05 3
09/04/01 2 12,89 63,23 3.49.E-05 5
10/04/01 2 11,66 72,58 7.39.E-05 4
02/05/01 2 12,49 66,30 2.37.E-06 5
08/05/01 2 11,92 119,49 1.35.E-09 6
14/05/01 2 11,49 73,80 1.52.E-05 5
15/05/01 2 12,04 69,69 6.08.E-05 5
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(continuacéo)

Data Numero de Volatilidade (c) Reversdo a média (a)  Residuos ao Iteragbes
observagdes (%) (%) quadrado
16/05/01 3 13,03 150,00 1.05.E-05 6
17/05/01 3 8,72 10,00 5.14.E-04 5
18/05/01 2 9,26 10,00 1.83.E-03 6
22/05/01 2 9,07 92,02 2.81.E-04 4
28/05/01 2 12,19 150,00 1.81.E-05 6
29/05/01 3 6,89 10,00 2.33.E-04 5
04/06/01 2 16,28 150,00 1.88.E-03 6
06/08/01 2 20,00 10,00 2.87.E-04 8
10/08/01 2 11,08 69,54 4.41.E-09 4
15/08/01 2 9,23 90,80 1.57.E-05 3
20/08/01 2 11,27 75,45 1.09.E-05 4
21/08/01 2 8,01 99,93 2.33.E-05 2
22/08/01 3 11,32 90,81 1.50.E-06 5
24/08/01 5 11,34 12,58 1.55.E-04 5
27/08/01 5 10,56 150,00 2.87.E-04 5
28/08/01 4 8,45 19,80 2.50.E-05 5
29/08/01 4 9,95 10,14 1.29.E-04 5
30/08/01 4 12,39 10,05 1.63.E-04 6
31/08/01 3 12,60 65,49 3.63.E-05 5
03/09/01 3 13,35 59,91 9.76.E-06 5
04/09/01 5 10,92 10,06 2.67.E-04 5
05/09/01 4 12,42 66,88 6.30.E-05 5
06/09/01 3 12,50 66,25 1.01.E-05 5
10/09/01 2 14,25 53,11 9.82.E-07 6
12/09/01 3 12,50 66,27 1.78.E-06 5
14/09/01 3 14,23 53,30 9.64.E-06 5
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Data Numero de Volatilidade (6) Reversdo a média (@)  Residuos ao [teracoes
observagdes (%) (%) quadrado
17/09/01 5 10,15 150,00 4.47.E-03 4
18/09/01 4 11,48 73,87 4.68.E-05 5
19/09/01 2 9,28 90,44 2.66.E-06 4
20/09/01 3 9,97 85,23 1.38.E-04 4
21/09/01 4 11,23 150,00 3.59.E-04 5
24/09/01 4 16,40 149,99 3.01.E-05 7
25/09/01 5 14,92 150,00 7.22.E-05 7
26//09/01 4 14,41 51,94 1.54.E-04 5
28/09/01 3 11,06 150,00 5.02.E-04 5
01/10/01 2 12,35 67,37 1.96.E-05 5
02/10/01 3 11,68 72,42 3.43.E-05 5
03/10/01 4 9,47 149,99 2.30.E-04 4
04/10/01 4 13,44 48,20 7.68.E-06 5
05/10/01 4 13,04 54,20 1.82.E-06 5
08/10/01 3 11,89 70,85 2.01.E-05 5
09/10/01 4 13,15 123,13 4.97.E-06 6
10/10/01 3 10,37 10,01 3.39.E-04 5
11/10/01 2 11,76 71,82 2.12.E-05 5
15/10/01 3 13,30 76,94 2.58.E-05 5
16/10/01 3 10,99 10,01 1.92.E-04 6
17/10/01 4 10,81 15,23 2.91.E-05 5
18/10/01 2 8,89 93,22 7.37.E-04 3
19/10/01 3 11,22 49,90 2.29.E-07 5
22/10/01 5 7,19 10,06 2.69.E-04 3
23/10/01 3 8,86 14,14 1.19.E-05 5
25/10/01 4 9,49 10,61 4.62.E-05 5
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Data Numero de Volatilidade (5) Reversdo a média (@)  Residuos ao Iterages
observagdes (%) (%) quadrado
26/10/01 4 9,17 150,00 1.25.E-04 4
29/10/01 3 9,79 150,00 7.34.E-05 5
30/10/01 4 10,66 84,69 2.23.E-06 4
31/10/01 5 9,04 92,23 1.74.E-07 4
05/11/01 4 8,75 94,35 3.27.E-05 4
06/11/01 4 8,83 93,81 5.55.E-05 3
07/11/01 5 7,92 100,43 1.36.E-04 3
08/11/01 3 8,68 94,93 3.51.E-04 3
09/11/01 4 9,44 89,21 6.89.E-04 4
12/11/01 3 8,89 93,18 5.89.E-04 4
13/11/01 5 6,91 106,81 2.48.E-04 3
14/11/01 3 7,18 105,10 5.52.E-05 3
19/11/01 5 8,07 150,00 4.03.E-04 4
20/11/01 6 1,57 102,66 5.22.E-04 3
21/11/01 5 7,20 73,79 1.28.E-04 3
22/11/01 2 6,32 110,58 2.06.E-03 3
23/11/01 2 6,30 150,00 2.10.E-05 6
26/11/01 4 7,06 150,00 5.34.E-04 4
27/11/01 5 8,01 150,00 7.16.E-04 4
28/11/01 4 8,34 97,48 8.85.E-05 3
29/11/01 5 7,74 150,00 2.35.E-04 4
30/11/01 4 8,71 94,70 1.71.E-05 3
03/12/01 5 6,63 135,61 3.60.E-05 4
04/12/01 4 6,46 150,00 1.55.E-04 5
05/12/01 5 6,73 150,00 1.99.E-04 5
06/12/01 4 6,99 106,31 2.61.E-04 3

10/12/01 2 6,75 107,80 2.09.E-03 4
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APENDICE B
CODIGOS DE MATLAB PARA A IMPLEMENTACAO DO MODELO HULL-WHITE
function F = HWIDIcall (x,P1,P2,P3,P4,P5,P6)
QoHHHHARHH AR HHARHH AR AR I AR R AR A AR A A A AR A AR H AR A AR I AR AR
% HWIDIcall: Calcula o preco de uma opgao de compra sobre o IDI, de acordo
% com o modelo Hull-White 1 fator. A férmula da variincia segue derivagao
% de Vieira Neto e Valls Pereira (1999).
%
% A func¢io HWIDIcall é usada na fung¢io de otimizagio LSQNONLIN para encontrar
% os pardmetros de volatilidade e reversao a média.
%
% Os pardmetros da fungio HWIDIcall sio:
% P1: IDI é 0 preco do IDI na data de cdlculo da op¢ao
% P2: K é o preco de exercicio da opgao de compra
% P3: PtT é o prego do discount bond (fator de desconto)
% P4: tau ¢ o tempo para o vencimento da op¢ao, mensurado em fracio de ano
% P5: mkeprices ¢ o log do preco de mercado (dltimo ou médio) da op¢ao
% P6: weight é um peso escolhido para otimizagio
%
% Autor: Leonardo A. Almeida, 02-10-2002
Yo#HHHAARHHHBAAHHHHBARHHHHHAHHHHHRAH
IDI=P1(:,1)
K=P2(,1)
P<T =P3(:,1)
tau = P4(:,1)
mkeprices = P5(:,1)
weight = P6(:,1)
% o termo x(1) é igual ao sigma e x(2) é igual ao alfa

varP = (x(1)72/(2*x(2)3))*(2*x(2) *tau + 4*exp(—x(2)*tau) — exp(—2*x(2)*tau)-3)
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sigP = sqrt(varP)

d1 = (log(IDL/(K.*PtT))+ varP/2)./sigP

d2 = d1 —sigP

call = (IDL.*normcdf(d1) — K*PtT. *normcdf(d2))

F = (mkeprices —log(call+1))./mkeprices

err_weighted = F*weight

F = err_weighted

function F = Calibration
Yo######HHBRAH#HHHBHAHHHHHHHHHHAREHAH

%

% Esta rotina foi desenhada com o objetivo de descobrir as estimativas
% implicitas de velocidade de reversio 4 média e volatilidade nos pregos
% das opgdes de IDI negociadas na BM&F

% O modelo Hull-White 1 fator foi o escolhido para descrever o comportamento
% da taxa de juros de curto prazo

%

% IDI é o preco do IDI na data de cdlculo da op¢ao

% K é o prego de exercicio da op¢ao de compra

% PtT é o preco do discount bond (fator de desconto)

% a é o pardmetro de velocidade de reversao A média

% sig ¢ a volatilidade da taxa de juros de curto prazo

% tau é o tempo para o vencimento da op¢io, mensurado em fragio de ano
%

% Autor: Leonardo A. Almeida, 02-10-2002
Vo##HHHAARHHHRAAHHHHHAHHHHHBHAHHHARS

DataOpt = wklread(‘c:\Calibradia.wk1’)

w=1

fimdados = length(DataOpt)

al =2
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ini=al

fori = ini : fimdados

k = DataOpt(i,3)

if i == fimdados

l=k+1

else

| = DataOpt(i+1,3)

end

ifk==1

else

a2=1

nlin=a2-al +1

% sao os parAmetros que irdo entrar na fungdo HWIDIcall
P1 = zeros(nlin,1)

P2 = zeros(nlin,1)

P3 = zeros(nlin, 1)

P4 = zeros(nlin,1)

P5 = zeros(nlin, 1)

PG = zeros(nlin, 1)

% onde P1,P2,P3,P4,P5 e P6 sdo, respectivamente, IDLK,PtT,tau,mkeprices
e weight(Vega)

P1(1:nlin,1)=DataOpt(al:a2,8)
P2(1:nlin,1)=DataOpt(al:a2,7)
P3(1:nlin,1)=DataOpt(al:a2,9)
P4(1:nlin,1)=DataOpt(al:a2,11)

% med e ult é um vetor com os precos médios e de fechamento das opgdes
ult=log(DataOpt(al:a2,12))
med=log(DataOpt(al:a2,13)+1)
%ult=DataOpt(al:a2,12)
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%med=DataOpt(al:a2,13)

% pesos para calibragio, escolher um deles

difjrs =DataOpt(al:a2,14)

difjrs = difjrs(:,1)/sum(difjrs)
moneyness=DataOpt(al:a2,15)

moneyness = moneyness(:,1)/sum(moneyness)
Vega=DataOpt(al:a2,17)+1

Vega = Vega(:,1)/sum(Vega)

% pesos

P5(1:nlin,1)=med

P6(1:nlin,1)=difjrs

% ¢ um chute inicial para sig e alfa, respectivamente
x0=[0.08,1]

% restrigdes das solucoes

Ib=[1e-5,0.10]

ub=[0.2,1.5]

% descrigdo das opcoes
options=optimset(‘LargeScale’, ‘on’, ‘LevenbergMarquardt’, ‘off’)
[x,resnorm,residual,exitflag,output] =
Isqnonlin((HWIDIcall’,x0,Ib,ub,options,P1,P2,P3,P4,P5,P6)
DataCalc = DataOpt(a2,1)

iterations = getfield (output, ‘iterations’)

algorithm = getfield (output, ‘algorithm’)
MatrResult(w,1)= DataCalc

MatrResult(w,2:3)=x

MatrResult(w,4)= resnorm

MatrResult(w,5)= iterations

w=w+ 1
al =a2 +1
end

end
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ABSTRACT

The Brazilian fixed income market, when compared to the international standards of developed countries,
is characterized by high interest rates and huge volatility. These features turn the modeling of financial
engineering into an extremely challenging task. It is not trivial to calibrate interest rate models that
capture the stylized facts for the different regimes observed for the Brazilian market. We implement the
Hull-White model, with one factor, for the IDI-BM&F option market. The critical aspect of this task is to
implement the algorithm to match the market prices to the theoretical ones. The procedure allows us to
estimate, endogenously, both the mean-reverting speed and the short rate volatility parameter. Despite
the scarcity of IDI options daily data, we show that it is possible to calibrate the Hull-White model in a very
robust fashion for the periods of financial stability. We also show that in periods with huge volatility —
specifically during the recent Argentinean contagion effect in the Brazilian fixed income market—the
model renders unstable parameters. Nowadays, this issue is relevant because the Central Bank has
started using derivatives to perform both the monetary and exchange rate policies. Our work contributes,
providing practical alternative ways for implementing the Hull-White model for the Brazilian fixed income
market.
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