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���� T � Pt = EQt (e−
� T

t
rudu)&
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������� ����� � �*�� ��

drt = Krr(θr − rt)dt + Σrrdwrt �0�

����� ��� P �������" 	�

drt = Krr(θr − rt)dt + Σrr(dwrt
∗ − λrdt) ���

����� ��� Q �������&

'� ��� E����� �	���" ��� ���� 	
 ��� �	�� ��� � ��	��� 
	�����& �� =������7

>��" 
 v � � 
����	� ���� ���� EQt (e−
� T

t rudu) = v(rt, t, T )" ���� v(r, t) ���� ����
�

��� 
	��	��� 4-I6

∂v

∂t
(r, t) +

1
2
Σ2∂

2v

∂r2
(r, t) + (Krrθr − λrΣrr −Krrr)

∂v

∂r
(r, t) − rv(r, t) = 0, �!�

��� ��� ���� �	���	� v(r, T ) = 1&

'� ����� 	�� ���� � �	���	� ��� �� 	������ ��$$	��� ���� � � 	
 ��� 
	��

v(rt, t, T ) = em(t,T )−n(t,T )rt ��� ���������� � ��	 ��� 4-I& ��$������ ��� $���

��� r ��� ��� ���$������ $��� 	
 ��� �������� �8���	�" ��� 
	��	��� ������ 	


�8���	�� �����6

nt(t, T ) = Krrn(t, T ) − 1, �J�

mt(t, T ) = (Krrθr − λrΣrr)n(t, T ) − 1
2
Σrr2n2(t, T ), �)�

��� ���� �	���	� n(T, T ) = 0 � m(T, T ) = 0& ��� -�3� ��� >�� ����)� 	�

-�3� �011�� 
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*���	� c = (c1, . . . , cn) ��� ���	�� ��� ���	���� ����� 	
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���� ��� ������� 	
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ct = y(t, T ) =
n(t, T )rt −m(t, T )

T − t
= g(rt, t, T ). ���
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��� ���� ��� ���� 	��	�� ��� 
����� �	�� ��� �� �	�$����& '� � ���������

�	 ��	� ������� ��� �$$�	(���	� ���� �	��� ��3��" �*�� ��� ��	��� ���������

���� ����� �	 �� �$	��� � ��� �	�$���� �	��� ��� ��� �*������ ��� 	
 ���� �*��7
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	� ��� ������	� $�	����& ,��	" 
	� ��� $������ �(����	�� �	 	���� �����	��

� ��$��� �	��� �	��� �� � �		� ������� $	��&

,� $��*	���� ����	���" �	 ������� ��� $��������� 	
 ��� �	���" ��(���

�����		� ������	�� � ����& ��� �����		� � �*�� �� ��� ������ 
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��� *���	� c 	
 ����� ��� 	
 ��� *���	� ψ = (Krr, θr, λr,Σrr) 	
 ��� $���������"

fc(c1, . . . , cn;ψ). G��� ������ 	
 E������� 
	����� 
�	� ct �	 rt" �� ��*�6

fc(c1, . . . , cn;ψ) = fr(h(c1), . . . , h(cn);ψ)|-���h| =
n∏
i=1

fri|ri−1
(h(ci);ψ)

T − ti
n(ti)

,

����� h = g−1& ;	�� ��� ��� 	
 ���  ���	*�� $�	$���� 	
 ��� �5��	� �	 ���	�$	��

��� ������&

��� $��������� ��� ���� �������� �� ��� ��(�.��	� 	
 ��� �	�7�����		�

L" ���� �" ψ̂ = maxψ L(c, ψ) = maxψ log fc(c1, . . . , cn;ψ). �	 ��� ���" �	��*��" �

� ��������� �	 #�� ��� ������	� ������ 
����	� 	
 ri �*�� ri−1& '� ��� ���� 	


��� �$��#���	� �*�� �	 r � �8���	� (2)" �� ��� �������� drt ��� �	������ ����



ri|ri−1 ∼ N(µi, σ2
i )" �����

µi = θr − λrΣrr

Krr
+ (ri−1 − (θr − λrΣrr

Krr
))eK

rr(ti−ti−1),

σ2
i =

Σrr2

2Krr
(1 − e−2Krr(ti−ti−1)).

����" �� ��� ���� �	 �($����� #�� ��� �	�7�����		� 	
 ��� *���	� c �	 ����

��(�.��	� �� �������� �	����� � $	�����& ��� 
	� ������� 4����	� ��� ���

����!�" ���� �$������� ��� �	(7'�����	��7�	�� �	���& ��� ��(�.��	� ���

#��� �	�� 	�  ��������� ��� ���� 	�  �����& '� ��� �� ���
�� �	 ������ ���� 	��

�($������ ������� ���� ��� #��� 	�� � � ����� $���
	�� �	 ���� ��� ��*��	$����"

��� ��� ���$��� 	
 ��� $�$�� ���� $�	����� �� ���� $�	����& 2	��*��"  ����� �

���� 
����� � �������� ��$����& '� ��� ����" ���� �	�� $�	����� ���� $	�����

�	 ����� 	�� �$��������	� ��� ���$��� �	 ��� 	����&

����� � ��	���� $	�� �� �	��� ��� �	 ������& '� 	���� �	 	���� ��� �����		�"

	�� ���� ��������� ��� ������	� ������ ����� ��� P 7�������" ���� ��� ��	����

�	�	� ����� ��� 	�C���*� �������" � �	������ �	 ��� $���� �8���	�" ���� ���

�	 �� �*������� ����� ��� Q7�������" 	� ���� ��� ������ 	
 ��� ������	� �	��� ��

�� 
 ��� �*���	�� ���� ��� ���7������� ��� ���$��� �	 ��� ������� ���� ���&

���  �(��� +����		�  ���	� $�	����� ����$�	������ �	�������" �	�7�����

��� �	������ ��������� ������	��6

D��� T → ∞, ψ̂ → ψ �&�&, �A�

T
1
2 (ψ̂ − ψ) → N(0,Ω) � �������	�" ���

�����

Ω−1 = E

(
∂L(c;ψ)
∂ψ

∂L(c;ψ)T

∂ψ

)
= −E

(
∂2L(c;ψ)
∂ψ2

)
��1�

���� ��� �
	����	� ��8�����& �	�#����� ����*��� 
	� ��� ������	�� ��� ��

�	��������� ���� ��	�� $�	$�����& ;	�� ���� �	 ��������� Ω �� �	��� ��*� �	 ��	�

��� ���� $���������& ,� ������	� 
	� Ω−1 � ��� ��$���� ������

Ω̂−1 := − 1
n

n∑
t=1

(
∂2Lt(c; ψ̂)

∂ψ2

)
,
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����� Lt ��$������� ��� �����		� 	
 ��� *���	� ��� t ��������&  	�� ������ ���

�� 
	��� � -�*��	� ���  �����	� �����" ���$��� A�&

� ������� �� ��� ���
���
�� �� ��� �������	� 	����

��� ���� ���� �	 �	������� ��� ��
������ ���*� �	�$���� 	
 � ����� 	
 ���� 	�7

���*��	�� 
�	� ���� �	 011� 	������ 
�	� � ��		����� ������� �=���� 1�" ���

�	�� �	���� 	
 �
	����	� �� ���� �	 ���� ��� ��� ������	��& ��� ������� 	
 ���

������	� �	������ ��� ��� �	�#����� ����*��� ���6

Krr 0.3070 ± 0.0383

θr 0.0227 ± 0.0460

λr −0.5341 ± 1.4262

Σrr 0.0231 ± 0.0019

'
 ��� ��$���� ������ ���� �	 �	�$��� ��� �	�#����� ����*��� � �	����.��"



	�� 	����� ��� �	������	� ����( 	
 ��� $���������6

Krr θr λr Σrr

Krr 1. −0.027 −0.048 0.979

θr −0.027 1. 0.922 −0.027

λr −0.048 0.922 1. −0.046

Σrr 0.979 −0.027 −0.046 1.

��� ��� �	������	� ��	�� ��� $��������� � ������ ���	����� ��� ��� ��7
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�	���� ���	���� �����" 0� ��� #���	�� .��	7�	�$	� �	�� �$$�	(���	�" 	� �� ���

��	�� 	
 ��� E����� �	���" ���� ��� � �	������ *	������& <�� ��� �	 ����*���

��� $�	����� �	��� �� �	 #( θr" ��� �	�� ���� ���������	�� ������� ����" ����

��� �*����� *���� 	
 �7�	��� �������� �	��� �����" ���� ������� ��� �����	� 	


��� ��� 	
 $���������" ���� �	��� ���� �	������	� �����& ,��	" ��� �	�#�����

����*��� ��*��� ���� ������� 
	� θr ��� λr&

 	��	*��" 
������ �($������� ���� ��	�� ���������� 	
 ��� ������	� �	���

������ ��� 
	��	���6

• G���� 	
 ������ �$$�	(���	��& ��� ��������� �������� ����" ���� �� ���
;���	� ��� ����� ���A�� �$$�	���& ,��	" �� �	��� ��� � $���� 
	����� ���

*������ ������� ����" �	 ���� ��� �����	� ����� � ���� �	������ ��� ���

���� �	 ������� �����&

• G���� 	
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 ����" ���� �� /�	��� �	���" 	� �	���� �����&

• �	�������	� 	
 � $�	$�� .��	7�	�$	� K��� ���*� 
�	� ������ ���� ��� ����
���� ��� ���	���� ����� 	
 	�� #(�� ������� �	 ������� ��� �	���& '� 
���"

�
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 � ��� �	���� 	
 ���� $������ $�	*��� �� ��� =������ �����*�&

• �$��#���	�� 
	� ��� ���������	�� ������� ����� 	���� ���� E�����" ���� ��
�'� ��� ������� ��	������ *	������&
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	��� �� ��� $�	� ��� �$��� ���������	�� �������

����� �=���� 0�& ,� $��*	���� �	���" ��� $��������� 	
 ��� ���������	�� �����

���� �������� �� ��� ��(�.��	� 	
 ��� ������ 	
 ��� C	�� �������	� 	
 ���

�*	���	� 	
 ��� ����� ����� ��� 	�C���*� ������� P & D� ���	 $�	� ���� �	��� ��

��� ���������	�� ������� ���� ����� Q �=���� �� �	 ��������� 	�� $	�� 	
 ��� ���7

������ ����	�	�	��& ��� *���� 	
 �� ����� � �	� ��� ���	����� F	� 	
 �*�����&

,����� ��� ���7�*����& ��� *���� 	
 �� ����� � ��� ���	����� F	� 	
 �*����� �

� �	��������� 9Q7�	���: � ���� ������ �	��� �� ��� ������� ��� $�	������� ���

������� �	 9�	������: �	���	��" ���� �	�$������� 
	� ��� ���������&
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��� �*�� �	 ��������� 8������*��� ��� ��(�.��	� �=����� !7��&

��� ����� �	�������� $��������� �	������� � $�	���� ���� ��� �	��� ��� ����

�	��� �	� �	�*�& �	 �- ��� �	��	�� $�	�� �=����� A ��� �� ��� ���$ ��������� ���

$	��&

,
��� ����" �� ��	� �(��$��� 	
 �	��� ��� ���� ,������ ���� ��������� �=�7

���� �1 ��� ���&
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011�&
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	� ���

C	�� �*	���	� 	
 (rt, st)"[
drt

dst

]
=

[
Krr 0

Ksr Kss

]([
θr

θs

]
−
[
rt

st

])
dt+

[
Σrr 0

Σsr Σss

]
dwr,st ����
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 ��� �7�	��� �������� �	�$���� ��� ��� ���������	�� ����&

����� dwr,st � � �������� 07-����	��� ��	����  	�	� ����� P & ������ �	

��	����  	�	� ����� ��� ������� Q � �	�� ���� /����	*6

dwr,st = −
[
λr

λs

]
dt+ dw̃r,st ,

����� w̃r,st � � �������� L7��	����  	�	� ��� λ = (λr, λs) ��� ������ $���� 	
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 ��� ������	�& ,��	" � �

	�*	���� ����� �	 �$������&  	���� ��� �	�� $��������� ��� ����� *�������

��� $�	���� ������ #���� ��� �� ��� ��� 	
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���	�" � ��� ��� ��� ������ ������� � ���
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D� ��� �	� ��� ���������	��� =�����7>�� ��	 ��� -�3�7������	� 
	�����&

'
 EQt (e−
� T
t (ru+su)du) = v(rt, st, t, T ), ���� v(r, s, t) ���� ����
� ��� 
	��	��� 4-I6

Dv(r, s, t) − (r + s)v(r, s, t) = 0, ��0�

v(r, s, T ) = 1.

��� 	$����	� D � �*�� ��

Dv(r, s, t) := vt(r, s, t) + vr,s(r, s, t) · µ(r, s, t) +
1
2
��[ΣΣT vr,r,s,s],

�����

µ(r, s, t) =

[
Krr 0

Ksr Kss

]([
θr

θs

]
−
[
rt

st

])
−
[
Σrr 0

Σsr Σss

] [
λr

λs

]

���

Σ =

[
Σrr 0

Σsr Σss

]
.

,���" �� ������ 
	� � �($	������ �3�� � ��� ����� *������� �	���	�6

v(r, s, t, T ) = eα(t,T )+β(t,T )·(r,s). ����

���������� ���� ��	 ��� 4-I ��0� ��� 	����*�� ���� ��� �������� �($����	� ����

�� �8��� �	 .��	 
	� ��� r ��� s" 	�� 	�����

αt = −β ·K0 − 1
2
[(Σrrβ1 + Σsrβ2)2 + β2

2Σss2], ��!�

���

βt =

(
1

1

)
+

(
Krr Ksr

0 Kss

)
β. ��J�

��� �	������ �	���	�� α(T, T ) = 0 ��� β(T, T ) = 0&



-��	�� �� b = (b1, . . . , bn) ��� *���	� 	
 ��� ����� 	
 ��� �	*����� �������

������� �	��� ���C��� �	 ��
����" ���� ��� ��� 	����*�� *�������& '� ����� 	
 ���

����� *�������" ��� ���� ��� �� ������ ��

y(t, T ) = bt = −α(t, T ) + β1(t, T )rt + β2(t, T )st
T − t

. ��)�

'�*����� ��� ���$��� �	 s" �� ��*�

st =
−(T − t)bt − α(t, T ) − β1(t, T )rt

β2(t, T )
= H(bt, rt). ����

,� � ������" �� ��� ���� ��� ������ 
����	� 	
 b � ����� 	
 ��� ������ 	
 s" ����

�� ��	� �	� �	 ���������& -��	��� �� fb ��� fs ��� ������� 	
 b ��� s" ��� �� φ

��� $��������� �����*� �	 ��� �$���� ����� �" ��� ��� $��������� �(������ ψ�" ��

��*�

fb(b;ψ, φ, c) = fs(H(b1, r1), . . . ,H(bn, rn);ψ, φ, r)
∣∣∣∣ T − t1
β2(t1, T )

· · · T − tn
β2(tn, T )

∣∣∣∣
=

n∏
i=2

[
fsi|(ri−1,si−1

(H(bi, ri);ψ, φ, r)
∣∣∣∣ T − ti
β2(ti, T )

∣∣∣∣
]
. ��A�

,� � ��� $��*	�� ����" �	 �� ���� �	 ��(�.� ��� �	�7�����		� �*�� ��

L(b; c, ψ, φ) = log fb(b; c, ψ, φ) �� ���� �	 #�� ��� �	���	��� ������ fsi|(ri−1,si−1)&

��� � �	�� ��������� ��� �8���	� (11)& ��� ������ �(
rt

st

)
= E +A+B,

�����

E = P

(
e−Krrt 0

0 e−Ksst

)
P−1

(
r0

s0

)
,

A = P

(
1 − eK

rrt 0

0 1 − e−Ksst

)
P−1

[(
θr

θs

)
−
(

Σrr 0

Σsr Σss

)(
λr

λs

)]
,

B = P

(
e−Krrt 0

0 e−Ksst

)∫ t

0

(
eK

rru 0

0 eK
ssu

)
P−1

(
Σrr 0

Σsr Σss

)(
dw̃ru

dw̃su

)
.
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 s � ������� ��� ��	� ���� ��� *������ ���

�� ��� $�	���� �	 ��� ������	� 	
 ��� $��������� φ&



 ������� �� ��� ���
���
�� �� ��� ���� ����	���� �� ���

�������

��� #��� ������� 	
 ��� ��(�.��	� 	
 ��� �	*����� ���� ���*� $�	����� �����

�	�������� $���������& <��� �	��" ��� �	��� �� �� �����	� ���� ��� ���� ����

� ���3���� 
	� ��� ������	�& 2	��*��" �	�� ���$���	�� ������� �$�	*�� ���

�������& =���" �� ��� Σsr = 0 �
��� �	���� ���� � �� �	� ����� ��� *���� 	
 ���

��(�.�� �����		�& D� ��	� ���	� ��� ������� �� ��� $	��6

Ksr 0.5811 ± 0.0629

Kss 0.2726 ± 0.0344

θs 0.0269 ± 0.2115

λs −1.1003 ± 1.5194

Σsr 0

Σss 0.1034 ± 0.0082

��� �	����$	���� �	������	� ����( �6

Ksr Kss θs λs Σss

Ksr �& 1&)��� 71&1�01 1&10�0 1&J��J

Kss 1&)��� �& 71&1!!) 1&1)1) 1&��)�

θs 71&1�01 71&1!!) �& 1&A�)0 71&1!!�

λs 1&10�0 1&1)1) 1&A�)0 �& 1&1)1A

Σss 1&J��J 1&��)� 71&1!!� 1&1)1A �&

�������" ��� �	������	� ����( �	������ �	 �(��� ��� *�����& =	� �������"

��� ��� �	������	� ������� θs ��� λs ����� ���� ��� �	��� ��� ���� �	��� �	�

��$����� ��� �	�� ���� ���������	�� �$���� θs 
�	� ��� ���	����� ��� $����� λs&

�	" � ��� ��������� �	 ������ 
	� � ���	�� ��� ��� �����	� 	
 ��� $�	����&

D� #(�� λs �	 ���� λs σ
ss

κss = λr σ
rr

κrr & ��� ��� � ���� ��� ��� $����� �	���


�	� ��� ��� �*���	� 	
 ��� ������ 
�	� ��� ������" �	 ���� 
 �� ����� �������

� ������ ��*�� 	
 $����� �	 ��� G� �	���" ��� ����� �	��� ��� �� ����� ��� ����

$����� 
	� �������� ������ �	���" �	������� �� ������� �������& ����" ���



���� λs � ��������" �	 �� �	����.� ��� λ%� �	 �8���.� ��� ��*�� 	
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 *	������&

��� #��� ������ 	
 ��� ��(�.��	� 	
 ��� �����		� ��� ���$��� �	 φ � �*��

� ��� ����� ���	�" �	������ ��� ��� �	�#����� ����*���" ������ ����� 
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 ��� �����		�6

Ksr 0.5810 ± 0.0629

Kss 0.2730 ± 0.0344

θs 0.1367 ± 0.0996

λs −0.1074

Σsr 0

Σss 0.1035 ± 0.0083
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Krs Kss θs Σss
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Σss 1&1��) 1&1��) 1&111) �&
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