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INDICE DE PRODUTO REAL E DEFLATOR IMPLICITO: FORMULAS

APROXIMADAS PARA OS INDICES TEORICOS

*
FPernando de Holanda Barbosa

1 - INTRODUCAQ

Uma tendéncia recente na literatura econdmica no que
diz respeito a base tedrica sobre a qual deve assentar-se a cons
trucao de indices de produto real e, por conseguinte,de defla-
tores implicitos do produto, & de que estes indices devam ser
calcados na teoria da produgéo.** Esta linha de desenvolvimento
segue, sem davida alguma com uma boa defasagem, o enfoque adota
do hd bastante tempo na teoria dos indices de custo de vida,que
passou do dominio da estatistica para a teoria econdmica, mais
especificamente, a teoria do consumidor.

Um problema que surge no calculo desses Indices tedri
cos € que nao existem os dados necessarios para a sua computa-
¢ao. Do ponto de vista pratico, torna-se imperativo o uso de
formulas aproximadas que sejam passiveis de utilizacgao de modo
rotineiro. Em trabalho recente, propusemos novas fdérmulas para
o calculo dos indices de custo de vida que requerem, além dos da
dos de pregos e quantidades habitualmente coletados pelas ins-
tituigCes que elaboram tais Indices, estimativas de certas elas
ticidades, que podem ser obtidas através de estudos econométri-

* & %
CcOs.

*
Do Instituto de Pesquisas do IPEA.

* % ~
Exemplos desta literatura sao: Richter (1966), Fisher e Shell

(1972), Samuelson e Swamy (1974).

*k*k

Ver Barbosa (1979).
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O presente trabalho utiliza o mesmo enfoque adotado
na formulagdo dos novos iIndices de custo de vida para a obten-
¢ao de fdrmulas aproximadas para os indices do produto real e
deflator implicito do produto. Cabe salientar que as formulas
agui sugeridas sdo validas também para o cidlculo de iIndices de
producdo, ou de pregos, de qualquer setor da economia. Portan-
to, a aplicabilidade destes iIndices é bastante ampla, nao se res
tringindo apenas ao Indice de produto real da economia ou ao de
flator implicito do produto.’

A organizagdo deste trabalho & a seguinte. A Segao 2
apresenta algumas propriedades do modelo de dois fatores e dois
produtos, que n3ao sdo facilmente encontradas nos livros textos,
embora sejam conhecidas na literatura econdmica, e que sao ne-
cessirias para a compreensao deste trabalho. A Secao 3 cuida
de férmulas aproximadas para o cdlculo do indice de  produto
real, enquanto a Segao 4 trata das formulas aproximadas para Os

deflatores implicitos. A Segdo 5 sumaria nossas conclusdes.

2 - ALGUMAS PROPRIEDADES DO MODELO DE DOIS FATORES E DOIS PRODU-

TOS

Admita-se que dois bens sio produzidos a partir das
seguintes fungdes de produgao:
(1) Qi = Ql (Kll Li)l i=1, 2
onde K, & a quantidade de capital e Ly & a quantidade de mao-
de-obra utilizada na produgdo de Q.

A dotagdo de fatores na economia & dada por K e L. AS

sim:
(2) Kl + K2 = K
(3) L1 + L2 = L

IPEA — 1
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Os pregos dos dois produtos sao iguais a P, © Py- Por
tanto, o valor total de produgao é igual a:
(4) Y = pQ; + Py

Suponha-se que este valor da produgao seja maximizado,
sujeito ds restrigoes (1), (2) e (3). A fungdo de Lagrange pa-
ra este maximo condicionado é dada por:
(5) L = plQl (Kl, Ll) + szz (Kz, L2) + w (L - L1 - LZ) +

+ r (K - Kl - K2)

onde w e r sao multiplicadores de Lagrange, que podem ser inter
pretados como OS pregos unitarios dos fatores.

As condig¢Oes de primeira ordem para que (5) seja umma

ximo sao fornecidas por:

oL 9Q,
(6.a) Sx, “PLIE, T 7T
3L 90,
(6.b) —_—=p, == - W =20
BLl 1 BLl
L 3Q,
(6.c) = = p -r =20
oK2 2 3K2
32 BQZ
(6.4) —_—— =p, ==— - W =20
oL, 2 9L,
9L _ _ _ -
(6-8) —g—w—'—L Ll L2 =0
9L _ _ _
(6.£) = = K - Ky K, = 0

As duas Gltimas condigoes reproduzem as restrigoes de
dotagao dos fatores, enquanto as quatro primeiras condigbes a-
firmam'que em equilibrio o valor da produtividade marginal de ca

da fator &€ igual ao seu prego.

IPEA — 1
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As equagdes (6.a) - (6.f) permitem escrever, desde que
as condicdes do teorema da fungao implicita sejam satisfeitas,
cada variavel enddgena - Ql’ Qs Ll, L2, K K,y wer - como
funcao das variaveis exdgenas: Pys Py L e K. Para o caso dos

niveis de produqéo, Ql e Q2, nos quais estaremos diretamente in

teressados, temos:

(7.a) Ql = £ (pl, pzr L, K)
(7.b) Q, =9 (Pys Pys L. K)
Uma das proposigoes que desejamos provar nesta segao
& que a matriz ‘ :#m"”; fg
e 5, | " otpsasie an ?E
| -~ RN B ] "
apl apz | —‘:1;_ e el TR ."}
8 ) ’ e |
( ) OQ2 302 | . Sy s
L
g P, P, _ﬂ

é positiva semidefinida. Esta propriedade implica que a quanti
dade produzida aumenta com o prego do produto,

BQi

3P4

)O,i=l,2'

e gque as condigoes de simetria,

00, 3Q.
= =—L,i#3=1, 2
3pj aPi |
sao satisfeitas. Ademais, as seguintes igualdades sao obede
cidas:
3Q 3Q
1 1
—— — O
P1 3p; ~ P2 b,
8Q2 8Q2

P1 3p, P2 %p,
o que significa dizer que as equagoes (7.a) e (7.b) sao homogé-

neas do grau zero nos pregos dos produtos.

IPEA — 1
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Cocm o objetivo de provar oOs resultados que acabamos de

citar, iremos precisar da condicao de segunda ordem para a maxi-

mizacdo de %. Esta condigao nos diz que a matriz

'J
o
-

deve ser negativa definida para todo vetor [xl, Xy - Xy

_xzj_-_-

= w1 - 3! 1 = 3 . i -
[x , X \_Xl, ‘{2] As matrizes H; e H, que apare
cem em (9) s3c as matrizes hessianas das fungoes de produgao
descoritas em (L). Isto é:
- 24 2 m .2 2 ]
K< BKl 3Ll aKg 3K23L
H. = 1 =
1'11 - Hz_
2 2 2 2
370, 370, 97Q, 97Q,
oL, 2K ay 2 9L, 9K
1 1 oL 2772 oL
- 1 L .

0O fatode amatriz (9) ser

res do tipo [ X' ; - X' ] implica que:
pyH, 0 1 T X
0 Pzﬂzj

Logo, a matriz H definida por

- X

(10) H = Py H, + Py H2

é negativa definida.
D valor da produtividade marginal de cada fator,
acordo com as equagoes

(6.a) - (6.d), € o mesmo em ambos

(D1

setores. Isto

negativa definida para veto

=X'(lel-+p2H2)X<0

de

os
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BQl 302
(11.a) Py —=w— = P
1 3K, 2 TIK,
30 30
1 2
(11.b) Py 3L T P2 AL,

Por outro lado, das equacdes de dotagao de fatores (2) e (3)te-

mos que:

dK dK dK
dL dL dL
Alternativamente, em notagao mais compacta:

(12) dF = dFl + dF2

onde aF' = [dk dL] e dF; = [dk; 4Ly |, i =1,2.

Tomando-se as diferenciais de (1l.a) e (ll.b)chega-se

ao seguinte resultado:

(13) HAF, = b2 dp2 - b1 dpl + p, H, dF
onde:
80, ] 00, ] _
BKl 3K2  g
bl = R b2 =
BQl BQZ
T L %2

Multiplicando-se ambos Os lados de (13) pela

inversa de H, obtemos:

S| -1 -1
(14) dF, = H ~ b, dp, -H = by dp) + p, H = H

1 2

matriz

IPEA — 1
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Substituindo-se o valor de dFl em (12), resulta:

(15)

Como H_l

-1 -
H b2 dp2 + H

dF., = dF - 4F

2 1l

+ [I - P, gt sz[ dr

1
bl dpl +

1

(pl Hl + Py H2) = I, segue-se que I-sz-lH2==le- Hl'

Logo, a equagao anterior pode ser escrita do seguinte modo :

(16)

1 -1

dp, + H = by dpy + py H = Hy dF

Lembrando-nos que as diferenciais das fungoes de produ

g3o (1) sao dadas por:

os valores de dQl e sz podem ser escritos, depois que

9Q) °0Q, '
40, = | 3% 3T dk, | = by dF;
1 1
aL,
30,  3Q, i '
a0, = | 3% 3T dk, | = b, dF,
2 2
aL,

(14) e

(16) sao substituidos nas duas equagoes anteriores, como:

(17)

n
+
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-1
p, b, H H
+ 2 2 ar
n~l g

N - -

p; b 1

—

Observa-se que a matriz que premultiplica o vetor
]
[:dpl dp2:] corresponde 3 matriz (8). Esta matriz & positiva

semidefinida, pois:

7. Z - b. Bt b b'H'lb- Z
1“2 1 1 1 2 1

' -1 ' -1
b2 H bl - b2 H b 2

'
= - - -1 -
= [zl b, - 2, bz:] H [zl b, - 2, bz:, >0

O sinal da desigualdade prende-se ao fato de que a matriz H_l

é
negativa definida. Quando Zl bl = Z2 b2,

de Z, = p; e Z, = Pys @ forma quatratica acima & igual a zero.

O gue ocorre no caso

Logo, a matriz (8) & positiva semidefinida.

Examinemos agora algumas propriedades da curva de
transformagéo, qgue relaciona as quantidades maximas dos dois
bens face 3 dotacac de fatores existente na economia.

Multiplicando-se a primeira equacao de (17) por
P, b; H_l b2 e a segunda equaga"t_o do mesmo sistema por plb]'_ H-l bl’
e adicionando-se entido estes dois resultados, chega-se, depois

de algumas manipulagdes algébricas, a seguinte expressao:

voo-1

P, b2 H b2 .
(18) sz = - : -1 dQl +

p, b, H b

1P 1 ;
[ - L - L - L -
(p2 b, H* b, b H Lu,+p2b, Ly boutHy) aF
+ )
=)
Py by H ™ by

IPEA — 1
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£ ficil concluir-se da expressao acima que:

gt b

p, b 2
I

(19) == <0

H =N -

p; b H by

pois a matriz H-l € negativa definida. A expressao acima afir-
ma gue, na posigao de equilibrio,a taxa marginal de transforma-
gao & negativa.

Multiplicando-se ambos os lados de (19) por (-'pz/pl)
obtém-se:

vo-1
) P, 8Q2 _ (pz b2) H

Py % (p, bl)' H

(b, P,)

-1
(by Py )

Como em equilibrio P, b2 = Py bl' segue—-se que a taxa margiﬁal
de transformagao & igual ao prego relativo pl/p2 dos produtos.

Isto é:

(20) - =

A partir da primeira equagao do sistema (17), & facil

obter-se o seguinte resultado:

(21) LA Ve W WL B X aQ, +
[] -
(py/P,) P Py py by H by
¢o-1
P, by H H
+ 2 % = 2 dr
Py by H W by

Logo, desta expressao segue-se que:

a(pl/pz) 1
30, -

p, b! H ™ b

IPEA — 1
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Consegllentemente:
2
970, 3(py/Py) _ 1

(22) ST = —) <0
an 1 Ps bl H bl

Esta desigualdade implica que, no ponto de equilibrio,
a curva de transformagdao & concava. A Figura 1 apresenta uma
curva de transformacdo para uma dada dotagdo de fatores. No ei-
%o vertical, marca-se a quantidade do segundo bemn, QZ’ enquanto
no eixo horizontal mede-se a quantidade do primeiro bem, Ql' A
tangente no ponto A & igual a taxa marginalckatransformagéo que,

em equilibrio, & igual a relagao de pregos pl/pz.

Qp

0 Q,

Figura 1. Curva de Transformag¢@o

IPEA — 1
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0 valor maximo da produgdo Y pode ser escrito como fun
c3o dos precos dos produtos e da dotagao de fatores existentes
na economia, condicionado ao estado atual de desenvolvimento tec
noldgico. Com efeito, substituindo-se (7.a) e (7.b) na expres-
sao (4) obtém-se
(23) Y =Y (p, F)
onde p indica o vetor de pregos [:pl, pi] e F representa a dota

gdo de fatores [_Fy, F, ].

3 - INDICE DE PRODUTO REAL: FORMULAS APROXIMADAS

Ny

Imagine-se duas situagoes, A e B, como descritas naFi
gura 2. Admita-se também gque se deseja medir a variagao de pro
ducdo ocorrida entre estas duas situagdes. O iIndice verdadeiro
de producdo sera definido pela relagao entre o valor maximo da
producgao, cbtido guando a curva de transformagéo passa por B, e O
valor correspondente équela curva de transformagao que passa por
A, sendo ambos ca valores avaliados para um mesmo vetor de pre-

gos p. 1Isto é:

24 v
(24) q (p)

Y (p, FB)
Y (p, FA)

Um problema gque surgé no calculo deste indice & quan-
to ao vetor de precos a ser escolhido como base de comparagao.
A seguir, apresentaremos dois diferentes Iindices, um com base
nos precos na situagdo A, gue serd identificada com o periodo
t-1, e o segundo indice que utiliza como base de referéncia a

situacdo B, identificada aqui com o periodo t.

IPEA — 1



A
/pEA (NSTITUTO DE PLANEJAMENTO ECONOMICO E SOCIAL l11l.a

0
Figura 2 . Variacdo do Produto Real
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3.1 - O Indice de Laspeyres Modificado

12

Quando o vetor de pregos de referéncia corresponde ao

periodo t-1, p =

(25) v

q (pt_l)

Pe-1’

o Iindice (24) passa a ser escrito como:

- |-

Y (Pyoyr Feop)

onde Ql -1 indica a quantidade produzida do bem i no periodo

t-1, Pi )3

é o prego do bem i no periodo j e Q t representa

a

quantidade do bem i que seria produzida no pericdo t se os pre-

gos neste periodo fossem iguais aos pregos do periodo anterior,

Pj t-1.

* - .
Em virtude das gquantidades Qi ¢ nao serem observadas,
’ .

o calculo do indice (25) torna-se impossivel na pratica.

Tod

a—

via, um valor aproximado deste indice pode ser desenvolvido u-

sando-se o mesmo procedimento que adotamos em trabalho anterior

[ Barbosa (1979)_].

mite escrever:

_ ) - t-1
onde A pb £-1 pj,t-l - p:)'t e:
<t 9, ¢ gt-1 9Q; -1
. s (4 3 3 —
1,3 apj ¢ | F=ct i,] apj’t_l l F =ct

A notagdo acima indica que as derivadas parciais sao calcul

Com efeito, uma expansao de Taylor nos per-

adas,

mantendo-se constante a dotagao de fatores e o progresso tecno-

ldgico.

IPEA — 13
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O fato da matriz (8) ser positiva semidefinida impli-

ca as seguintes propriedades:

3t
(27.a) jil s{ j Py, =0
(27.b) jgl sij% Py ep =0
(27.¢) L ? Si,j Py -1 Py g1 ¥ O
(2719 11 SE:; By ¢ Py ¢ ¥ 0

As formas quadraticas (27.c) e (27.4) sao nulas quando os pre-
gos em t-1 sao proporcionais aos pregos no periodo t, ou seja,
gquando nao existe mudanga de pregos relativos entre os dois pé-
riodos.

Substituindo-se (26) em (25) e levando-se em conta as

restrigoes (27.a) e (27.b), chega-se ao seguinte resultado:

LQ

1 t
. +=I IS . p
i i,t‘%qt—l 2 i3 i P

,J Fi,t-1 pj,t-l

(28) V_ (py_p) =

g9 L Q.

{ Citnl P e-1

Alternativamente, a expressao anterior pode ser escrita como:

t
L Q. .P. .. 11285 p o,y ops .o
(29) v (p - i i,t%1i,t-1 N 715 ij Fi,t-1 v3,t-1
q el i Qi e-1Pi,t-1 i Qi ¢-1 Pi,e-1

O primeiro termo do lado direito desta expressao & o 1indice de
Laspeyres, enquanto 0 segundo termo indica a corregéo a ser feita

no indice de Laspeyres para obter-se um valor aproximado do in-

IPEA — 1
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dice verdadeiro de produgdo, cujo vetor prego de referéncia é a-
guele correspondente ao periodo t-1. Em virtude de (27.c), se-

gue-se que:

Q;,t Pi,t-1

vq (pt-l) g

S ] F o]

Qi t-1 Pi,t-1 d

Esta desigualdade afirma que © indice de Laspeyres subestima o
indice de produgao verdadeiro, uma propriedade bastante conheci
da na literatura econdmica.

A férmula (29) pode ser calculada a partir das elasti
cidades nij’ definidas por:
t Pi,t

. =8t .
Nij 1,3 795 ¢

com efeito, substituindo-se o valor de SE 3 dada por esta ex-
14

pressio na equagdo (29), obtém-se:

£Q 11 Q.. P Pi,t-1
= Y5, Pie-l 313 "1y %t Pie-l o
(30) Vo (pep) = i +213 3,
< P Q61 PiLel % 04,01 PiLe-l

3.2 - O Indice de Paasche Modificado

0 Indice de Paasche Modificado & obtido quando se uti
liza o vetor prego do periodo t como referdncia, na comparagao
entre a produgao dos dois periodos. Assim, O indice (24) passa

a ser expresso como:

(31) V. (p.) = = *
q "t Y (pyrFeoy) i Q;* -1 Pi,t

IPEA — 1
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Este indice niao pode ser calculado na pratica,pois o©s valores
de Q;* 3 nio sio observados, isto &, os niveis de produgao que
se teria no periodo t-1, se os pregos neste periodo fossem iguais
aos pregos vigentes no periodo seguinte, n@ao sao conhecidos. Um

valor aproximado pode ser obtido a partir da seguinte expansao

de Taylor:
(32) Q. * =
’

onde 4py ¢ = Pyt T Pj,e-1
Substituindo-se (32) em (31) e levando~se em conta as

restricdes (27.a) e (27.b), obtém-se o seguinte resultado:

(33) V. () =

Alternativamente, podemos escrever esta equagao como:

Qi ¢ Pi,t

Q; -1 Pi,t

t-1
S, . .
§ i,3 pl,t pj,t

P -

(34) Vg (By) = -
¥l

-

1 +
L Q; ¢-1Pi,¢

H

0 numerador da expressdo acima & o indice de Paasche e o denomi
nador indica a corregao a ser feita neste indice para éue se ob
tenha um valor aproximado para O indice verdadeiro de produgao,
que utiliza como pregos de referéncia os pregos do periodo t.
Em virtude da forma quadratica (27.d) ser positiva segue-se, en
tdo, que o Indice de Paasche superestima o crescimento da produ

gdo. 1Isto é:

IPEA — 1
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P e P v_ (p,)
= >/ p

0 sinal de igualdade na expressdo acima ocorre quando entre Os

periodos t-1 e t nao se verificam mudangas nos pregos relativos.

4 - DEFLATOR IMPLICITO: FORMULAS APROXIMADAS

0 valor da producdo no periodo t-1, multiplicado pelo
indice de gquantidade vezes o indice de prego, € igual ao valorda

producao no periodo t. Isto é&:

(33) Vg Vp I 9,e-1 Pi,e-1 T p Yi,e Pige

onde Vq e Vp indicam indices de guantidade e prego, respectiva-
mente. Segue-se, entao, que associado a cada indice de gquanti-
dade da segao anterior existe um indice de prego denominado de

deflator implicito em virtude do processo pelo qual é gerado.

4.1 - Deflator Implicito - Paasche Modificado

Quando se substitui a expressao (28) em (33) obtém-se

o deflator implicito do tipo Paasche modificado. 1Isto e:

(36) v, (Q) =

Alternativamente, o indice acima pode ser escrito do seguinte

modo:

i Qi ¢+ Pi,t

i Qi ¢ Pi,t-1
(37) v, (@) = —— .

5t g Sij Pi,t-1 Pj,t-1

1l +

i Qi ¢ Pi,t-1

IPEA — 1
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O numerador desta expressdo & o Indice de Paasche enquanto o de
nominador & o fator de correcdo para obter-se o deflator verda-

deiro. Em virtude da forma quadratica

t
LS. p. ,
i 5 sl] p:L,t—l pj,t—l

ser positiva semidefinida, o indice Paasche superestima o indice

verdadeiro. Assim:

Qi,t Pi,t

=P

(38) V. (Q,) <
t Qi t Pi,t-1 P

P

- o ™

£ interessante observar que o indice de produto real
& calculado segundo o critério Laspeyres, enquanto o deflator im
plicito do produto & do tipo Paasche. Consegdentemente, O indi-
ce do produto real subestima o crescimento da economia enquanﬁo
o deflator implicito do produto superestima a taxa de inflacgao.

O deflator implicito (36) pode ser obtido diretamente
a partir da definicdo do Indice de prego. Este & definido pela
relagao entre o valor maximo da produgao quando o vetor de pre-
gos & Py €0 valor maximo de produgao, quando o vetor de pregos
é Py’ ambos os valores sendo avaliados para a mesma curva de
tiansformagao F. 1Isto é:

(p., F)
(39) v (F) = XLt
P Y (pg-yr F)

Quando a curva de transformagao de referéncia & a cur

va do periodo t, o indice (39) passa a ser dado por:

715 Qi ,t Pi,t

*
i Q% Pi,t-1

(40) v, (@) =

IPEA — 1
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Usando-se a aproximagao fornecida por (26) e procedendo-se como

anteriormente, obtém-se o indice (36).

4.2 - Deflator Implicito - Laspeyres Modificado

Quando se substitui (33) na equagao (35), obtém-se O
deflator implicito do tipo Laspeyres modificado. Sua expressao

analitica é:

(41) Vo (Qu_y) =

Alternativamente, tem-—se:

(42) v o(Q

O primeiro termo do lado direito desta expressao & O
indice Laspeyres, enguanto O sequndo termo envolve uma forma qua
dratica que & positiva semidefinida. Logo, © indice Laspeyres
subestima o indice de pregos verdadeiro, ou seja:

29 -1 Pyt

) > =L

(43) v
i Q; -1 Pi,e-1 P

P (Qt-l

O deflator implicito do tipo Laspeyres modificado po-
de ser obtido também a partir da definigdo do indice de pregos.
Com efeito, quando a curva de transformagao de referéncia é a

que prevalece no periodo t-1, ©o indice (39) passa a ser dado

por:
x
(44) v_ (Q, )
p t-l i Qi ,t-1 Pi,t-1

IPEA — 1
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Utilizando-se da expansdao de Taylor (32) e levando-se em conta

as restrigdes (27.a) e (27.b) chega-se facilmente ao indice (41).

5 - CONCLUSAO

As fdrmulas dos indices do produto real e dos deflato
res implicitos do produto aqui apresentados certamente requerem
um esforgo adicional de pesquisa econométrica para sua implemen
tagdo na pratica, emvirtude de estes indices necessitarem de es-
timativas de elasticidades-prego para O s€u computo. Todavia,
acreditamos que os beneficios provenientes. de se usar uma for-
mula mais acurada,do ponto de vista tedrico, no calculo do cres
cimento da economia e na taxa de inflagao como medida pelo de-
flator implicito, certamente compensara o custo do estudo econo
métrico para a determinagao das estimativas das elasticidadeé-

prego.
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