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APRESENTAGAO

Este texto foi elaborado tendo em mente os estudantes de Econo-
mia, principalmente aqueles de pdsrgradu.aqio e os de graduagdo dos
dltimos perfodos. O principal objetivo do trabalho é apresentar o
material bdsico de Andlise Matemitica com vistas is necessidades
espedficas de economistas e estudiosos do assunto.

A direcio que a Teoria Econdmica vem tomando nos wltimos
anos requer do profissional desta ciéncia um tipo de formagdo
matemitica mais sofisticada do que a tradicionalmente oferecida nos
cursos de Cilculo Diferencial e Integral. Neste scrftido. ¢ bom lem-
brar que esta necessidade nio se prende apenas ao enfoque neocldssico
da teoria, mas também iqueles que tém por base outras visdes do
mundo. Nesta introdu¢io, nido gostarfamos de entrar eém maiores
polémicas sobre a importdncia ou nio do uso do instrumental mate-
mitico em Economia, mas apenas indicar ao leitor a existéncia de
vasto material que ird requerer, para sua compreensio, um bom nivel
de conhecimento deste assunto.

Este material, a que nos referimos no parigrafo anterior, faz uso
de dois aspectos distintos da Anilise Matemi4tica: de um lado, s%o
freqiientemerite mencionados os resultados (teoremas) e, de outro,
nota-se também uma crescente utilizagio das técnicas de argumen-
tagdo, linguagem e terminologia desta ciéncia. E com base nestas
duas faces da questio que procuraremos desenvolver este.trabalho,
enfatizando ndo Somente os resultados. A apresentagio do material
procurard demonstrar a maioria dos teoremas, além de, em alguns
casos, chamar a atengio para as suas limitagdes. Em outras palavras,



procuraremos percorrer ‘'da maneira mais rigorosa possivel todo o
caminho dedutivo para chegarmos as conclusées dos teoremas, intro-
duzindo também exemplos que ilustrem suas principais limitag¢Ges.

Sendo um texto dirigido a um publico especifico, escolhemos os
topicos a serem cobertos de maneira bem objetiva. Com isto, pro-
curamos tornar o assunto um pouco mais atrativo ao estudante de
Economia, que de outra forma deveria recorrer aos livros usuais
de Anidlise Matematica, cscritos, em geral, com vistas as necessidades
de matemiticos, estudantes de Matemadtica e outros cientistas exatos.
Além disto, existe um assunto — Andlise Convexa — de extrema
importancia para nés ¢ que quase nunca ¢ discutido com o grau
de detalhamento necessirio pela maioria dos textos de Andlise Mate-
mdtica.

Gostariamos ainda de esclarecer que o trabalho n3o tem pretensdes
de originalidade em Matemdtica, pois sua contribuigdo maior encon-
tra-se na escolha dos topicos e na apresentagio de aplicagGes gerais
do material discutido. Além disto, preocupamo-nos em nio omitir
um niimero muito grande de detalhes, sacrificando as vezes a elegin-
cia da apresentagio, com a finalidade de facilitar a leitura para
aqueles nio acostumados a este tipo de tratamento do assunto.

Nio tendo como principal objetivo a originalidade em Matems-
tica, utilizamo-nos livremente de demonstragdes, exemplos e exerc-
cios encontradigos na literatura, Uma pesquisa, pela bibliografia
apresentada ao final do livro indicard ao leitor as origens do material
do texto, pois ndo hi referéncias especificas a cada item, o que
tornaria a apresentagio mais cansativa.
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Capftulo I
CONJUNTOS E FUNCOES

Neste primeiro capitulo procuramos introduzir conceitos bdsicos
de Conjuntos e Fungdes. Embora grande parte deste assunto deva
ser do conhecimento do leitor, sua inclusio visa a dois objetivos:
tornar o material do texto autocontido e apresentar uma uniformi-
zagio da forma de apresentagio e da notagdo utilizada. Além disto,
procuramos dar exemplos, principalmente na parte de Fungdes, que
serio de utilidade nas segGes seguintes.

I.1 — Conjuntos

Nio iremos definir precisamente um conjunto. Esta palavra seri
utilizada para designar uma “cole¢io” ou “grupo” de objetos ou de
elementos, ou ainda de pontos. Alguns exemplos de conjuntos sio:

a) os estudantes de Economia no Rio de Janeiro; ou

b) os livros da Biblioteca da Fundagio Getulio Vargas.

Outros exemplos mais importantes para os nossos objetivos e sobre
os quais voltaremos a falar mais detidamente sdo:

a) os nimeros naturais: 1, 2, 3...;

b) os nimeros inteiros: 0, 1, —1, 2, —2...;

c) os numeros racionais, isto é, os nimeros da forma p/q, onde
p e g sio nuimeros inteiros e g é diferente de zero; e

d) os nimeros reais.



Tendo em vista a importincia destes conjuntos, utilizaremos a
seguinte notagdo: N, Z, Q e R designario os conjuntos dos nimeros
naturais, dos nitimeros inteiros, dos niimeros racionais e dos numeros
reais, respectivamente.

Uma relagio importante ni teoria dos conjuntos é a relagio de
pertinéncia. Dados um elemento qualquer x e um conjunto qualquer
4, x pode ou ndo pertencer ao conjunto A. Se x pertence a 4,
indicamos: x € A (lése: o elemento x pertence ao conjunto A4).
Caso x n3o pertenga a A4, indicamos: x ¢ A4 (lése: o elemento x
ndo pertence ao conjunto A4).

E interessunte observar que somente estas duas situages podem
ocorrer, isto ¢, negar a proposi¢io x € 4 é o mesmo quc aceitar que
x g A, ou, dito ainda de outra forma, x € 4 € x g A ¢ uma contradigao.

Para especificarmos um conjunto, existem duas maneiras mais
usuais:
a) Enumerar os seus elementos. Por exemplo:

A = {a, b, c, d)

b) Descrevé-lo através da propriedade que caracteriza os seus
elementos. Por exemplo:

B={xeck: x2=0)

(lésse: B ¢ o conjunto de todos os elementos x, pertencentes ao
conjunto dos niumeros reais, tais que x ¢ n3o-negativo).!

Em certos casos em que o conjunto a que x pertence estd sufici-
entemente claro no contexto, costuma-se omiti-lo. Assim, poder{famos
alternativamente indicar:

B = {x: x = 0)
Observe-se, entretanto, que quando ha diavidas quanto ao conjunto

a que x pertence, este deverd ser explicitamente mencionado. No
exemplo acima, se R nio estd claramente subentendido, temos uma

1 A notagio x 2 0 signiflica que x ¢ um ndmero maior ou igual a zero.
Voltaremos a isto na Segio I.3.



especificagdo incompleta, pois ndo se sabe se x pertence aos nimeros
inteiros ou aos numeros racionais ou a qualquer outro conjunto.

Passaremos agora a definir algumas operagges entre conjuntos, as
quais permitem construir novos conjuntos a partir de conjuntos
dados e serdo extensivamente utilizadas no que se segue:

Sejam 4 e B conjuntos quaisquer.

Definicio ! — Diz-se que o conjunto A estd contido no conjun-
to B (ou que 4 é um subconjunto de B), indica-se 4 — B, se tado
elemento que pertence a 4 também pertence a B.

Exemplos:

1 — Sejam: A = (a, e, i, 0, u};
{a, e, i}; e

C = {a, b, i}.

E ficil ver que B = A, porém C nio estd contido em 4, pois b € C,
porém b g A.

2 — Z = Q, isto é, o conjunto dos numeros inteiros é um subcon-

junto do conjunto dos nimeros racionais.
3 — Sejam: A = {x e R:x < —2o0ux > 2);e€
B = {x € R: x < —5)}.
Entdo, B = /I, pois se x € B, entdo x < —J5 e, portanto, x < —2,
isto é, x € A.
4 — Sejam: 4 o conjunto do exemplo 3; e

B ={x€kR —3 <x <0}

E claro que B nio estd contido em A, pois, por exemplo, o0 nimero
—1 € B, porém —1 ¢ A.

Definicgo 2 — Dizse que o conjunto A € igual ao conjunto B,
indica-se 4 = B, quando A e B possuem os mesmos elementos.

7



Exemplo:
b—~A4=(x€ R: x* > 4); e
B=(x€R:x<_—20ux>2},

B ficil ver que 4 = B, pois x?* > 4 se, e somente se, x < —2
ou x > 2.

Defini¢do 3 ~ O conjunto que nio possui nenhum elemento ¢
chamado conjunto vezio (indica-se: ¢).

Convenciona-se que ¢, 6 conjunto vazio, ¢ um subconjunto de
qualquer conjunto, o que se justifica da seguinte forma: suponha-se
que exista um conjunto P que nio contém ¢. Ora, mas entdo existiria
um elemento em ¢ que nio pertence a P. Como ¢ n3o possui ele-
mentos, nio podemos contradizer a convengdo, isto é, nio podemos
exibir o elemento de ¢ que n3o pertence a P.

Nosso préximo passo é estabelecer algumas relagoes entre as defi-
ni¢des acima. Entretanto, seria interessante antes fazermos uma
pequena digressio para tornar precisas as noges de condi¢do sufici-
ente, condi¢do necessdria e condi¢do necessdria e suficiente. Para
tanto, considerese um conjunto qualquer E e duas propriedades
P, e P, que se referem a elementos de E. Estas duas propriedades defi-
nem dois subconjuntos de E:

E, = {x € E: x satisfaz P,}
E, = {x € E: x satisfaz P,)

Portanto, dizer que P, é uma condi¢do suficiente para P, é o
mesmo que dizer que E, < E,, isto é, todo elemento x que satisfaz a
propriedade P, (e, portanto, pertence a E,) também satisfaz a pro-
priedade P, (logo, pertence a E,). A notagio utilizada para indicar
que P, ¢é suficiente para P, é: P, —) P, (lé-se: P, é suficiente para
P, ou P, implica Py).

Vejamos agora o que vem a ser uma condi¢do necessdria. Diz-se
que P, é necessiria para P, quando E, — E,i, isto é, todo elemento
X que satisfaz P, também satisfaz P,. Ora, mas isto é o mesmo que
dizer que P, ¢ suficiente para P,



Finalmente, P, é necessdria e suficiente para P, quando E; = E,,
isto é, os elementos que satisfazem a propriedade P, (ou P,) sio os
inicos que satisfazem a propriedade P, (ou P,). Indica-se: P, 4=» P,.

De maneira um pouco menos precisa, porém mais intuitiva, dize-
mos que: a) P, é suficiente para P, quando a presenga de P, garante
a ocorréncia de P, (note-se, entretanto, que P, pode ocorrer sem que
P, ocorra, o que equivale a dizer que E, — E,, porém nZo necessa-
riamente E, — E,); e b) P, é necessiria para P, quando a ocorréncia
de P, somente se d4 se P, ocorre (enfretamo, a presenga de P, nio
garante a ocorréncia de P,, o que, outra vez, equivale a dizer que
E, < E,, porém nio necessariamente E; — E,).

Vejamos um exemplo simples que ajudari o leitor a fixar melhor
estes conceitos. Sejam: '

E = R;
P, — ser um mimero par; e

P, — ser um nuimero inteiro.

As propriedades P, e P, definem, respectivamente, os conjuntos:
. E, = {x € R: x é par}
E, = {x € R:x€ 2)

Claramente, E, < E, e, portanto, P, é suficiente para P,, ou,
dito de outra forma, P, é necessiria para P,.

Se agora consideramos P; — ser um nimero fmpar e o conjunto
E, = {x € R: x é {mpar), fica claro que P, é suficiente para P,.
Entretanto, P; nio é necessiria nem suficiente para P,,

Retomemos agora a linha principal. Para tal, reladonaremos as
Defini¢des 1 e 2 através de:

Teorema 1 — Sejam 4, B e C trés conjuntos quaisquer. Entdo:
Q) A = A4;

b) A =cBeB c=C=rd4d = Cie

¢ A=B<«=>»A4A = BeB c A



Prova:

O item “a” decorre diretamente das Defini¢Ges 1 e 2. Para provar
“b", note-se inicialmente que, se 4 — ¢, entdo trivialmente 4 <= C.
Se A < ¢,2esex € A, entdo x € B (A — B) e, portanto, x € C
(B = C). Como x é um elemento arbitrdrio de 4, segue-se que
todo elemento de 4 pertence a C, isto é, A < C. Devemos provar
“c” em duas partes. Primeiro, mostraremos que 4 = B —=» 4 < B
e B = A. Ora, mas isto é uma decorréncia imediata da definigdo
de igualdade de dois conjuntos. Mostremos agora 4 < B e
B —c A =r A= B.Como A < B, todo elemento de 4 pertence
a B; como B — A, todo elemento de B pertence a 4. Logo, 4 e B
possuem os mesmos elementos, isto é, A = B.

C. Q. D.
Defini¢do 4 — A reunido (ou uniio) dos conjuntos 4 e B, indica-

se 4 B, é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a
pelo menos um dos conjuntos 4 e B.

Simbolicamente, a defini¢do acima pode ser reescrita da-seguinte
maneira:

A+ B= (x: x € Aoux ¢ B}

Observa-se que o vocdbulo ou nio exclui a possibilidade de que
o elemento pertenga a ambos os conjuntos. E é neste sentido que o
utilizaremos ao longo do texto,

Exemplos:

6 —SeR, =({x€R:x2>20)eR_={x € R: x < 0}, seguese
que Ry . R_ = R.

7—SeA ={x € Rix* —5x4+¢4=0)eB= (x € R: x —
— 5x 4+ 6 =0}, entio 4 o B = (1, 2, 3, 4).

2 A 4 ¢ significa que 4 ndo ¢é o conjunto vario. Em geral, 4 96 B significa
que A4 ¢ B sdo conjuntos diferentcs.

10



O diagrama a seguir ilustra o conceito de reuniio de dois con-
juntos.

O conjunto 4 \ B ¢ o conjunto representado pela drea hachurada.

Definicdo 5 — A intersecdo dos conjuntos 4 e B, indica-se 4 ~ B,
é o conjunto dos elementos comuns a 4 e B.

Simbolicamente, a definigdo acima pode ser reescrita da seguinte
maneira:

ANB={xx€A e x € B)

Se A ~ B = ¢, dizemos que 4 e B sdo conjuntos disjuntos. A
propdsito, os conjuntos disjuntos parecem-nos um bom exemplo da
importincia de termos definido um conjunto vazio. Caso n3o dispu-
séssemos deste conjunto, seria incorreto definir a intersecio de dois
conjuntos como sendo um conjunto, pois no caso em questio a
definigdo ficaria sem sentido.

Exemplos:

9 —SeAd={x€R:0K<xKI} e B={(x€R:1/]2K x<3),
entio A ~ B = {x € R. 1/]2 £ x < 1).

11



O diagrama a seguir ilustra o conceito de intersecio de dois con-
juntos.

O conjunto 4 ~ B estd representado pela drea hachurada.

Vejamos agora algumas das propriedades dos conjuntos a partir
das DefinicGes 4 e 5.

Teorema 2 — Sejam 4, B e C conjuntos quaisquer. Entdo:

a) AN A=A;
b) A v A=A4;
©0 ANB=B"A;

d) A B=BwuvA;

e) A~"B~C=4A"~B"C);

N AwuB vwlC=4v (Bwvw(C);

g AN BVYC=@A"Bv(A"NC)e
h) AvB"~"C)=AvwvB N4

12



Prova: 8

Os resultados “a”-“d” decorrem diretamente das definigSes.

a) Provemos agora “e”. Mostraremos que (4 ~ B) ~ C <=
cA~n(B~nCQequed ~(B~C) =(A ~ B) ~ C. A partir
disto, conclui-se que vale a igualdade estabelecida em “e” (ver Teo-
rema I).

Observe-se inicialmente que, s¢ (4 ™~ B) N~ C = ¢, entio
(A~ B)~C = A~ (B~ C), pois $ ¢ um subconjunto de
qualquer conjunto. Se, no entanto, (A ~ B) ~ C o ¢, seja
Xx€(A~ B)~C.Scguesequex€ (A ~B)~C—=>%x€EAB
excC=» x€cAdexcBex€cC=>x€cAex€ (B ~ C) =>r
=>z€A~(B~CO). _

Como x é um elemento arbitririo do conjunto, as implica¢des
acima sdo vilidas para todos os elementos deste conjunto. Portanto,
.podemos concluir que (4 ~ B) ~"C = A ~ (B Q).

Por outro lado, se 4 " (B C) = ¢, entio A ~ (B ™ C) =
= (A ™ B) ~ (C, pois ¢ ¢é um subconjunto de qualquer conjunto.
Se, no entanto, 4 ~ (B N C) v« ¢, sejax € A ™ (B ~ O).
Segueseque x EAN(BNC)=Pzx€Adex€EBNC=>z€Ade
z2€Bez€EC=>a2€A"Bezx€EC=>z€EABNC.

Como x ¢ arbitrdrio, as implica¢Ges acima sio vdlidas para todos os
elementos do conjunto. Portanto, A ~ (B~ C) = (A ~NB)~ C

Temos, finalmente, que 4 ~ (B~ C) = (4 N B)~C.

b) Provemos agora “g*, Deixando a cargo do leitor os casos em
que (4 v B) v C = ¢ ou A (B v C) = ¢ temse que

zE€E(ANVB)“C<4=rz€ (A B)oux€C «<» x € A ou
z€EBouz€E(C«<=>z€EAonuz€EBC4=rpz€ AV (BO).

8 Na prova deste resultado procuraremos explicitar o mais possivel as
diveraas pasagens do radocinio. A vantagem deste procedimento é poder mostrar
— no contexto de vma demonstragio bastante simples — aspectos da argumentagio
que, de modo geral, se desenvolve para provar um teorema. A sua desvantagem
¢ que as demonstragdes se tornam excessivamente longas, muitas vezes dificultando
o acompanhamento da linha principal do argumento. Em face disto, acs poucos
iremos tormando as demonstragBes mais diretas, deixando a cargo do leitor os
aspectos mais simples ou menos essendcais.

13



Donde conclui-se que (A~ B)\ C = A Y (B C).

Convém observar que esta demonstracio ¢ feita segundo a mesma
estratégia adotada no caso anterior. Apenas, no presente caso, as duas
etapas anteriores foram feitas de uma sd vez, tirando proveito da
notagiio <=» . Sugere-se ao leitor refazer a demonstragio em duas
etapas separadamente para se certificar do resultado.

c) Provemos agora “g". Deixamos a cargo do leitor considerar os
casosemque 4 N (B C) =¢e(4d N B) WV (A"NC =¢.

T€EAN BV C)=>rz€Aez€BC. SexcB,entio x € 4 " B;
se x € C, entiao x € A ™ C. Em qualquer dos dois casos, x € (A ™ B) \Y
w(A"C).Logo, ANBVYC)=(ANB)“YMAO0).

Por outro lado, x € (4 ™~ B) ~ (A N~ C) =»x EA N Bou
2€EANC=>rx€Adex€EBouxcAdexcC=rz€ Aez € B ou
T€EC=+z€EAN(BC). Logo,  AB)“(AC) =A(B“v(0).

Dai concluimos que 4 ~ (B~ C) = (A ™ B)\ (A m C).

d) Finalmente, provemos “h". Mais uma vez, deixamos a cargo

do leitor considerar os casos em que 4 \v (B C) = ¢ ou (4~ B) ™
~ (A0 =¢

XEAV (BN C)=rx€EAoux€ B C.Sex¢€ A, claramente
€A Bex€Aw C.Sex€B ~ G,z € Bex¢gC e, portanto,
r€A N~ Bexgcd C.Em ambos os casos, x € (4 v B) N
N(AwvwC(C)-Logo, AV (BN C) = (AN B~ (AW C0).

xr€A Y B~ (A~ C) =>x€AdA~ Bex€Ad - C.Se
z€A,entdlox€ A ~ (R (C).-Sex g A,entio x € Bex€ C e,
portanto, x € A\ (BN C). Logo, (A~ B)N (A C)=A /' (BMC).

Dai concluimosque 4 « (B ~ C) = (A ~Y B) ~ (4 v~ ().
C. Q. D.

Definicdo 6 — A diferenga entre os conjuntos 4 e B, indica-se
A — B ou 4/B, é o conjunto dos elementos pertencentes ao conjunto
A e que ndo pertencem ao conjunto B.

Simbolicamente, podemos reescrever esta definigdo da seguinte
forma: 4 — B = {x: x € A e x ¢ B}.

14



Exemplo:

lO—SeA:{xER:nggi} € B={(x¢cR: 3«

\"SS}J
entio4 _ B — (*€R: 0 x < 3}. Note-se tambgm queB _ 4 —
={xER:5<x<8}9{-A—B.

O diagrama a seguir jlustra o

conceito de diferenca de dois con.
juntos.

"

de B em rela 30 a 4. Nesse €aso, utilizamos 5 Notacdo | B . Além
S
A
disto, se 4 est4 suficientemente claro no contexto, referimo-nos sim.
plesmente a0 complementar ce B e indicamos EB ou B, oy ainda Be,

15



Exemplos:

11 —Sed ={x€R:x>5) e B= {x¢€ R: x> 9]}, entdo
[:B={xeR:5gx<9}.

A

12 — O complementar de R, em relagio a R, isto §, SR + =

R
= {x € R: x < 0}. Se o conjunto R estd subentendido, indicamos

simplesmente c R.

Teorema 3 — Dado um conjunto E e dois conjuntos 4 e B contidos
em E, temos que: 4

a) A=¢<=»EA=E;

b) [: (EA) = A:

c) A:B(=>EB:EA;
d) E(AuB)=EAf‘\EB;e

[@~m=[ac 5

Prova:

€

A

a) SeA=¢eseer,emioxgA.Logo,CA:E.Por

outro lado, se EA = E, todo x € E pertence a l:A, logo x ¢ A.
Donde 4 = ¢.

L) Se A = ¢ ou A = E, o resultado segue-se imediatamente de “a”.

SeA,&¢cEA96¢,emiox€[: (CA)<=‘)::¢EA¢=>

<=z €4 Logo, [, ([:A)-A.

4 As propriedades “d”’ e “‘e’’, a seguir, sio chamadas Leis de De Morgan.
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€) Mostremos inicialmente que A = B => EB = EA.
Se E B = ¢, o resultado segue-se imediatamente. Se E B ok ¢,

emioxEEB=>::gB=>-;¢A=)erA,oqucprovao

resultado.

Mostremos agora a outra implicagdo: EB = EA =r 4 = B.

Utilizando o que provamos acima, temos que EB = EA =)

— E (E ) E (EB) = A =B (a tltima implicacio segue-se

de llb'l
d) Note-se que:

A=AV~ B=> [:(A “ B) = EA (utilizando “c”)

B =4 v B =) E(A “ B) = EB (utilizando “c”)

Daf segue-se que C(A “ B) = EA ~ EB.

Por outro lado, seja X = E AN EB. Ent#io:

X = EA =» A =Ex (utilizando “b” e *“c”

X = EB =» B :Ex (utilizando “b"” e “c")

Logo, AN B = c X=>Xc E(A  B) (utilizando “b” e “c").
Dai, tendo em vista que X = EA ~ E B, conclufmos que

EAAEB = E(AVB)
1



e) Sejam A'=EA e B = EB.

De “d” temos que B(A’ “ B) = [:A’ ~ EB’ = A D B
(a ultima igualdade obtém-se considerando a defini¢dio de A4’ e B’
e “b").

Portanto;
E(A'uB') —A~B= A'w B = E(Am3)=>

-_->EAUEB=E(AAB)
C. Q. D.

Para introduzirmos a defini¢do de produto cartesiano de dois
conjuntos, necessitamos da nogdo de par ordenado. Dados dois objetos
quaisquer a e b, o par ordenado formado por eles obtém-se esco-
Ihendo um destes (no caso, a) para primeiro elemento (ou primeira
coordenada) e o outro (no caso, b) para segundo elemento (ou
segunda coordenada). Indica-se o par ordenado da seguinte ma-
neira: (a, b).

Em vista da forma como constituimos os pares ordenados, fica
claro que os pares (a, b) e (b, a) sdo diferentes. Na verdade, dois
pares ordenados (a, b) e (a’, b‘) sdo iguais se, e somente se, a — a’
et = b

Definigdo 7 — Dados dois conjuntos nio-vazios 4 e B, o produto
cartesianno de A por B, indica-se 4 x B, é o conjunto de todos os
pares ordenados tais que o primeiro elemento pertence ao conjunto 4
e o segundo elemento pertence ao conjunto B.

Simbolicamente, podemos reescrever esta definigio da seguinte
forma: A x B = {(a, b): a €4 e b € B}

Quando 4 = B, o produto cartesiano 4 x 4 ¢ indicado por 4*.

O diagrama a seguir ilustra a nogao de produto cartesiano.
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Exemplos:

13 —Se A = {a,, ey, a) € B = (I, 2, 3}, entio A x B =
= ((a, 1); (a1, 2); (ar, 3); (as, 1): (as, 2); (ar, 3); (as, I);
(a-*' 2): (ab 3) }

Pode ser facilmente constatado, com base neste exemplo, que em
geral 4 x B o« B x A.

14 — Seja J= {x€Z: 0 < x < 2). Entdo, [ x ] = J* = {(0,0);
©0): 0,2: 00; (LD (1L2): 20 (2 1); @2)

15 — Sejal = {x € R: 0 < x < 1}. Entdo, o produto cartesiano
IxI=01I=((x,y): x€ley€l)=({(xy):0<x e
0y <)

16 — Sejam 4 = {a = (a;, a4): 2, E Rea, € R} e B = {b = (b,,
by, by): b, € R, b, € Re b, € R). Enliio, o produto cartesiano
AxB —={(a,b):a €A e b€ B}

19



Observe-se que um elemento genérico de 4 x B é da forma:

((a’l‘ al)‘ (bb bl: ba))

I.2 — Funcgoes

I[.2.1 — O Conceito de Funcao

Procuramos nesta segio fazer uma primeira aproximagio ao estudo
das fungGes. Na verdade, grande parte dos préximos capftulos é
dedicada a este estudo. No momento, entretanto, estamos mais inte-
ressados em definir fun¢do e apresentar formas alternativas de cons-
trugao de fungGes a partir de outras fungdes.

Intuitivamente, uma fung¢io é uma relagdo que associa elementos
de dois conjuntos dados. Entretanto, para se qualificar como fungdo,
a relagdo deve satisfazer certos requisitos. Um deles é que a associagdo
nio seja ambfgua, isto &, se x pertence a um conjunto A que estd
associado a um conjunto B, a relagdo deve indicar inequivocamente
um unico elemento de B correspondente a x. Dessa maneira, por
exemplo, dados os conjuntos dos Pais e dos Filhos, nio podemos
associar a cada casal seu filho. A correspondéncia é ambigua, pois
ao casal Joaquim-Haydée estardo associados simultaneamente os seus
filhos Alexandre, Patricia e Teresa. Observemos, entretanto, que a
relagdo que associa cada filho aos seus pais satisfaz este requisito de
auséncia de ambigiiidade. Alexandre estd inequivocamente associado
ao casal Joaquim-Haydée, assim como também estio Teresa e Patri-
cia. Veja-se o diagrama a seguir, para uma ilustragio de uma relagdo
que nio satisfaz a este requisito de auséncia de ambigiiidade.

Este exemplo introdutério serve para ilustrar algumas caracter{s-
ticas de uma fungdo. Primeiramente, sendo uma relagdo entre con-
juntos arbitririos, a fun¢io nio relaciona necessariamente nimeros
com niimeros. Os elementos dos conjuntos envolvidos podem ser de
qualquer natureza. Em segundo lugar, nio é necessirio que o rela-
cionamento se faca através de uma férmula rigida de tipo sen x,
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log x, e®, etc., pois qualquer relagdo — com as propriedades espe-
cificadas a seguir — define uma fun¢io. Em terceiro e dltimo lugar,
convém salientar que, mesmo quando estamos tratando de relagGes
entre conjuntos de nuimeros, a fungio pode ser definida por mais
de uma férmula, como mostra o exemplo a seguir.

Seja x € R e seja a fungio:

|x;sex>1

fex) = l 1,se x < 1

Como poderd ser verificado em seguida, f satisfaz todos os requi-
sitos da defini¢gio de uma fungio.

Defini¢do 8 6 — Sejam A4 e B dois conjuntos nio-vazios. Uma fung¢io
definida em A com valores em B ¢ uma relagdo entre os elementos
de A e B que satisfaz:

a) todo x ¢ A esti assaciado a algum elemento de B; e
b) dado x € A, existe um unico elemento de B associado a ele.

& QO leitor observard que na defini¢io acdma o conceito de relagio nfio
estd especificado de forma precisa. Por ora, esta no¢io um pouco imprecisa ¢
suficiente para nossos objetivos. No Apéndice a este capitulo definimos exatamente
uma relagdo, e a partir daf redefiniremos funcdo.
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Utilizaremos a seguinte notagdo para representar uma fungio defi-
nida em A com valores em B: f: A — B.

Nos paragrafos seguintes faremos algumas observagdes com respeito
a Defini¢gio 2 e, simultaneamente, introduziremos alguns termos
associados aos seus elementos.

a) Notese que uma fungio f associa um elemento x € 4 a um
elemento — geralmente indicado por f(x) e chamado imagem de
x — pertencente ao conjunto B. Nio devemos, dessa maneira, con-
fundir a fung¢do f com f(x), que é a imagem de x ou o valor de f
no ponto x.

b) Trés elementos caracterizam uma fung¢do: o conjunto 4, o
conjunto B e a relagiio que associa os elementos destes conjuntos.
Portanto, dadas as fungdes f e g:

ftA—> B e g C—>D

dizemos que f — g se, e somente se, 4 = C, B = D e f(x) =
— g(x) para todo x € A.

c¢) Dada a fun¢io fz 4 — B, temos que:
— o conjunto A é chamado o “dominio de f’; e

— o conjunto B é chamado o *contradominio de f”.

Além disto, como em geral ndo se requer que todo elemento de B
seja imagem de algum elemento de A4, podemos definir o “conjunto
de valores de f”, R(f), como se segue:

R([):{bEB:-ﬂuEA e b=f(a)}

Na especificagio acima utilizamos a notagio 3, que significa
“existe”’. Mais explicitamente, R (f) é o conjunto de todos os ele-
mentos que pertencem a B e que sio imagem de algum elemento
de A.

Os vérios termos introduzidos acima podem ser melhor visualizados
com o auxilio do diagrama a seguir, onde temos que: A ¢ o dominio
da fungio f; B é o contradominio de f; R(f) = B € o conjunto
de valores; e b ¢ o valor de f no ponto a, isto é, b = f(a)..
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Apresentaremos agora alguns exemplos de fungges, cuja principal
finalidade ¢ familiarizar o leitor com a defini¢gdo. Entretanto, apro-
veitando a oportunidade, introduziremos algumas fungdes que, pela
forma como sio definidas ou pela sua utilizagdo futura, se tornario
importantes para o desenvolvimento do assuato.

Exemplos:

17 — Dados 4 = {a, b,¢c,d) e B = {l, 2, 3, 4, 5), podemos
definir f: A — B da seguinte maneira:

f@=1;
j®) =1;
e =4 ¢
Hd) = 3.

Observe-se que [ satisfaz os requisitos da Definigdo 2 e que R (f) =
= {1, 4, 3).

18 — Dado um conjunto 4 ni3o-vazio, a fun¢io “Identidade em
A”, 1, &
I, A > A4

definida por:

IA (x) - X
Note-se que R(I,) = A.
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19 — A fungido “Valor Absoluto” é definida da seguinte maneira:

h: R -> R

sendo:

x,se x =20
h =
=) —x,se x <0

20 — A fungio “Maior Inteiro” é definida por:

ffR—>R

tal que, para todo x € R, f(x) é o maior inteiro menor ou igual
a x. Freqiientemente, os valores desta fun¢io sido indicados por:

fix) = [x]
2] — A fungdo de “Dirichlet” é:
D:R->S R

sendo:

l‘ l,se x € Q
Dx) zl- 0,sexeBQ

22 — Vejamos uma fungdo cujo dominio é o produto cartesiano
de dois conjuntos. Sejam:

A= (1,2} e B= {3, 4)
e seja:
f: Ax B —> R
definida por:
fd, 3)
1, 4)

{2, 3)
12, 9

Il
S 3N
(4]

..

..
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Observe-se que f ¢ realmente uma fungao; pois todo elemento do
conjunto 4 x B estd associado a algum elemento de R e, além disto,
a associagdo ndo ¢ ambigua no sentido que discutimos anteriormente.

23 — A fungdo “Norma Euclideana” é definida da seguinte ma-
neira:

i RxR->R

sendo:
f(x,9) = Vx' 4y

Na segdo seguinte discutiremos os nimeros reais e, nesta ocasido,
mencionaremos o fato de que, dado um nimero real, existe um
inico nimero real positivo b tal que 2 — b*. Este fato garante
que a fungio “Norma Euclideana™ ¢ bem definida, devendo desem-
penhar um papel muito importante em todos os demais assuntos
que abordaremos. O leitor que jd fez um curso de Geometria Anali-
tica notard que f associa ao elemento (x, y) a sua distdncia a origem.

24 — Consideremos agora uma fungdo que ¢ definida no conjunto
dos nimeros reais e cujo contradominio é o produto cartesiano
R x R:

RS RxR
definida por:
() = (@4, ¢)

Claramente, f satisfaz os requisitos da Defini¢ido 2, como o leitor
podera verificar.

25 ._— Um outro exemplo da mesma natureza é dado pela fungio:
& RxR - RxR
definida por:
g(x9) = (* 4y x* —y)
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Obscrve-se que podcmos ainda interpretar a fungio g em termos
de fung¢Ges componentes, como se segue. Sejam:

En Rx R - R

dada por:
B (% ) = xt 4 y*
e
g Rx R—-> R
dada por:

8:(x,9) = x* — ¥
Assim, podemos reescrever:
g RxR—>RxR
8 ) = (@ (x ) 81(x 7))

26 — Considerc-se agora — para finalizar esta seq@iéncia de exem-
plos — a fungio:

h: Rx R > R

tal que:

—EY L se (x, ) % (0 0)
Xy ?

h{x, y) = .
0, se (x,y) = (0, 0)

Uma nogéo til é a de grdfico de uma fungio. Dada f: 4 - B, o
grifico de f é o conjunto:

G(f) = {(x9) €dxB:y=/[(x)}

Observe-se que, em vista da Defini¢io 2, se (x, y) € G(f) e
(x, ) € G(f), entdo y = y'. As Figuras 1 e 2 a seguir apresentam
os grificos das func¢des dos exemplos 19 ¢ 20, respectivamente.

O leitor poderi verificar que duas fungdes sdo iguais se, e somente
se, tém o mesmo grafico. Dessa forma, poderiamos ter definido fungio
a partir de seu grifico. Esta maneira permite um tratamento um
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Figura |
GRAFICO DA FUNCAO "VALOR ABSoLuTO"

h{x)
4

G(h)

pouco mais preciso dos conceitos que vimos discutindo. Isto é o que
faremos no Apéndice, ao qual recomendamos que o leitor se dirija
depois de assimilar o material do texto.

Passaremos ‘agora a introduzir mais algumas defini¢Ges relaciona-
das com caracteristicas do dominio e contradominio de uma fungao.
Seja f: A —» B:

a) dizse que f é biunivoca (ou injetiva) se, dados x € A ey€ A4
tais que f(x) = f(3), tivermos x = 3, isto é, se x€ 1 ey € 4 e
x v y,’entdo f(x) 2% f(y):

h) dizse que f é solrejetiva (ou sobre B) quando, para todo
elemento y € B, existe um clemento x € 4 tal que y = f(x), isto ¢,
f é sobrejetiva se R(f) = B; e
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Flgura 2
GRAFICO DA FUNCAO "MAIOR INTEIRO"

f(x)
A

//,
v
3 —-{
e —
1 —_—
L 4 X
--;»«I
— -2
--;r-‘ -3
7/
P
//
7

c) dizse que f é uma correspondéncia biunivoca (ou uma bijegio,
ou que f é bijetiva) se ela é biunivoca e sobre B.

Os diagramas a seguir ilustram os conceitos acima.

A B
t I
f alio € biunivoca
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BsR{f)

t ¢ sobrefetiva 1 n8o € sobrejetiva

Exemplo:

27 — Examinemos as fung¢des dos exemplos 17-26. A fungio f do
exemplo 17 ndo é biunfvoca, pois f(a) = f(b) = l ea 5= b, e
também nio é sobre B, pois R (f) £ B.

A fungio “Identidade em A” é biunivoca e sobre A.

A fungio “Valor Absoluto” nio é biunivoca, pois, por exemplo,
h(1) = h(—1), e, além disto, nio é sobrejetiva, uma vez que nio
assume valores negativos.

A fungio “Maior Inteiro” nio é biunivoca nem sobrejetiva.

A fungio de “Dirichlet” também ndo é biunivoca nem sobre-
jetiva.

..A fungio do exemplo 22 ¢ biunivoca, pois associa a pares ordena-
dos distintos valores distintos. Entretanto, ela nio é sobrejetiva.

A fungio “Norma Euclideana” ndo é biunivoca nem sobrejetiva.

A fun¢do do exemplo 24 ¢ biunivoca, pois, se xE Rey€E R e
x 7= 9, (2x, x) £ (2y, y). Entretanto, ela nio é sobrejetiva, pois,
por exemplo, (1, 7) nio pertence ao seu conjunto de valores.

A fung¢do do exemplo 25 nio é biunivoca nem sobrejetiva,

A fung¢io do exemplo 26 nio é biunivoca, pois, por exemplo,
h(0,0) = h(0,7) = 0. Para mostrar que também nio é sobrejetiva

29



basta observar que ela nio assume o valof !. Suponha-se, para de-
monstrar este fato, que existe um par (x, ) € R x R tal que:

xy

x4 7
Portanto, a equag¢do do segundo grau em x:

XX — xy +yt =20

deve possuir uma solugiio real para algum valor nio-nulo de y. Isto,
como se pode comprovar facilmente, ndo ocorre.

Antes de encerrarmos esta se¢3o, fagamos uma digressio procurando
ilustrar um tipo de limitagdo do conceito de fungiio com respeito
i certos problemas econémicos. Suponha-se um .consumidor que
procura maximizar utilidade, dados os precos dos (dois) produtos
e sua renda. Deste problema podemos obter as curvas de demanda
dos dois bens. A representagio grifica, bemn conhecida, da solugio
deste problema é a mostrada na Figura 3 a seguir, onde:

y: renda do consumidor;
P, preco do bem j; j = 1, 2; e

X, e X;: quantidades consumidas dos bens 7 e 2, respectiva-
mente.

Dados os pregos P, e P,, a escolha das quantidades consumidas é,
neste caso, determinada sem ambigiiidade, isto ¢, a relagdo entre
preco e quantidades consumidas, desde que especifiquemos adequa-
damente scu dominio e seu contradominio. satisfaz a defini¢do de
uma fungio.

Entretanto, o caso mostrado na Figura 4, em que a curva de indi-
ferenca apresenta um trecho linear, indica uma peculiaridade. Aos
precos representados na figura, as quantidades consumidas dos bens
! e 2 ficam indeterminadas, podendo assumir qualquer valor no
scgmento AB. Ncste caso, a relagio de demanda ndo preenche os
requisitos para se qualilicar como uma fungdo, cujo dominio seja o
conjunto dos pregos.
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Em vista desta dificuldade, algumas vezes os economistas trabalham
com o conceito de correspondéncia, que é uma fungio que associa
os pontos de seu dominio a conjuntos. O tratamento analftico das
correspondéncias requer um pouco mais de Andlise Matemitica
do que possuimos neste estégio.

1.2.2 — Composigao de Fungdes e Fungio Inversa

Definigdo 9 — Dadas as fungdes f: 4 — B e g: C — D, onde
R(f) ~ C o ¢, a fungdo composta g,f é definida pelos elementos:

a) dominio de g,f: D(g.f) .= {x € A: f(x) € C);
b) contradominio de g,f: D; e

€) Bof (x) = g If(x)]. para todo x € D (g,f).

De maneira mais intuitiva, a fun¢io composta relaciona elementos
do conjunto 4 aos elementos do conjunto D, e para tal ela toma
um elemento x no conjunto 4 e a ele aplica a fungdo f, em seguida
aplicando a fungio g ao elemento f (x). Essa operagdo esta ilustrada
no diagrama a seguir, onde se supde que R(f) — C. Este é um
caso particular importante da Defini¢do 9, em que D (g,f) = 4.

Note o leitor que, em geral, R (g,f) = R(g), porém R (g.f) +*
»« R (g). A igualdade ocorre se R (f) = C. Além disto, podemos
dizer que D(g,f) = A e R(g,f) = R (g) se R(f) — C. Estas duas
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afirmativas sio bastante claras quando examinamos diagramas como
o anterior. Entretanto, ¢ um bom exercicio demonstra-las. E também
um bom exercicio que o leitor procure convencer-se de que a Defi-
nicdo 9 realmente da origem a uma fung¢io, e nio a uma relagio
qualquer.

Exemplos:

28 — Sejam as fungdes:

i R-> R
definida por:
f(x) = 2x
e:
g Ry - Ry

definida por:
g(x) = x* + 5
A fungdo g,f caracteriza-se pelos seguintes elementos:
D(gf) = {x € R: f(x) € Ry} = R,
Contradominio: R_:®
Zof(x) = glf ()] =[((x))* + 5] =49x*+5, ¥ x € R,
Notese que R(g)f) = {y € R:y 2 5) = R(g)
29 — Sejam as fungdes:
ft Ry — (0} > R

6 O simbolo ¥ significa “para todo”. Dessa maneira, & x € R, deve sex
lido da seguinte maneira: para todo x pertencente a R,.

33



definida por:*

f(x) = log x (log = logaritmo neperiano)

g R, > R
definida por:
g(x) = —3 —9Ix
Tentemos definir a fungio f,g:
D(fg) = {x € Ry: g(x) € Ny — {0}} = ¢
e, portanto, f,g nio esti bem definida.

30 — Considerando as fungdes [ € ¢ do exemplo 29, definamos
a fungao g,f:

D(gf) = {x € Ry — {0}:f(x) € Ry) = (x € Rix = 1)
Contradom{nio de g,f: R:
gf (x) =g U(N] =g llogx] =--3 —4 log x ¥ x €Dl (g
31 — Sejam as fungges:
[:RxR > R
definida por:

[(,9) = x%

h: R > R

7 Em muitos excmplos 4o longo dos pi6ximos capitulos faremos uso das
fun¢bes logaritmo, c¢xponcncial ¢ rigonométricas. O conhecimento que o Icitor
ji pussui destas fungoes devers ser suficiente para compreender os vdrios exemplos.
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definida por:
h(z) = z*
Os elementos que definem h,f sdo:
Dhef) = {(x, 9) ER x R: f(x,y) € R} = RxR
Contradorminio de #/,f: R:
hof (x, ) = h [f(x,y)] = x*y% ¥ (x, ) E Rx R

Observe-se que neste caso a fungdo foh nio estd bem definida,
pois D (f,h) ¢é:

D(foh) = {z € R: h(z) € Rx R} = ¢
32 — Sejam as fungdes:

n: RxR - R
delinida por:

T (x-' )') = X

g2 RxR—- RxR
definida por:
g,y = (x* + y% x — )
A\ composta &, o g ¢ caracterizada por:
D, ,g8 = ((x.y)ERx R:g(x,9) €E Rx R} = Rx R
Contradomfnio de m; , g: R:

%o (%)) = [gx )] =
= m [(¥ R yh o2 — 9] = %0+
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O leitor pode comparar x; , g com a fungdo g, definida no exemplo
25. Da mesma maneira, podemos mostrar que g, é igual A fungdo
Ry o & onde x, é:

’!’:RXR—)R

definida por:
m(xy) =y

As fungdes x, e x, acima sio chamadas 1.2 e 2.2 projegdes, respec-
tivamente.

33 — Sejam as fungges:
h: R-> R xR
definida por:
R = (, 31)
e n, do exemplo anterior.
Entdo, x, 4 h é caracterizada pelos elementos:
D(x; o k) = {t€ R: h() e Rx R} = R
Contradom{nio de n; , h: R:
Ko h(t) =m[A()] =x, [18, 3] =1, ¥ t €ER
Neste caso, também podemos definir h,x,. Seus elementos sio:
D(hon;) = {(x, ) E Rx R: %, (x,y) € R}y = R x R
Contradominio de fi,x;: R x R:
hons (2, 9) = h [mi(x,9)] = h(x) = (x, 3x), ¥ (x,)) ERx R

A Figura 5 ilustra a fungdo n, , h, enquanto a Figura 6 ilustra a
fung¢do h,mn,.
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Figura. 8
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Figura 6

Teorema 4 — Sejam A4 e B dois conjuntos e sejam as fungdes:
fr A—> B
I;: A -5 A
Ip: B—> B
Entio:
a) fola = f; e
b) Inof = £
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Prova:

Observe:se que:
D(fols) = {x € A: 1,(x) € A) = 4
D(Igof) = {x € A: [(x) € B) = A
Contradominio de fol,: B;
Contradominio de I, , /: B:
fola(x) = f[Ia(x)] = f(x), ¥ x € 4

Inof () =1, [f(x)] =f(x), ¥ x € 4
C. Q. D.

Defini¢do 10 — Sejam A e B dois conjuntos n3o-vazios e f: 4 — B.
A fungdo h ¢ a fungdo inversa de f se:

h: B —> A
e:
hof = 14
foh = Iy
Exemplos:

34 — Seja f: R — R definida por:

f(x) = 2x
A fungao inversa de [ é:
kh: R - R
definida por:
h(z) = % z
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Pode-se facilmente comprovar esta afirmagio observando-se que:
D(h)fy = Re D(feh) =R

Contradominio de h,f: R;

Contradominio de f,/: R:
hf() = h[[)]=h(2x] = (@) = x % 2 € R
foh ) = [(hG)] = {0/ =2-2 =9y ¥y €R

35 — Considere-se agora a fungio:

f: R - R,
definida por:
[(x) = x?
Suponha-se que a fungao:
h: Ry - R

seja uma funcdo inversa de f. Entio:
fﬂh -_ Ilf+
e, portanto, ¥ y € R,:

foh ) =[{RO)} = (RO)Y =¥

Provaremos na se¢io seguinte que, dado um numero real nio-
negativo a, existe um unico real nio-negativo & tal que * = a. O

niimero b ¢ indicado \/a. Dessa forma, a expressio acima é verda-
deira para todo real nio-negativo se, e somente se:

h(y) = VY

Entretanto, admitindo-se ainda que A seja a fungdo inversa de f,
ela satisfaz:

haf = ln
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Seja, portanto, x € R. Note-se que:

hf(x) = h[f()] = hp] = | 2% 7 0

—x,sex <0

Logo, hef ndo ¢é a fungdo identidade em R, donde concluimos que
f ndo possui uma fungio inversa.

O exemplo 35 ilustra o caso em que f nio possui uma fungio
inversa. Discutiremos a seguir a condigdo necessdria e suficiente para
a sua existéncia e, além disto, mostraremos que a existéncia da
fungdo inversa garante sua unicidade.

Teorema 5 — Sejam A4 e B conjuntos n3o-vazios. A fungdo
f: A —» B possui uma funcio inversa h: B — A4, tal como na Defini-
¢do 10, se, e somente se, f é uma bijecdo.

Prova:

Suponha-se que f: 4 —» B é uma bije¢io. Entio, dado y € B,
existe um tinico x € 4 tal que y — f(x). A existéncia de x é garantida
porque f é sobrejetiva e sua unicidade porque f é biunivoca. Por-

_tanto, seja: )

h: B > A
definida por:
x = h(y)

£ uma conseqiiéncia imediata — como o leitor poderi verificar —
da definigdo de h que ela é realmente a inversa de f.

Suponha-se agora que h: B — A4 é uma fungio inversa de f. Sejam
x; €A e x,€ A tais que f(x;) = f(x,).

Por defini¢io de fungdo inversa:

hof (%) = h [f(xs)]

Il
®
LY

hof (x¢) = R [f(x)] = x4
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Como h [f(xs)] = h [f(x,)], seguesc que x, = x,.
Para mostrar que f é sobrejetiva, considere-se y € B. Entio:

fhO) = f[RO)] =

Como h(y) € A, existe x € A (x = h(y)) tal que y = f(x).
C. Q. D.

A unicidade da fungio inversa é garantida sempre que ela existir.
Suponha-se que h e g sejam duas fung¢Ges inversas de f. Entdo, se

y € B:
h() = hln(®) = h [Ix0)] =k [fg0)] =
=hflg®M] = (hef) €@D) =14[80)] =80)

A notagio f—! serd utilizada de agora em diante para indicar a
fungdo inversa de f.

I1.2.3 — Imagem Direta e Imagem Inversa

Defini¢cdo 11 — Sejam A e B dois conjuntos nao-vazios e f: A — B:

a) se X «— 4, chama-se Imagem Dircta de X por { ao conjunto
F(X) = {f(x) € B: x € X}); e

b) se W < B, chama-se Imagem Inversa de W por f ao conjunto
[=1(W) = {x € 4: f(x) € W}.
Estes conceitos sdo ilustrados pelos diagramas a seguir.

Com relagio a estas definigGes, convém ressaltar que f(X) e
f-1(W) sao apenas notagdes para designar certos subconjuntos im-
portantes de B e A, respectivamente. Em particular, o conceito de
Imagem Inversa nio depende da existéncia da fungio inversa. E
ficil ver que, se a fung¢do inversa existe, a Imagem Inversa de W
por f coincide com a Imagem Direta de W por f~! Este fato, sem
divida, serve para motivar a utilizagio da notagio adma, porém
ndo limita o conceilo aos casos em que f—! existe.
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Exemplos:
36 — Seja
ffR> R
dada por:
f(x) = x*
e sejam:

X=(x€ER 0L x<K1) e Y= {(x€ER: —1<Kx<K0)

Nesse caso:
fX) =f(Y) = (x € R: 0 < x < 1)
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37 — Utilizando os dados acima, temos que:
[~1(X) = (x€R —1 < x < 1)
f=1(¥) = {0}
38 — Seja:

f: R—-> R

definida por:

x, se x = 1

fx) = 1, sc x < 1
€ seja:
X={xcR: 0K x K 2)
Nesse caso:
f(X) = {x € R: 1 5 x 5 2}
39 — Seja:

fRxR—> R
definida por:
f(x9) ==x+y
e seja:
w = (I}
Entdo:
[~1W) = {(x ) € RxR:x 4+ y = 1)

Uma representagdo do conjunto f—f(I¥) é apresentada na figura

a seguir.
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l\ =
'(w)
40 — Seja:

R x RS> R
definida por:

f,9) = xy
e seja:

W = (10)
Entao:

[=*(W) = {(x, € R x R: xy = 10)

Graficamente, o conjunto f-7(W) é composto pelos dois ramos
de hipérbole da figura a seguir.

41 — Seja:

R x R R
definida por:

f(x, 9) = x* + ¥

e seja:
W = (1)
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Entdo:
f~(W) = {(x,9) € Rx R: x4 4yt = I}
Graficamente, temos:

A

Y

(X
N
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Teorema 6 — Seja f: A — B e sejam X e Y subconjunto: de A.
Entao:

a) X = Y= {(X) <= ()

by f(X Y = f(X) ~f(¥);
o fX oY) =FfX) J@);e
d [(X — 1) = [(X)

Prova:

a) Se f(X) = ¢, ndo hd nada para demonstrar. Por outro lado,
sey €Ef(X)=»3J x € Xey=f(x)y=>x2 €Y =>» f(x) € f(Y).
b) X"Y =X e XY =) Logo, f(X"NY) = f(X) e
f(X ~Y) = f(Y).Donde concluimos que f (X ~~ ¥) = f(X) ™ f(Y).

) X =XwyY eYcXwu/Y Logo f(X) v f(¥) =
= f(X « Y). Por outro lado, se f(X v Y) £ ¢, temos que
y EfXvwY)=3x€XvYy=[f(x)=rf(x) € f(X) ou
f(x) € f(¥)=> f(x) € [(X) v J(Y).

d) X — Y = X e portanio, f(X — V) = f(X).

C. Q. D.

O excmplo 17 lornece-nos um contra-exemplo para mostrar que
P P
em geral niio se verifica a igualdade em *b".

Teorema 7 — Seja f: A — B e sejam W e Z subconjuntos de B.
Entao:

a) W o= ["'Wc | *@):

by [ (W A Z) = [~1(W) ™ [-1@)
O T D) = [T L@ e
B I —2) = W) — 1@,

Prova:

a) Se f[—!(W) = ¢, nada h4d para provar. Por outro lado,
X 6 f_’(w) =>I(X) E w =) f(x) e VA =up X E '_;(Z)
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b) Como W Z cWeWnZ <= Z seguese que f~!(IV ™ 2Z)
= f~1(W) ™ f~1(2). Por outro lado, se f=7 (W) ™ [=1(Z) 5 ¢,
temos que x € f~I(W) ™ f=1(Z) =» f(x) € Welf(x) € Z =
=>f(x) E WNZ=yx € [~1(W 2.

) WelWoZeZ =W ZLlogo, [~1(W) U f'@ =
< [~Y(W o 2). Por outro lado, se f~* (W  Z) 5 ¢, temos que
x € f7I(W U Z)=»f(x) € Wouf(x) €2 =y x € [~1(W) ou
x €Ef-1@Z)=pxC[rW)o ["22.

d) Deixando a cargo do leitor os casos em que f~4(W) —
— f~1(2Z) = ¢ ou (W — Z) = ¢, vem que x € f[~1 (W) —
— 1@ <= x € [~I(W)ex g [1(Z) <> f(x) € We
f(x) & Z<rf(x)E W — Zqpx € [-1(W — 2Z).

C. Q. D.

I.3 — Principio da Indugio; Conjuntos Finitos e
Infinitos; Conjunto dos Numeros Reais

Nesta secio trataremos dos trés assuntos mencionados no titulo.
Entretanto, o faremos de maneira informal, sem demonstrar teore-
mas ou nos estendermos demasiadamente em algum tépico. O objetivo
principal é apresentar alguns resultados que serio de utilidade nos
capitulos seguintes. O tinico tépico em que faremos uma apresentagao
mais dzralhada é o que se refere ao Supremo de um Conjunto de
Numeros Reais e o Principio do Supremo ou 0 Axioma Fundamental
da Andlise Matemdtica.

Este enfoque, apesar de inadequado do ponto de vista 1égico, tor-
nard a apresentagio do material menos indigesta para o leitor.
Aqueles que, ao terminarem a leitura desta segdo, se sentirem insa-
tisfeitos poderio consultar, por exemplo, Bartle (1976), Lima (1976)
ou Rudin (1964).
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1.3.1 — Principio da Indugio

Afirmativas do tipo “tal fato ou férmula vale para todos os nime-
ros naturais’’ sio bastante comuns, e estio baseadas no chamado
Principio da Indugio que apresentamos e exemplificamos a seguir.

Principio da Indu¢do — Suponha-se que a propriedade P referente
aos nimeros naturais satisfaz:

a) o numecro ! goza da propriedade P; e

b) se k& € N goza da propriedade P, entdo A 4 1 também goza
de P.

Neste caso, todo n € N goza da propriedade P.
Exemplos:
42 — Sejam E, d,, A,, ..., A, conjuntos quaisquer e defina-se:

A,VA,V...VA,.QC"IA, e (A N E) v (4g ™ E) v ,
=
(AN B) = (BN A
J-

n \ n
~ Aj) = g (E ™ A;) para todo n € M.
Jo -

Mostre-se que £ ™ (

Note-se, inicialmente, que o resultado é verdadeiro para n = 1.
Suponhamos agora que:

k h k
) = E ™A
E~ (j\:t A ,) j\:]( j)

e mostremos que a igualdade se verifica para & 4 I:

j=t

= [E ~ (’}:.Jl A,-)] w [BE D Axsil
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Esta ultima igualdade segue-se de “g” do Teorema 2. Observe-se
também que pela hipdtese de indugio temos:

k
[E ~ ('V: .4,-)] C[E N Aggl =
,-
M« k41
(G Enay]vEn ana=CEn
e, portanto, o resultado é verdadeiro para todo n € N.

43 — Mostre-se que:

TR TRNT +n = ”("+'L(2"+}).vnezv

Utilizaremos uma vez mais o Principio da Indugio.

Observe-se que a proposi¢io é vilida para o nuimero I, pois:

p= 20+ 20+
- 6

Supondo que ela é verdadeira para k, segue-se que:

k(k+ 1) (8k +1)

*+22+ . K+ E+D = 2 +k+ 1=
- (k + 1) (2k* + 7k + 6) - (k+ 1) (k+ 2) (2 + 3)
6 6

onde a antepeniltima igualdade é uma conseqiiéncia da hipdtese de
indugio.

1.3.2 — Conjunto Finito e Conjunto Infinito

Defini¢cdo 12 — Seja A um conjunto qualquer. Diz-se que:

a) A é finito se A = ¢, ou se existe uma correspondéncia biun{-
voca com dominio em A e valores no conjunto §, = {k € N: 1 <
< k < n) para algum n € N;
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b) A é infinito se A ndo ¢é finito;

c) A é enumerdvel se existe uma correspondéncia biunfvoca com
dominio em A e valores em N; e

d) A é contdvel se A ¢é finito ou é enumerdvel.
Exemplos:

44 — N ¢é um conjunto enumerdvel, pois a fun¢io identidade em
N, I,,'é uma bije¢ao de N em N.

45 — O conjunto P dos numeros pares é enumerivel, pois a
fungio:

fP> N
definida por:
f) = -g pEP
¢é uma bijecio.
46 — O conjunto 4 = {a, b, ¢, d, ¢} é finito, pois podemos definir
a seguinte bijeco:
h: A - S

definida por h(a) = 1, h(b) = 2,h(c) =3, h(d) =4 e h(e) =35.

47 — Z é um conjunto enumerivel. Observe-se, primeiro, a relagio
abaixo entre Z e N:
zZ:0,1, —1,2, -2 ...
N:1,2,3,4,5 ...

Em vista disto, podemos definir a seguinte bijecdo:

N> 2
ln/2, se n é par
f(n) = ! n—1»1 )
I_ — se n é impar
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Apresentaremos a seguir alguns fatos importantes sobre os con-
juntos que definimos anteriormente. Tais resultados, entretanto, ndo
serdio demonstrados, e o leitor interessado nas demonstragdes deve
recorrer, por exemplo, a Rudin (1964) ou Bartle (1976).

a) Qualquer subconjunto de um conjunto finito é um conjunto
finito.

b) Qualquer subconjunto de um conjunto contivel é um con-
junto contével. '

c) A uniio de uma colegio finita de conjuntos finitos é um con-
junto finito,

d) A unido de uma colegio contivel de conjuntos contdveis é
um conjunto contdvel.

e) Um conjunto A ¢ infinito se, e somente se, existem um sub-

conjunto B de 4, B % A, e uma correspondéncia biunivoca entre
A e B.

De "d"” seguese um fato extremamente importante: o conjunto
dos numeros racionais é um conjunto enumerdvel. A prova disto é
a seguinte: sejam os conjuntos:

1 -1 2 -2
Z‘={°'T'—1"T'—1'"

1 —1 2 -2
Z'=["'7'—g'?—g' }

! -1 2 -2
Z; = {0 —_,— — - }
.: ] J ’ J J H J ’

definidos para todo j € N. Seja, agora:
frr Z, > Z
definida por:
fitx) =jx ¥jEN
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fy € uma bijegdo entre Z; e Z e, portanto, cada Z; é enumerdvel,
pois Z é enumerdvel. Por fim, note-se que:

Q= v/ Z_,'
JEN

e, portanto, é uma reuniio enumerdvel de conjuntos enumerdveis.

1.3.3 — Conjunto dos Ntimeros Reais

A discussio que faremos com relagio ao Conjunto dos Nimeros
Reais ¢, tal como nos tépicos anteriores, bastante informal. Inicial-
mente, mencionaremos as principais propriedades Algébricas e de
Ordenagio, indicaremos suas conseqiiéncias e, por fim, discutiremos
o Principio do Supremo.

Defini¢do 13 — Seja K um conjunto ndo-vazio. Dizse que K é um
corpo se existem duas funges definidas em K x K com valores em K
que satisfazem algumas propriedades que estabeleceremos.

Na linguagem algébrica, estas duas fun¢Ges sio chamadas Opera-
¢oes de Adigdo, indica-se 4, e de Multiplicagdo, indica-se . ou x.
Portanto, um corpo é um conjunto K munido das opera¢Ges de
Adi¢do e Multiplicagio que satisfazem as propriedades:

(A1) a4 b=2">4 a ¥ a b € K (comutatividade) ;

(A.2) (@a+b) 4+c=a+4 (b4 ¢, ¥ a, b, c €K (associati-
vidade) ;

(A.3) existeum elementod € Ktalque§ + a=aea 4 6 = q,
¥ a € K (existéncia de elemento neutro) ;

(A.4) para todo a € K existe um elemento g € K tal que
a4+ ag=0eqg+a—=2¢,;

(M.1) a.b=="b.a, % a, b € K (comutatividade) ;
M.2) (a.b) c =a (b.c), ¥ a, b, c € K (associatividade) ;
(M.3) existe um elemento 1 € K, 1 5« ¢, tal que l.a — a.l1 — a,

% a € K (existéncia de elemento neutro) ;

52



(M.4) para todo a € K, a »& 6, existe um elemento & € K tal
que a.@d = d@.a = 1;

D) a.(b +¢) =a.b 4 ace (b 4+ c).a = b.a 4 c.a
¥ a, b, ¢ € K (distributividade) .

Definicao 14 — Um corpo K é um corpo ordenado se existe um
subconjunto P de K tal que:

a) sea,b€EP,entioa 4 LE Pea.b € P;e
b) dado a € K, exatamente uma das trés alternativas é verdadeira:
a=24,a € Pougc€EP

Consideremos agora o conjunto dos niimeros reais R, com a adigio
e multiplicagdo usualmente definidas. E fdcil ver que R é um corpo
ordenado onde o conjunto P da Defini¢gao 14 é o conjunto dos nii-
meros positivos.

Das propriedades da adigao e da multiplicagio podemos deduzir
uma série de fatos, certamente conhecidos do leitor:

a) 0 é o unico elemento de R que satisfaz A.3;

b) I é o unico elemento de R que satisfaz M. 3;

c¢) dado a € R, o elemento @ é —a, e este é Unico;

d) dado a € R, a 5 0, o elemento @ é 1/a, e é uinico;

e) dados a, b € R, a equagio a 4+ x — b tem uma Ulnica so-
lugdo x = b 4 (—a);
f) dados a £ 0 e b € R, a equagio ax = b tem uma unica so-

lugio x = b (1/a);
g) sea € R,a0 = 0;
h) sea € R, —a = (—1).a;
i) sea, b €ER, —(@a+ b)) = —a+ (=b);
j) dado a € R, — (—a) = a;
) (=D . (=) =L
m) sea€ ReawnkO,entio Ifjawe O e l/(1)a) = a;
n) sea, b€ Rea.b =0,entioa = O ou b = 0;
o) sea b €R, entdo (—a).(—b) = a.b; e
P) sea € R, a wk 0, entao 1/ (—a) = —(I/a).
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Do fato de que R é um corpo ordenado, podemos ainda deduzir
outros fatos importantes. Primeiro, considere-se a seguinte definigao:

Sejam a, b € R. Se:

a) a — b € P, indicaremos a > b;
b) — (a — b) € P, indicaremos ¢ < b;
¢) a— b€ P {0), indicaremos a = b; e

d) — (@ — b) € P {0), indicaremos a < b.

As principais propriedades da relagio de ordem definida acima
sdo:

a) dadosa,b,c€ER,sea > beb > c entioa > ¢

b) dados a, b,c€ R, entio a > boua = boua < b, e exata-
mente uma destas possibilidades ocorre;

c) sea=beb>=a,entioa =0b, ¥ a, b € R;
d) sea £ 0, entio a.a > 0;

e 1>0;

fy sen €N, n > 0;

g) sea > b,entioa +¢ > b 4+ ¢, a, b, c €ER;
h) sea>bec>d,entioa+c> b 4 d,a, b, c, d€ R;
i) sea > bec > 0 entioac > be, ¥ a, b € R;

j) sea>bec <0, entioac < be, ¥ a, b €ER;

1) sea > 0, entdo 1j/a > 0;

m) sea < 0, entdo Ifa < O;

n) sea>b,ent§oa>—;-(a+b) > b, a, beR;

o) seab > 0,entaoa > 0eb >0oua L 0eb <O0;e
p) seab < O,entioa > 0eb L Ooua < O0ed > 0.
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Ainda com relagdo s propriedades de ordem de R, consideremos
alguns fatos relativos A fung¢do “Valor Absoluto”, definida no exem-

plo 19, a qual indicaremos por | |- Temos, portanto:
a) |a|= 0 se, e somente se, a = 0;
b) |a|=| —a|, ¥ a €ER;

9] ]ab|=|a||b|,Va,bER;
d) sec >0, entio | a | < ¢ se, e somente se, —c K a £ ¢
e) —|a|<a<<|a|,¥a€ER;e

Dolle|l—lb]IS|axb|<|al+]|b]| ¥a bER
(desigualdade triangular).

-De posse destes resultados, que podem ser demonstrados a partir
das propriedades algébricas e de ordenagdo de R, falta-nos considerar
o iltimo fato importante sobre R.

Antes, porém, necessitamos de algumas consideragdes introdutdrias.
Primeiro, temos:

Teorema 8 — Nio existe um nimero racional r tal que r* = 2.

Prova:

’
Sejam p e g9 € Z, g »& 0, tais que (-g- = 2. Podemos, sem

perda de generalidade, admitir que p > 0 e ¢ > 0. Suponhase
que eles nio tenham divisores comuns. Portanto:

Temos, entdo, que 2¢* é par. Logo, p* é par e p também ¢é par
(se p é impar, entdo p — 2k 4+ 1, R EN, e p* = 4k* 4 ¢k 4+ 1 =
= 2 (2k* 4~ 2k) 4 1 que é impar). Da mesma forma, g é par e,
portanto, p e ¢ tém um divisor comum, o que contraria a hipétese.

C. Q. D.

Infelizmente, no presente estdgio, no podemos ainda garantir a
existéncia de um mimero real cujo quadrado é 2. Necessitamos antes
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introduzir o axioma que garante que R é um conjunto completo,
num sentido que tornaremos mais preciso adiante.

Definigao 15 — Seja A = R:

a) diz-se que A ¢é limitado superiormente se existe x € R tal
que x = a para todo a € A, e nesse caso x é chamado limite supe-
rior de A;

b) dizse que A4 ¢ limitado inferiormente se existe x € R tal que
x < a para todo a € A, e nesse caso x chama-se limite inferior de 4;

c) dizse que A4 é limitado se A é limitado superiormente e infe-
riormente;

d) dizse que p é o supremo do conjunto A limitado superior-
mente se p é menor do Que qualquer outro limite superior de A4,
isto é, p é o supremo de A4, as vezes indicado sup A, se satisfaz:

BL=a, ¥ a€ A e
sepW €E Rétalquep’ = a, ¥ a € A, entdo ' = e

e) dizse que v é o infimo do conjunto A limitado inferiormente
se v ¢é maior do que qualquer outro limite inferior de A, isto é, v
¢é o Infimo de A, as vezes indicado inf A, se satisfaz:

v<a ¥ a€d;e
setvy €E Rétalque vy < a, ¥ a € 4, entio v/ K v.

Exemplos:

48 — Sejad = {x€ER: 0 < x K 1). A é um conjunto limitado.
Os nimeros 1, 2, 5, 100 sio limites superiores de A. Os ntimeros
0, —1, —2, —700 sio limites inferiores de 4. O supremo de 4
é o nimero I e o Infimo é o nmimero 0.

49 — Se, agora, B — {x € R: 0 < x < 1}, tudo o que afirmamos
com relagio ao conjunto 4 no exemplo 48 vale para o conjunto B.
Além disto, é importante notar que, neste caso, nem O Supremo
nem o infimo de B pertencem ao conjunto B.
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50 — O conjunto R ¢ limitado inferiormente, porém nio é limi-
tado superiormente. Da mesma forma, R_ ¢é limitado superiormente,
porém ndo é limitado inferiormente.

51 — R nido ¢é limitado inferiormente ou superiormente.

52 — Q ndo ¢ limitado superiormente ou inferiormente.

As defini¢Ges de supremo e infimo dadas acima sio equivalentes
a outras formulagGes que sdo liteis em certos contextos. A seguir
apresentamos duas destas formulagGes para o caso de supremo e pedi-
mos ao leitor que as demonstre e que formule e demonstre as
proposigGes equivalentes para o infimo.

Teorema 9 — Seja A — R um conjunto limitado superiormente.
Um elemento p € R é o supremo de A se, e somente se, satisfaz
as propriedades:

a) ndo existe a € 4 tal que p < a; e
b) se W € R é tal que W’ < p, entio existe g’ € A tal que
a > w.

Teorema 10 — Seja A = R um conjunto. Um elemento p € R
¢ o supremo de A se, e somente se, para todo nimero real ¢ > 0
tem-se:

a) a< pu4ce N a€Ae
b) J a € A tal quea’ > p — e

Passemos agora ao problema central desta parte da se¢io: o Prin-
clpio do Supremo. Para tanto, consideremos o conjunto: '

X=(x€Q:x20ex*<2)

Observese que, se y € Q ey > 2, entdo y* > 4. Logo, y ¢ X.
Dessa forma, X é um conjunto limitado no conjunto dos nimeros
racionais. Mostremos agora que sup X nio existe no conjunto dos
niimeros racionais. Intuitivamente, é ficil perceber que o sup X
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nio existe em Q. Um argumento mais formal é o seguinte: seja
x € Xesejar€Q,r < I,tal que:?®

2 — x!
0<7< a7 ()
Daqui temos que:
gy

e que:
(7t =x"4 2xr + 1 < x*  2xr o+ r = x' 4
+r@x +DN< x4 (2—2x) =2

onde a ultima desigualdade segue-se de (1). Dessa maneira, dado
x €EX,x 4+ r€ X. Logo, se x € X, x ndo é sup X. Por outro lado,
x>0, x ¢ X, também ni3o é sup X, pois se x? > 2,ser € Q e
satisfaz: ©

x — 2

0<r< 2x

Lu:io:

x—"N1'=x' —2rx - > x' —2rx > x4+ 2 — x0 =2

Logo, x ndo pode ser sup X. Portanto, caso exista (sup X)? = 2,
0 que nio é verdade pelo Teorema 8.

O exemplo acima ilustra um fato importante. Apesar de o con-
junto X ser limitado em Q, ele nio possui um supremo no conjunto
Q. Intuitivamente, é como se Q tivesse “buracos”, dando margem a

8 Um nitmero racional r satisfazendo os requisitos acima é, por exemplo,
_If 2 _—x L2 — x
r= T\E_*_—I)‘ sendo x € X. Note-se que r > O e r < 1, pois

<2

para todo x € X.

* _ 2
9 Porcxcmplo.r:i— = s
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que o fendmeno acima ocorra. A figura a seguir ilustra este tipo
de problema.

o~

O

Se retiramos o ponto p do segmento de reta acima, o conjunto
de elementos menores do que p é limitado superiormente no seg-
mento de reta exclusive p. Entretanto, este conjunto nio possui um
supremo no segmento de reta exclusive p.

Introduziremos agora o Principio do Supremo ou o Axiome Fun-
damental da Andlise Matemdtica, que estabelece que “o conjunto
dos numeros reais é completo no sentido de que todo subconjunto
ndo-vazio de R, que é limitado superiormente, possui um supremo.

A importincia deste axioma é muito grande, como o leitor poder4
apreciar nos teoremas que provaremos nos capitulos seguintes. Por
ora, contentar-nos-emos com as seguintes implicagGes:

a) (Propriedade Arquimediana). Dado x € R, existe um nimero
natural n tal que n > x.

Prova:

Se isto ndo ocorre, entdo x é um limite superior de N e, portanto,
existe p € R tal que p = sup N. Como x é um limite superior de
N, x = p. Note-se que p — 1 < p e, portanto, pelo Tecrema 9,
existe n € N tal que n > p — 1 e, portanto, n + 1 > p. Como
n 4 1 € N, isto contradiz o fato de que p é um limite superior de N.

b) (Existéncia de \/2). Existe um nimero real positivo x tal
que x! = 2.

Prova:

SejaX = (xER: x>0 e x' < 2). Como X ¢ limitado supe-
riormente (2 é um limite superior de X), o supremo de X existe,
O argumento que desenvolvemos anteriormente garante que
(sup X)* = 2.
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Tearema 11 — Para cada n € N sejam a,, b, € R tais que a, < b,.
Definamos I, = {x € R: a, < x < b,) e suponha-se que:

I;DI':I_g=...=I,.=’I,.+1=...

Ent#o, ~ I, # ¢ sendo f: I, = |:: € R: z € I, para todo
n= n o=
nEN}.

Prova:

Observe-se que b; 2> a,, % n € N, isto ¢, b, é um limite superior
para o conjunto {a,: n € N}. Como este ¢ um conjunto limitado
superiormente de nimeros reais, o supremo existe. Seja p = sup
{as: n € N). Entdo, p > a,, ¥ n € N.

Suponha-se agora que, para i € N, ba < p. Como p é o supremo,
existe a,, € {a,: n € N) tal que a,, > by Se n’ > 1, da hipétese
I, = I,, segue-se:

aﬁs [ ) g b.l g bil

Seii > n’, entio I = I, ¢, portanto, @, < a5 K by K da.
Em qualquer dos dois casos temos uma contradigdo com a_, > by,

Logo, & n € N.

0, S p € buisto & p€ ~ I,

nm=J

C. Q. D.

60



Exercicios

1. Sejam A e B dois conjuntos. Mostre que:
a) A < B —= A se, e somente se, B — A4;
by A ~ B = A se, e somente se, A = B;
) 4= (4-B)L (4 ~ B); e
A

d) — B se, e somente se, A — B = ¢.

2. Dados os conjuntos 4, B e C, mostre que:
a) (ANB) —C =4~ (B-C);e
b) A — (Buw C) = (4-B) ~ (A-C).

3. Dados os conjuntos 4 = E e B = E, mostre que:

[u-5 = ([4) v@a~nye

b) EA x P B = E(AxB) (dé um exemplo para mostrar que
u ExE

nio se verifica a igualdade).

)
~r

4. Dadas as projegGes n, e 1, (ver exemplo 32) edado 4 = RxR,
mostre que 4 = x,(A4) x n, (4). Dé um exemplo para mostrar que,
em geral, 4 ok x, (4) x n;(A).
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5. Nas afirmativas a seguir, demonstre aquelas que forem corretas
e dé contra-exemplos mostrando aquelas que sio falsas:

a) Sejaf: A— BesejaX = B. Entdo, f(x) ¢ X se, e somente
se, x g f~1(X).

b) Seja f: 4 —» Beseja X = A. Entido, x ¢ X se, e somente
se, f(x) & 1(X).

c) Sejaf: A4 > B eseja X — A. Entdo, x € X se, e somente
se, f(x) € f(X).

d) Sejaf: A > BesejaX < B.Entio, f(x) € X se, e somente
se, x € f~1(X).

6. Seja f: D - R. Mostre que f~!(R—F) = D — f—1(F), qual-
quer que seja F < R.

7. Sejam f: A —» B uma bije¢do e W = B e h: B —» A a fungao
inversa de f. Mostre que f—f(W) = h(W).

8. Seja f: A —» B uma bije¢do. Mostre que (f—?) = existe e que

(f=H=*=+t

9. Duas fungles f: 4 - B e g: C — B sdo iguais se, e somente
se, elas tém o mesmo grafico.

10. Verifique que a definigdo da fungdo composta realmente
caracteriza uma fungio e nio uma relagio qualquer.

11. Nas afirmativas a seguir, demonstre aquelas que forem corre-
tas e dé contra-exemplos mostrando aquelas que sio falsas. Sejam
f:4—> B e g:rC — D. Entio:

a) seC = R(f), R() = R (gf:

b) se R(g) = R(g.f), entio C = R (f);

c) seg ébiunivoca, R (g.f) = R (g) se, esomentese, C = R(f); e
d) 4 = D(g,f) se, e somente se, R(f) = C.

12. Demonstre os Teoremas 9 e 10.
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13. Formule e demonstre resultados anilogos aos Teoremas 9
e 10 para o infimo.

14. Seja A = R, A 5« ¢, e seja B = R um conjunto limitado
tal que A <= B. Mostre que inf B < inf A < sup 4 < sup B.

15. Sejam A = R, A % ¢, ¢ B = R conjuntos limitados. Mostre
que A _ B é um conjunto limitado e que inf (4w B) infd <
Ssupd < sup (4w B).

16. Demonstre as proposiges a seguir utilizando o Principio da
Inducao:

a) I+2+3+....+n=.i"2+_1)_paratodon € N.

b) Sejam a,, a,, ...., a, nlimeros reais positivos e n € N. Seja
¢ > 0 um ntmero real e suponha que a, < ¢ G, para todo n 2> 2.
Mostre que a2, < a, ¢*—* para todo n € N.

Q P4 2434 . 4= 424 ... 40"
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L]
Apéndice: Relagoes Bindrias

A.1 — Conceitos Bdsicos

Procuraremos desenvolver neste apéndice alguns dos aspectos sobre
as Relagoes Bindrias. Temos em mente dois objetivos distintos: por
um lado, pretendemos apresentar uma defini¢do de fung¢des a parrir
da nogio de Relagio Bindria; em segundo lugar, este tdpico é extre-
mamente importante na Teoria Econdmica Moderna e também em
todos os enfoques axiomiticos da Teoria da Decisso. 10

A idéia intuitiva é caracterizar as relagdes entre dois objetos dados.
Assim, por exemplo, dados dois niimeros reais x e %, a relagio >
(maior) ¢ uma relagio biniria. Na teoria do comportamento do
consumidor, a relagio de preferéncia é uma relagdo bindria que
ordena os gostos do individuo.

Definicdo A.1 — Dados dois conjuntos ndo-vazios 4 e B, uma
relagdo biniria, R, de A em B € um subconjunto de 4 x B. Quando
A4 = B, dizse que R é uma relacdo biniria em A.

Indica-se que (a, b) € 4 x B é um elemento de R pela maneira
usual (e, b) € R, ou entio a R b. Esta ultima notagio € mais
comum nas aplica¢gdes da Teoria da Decisdo. Quando {(a, b)) € 4 x B
ndo pertence a R, indicamos (2,b) « R ou — a R &.

Algumas propriedades que podem caracterizar uma relacdo bind-
riz, R, em um conjunio 4 sio apresentadas a seguir.

10 Ver, por exemplo, Fishburn (13972) .
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ipea

Isutifuta de Pargulia
Ecandmica Aplicads

11 - Qual(is) o(s) principal(is) curso(s) ou modalidade{s) de
treinamento oferecido(s) por sua empresa para seus funcionarios?

(mencione no mdximo dois cursos, quando houver)

Propriedade 1. R ¢& reflexiva se, para todo a € 4, a R a.

Propriedade 2. R é simétrica se (o, b)) € A x Aralquea R b
implica b R a.

Propriedade 3. R ¢ lransitiva se, dados a€ A,b E AecE 4
taisque a R beb Rc entdoa R c.

Propriedade 4. R é completa (conexa) se, dado (a, 8) € A x A4,
tivermos a R b ou b R a.

Propriedade 5. R é assimétrica se, para todo (a, b) € 4 x 4
tal que a R b, tem-s¢ — & R a.

Propriedade. 6. R ¢ anti-simélrica se, dado {a, &) € 4 x A ral
que a Rbe bR a temse a = b,

A titulo de ilustragdo, considere-se o conjunto dos numeros reais
e seja a relagido bindria maior que, “>". Esta relegdo ndo ¢ reflexiva,
ndo & simétrica. ¢ transitiva, ndo é completa, é assimélrica e nio ¢
anti-simétrica. A relagao maior ou igual que, =", ¢ reflexiva, ndo
é siméirica, é transitiva, é complete, ndo ¢ assimélrica e ¢ antisi-
métrica.

Definicdgo 4.2 — Uma rela¢io bindria E num conjunto 4 é uma
relagio de equivaléncia (ou uma equivaléncia) se ela é reflexiva,
simétrica e transitiva.

Considerando o exemplo acima, podemos ver que nem a relagio
“maior” nem a relagdo “maior ou igual” sio relages de equivaldnda.
A relagdo “igual” é uma relagio de equivaléncia. Um exemplo de
relacgiao de equivaléncia que se utiliza na teoria do consumidor ¢ a
relagao de indiferenga, I, isto ¢, dados os elementos x, y e z, perten.
centes ao conjunto de alternativas de consumo do individuo, a
relaio 7 satisfaz as propriedades reflexiva, siméwica e transitiva, ou
seja: x I x; se x 1y, entdo y I x; e, por fim, se x f y ey I 1, entdo
x Iz

Qualquer relagio de equivaléncia num conjunto A deteninina uma
particio deste conjunto da maneira descrita a seguir. Os elemen-
tos x € 4 ey € 4 pertencem a um elemento desta partigao se, ¢
somentc se, x E y. Os elementos desta partigio sdo chamados classes
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de equivaléncia. Dados os elementos x € A, a classe de equivaléncia
gerada por x é o conjunto E(x) — {y € 4: x E y}. Convém ainda
onotar o seguinte: se x € A e y € A, entio exatamente uma das
alternativas a seguir é verdadeira:

E(x) ~EQ) =4
ou:

E(x) = E()

Definigdo A.3 — Uma relagio bindria R num conjunto X é uma
ordenagdo fraca se ela é completa, reflexiva e transitiva.

As ordenagdes fracas sdo relagoes bindrias que aparecem na teoria
do comportamento do consumidor. Em geral, admite-se que, dado
o conjunto das alternativas de consumo (ou oportunidades de con-
sumo) , existe uma rela¢do bindria R em X que é completa, reflexiva
e transitiva. Esta relagdo &, portanto, uma ordenag¢do fraca de X.

A.2 — Funcgoes

Definicdo A.4 — Dados dois conjuntos nio-vazios, 4 e B, uma
fun¢do f de 4 em B é um conjunto de pares ordenados pertencentes
a A x B tais que:

a) dado um elemento a € A4, existe b € B, tal que (a, b) é um
elemento de f; e

b) se (a, b) e (a, b’) sdo elementos de f, entio b = b’.

Considerando a defini¢ao acima, é ficil perceber que “a” e “b"
correspondem, respectivamente, a “a” e “b" da Defini¢io 8. A apre-

sentagdo dos demais conceitos discutidos no texto serd feita a seguir
de maneira bastante sucinta,

Seja f: A - B. Dizse que:

a) f é biunivoca se, dados (a, b) € f e (a’, b) € f, tivermos
a = a’;
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b) f ¢ sobrejetiva se R(f) = B; e

c¢) f ¢ uma correspondéncia biunivoca se ela ¢ biunivoca e so-
brejetiva.

Dadas as fungdes f 4 — B e g: C —» D, com R(f)y ~ C v ¢,
define-se a fun¢do composta g,f como sendo o conjunto {(a, c) €
AxGC: 3 b €Bcom (ab) € fe (b,c) € g).

Dada uma bije¢do f: A — B, definese a fungio inversa de f, f-,
como sendo { (b, @) € B x A: (a, b) € f}.

Para encerrar esta breve discussdo, é interessante mencionar que
ela nio difere em substincia do que foi feito no texto. A principal
diferenga reside no fato de que a nogio de relagio foi explicitamente
definida, e a partir dai explicitamos a defini¢io de fungao.
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Capitulo II
ESPACO EUCLIDEANO

Tendo introduzido na ultima segdo do Capitulo I o Conjunto
dos Nimeros Reais, passaremos agora a estudar o Espago Euclideano.
Essa incursio no Espago Euclideano, em particular em sua Estrutura
Topoldgica, é essencial para podermos, nos capftulos seguintes, dar
um tratamento adequado aos elementos de Cilculo Diferencial e
Integral e aos problemas de Otimizagao que discutiremos.

Este capftulo esti organizado da seguinte maneira: no texto pro-
priamente dito faremos todo o desenvolvimento da Estrutura Topo-
légica do Espago Euclideano, além de discutirmos as nogges de
Espago Vetorial, Base de um Espago Vetorial, Espago Vetorial com
Produto Il/nerno e Espago Vetorial Normado.

I1.1 — Conceitos Basicos

Lembrando que o Produto Cartesiano 4 x A ¢ indicado por A,
apresentaremos o Produto Cartesiano dos p conjuntos, p € N,
RxRxRx ... xR, por RP. Dessa maneira:

R = (%5 %5, . -, x):x,€ER e 1 Sig<p)

isto é, os elementos de R? sio as listas (x,, X5, ..., X,) compaostas
de p numeros reais. A estas chamaremos pontos ou elementos ou,
ainda, vetores de R».
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Definigdo 1 — Seja p € N. O Espago Euclideano de dimensio p
¢ o conjunto R? munido das operagGes Adicdio de Vetores e Multi-
plicacdo Escalar definidas a seguir.

Adi¢do de Vetores. Dados x = (%;, %, ..., X;) € R? e y =
= (Y1 Y2» - - -» ¥p) € R?, define-se o elemento x 4 y € R? da seguinte
maneira: x 4y = (X; 4 Y1, X3 -+ Vg, - -2 X5 + Vg) -

Multiplica¢do Escalar. Para todo a € R e para todo x = (x,,

Xy, ..., Xy) € R?, define-se o elemento ax € R? da seguinte maneira:

ax — (ux,, aXg, ¢4y ux,) .

Geometricamente, a Adicdo de Vetores em R* corresponde a cha-
mada regra do paralelogramo e a Multiplicagio Escalar em R? con-
siste em “aumentar” ou “encolher” o vetor x, dependendo de ser

|a] > I ou |a| ‘< 1. As Figuras 1 e 2 a seguir ilustram os conceitos.

Figura !

t

xtys (x‘0y,,x2+y2)

70



Figurag 2

1

wx=(«X),uX5)

¥

Definigdo 2 — Dados x, y € R?, define-se o Produto Interno Cand-

nico de x por y da seguinte forma:
<HBYPe=%Y+ XY+ . %%

Observese que < x, y >, é na verdade, um numero real. Se
x €R* e 1y € R?* podemos interpretar, geometricamente, o produto
interno < x, y >, em fungdo do co-seno do 4ngulo formado por
x e y. Pela Figura 3 e utilizando a lei do co-seno, podemos escrever

que:
at = b? 4 ¢* — 2(bc)cos 6 ®
onde b é o comprimento do vetor x, ¢ o comprimento do vetor ¥

€ a o comprimento do vetor x — Y.
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Figura 3

&

Pelo teorema de Pitdgoras, sabemos que:

2

=t =

¢ =G — y)' + (zs —ws
Podemos agora reescrever (1) da seguinte maneira:

i+ Ui — fxy + za+ ys — 22,0 = zi + zi + yf + v — (8bc) cos 6
ou ainda:

<ny >0 = X, }'1 +x. y.: (bc)cosﬂ
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A interpretagdo acima é muito dtil para materializar certas abstra-
¢ées que faremos no desenvolver do trabalho. Notese, entretanto,
que a nogio de produto interno independe desta interpretagio, o
que ficard mais claro quando estudarmos os Espagos Vetoriais com
Produto Interno, onde procuramos generalizar o conceito.

Ainda utilizando a Figura 3, pode-se constatar facilmente que,
se x e y forem perpendiculares, cos § = 0, isto é, < x,y >, = 0,
o que nos di uma maneira de definirmos ortogonalidade de vetores
em R’ Diremos que x € R’ e y € R? sdo wvetores ortogonais se
< X, Yy S = 0.

Precisamos agora introduzir alguma maneira de medir o compri-
mento de um vetor em Rf. A Figura 3 e a discussio que a acom-
panha sugerem que devamos utilizar a seguinte medida:

Definigdo 3 — Dado x € R*, a Norma Euclideana de x é dada por:

lzl=9Y<zz> =YL+ 2+..... + z3

O Produto Interno Canénico e a Norma Euclideana definidos
acima serdo instrumentos bdsicos em todo o restante deste texto.
Entretanto, antes de prosseguirmos na nossa incursio no Espago
Euclideano R? com o Produto Interno Canénico e a Norma Eucli-
deana, seria interessante fazermos algumas constru¢es mais abstratas.
Para tanto, procederemos de maneira aniloga ao processo que ado-
tamos para definir o Espago Euclideano.

Inicialmente, dispinhamos de um conjunto, o R?, que foi dotado
de uma Estrutura Algébrica dada pela Adi¢do de Vetores e pela
Multiplicagdo Escalar. Se adotarmos um procedimento similar para
um conjunto qualquer, obteremos o que seri denominado um Espago
Vetorial.

Definicdo 4 — Um Espago Vetorial (ou Espago Linear) sobre os
nameros reais consiste no seguinte:

a) um conjunto E cujos elcmentos chamaremos de vetores; e

b) duas operagdes chamadas Adi¢do de Vetores-e Multiplicagcdo
Escalar que satisfazem as propriedades listadas a seguir.
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Adigdo de Vetores. Dados x €EE e Yy € E, a Adigdo de Vetores
associa ao par x, y o elemento x 4+ y € E, de maneira que:

(A.1) x +y =9y + x, para todo %, y € E;

A.2) (x+9 +z=x4 (y 4 2), para todo x, y, z € E;

(A.8) existe um elemento § € Etal que § + x = x 4+ 6§ = x,
para todo x € E; e

(A.4) dado x € E, existe um elemento x € E tal que x 4 x =
=% 4+ x = 4.

Multiplicagio Escalar. Dados a €E R e x € E, a Multiplicacgdo
Escalar associa ao par g, x o elemento ax € E, de maneira que:

(M.1) 1.x = x, para todo x € E;

(M.2) a (Bx) = (af) x, para todo x € E e para todoa, BER; e

M.3) a(x+9y) —=ax+t+aye (a4 B) x=a x 4+ f x, para
todo x,y € E e para todo a, f € R.

Vejamos alguns exemplos de Espagos Vetoriais.

1 — R com as operagdes de adigdo e multiplicagio usuais é um
Espago Vetorial.

2 — Rr com a Adigdo de Vetores e Multiplicacio Escalar definidas
anteriormente é um Espago Vetorial. E ficil ver que a Adigdo de
Vetores satisfaz (A.1) e (A.2), que o elemento § é o vetor 0 € R?
e que.o elemento X é o vetor —x € R?. Da mesma maneira, a
Multiplicagdo Escalar satisfaz (M.1), (M.2) e (M.3).

3 — Considere-se o conjunto:
S = ((%, %5, 0) ER%: x, €E R e x, € R}

Com a Adicdo de Vetores e Multiplicagio Escalar definidas para
Ry», é ficil ver que, se x,y € S e a € R, entdo:

.x+y€ES e ax €S
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elemento.fi

Além disto, estas operagGes satisfazem (A.1)-(A.4) e (M.])-
(M.8) da definigdo de Espago Vetorial, § = (0, 0, 0), e dado
X = (x;, X5, 0) 0 elemento X é —x = (—x;, —x,, 0).

4 — Uma matriz 2 por 2 ¢ uma tabela do seguinte tipo:

onde ay ER, ¢, j = 1, 2.

Definamos agora:

a) Adigdo de Matrizes. Dadas as matrizes:

C ay, Qys " bu by =
A = e B =
Gps Qgg _ bas by
a Adigdo de Matrizes associa ao par 4, B a matriz:

a; + by 8n + by i
A4 B =
agy + bey Gy + by _

b)  Multiplicagdo Escalar. Dados a €: R e

a Multiplicagdo Escalar associa ao par a, 4 a matriz:

ad;y aad;s
ad= -
aty; OGgy _
Com as operagdes definidas acima, o conjunto das matrizes 2 por 2
forma um Espago Vetorial onde o elemento § é a matriz [0 0-!

0 o
Além disto, dada a matriz 4, o elemento 4 ¢é matriz —A.
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5 — Seja § um conjunto qualquer, S < ¢, e seja 4 (S, Rf) o
conjunto de todas as fungdes definidas em S com valores em R?,
Definimos as operagdes:

a) Adigdo de Vetores. Dadas as fungges f, g € 42 (S, R), a Adi-
¢do de Vetores associa ao par f, g o elemento (f + g) (s) = f(s) +
+ g (s) pertencente a R®, para todo s € S; e

b) Multiplica¢do Escalar. Dadosa €ER e f € (S, R®), a Multi-
plicagdo Escalar associa ao par a, f o elemento (a f) () = a f(s)
pertencente a R?, para todo s € S.

Mostremos que 42 (S, R?) com as operagfes acima se constitui
num Espago Vetorial. Dados f, ge h € & (S, R?), a € Res €S,
temos que:

A1) (f+g 6)=f(@) +g6)=g6) +f6) =€+ )

A2 (F+g) 6 +hG) =1f6) +86) +h(s) =16) +
+ &+ h) ();

(A.3) o elemento neutro da Adi¢do é a fungdo Z tal que
Z: S > RreZ(s) =0 € R? para todo s € §;

(A.4) o elemento f € 4 (S, R’) ¢ a fungio (—f) tal que
(—:8—> R e (—f) (5 = —f(s), para todo s € S;

(M.1) claramente, ({.f) (s) = 1.f(s) = f():

(M.2) (@BN) () = a(Bf) (5)) = aBf() = [(aB)f] (s), para
todo f € R;

M.3) [aff +8 O =all + g () =olfe) + gl)] =
=of() +ogE) = @) + (@ ©:e [@+B Al () =
=(@+B) f() =af() + Bf() = (af(s) + Bf(s)), para todo
B € R

Passaremos agora a introduzir o conceito de Base de um Espago
Vetorial E. Consideremos, primeiramente, as defini¢Ges de depen-

déncia linear e independéncia linear.
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Definigdo 5 — Sejam x?, x4, ..., x" vetores pertencentes ao Espago
Vetorial E (sobre R). Entdo:

a) diz-se que x!, x?, ..., x" ¢ um conjunto de vetores linear-
mente dependentes se a; x' 4+ ay x* 4+ ... 4 a. x* = 0 para
algum conjunto de numeros reais a,, ay, ..., a,, sendo a; 7 0 para
algum i € {1, 2, ..., n); e

b) dizse que x!, x*, ..., x* é um conjunto de vetores linear-
mente independentes se a, x! 4+ ... + a, x* = 0 somente se os

nimeros reais a,, a,, ---, a, forem todos nulos.

Exemplos:

6 — Os vetores ¢, = (I, 0) e e, = (0, 1) sio linearmente inde-
pendentes, pois a, ¢, + a, €5 = (0, 0) s6 se verifica se a, = 0 e
Qg — 0.

7 — Os vetores e, = (1,0) e x = (2, 0) sdo linearmente depen-

dentes, pois —2 ¢, 4+ x = (0, 0).

8 — Os vetores ¢, = (1,0,0) e e; = (0, 1, 0) sdo linearmente
independentes, pois a, ¢, + a, ¢, = (0, 0, 0) se, e somente se,
aQ = ay = 0.

9 — Os vetores x = (1,2), e, = (1,0) ee; = (0, 1) sio linear-
mente dependentes, pois x — €, — 2¢, = 0.

Defini¢ao 6 — Um conjunto de vetores x%, x%, ..., x" pertencentes
a E forma uma Base para E se:
a) eles sdo linearmente independentes; e

b) qualquer que seja x € E, existem numeros reais Ay, g, -y A
tais que x = A; x! 4+ A, x* 4 ... 4 A, x", ou, em outras palavras,
qualquer vetor de E pode ser expresso como uma “combinagio
linear” dos vetores da base.

Exemplos:

10 — Qualquer numero real r diferente de zero ¢ uma Base para
R, pois, dado £ € R, r — AE para algum 1 € R.
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11 — Sejam e, = (1, 0) e e, = (0, I). Estes vetores formam uma
base para o Espago Vetorial R*, pois sdo linearmente independentes
e, dado x = (x,, x;) € RY, x —= %, €5 + x4 &5

12 — Considere-se o Espago Vetorial S do exemplo 3. Os vetores
e, = (1,0,0) e e, = (0, 1, 0) formam uma base para S, pois sio
linearmente independentes e, dado x = (x5, X, 0) € §, x =
= X5 & + x4 €.

Definigdo 7 — Um Espago Vetorial E é de dimensdo finita se
ele possui uma Base finita. A dimensio de um Espago Vetorial de
dimensdo finita é o numero de vetores de uma base de E.

Com relagdo A Defini¢do 7 cabem algumas observagdes. Inicial-
mente, existem Espagos Vetoriais que nio podem ser gerados a
partir de nenhum conjunto finito de vetores linearmente indepen-
dentes. Entretanto, em todos os casos de interesse para nés, estaremos
tratando de Espagos de Dimensdo Finita. Uma segunda observagio
é que um Espago Vetorial pode ter vdrias bases. Entretanto, qual-
quer que seja a base considerada, pode-se mostrar que o numero
de vetores deve ser o mesmo. Dessa forma, a defini¢do de dimens3o
dada acima independe da base considerada.

Exemplos:

13 — O Espago Vetorial R é de dimensdo I, pois qualquer base
de R possui um unico elemento.

14 — O Espago Vetorial R! ¢é de dimensio 2, como vimos no
exemplo 11.

15 — O Espago Vetorial S (exemplo 3) é de dimensdo 2, pois
uma base de S contém dois elementos.

16 — Um Espago Vetorial E de dimens3o 1, portanto, tem a pro-
priedade de que qualquer elemento x do Espago é proporcional a
qualquer outro elemento, isto é, dados x € E e y € E, existe a€ R
tal que x = a y.

Por exemplo, seja E = {(x;, x;) € R*: x, € R}). E é um Espaco
Vetorial de dimensdo I. Geometricamente, corresponde 3 linha reta
representada na figura a seguir.
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Para finalizar esta discussdo, seja o Espago Vetorial R® E fdcil
ver que os vetores e, = (1,0, ...,0),¢,= (0,1, ...,0), ..., ¢, =
= (0,0 ...,1, ...,0) e e, = ©,0, ...,0,1) formam uma base
para este espago. Logo, R? é um Espago Vetorial de dimensdo p.
A base acima é chamada a base canfnica de R».

A Definigio 8 a seguir procura generalizar a nogio de Produto
Interno.

Definicio 8 — Seja E um Espago Vetorial. Um Produto Interno
em E é uma fungio definida em E x E e com valores em R tal
que associa ao elemento (x, y) € Ex E um numero real que indica-
remos por < x,y >. Além disto, esta fungio satisfaz as propriedades:

aQ) < x,x > > 0 para todo x € E;
b) < x, x > = 0 se, e somente se, x = 0;
0 < %9y > =<y, x> para todo x, y € E;

d) <%¥y+4+2>=<x%y>4 < x 2> para todo x, y,
ZEE; e

e) <ax,y > = a < x,y > para todo a € R e para todo
x,y € E.

Um Espago Vetorial com um Produto Interno definido é chamado
um Espaco (Vetorial) com Produto Interno. Dessa maneira, o Espago
Vetorial R? com o Produto Interno Canénico é um Espago com
Produto Interno desde que nos certifiquemos de que o Produto
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Interno Candnico satisfaz as propriedades apresentadas na Defini-
¢do 8. Note-se que, qualquer que seja x € RP”:

<z,x>c=z,’+x3'+...+:r,,'20 e <z,z>.=0

se, e somente se, x = 0. Além disto, se y€ R?, 2z € R*ea < R:

zZyy>c=z21 U+ ... +2 9=+ ... +
+ypz,= <y > ’

<z,y+z>. =z, +)+ ... + 2,0+ 2) = (2, v, +
Freys+...F 2, ¥)+ @ 21 Teze+ ...+ 2p2) = <z,y>.+
+ <z z>,

<az,y>.=az;y+azy:+ ... +taz, y,=
=G(:C1 y,+x,y,+ e +z,y,)=a<z, Y >,

A nogdo de Norma pode também ser generalizada para os Espagos
Vetoriais.

Definigdo 9 — Seja- E um Espago Vetorial. Uma norma em E é
uma fungio definida em E com valores em R que associa a cada
elemento x € E o numero real | |x| |. Esta fungio satisfaz as seguintes
propriedades:

a) ||x|| =2 0, para todo x € E;

b) ||x|| = 0 se, e somente se, x = 0;

9 |lax|| = |a| | |||, para todo a € R e para todo x € E; e
4 |lx + yIl < [Ix[| + |yl para todo x, y € E.

(Desigualdade Triangular).

Um Espago Vetorial com uma norma definida é chamado um
Espago Vetorial Normado. Dessa maneira, o Espago Vetorial R? com
a Norma Euclideana ¢ um Espago Vetorial Normado desde que nos
certifiquemos de que a Norma Euclideana satisfaz as propriedades
apresentadas na Defini¢io 9, o que ficard claro a partir do desen-
volvimento que faremos a seguir.
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Uma maneira natural de se definir uma Norma em um Espago
com Produto Interno é a seguinte: | |x| | = \/< x, x > para todo
elemento x pertencente ao Espago.

A propriedade “a” do Produto Interno garante que a expressio
acima é bem definida. Além disto, as propriedades “a” e “b" do
Produto Interno garantem que “a” e “b” da Narma sia satis
feitas. Seja, agora, @ € R. Entdo: | |a x| | = V<ax,ax> =
=Va' < x,x > = |a| V< %, x > = |a| | |x| | para todo ele-
mento x pertencente ao Espaco e, portanto, “c” da Defini¢do 9 se
verifica. A verificagio da Desigualdade Triangular seri feita apés
demonstrarmos o teorema que se segue, cujo resultado serd extrema-
mente Util nos capitulos seguintes.

Teorema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) — Seja E um
Espaco com Produto Interno e seja a norma de x € E definida da

seguinte maneira: | |x| | = /< x, x >. Entio, quaisquer que sejam
x,y € E, temos que: |< x, 5y >| < |[x|]| | Y]]

Além disto, se x £ 0, |< x, y >| = ||x|]| | |y|| se. e somente
se, existe um numero real c tal que y = cx.

Prova:

Se x = 0, a igualdade verifica-se, pois < 0,y > = 0. Se x 94 0,
seja @ € R tal que:

<xy>

T TR
e seja z € E tal que:
Z=)Yy—aXx
Note-se, inicialmente, que:
<zZz>=<y—azr,z>=<y, 2> —-—a<z,z>=0
Considere-se agora o desenvolvimento:

Hyll*= <y, 9> =<z+azz+az>=<zz>+
+2a<zz> +a'<z,z>=<zg,2>+a"<z,2>
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Como < z,z > 2= 0, segue-se que:

||?||'>°'<":">-'jj']

0 que garante que:
< %y > < ||=]] |yl
Passemos agora 2 segunda parte do teorema. Suponha-se que
y = ¢ x para algum ¢ € R. Nesse caso, < x, y > ¢ igual a zero ou
tem o mesmo sinal que ¢, pois:.
< %9 >=<K<%cx>=€< %X, x>

Dessa maneira, temos dois casos a examinar:

8) se c¢20, ||yll llzl| =Ilez|| [1z]| = clz|[*=c<z z>=
=<er,z>=<Yyz>=|<pyz>|e

b) sec<o [lyll llzll=Ilezll llzl] =1lel tlz]f =
=_—c|lz||'"=-¢<z.2>=-<cz,z2>=—<yz> =
=|<y z>].

Por outro lado, suponha-se que | |y| | | || | = |< %, y >|. Entdo:

<g,z2>=<y—az,y—azx> =<y y> —2a<z 9>+

<z y>' <z y>'
+a' <z, 2> =||y||'- 2 - ! z||'=
T T
=llyil*— 2 llylI*+ [lylI*=0

Logo,z =y — a x = 0, o que completa a demonstragio.

C. Q. D.

Mostremos, finalmente, que | |x| | = V< x, x > satisfaz- a Desi-
gualdade Triangular. Isto completard a demonstragio de que
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V< x, X > ¢é realmente uma norma em E no sentido da Deﬁnigﬁo 9.
Observe-se que:

||x+y||'=<z+y,z+y>=<z,z> +2<z,y>+<y, y> =
=|lz|I*+2<z,y>+|lylI’<II=z|I*+2|l=|| [yl + {yl[*=
=(lzll+Ily1D*

Logo, | |x + y|| < [Ix[.| + [I¥]]-
Para complementar o entendimento da Desigualdade Triangular,
mostraremos ainda que:

a) se x w0, |'|x 4+ || = [|*¥|]| + ||y|| se, e somente se,
existe um numero real nio-negativo ¢ tal que y = cx; e

b) | ||%|] — [l7]| | < ||* %= y|| para todo x, y € E.
Demonstremos a afirmativa “a”. Note-se que:
Nz +ylI*=<z+y,z+y> =jlzl["+2<z, 9> +]|[zlI
e

(lzl T+ 1{ylD*=1=z[17+ 2 llz]] [1yll + [1y]]*

Portanto, a igu-aldade das duas expressdes acima ocorre se, € so-
mente se, | |x|| | |y|| = < x, y >. Da demonstragio da Desigual-
dade de Cauchy-Schwarz concluimos que y = ¢x, para algum ¢ 2> 0.

Demonstremos agora a afirmativa “b”. Dados %, y € E:

Il =11 +y =l < [lx+ 5]+ |l
e
D=1 + = —=[| < [Ix+ 5] + t]
Seguese que | ||x}| — ||y|| } < ||* + y|[- Substituindo-se

y» por —%, obtém-se a outra parte da desigualdade.

A partir de agora, quando falarmos em Desigualdade Triangu-
lar estaremos nos referindo a uma das seguintes relagdes: | | |x| | —
=PI < e =y < [I%]] + | [y[ ] para todo %,y € E.

O leitor atento terd percebido, a esta altura, que a Norma Eudli-
deana em R? (Defini¢do 3) satisfaz as quatro propriedades da
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Definigdo 9, uma vez que ela é induzida pelo produto interno cané-
nico em R?, isto é:

|x] = V< %, x >,

(Observagdo: a partir de agora omitiremos o subscrito ¢ quando
nos referirmos ao Produto Interno Candnico. A menos que expli-
citamente mencionado, o iinico Produto Interno que consideraremos
em R? é o Produto Interno Candnico e, portanto, utilizaremos a
notagio < x, y > para indici-lo.)

A Norma Euclideana n3o é a tnica que pode ser definida em R?,
pois existem pelo menos duas outras bastante utilizadas. Passaremos
a considerd-las com algum detalhe, uma vez que elas sio operacio-
nalmente mais simples do que a Norma Euclideana e sdo equivalentes
a ela num sentido que tornaremos mais preciso a seguir.

a) A Norma do Mdximo associa a cada elemento x € R® o ni.
mero real:

|x|x = max {|x,], |%s|, ..., [%5]}
onde max (|x,|, |%s|, ..., |%;|} é o maior dos nimeros reais perten-
centes ao conjunto {|x,|, ..., |x,|}-

Por exemplo, dado x = (I, —2) € R*:
|%|e = max (|I|, |[—2|) = |—2| = 2

Mostremos agora que |x|, ¢ realmente uma norma, isto ¢, dado
x € R?, |x|y satisfaz a Defini¢io 9.

i) |xla = max (|x,], ..., |x5]) = {xJ = 0, para todo i € (I,
2, ..., p)

ii) |x|u = O se, e somente se, x = 0, pois |x,| = O se, e somente
se, x;, = 0 para todo i € {1, 2, ..., p}.

iiiy Dado a € R, |ax[y = max (|ax,|. ..., |ax,|} = |a| |*|ux>
uma vez que, se |ax|y = |ax:| paraalgum k € (I, 2, ..., p}, entio,
se a 5% 0, |ax,| = |ax,| se, e somente se, |%| = |*j para todo
i €12 ...,p) Sea =0, éclaro que |ax|y = la| |*|a
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iv) Dado y € R», segue-se que |x + Ylw = max {|x, + %, ...,
<o |% 4 ¥5]) = |xx 4 yi| para algum k€ (4, 2, ..., p}. Como
a fun¢do valor absoluto satisfaz a desigualdade triangular, segue-se

que |x 4 Y|u = [xx + Y| < |xx] + |ya]| < max (%) -0 IxsdY +
+ max {|y,|, [ys|, ..., |¥s]} = |*¥|x + |y|x» 0 que conclui a demons-

tragao.

b) A Norma da Soma associa a cada elemento x €.R? o niimero
real:

*le = x| + el + -0 + |2

Deixamos a cargo do leitor a verificagio de que |x|, é realmente
uma norma em R?, ’

Para encerrar esta secio demonstraremos algumas desigualdades
vdlidas para as trés normas que vimos considerando. £ com base
nesta desigualdade que, na segdo seguinte, demonstraremos a equi-
valéncia das trés normas.

Teorema 2 — Dado x € RP, temos que:
[xle € [x] € |*]s € P [*|x
Prova:

Suponha-se que |x,| = max {|x,|, ..., |%,|}, onde k & um nimero
natural pertencente ao conjunto {I, 2, ..., p}. Entéo:

o =i < 2T+ 28+ ... +zd+ ... +2 =1 < (= +

tlzd' + o+ =zl A+ e e el 3l +

+ ..., + |Zems| |zl + |zl lme—al + - .. .. + |zp—il 25| +
+ Izp| 1Zg—il) = Uyl + Izl + ... + Jwd + ... +1z,)" = |2l8

Finalmente, |x|y = [%:] + |xs] + --- + |%g] < P [xx| = [%]ac-

C. Q. D.
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I1.2 — Conjuntos Abertos, Fechados, Compactos e
Conexos

Para chegarmos is importantes nogdes de limites e continuidade
necessitamos conhecer a estrutura de certos conjuntos no Espago
Euclideano R? (a partir de agora nos referiremos a este espago
simplesmente como Rr). Nesta se¢do estudaremos aqueles conjuntos
e as suas propriedades que serdo de interesse nos demais capitu!os.

Convém observar que as defini¢des serdao introduzidas- na sua ver-
sdo especifica para Rr. Entretanto, quase todas elas se estendem —
com pequenas modificagoes — para os Espagos Métricos. A excegdo
mais importante, no caso, refere-se aos Conjuntos Compactos, cuja
definigdo especifica para o R? ndo pode ser generalizada para os
Espagos Métricos, e tal generalizagdo envolve mudangas substanciais.

II.2.1 — Conjuntos Abertos e Conjuntos Fechados
Definigdo 10 — Seja x € R? e sejar € R, r > 0:

a) chama-se uma Bola Aberta com centro em x e raio r ao con-
junto: o

B(x,1) = {y € R |x — 3| < 7}

b) chama-se uma Bola Fechada com centro em x e raio r ao
conjunto:

B[x, 7] = {y € Re: |x — y| € 1)

¢) chama-se uma Esfera com centro em x e com raio r ao con-
junto:

Sx, 1] = {y € R |x — 3 = 1)
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A nogdo de bola, principalmente de Bola Aberta, é fundamental
para o desenvolvimento da Estrutura Topolégica do R (e, em geral,
dos Espacos Métricos). Em vista disto, vamos nos deter por alguns
instantes para apresentarmos alguns exemplos de bolas e, em seguida,
as defini¢es das bolas segundo as normas do méximo e da soma,

verificando as relagbes que se estabelecem entre elas,
Exemplos:
17 — Dados x € R* e r=1I:
B(x,1) = {yER%: |x —y| <1} =

= {y € R%: (x; — y)* 4+ (xg — y)* <._I}

Geometricamente, a Bola Aberta em R* é o interior do circulo
de centro em x e raio I.

87



18 — Dados x € R?* e 7 =1:
S[x, 1]= € R: |x —y| = 1)

Geometricamente, a Esfera é o bordo da Bola Aberta.

19 — Finalmente, dados x € R* e r = 1I:

B[x,I] = (y € R: |x — y| <1} = B(x, 1) v S[x, 1]

20 — Vejamos agora a que se reduz uma Bola Aberta em R.
Sejam x € R e r € R, r > 0. Entdo:

B(x,) = {(y€ER: |x —y| < 1) = {yER:x—r<y< x+71)

Geometricamente, B (x, 7) esti representada pelo conjunto de
todos os pontos que estio entre x — r € x -4 r na figura a seguir.

B (z, 1)
| | i

zT-—r z z+r

Aproveitando o exemplo 20, definiremos formalmente os Intervalos
em R. Sejam a, b € R e a < b. Entdo, os Intervalos de extremos

a e b sdo:
a) Intervalo Aberto: (a, b) = {x € R: a < x < b);
b) Intervalo Fechado: [a, b] = (x € R: a < x < b);
¢) Intervalo Fechado i Esquerda: [a, b) = (x € R:a < x < b); e



d) Intervalo Fechado A Direita: (q,b] = {x € R:a < x £ b).

Além destes quatro intervalos — que sio conjuntos limitados em

R —, podem ser definidos intervalos que nio sio limitados:
¢) Semi-Reta Esquerda Fechada: (—e,b] = {x € R: x < b);
f) Semi-Reta Esquerda Aberta: (—e0,b) = (x € R: x < b);
g) Semi-Reta Direita Fechada: [a, + o) = {x € R: x 2 a);
h) Semi-Reta Direita Aberta: (2, @) — {x € R: x > a}; e

i) Reta: (—e, +x) = R.

Pelo que acabamos de ver no'exemplo 20, uma Bola Aberta de
centro em x € R e raio'r > 0 é o intervalo aberto (x — 7, x + 1)
Da mesma forma, uma Bola Fechada de centro em x € R e raio
r > 0 ¢é o intervalo fechado [x —r, x 4 7] e a Esfera § [x, 1] é o

conjunto {x —r, x 4 7).

Examinemos agora as defini¢Ges de Bola segundo as normas da

soma e do mdximo:

a) Bola Aberta do Mdximo. Dados x E R? e r€ER,r > 0, a
Bola Aberta do Mdximo é o conjunto:

By (x,7) = (JER:|x —yu < 1)

b) Bola Aberta da Soma. Dados x ¢ R* e r €R, r > 0, a
Bola Aberta da Soma é o conjunto:

By (%, 1) = {y ER: |x —yls < 1)



E fdcil ver que as Bolas Abertas do Mdximo e da Soma de centro
em x € R e raio r tém a seguinte representagio geométrica:

Bola aberta do madximo

Bola aberta da soma
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Além disto, vale a seguinte relagio entre as trés bolas: dados
£ER ¢ TER, > 0:

By (x, 7/p) @ Bg (x, ") = B (x, 1) = By (x, 1) | @

Esta relagio pode ser demonstrada a partir do Teorema 2 deste
capitulo. Tomando ¥ = (0, 0), r = 1, a relagio (2) adquire a
seguinte configuragio em RS*:

172

-1/2 172

=172

Definicdo 11 — Um Conjunto A = R? é um Conjunto Aberto
em RP se para todo elemento a € 4 existe um nimero real r, r > 0,
tal que B (a, r) = A.

Em outras palavras, A — R? é aberto em R? se todo elemento
de A é centro de alguma bola aberta totalmente contida em 4. Note-
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se, portanto, que para ser aberto um conjunto 4 deve “permitir”
que tracemos, a partir de cada um dos seus pontos, uma bola aberta
que esteja totalmente no conjunto A. Veja-se os diagramas a seguir:
o conjunto 4 é aberto e o conjunto B nido ¢ aberto.

{ N
\ A\
\ -
\ |
\\ /
\\,//

A ¢ o conjunto delimitado pela linha pontilhada, porém nio
incluindo a linha. £ ficil ver que de qualquer elemento de 4 pode-
mos tracar uma bola contida em A. Por outro lado, como o cofijunto
B inclui toda a sua borda, ele nio ¢é aberto, pois nio podemos
tragar uma bola totalmente contida em B de um ponto como y € B.

Examinemos alguns exemplos de conjuntos abertos.

Exemplos:

2] — O exemplo mais importante de conjunto aberto em R sdo
os intervalos abertos. Assim, se a < b, o intervalo (a, b) é aberto
em R, pois se x € (a, b), entdio a Bola Aberta B(x, r), onde r ¢&
o menor dos nimeros |[x — a| e |x — b|, estd totalmente contida em
(a, b), como pode ser ilustrado pela figura a seguir.

1 ] ] 1
a x={b-x) X b=x~r_(b-x)

Mais formalmente, se y € B (x, 7), entdo:
p—=<r
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Donde temos que:
p—xl<|x—0Y ely—=x < |x—q
o que implica que a < ¥ < b, ou seja, y € (a, b).

22 — Dados ainda a < b em R, ¢ ficil ver que o intervalo (a, b]
nio ¢é aberto em R, pois qualquer bola aberta com centro no ponto b
n3o estd totalmente contida em (a, b].

23 — R?* ¢é um conjunto aberto, pois, para qualquer x € R’,
B(x, 1) = R~

24 — ¢ ¢ um Conjunto Aberto em R?, pois caso contririo deveria
existir um elemento (//) em ¢ que nio é centro de nenhuma bola
totalmente contida em ¢.

25 — Sejam x € R* e r€R, r > 0. A Bola Aberta B (x, 1) ¢
um Conjunto Aberto em R?. Para provarmos isto devemos mostrar
que, dado y € B (x, r), existe uma Bola Abertaderaior, €R, 7, > 0,
com centro em y totalmente contida em B (x, r). A figura a seguir
nos auxiliard a encontrar um ntmero real para ser o raio da
Bola Aberta.
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A figura sugere que, se tomarmos 7, = 7 — |x — y|, a bola B (y, r,)
estard totalmente contida em B (x, v). Verifiquemos isto. Seja
z € B(y, r;) e considere-se: '

|z—-x|=|z—y+y—x|g|z—y[—|—!y—x[

onde fizemos uso da desigualdade triangular para obter o iltimo
resultado. Note-se agora que z € B (y,1,) e, portanto, |z — y| < 7,
Segue-se, portanto, que:

|z — % <7+ |y — %] =7

Logo, z € B(x, 7).

26 — O conjunto 4 = {x € R*: x, > 0 e x, > 0} é aberto
em R?Y, pois, dado z — (z,, z,) € A, a bola aberta B (z, 7), onde 7
¢ o menor dos mimeros reais z, e z,, estd totalmente contida em A.

Para entendermos o que deu origem a esta escolha de 7, vejamos
a figura a seguir e, em seguida, demonstremos que B (z, r) <= A.

Se'y = (y1. ¥1) € B(z, 1), entio:
Iy —z <zely -z <z
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Além disto:
e — 2l < |y — 2 i=12
Logo:
3y < Y1 — % < %
—2 < Y1 =5 <%
donde obtém-se que y, > 0 e y, > 0.
27 — O conjunto X = {(x, x,) € R%: x, x, 2> 1) nio ¢ aberto

em R® pois nio existe nenhuma bola aberta de centro no ponto
(2, 1) contida em X,

28 — O conjunto X = {(z,, z,) € Ry: z; z, > 1) ¢ aberto em
R*. Para mostrar isto utilizaremos a figura a seguir, onde X' é o
conjunto { (x;, x,) € R%: x; x4, = 1}.

P ——— N ————

N

e —— —

of———————

[ S —

Dado z = (z;,'z,) € X, s¢ja x = (x5, %,) talque x, x, = 1 ¢
X< zZ e x4 < 24 .
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Por exemplo, o ponto:

212’+I Zz. )
L2, ) zjze41

tem essa propriedade.

Consideremos a bola aberta B(z, 1), onde M = min (z, — x,,
z; — X4).

Se y € B(z, r), entio:

—=anl <y —z2l <zx—=x
isto é:
»% > X i=12
Dai concluimos que:

Y1 Ys > Y1 Xg D> Xy % = 1

o que significa que B(z, 7) = X. Com isto mostramos que o con-
junto X ¢é aberto em R®.

Passemos agora as propriedades dos Conjuntos Abertos.

Teorema 3 (Propriedades dos Conjuntos Abertos) :

a) ¢ ¢ R’ sio abertos em R?;

b) se A e B sio conjuntos abertos em R?, entio 4 ~ B é um
conjunto aberto em R?; e

€) qualquer reuniio de conjuntos abertos em R? é um conjunto
aberto em R».

Prova:

a) J4 mostramos (exemplos 23 e 24) que ¢ e R? sio abertos.
b) Sejax € A~B (se A~ B = ¢ nio hi o que provar).
Temos que:

— como A ¢é aberto em R?, existe r, > 0, tal que B(x, 7,) = A; e

— como B ¢ aberto em R?, existe ry3 > 0, tal que B (x, r3) = B.



Tomemos r = min {r,, r3}. Entdo, B (x,7) = AeB (x,7) < B,
ou seja B (x, r) = A ~ B, o que mostra que 4 ~ B ¢é aberto
em Re.

c) Seja § um conjunto qualquer, S 5 ¢, e paracadas € § seja 4,
um conjunto aberto. Indiquemos por:

A= U A,
1€ES

a rcunido dos conjuntos A,.

Mostremos que A ¢é aberto. Ora, se x € A4, existe um s € § tal
que x € A,. Como 4, é aberto em R?, B (x, 1) = A, para algum
real r > 0 e, portanto, B (x, ) = A.

C. Q. D.

Coroldrio: Dados n € N e os conjuntos abertos em R?, 4,

A, ..., A,, entio PN A, ¢ um conjunto aberto.
{a]

A demonstracdo desse Coroldrio pode ser feita pelo Principio da
Indugdo. Um aspecto que, entretanto, deve ser esclarecido é que
uma intersecdo infinita de conjuntos abertos pode nio ser um con-
junto aberto, como mostra o exemplo a seguir. Sejam A4, =
= {x€ R: x > —1 e x g 1/n), para todo n € N.

Pode ser verificado que ™ 4, — (—1, 0], que ndo ¢ aberto

em R, apesar de cada A, ser aberto em R.

Mostraremos agora um resultado importante sobre a Estrutura
dos Conjuntos Abertos em R.

Teorema ¢4 (Estrutura dos Conjuntos Abertos em R) — Um con-
junto nido-vazio 4 = R ¢ aberto se, e somente se, 4 é uma unido
contivel de intervalos abertos dois a dois disjuntos. Além disto, este
conjunto de intervalos é unico.

Prova:

Se A = R é uma unido contivel de intervalos abertos, claramente
A é aberto.
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Suponha-se, por outro lado, que 4 ¢é aberto. Seja x € 4 e seja I, a
unido de todos os intervalos abertos contidos em 4 e que contém x.
Verifiquemos, inicialmente, que I, é um intervalo aberto. Sejam a —
= infI,, b = sup I, e considere-se o intervalo (a, b) —note-se que, se
I, ndo ¢ limitado inferiormente, o intervalo (a, b) é a semi-reta es-
querda aberta; se I, nido é limitado superiormente, entdo (a,b) ¢ a
semi-reta direita aberta; e, se I, ndo é limitado inferiormente e supe-
riormente, (a, b)) = R. Note-se ainda que I, = (g, b) . Além disto, se
z € (a, b), existem v € I, e v € I, tais que v < z < v/, pois
a =infl,e b = sup I, Como v € I,, existe um intervalo aberto,
(@u, b)) = A4, tal quev € (a,, by) € x € (a,, b,) . Da mesma maneira,
existe um intervalo aberto, (a,:, b,)) = A4, tal que v' € (a,, b,) €
x € (ay, by).

Destas observagSes concluimos que @, < z < b,. Entio, se
z L b, z€1I,. Se, no entanto, z < b,, entdo a, < z < b, (pois
8y < b,, uma vez que x € (a,,b,) e x € (ay,b,) e, portanto,
z € I,. Em conclusdo, I, = (a, b).

Sejam, agora, x € 4, y € A e suponha-se que z € I, ~ I,. Entdo,
z€I, = (8, b,) ez€I, = (a,b,). Temos entio que a, < b,,
g, < b, a,¢g A ea, g A, pois, se a, € A, existe ¢ > 0 tal que
y € (ay — ¢ b)) > I, Logo, a, ¢ (a,,b,) e, da mesma maneira,
8, ¢ (a,b,), donde se obtém que g, < a, € a, < a,

Um argumento semelhante mostra que b, — b,. Assim, dados x
ey,oul, nI, =¢oul, =1,
E fdcil ver que 4 = o I,. Para verificar que a colegio é contdvel,
z€A

notemos que, dado o intervalo I, existe um nimero racional r € ,.
Cada I, estd, portanto, associado com um tnico niimero racional e,
como o conjunto dos racionais é enumerdvel, segue-se que a colegdao
I, ¢é finita ou enumeridvel.

Falta-nos mostrar apenas a unicidade desta decomposi¢io. Seja J
uma familia de intervalos abertos dois a dois disjuntos tais que
A =1] Se (a,b) € J e sea€A,entio existe (c,d) € J tal que
a € (c,d). Ora, mas entio (a,b) ™ (¢, d) 4 ¢, 0 que contradiz o fato
de que J é uma colegio de intervalos disjuntos dois a dois. Logo,
a g A etambém b ¢ 4. Dado x € (a, b), segue-se que (a,b) = I,
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pois I, é a unido de todos os abertos contidos em 4 que contém x.
Note-se ainda que, se I, = (8., b,), a, ¢ A e b, ¢ A e, em conse
qiiéncia, a = a,, b = b,. Acabamos assim de mostrar que J < I, onde
I é a familia de intervalos inicial.

Suponha-se agora que (a.,b,) € I e que (a,,b,) ¢ J. Entdo,
x €A e x g J = A. Esta contradi¢gio mostra que I = J.
C. Q. D.

Para finélizar a discussdo dos conjuntos abertos, convém salientar
que a definigio que apresentamos nio depende da norma utilizada.
Recordando a relagdo (2) que estabelecemos entre as bolas da soma,
do midximo e Euclideana, fica bem claro que um conjunto ¢ aberto
em R? por uma das normas se, e somente se, ele também for aberto
pelas outras duas normas. Este é o sentido em que dissemos que
as trés normas eram equivalentes: elas determinam os mesmos con-
juntos abertos em R?. Como todas as nogoes de limite que estuda-
remos baseiam-se, de uma forma ou de outra, na de conjunto aberto,
esta equivaléncia das normas torna-se importante em todos os desen-
volvimentos que faremos. Convém advertir ao leitor que a partir
de agora utilizaremos esta equivaléncia sem menciondla explicita-
mente.

Definigdo 12 — Um conjunto F = R? ¢ fechado em R? se CF é

aberto em R?,
Exemplos:

29 — O intervalo [0, 1] é um conjunto fechado, pois oE[O, 11¢éo

conjunto;
(— o0, 0) U (I, o)

que é uma reunido de dois conjuntos abertos em R.

30 — A semi-reta esquerda fechada (—eo, b], b € R, é um con-
junto fechado, pois:

E(—oo, b] = (b, +w)
é um conjunto aberto em R.
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31 — Dados a, b € R, a < b, o intervalo (a, b] ndo é fechado
em R. Vimos no exemplo 22 que ele também n3o é aberto em R.
Dessa maneira, fica claro que existem conjuntos que nio sio abertos
nem fechados, isto é, se B é um conjunto, as afirmativas “B nio
é aberto e B nio é fechado” nio determinam necessariamente uma
contradigao. *

32 — Dados x€ R? e r€ R, r > 0, a bola fechada B [x, r] é um

conjunto fechado em R?. Mostremos que EB [%, 7] é aberto em R?:
EB [x, ] ={y €ER?: |y — x| > 1}

Seja z ¢ EB [x, '] eseja B (z, 1), ry = |x — z| — .

Se p € B(z, r,), entio temos que:
f—xSl—p+p—*<|t—x =1+ |p—
ou seja:

|p — x| > r
o que significa que p ¢ EB [x, 7]. Portanto, B [x, r] ¢ fechado em R?.
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33 — ¢ e R? sio conjuntos fechados, pois E¢ = R? ¢é aberto ¢

E R? = ¢ também é aberto. O fato de que estes conjuntos sejam

ao mesmo tempo abertos e fechados pode causar certa preocupagio,
pois pode parecer que existem outros conjuntos que também sio
abertos e fechados. Demonstraremos mais 4 frente que isto nio
ocorre. ¢ e RP sdo os unicos conjuntos que sdo simultaneamente

abertos e fechados em R?,

34 — O conjunto R* ¢ fechado, pois ER'_ ={(x,9)ER:x>0

ey>0) o {((x,y) ER*:x>0e y <0} {(x,9)ER:x <0,
y > 0) é aberto em RA.

35 — O conjunto y = {(x, ) € R%: xy < 1} é um conjunto

fechado em R, pois Ey = {(xy) € Ri:xy > I} {(x9)€R,
x<0) O {(x,y)ER*:x >0 e y < 0)éum conjunto aberto.
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Teorema 5 (Propriedades dos Conjuntos Fechados) :

a) ¢ e R* sdio conjuntos fechados em R?;

b) se F e G sdo conjuntos fechados em R?, F v G é um con-
junto fechado em R?; e

c) qualquer interse¢io de conjuntos fechados é um conjunto
fechado.

A demonstra¢io dos itens “b” e “c” deste teorema é uma conse-
qiiéncia das leis de De Morgan e das propriedades dos conjuntos
abertos. Observe-se, entretanto, que a formulagio que fizemos das
leis de De Morgan nio inclui o caso ‘‘c” acima. Entretante, a de-

monstragdo dada, na verdade, vale para qualquer cole¢io de con-
juntos.

Coroldrio — Dado n € N e dados os conjuntos fechados em RS,
n
F, F,, ..., F,, entio  F; é um conjunto fechado em R>.
i=i
A prova deste coroldrio pode ser feita utilizando-se o Principio
da Indugdo. Observe-se, entretanto, que uma unido arbitrdria de
conjuntos fechados pode ndo ser um conjunto fechado, pois um
conjunto qualquer ¢ a unido de todos os seus elementos, e um
conjunto que contém um iunico elemento é fechado.

I1.2.2 — Vizinhanga, Interior, Fronteira, Fecho e Conjunto
Derivado

Definicdo 13 ~ Seja x € R?. Diz-se que A — R» é uma Vizinhanga
de x se A contém uma bola aberta que contém x.

Exemplos:

36 — O intervalo [0, 1] é uma vizinhanga de x = 1/2, pois contém
uma bola aberta — por exemplo, (I/3, 2/3) — que contém x. Na
verdade, [0, I] é uma vizinhanga de qualquer elemento pertencente
a (0, 1). Entretanto, ele ndo ¢ uma vizinhanga nem de I nem de 0.
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87 — Seja x € R? e seja B (x, 7), T€ R,r > 0. B (x, 7) € uma
vizinhanga de x.

Note-se que ao definir Vizinhanga poderfamos simplesmente dizer
que A — R° ¢ uma vizinhanga de x € R? se, e somente se, 4 contém
um conjunto aberto que contém x. Isto porque A contém uma bola
aberta que contém x se, e somente se, 4 contém um conjunto aberto
que contém x,

O fato acima pode ser bastante iitil em certos casos em que nio
estamos interessados em trabalhar com a rigidez imposta pelas bolas.
Além disto, em muitos casos é mais ficil provar que um conjunto
contém um conjunto aberto do que provar que ele contém uma
bola aberta.

Descrevemos a seguir uma outra observagio itil com relagio ao
conceito de wizinkanga. Suponha-se que um certo ponto x seja defini-
do em fungio de uma propriedade P da qual gozam todas as vizinhan-
¢as de x. Ora, j4 vimos no exemplo 37 que todas as bolas de centro x
e raio r > 0 gozam desta propriedade. O mais interessante é que,
se todas as bolas de centro x e raio r > 0 gozam da propriedade P,
entio toda vizinhanga de x goza de P. Suponhase que toda bola
de centro x e raio r > 0 goza de P e que existe uma vizinhanga de x
que n3o goza da propriedade P. Isto, no entanto, nio pode ocorrer,
pois podemos tragar uma bola de centro x contida nesta vizinhanga
que contém X.

O que esta ultima observagdo nos garante é que, se todas as
vizinhangas com as quais trabalhamos forem bolas, nio estaremos
perdendo em generalidade. Entretanto, o fato de trabalharmos exclu.
sivamente com bolas pode dificultar — como dissemos acima — des
necessariamente certas demonstragées. O conceito de vizinhanga nos
permite uma grande flexibilidade em sua utilizagdo, mas fica a
nosso critério que tipo de vizinhanga considerar em um problema
dado. Estas idéias poderido ser melhor apreciadas quando apresentar-
mos as demais defini¢Ges desta se¢do.
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Defini¢cdo 14 — x € R? é um Ponlo Interior de A = RP se A ¢é
uma vizinhanga de x, isto é, se A contém uma bola aberta que

contém Xx.

- - 3 . » - -
Chama-se interior A4, indica-se 4 ou int A, ao conjunto de todos
os pontos interiores de A.

Exemplos:

38 — Seja 1 = [0, I]. Pelo que vimos no exemplo 36, 7 é uma
vizinhanga dc todos os pontos que pertencem a (0, ). Logo,
I = o, 1).

39 — O conjunto X = {(x,, %4) € R*: x;, = 0 e x, 2 0} possui
interior vazio. Veja-se a figura a seguir e a argumentagio que se
segue.

Seja p = (0, p.) € X e seja B(p, ¥), r > 0. O ponto Z —
= (r/2, p,) € B(p, r) nio pertence a X. Como p e r sdo arbitririos,

k=¢.
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40 — O conjunto X = { (x;, %5, X;)E R: x; = 0 € x, 4 x, < 1}
possui interior vazio. Seja p = (0, p., ps) € X e seja B(p, x), r > 0:

T
y = (T- Pl) p.r) e X

Porém, |p — 3| =1/2 < 1.

‘Para encerrar a nossa discussio sobre interior de um conjunto,
facamos algumas observagdes:

a) dado 4 = R?, é sempre verdade que dc 4;

b) se A — R® é aberto, entio 4 = 4, pois ou 4 = ¢ ou entdo,
se x € A, existe B (x,r) = A,r > 0, seguindo-se disto que x € A; e
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¢) dadod = R?, A é um conjunto aberto em R?, o que decorre
imediatamente da definigido de ponto interior, e dessa maneira
podemos dizer que A = R* € aberto em R? se, e somente se, A = A.

Defini¢do 15 — x € R? é um Ponto de Fronteira de A = R? se

toda vizinhanga de x contém um ponto em 4 e um ponto em EA.

Ll

Chama-se fronteira de A, indica-se Fr 4, ao conjunto de todos os
pontos de fronteira de 4.

Exemplos:

41 — A fronteira dos conjuntos [0, 1] e (0, I) é.0 conjunto {0, 1}.

42 — Dado o conjunto X do exemplo 39, temos que Fr X = X.
Vejamos isto: a) X < Fr X seguese do mesmo argumento que
mostrou que % = ¢; eb) Fr X = X também ¢ verdade, pois, se

x € [:X, entio x nio pode ser ponto de Fr X, pois [:X é aberto
em R?, isto &, se x € Ex, existe uma bola de centro x totalmente

contida em I:X e, portanto, x ¢ Fr X.

43 — Dadas as bolas B (x,7) = R°® e B [x, ¥] = R?, a fronteira
de ambas ¢ o conjunto S [x, 7] = R>.
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Observagdes com relagdo 2 fronteira de um conjunto 4 = R?:

a) A~ FrA—= ¢, pois, se x € Fr A, toda bola de centro em &
contém elementos do EA. Logo, x ¢ A

b) De “a” e da observagao ‘“‘c”’ sobre interior de um conjunto,
segue-se que A ¢ aberto se, e somente se, A N Fr A = ¢.

c) De “b” acima segue-se que F < R* ¢ fechado se, e somente
se, Fr F = F. Isto porque EF ¢ aberto se, e somente se, EF ~
n
~ (Fr EF) = ¢. Como Fr EF = Fr F, temos quel‘F ~FrF=¢
donde Fr F = F.

d) O resultado “c” nos permite afirmar que o conjunto X do
exemplo 39 é um conjunto fechado.

e) Finalmente, observe-se que, dados y € R? e A — R?, existem
trés possibilidades que se excluem mutuamente: y € 4 ou y€ Fr A

ou y pertence ao interior do CA.
J4 mostramos que as duas primeiras excluem-se mutuamente.
Seja y pertencente ao interior de EA. Claramente, y ¢ 4. Além

disto, existe um nimero real r > 0 tal que B (y, 1) < EA. Por-

tanto, y ¢ Fr EA = Fr A.

Definigdo 16 — x € R? é um Ponto de Acumulagio de A — R?
se toda vizinhanga de x contém pelo menos um ponto de 4 que ¢
diferente de x.

Chama-se Conjunto Derivado, indica-se 4’, ao conjunto dos pontos
de acumulagio de A4.

Exemplos:

44 — Dados os intervalos [0, 1] e (0, 1), qualquer ponto em [0, I]
¢ ponto de acumulagdo de ambos.
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45 — Sejam B = [2,3] e A = B _ {5). Todo elemento de B ¢
ponto de acumulagdo de 4, porém o elemento 5 nio é ponto de
acumulagio de A, pois existem vizinhangas de 5 cujo tinico elemento
de A que elas contém é o préprio 5.

Quando x € A = R? ndo é ponto de acumulagio de A, dizemos
que x € um Ponto Isolado.

46 — O conjunto (1, 2, 3, 4} n3o possui pontos de acumulagio.
Todos os seus elementos sio pontos isolados. Se x ¢ (1, 2, 3, 4},
qualquer bola B (x, r), onde r = min (|l — x|, |2 — x|, |3 — x|,
|[# — x|}, é tal que B(x, 1) ~ {1, 2, 3,4} = ¢.

Defini¢do 17 — Chama-se fecho de A — R?, indica-se 4, ao con-
junto 4 = 4 L 4"

O fecho dos conjuntos (0, 1) é o conjunto [0, 1]. O fecho do
conjunto 4 do exemplo 45 é o préprio conjunto A.

Teorema 6 — Um conjunto F — Rr é fechado se, e somente
se, F/ — F.

Prova:

Suponha-se que F é fechado. Suponha-se também, por absurdo,
que existe y € F’ tal que y ¢ F. Entdo, y € CF, que ¢é aberto. Logo,
existe um namero real r > 0 tal que B(y, 1) = EF, o que' con.-
tradiz a hipdtese de que y € F’. Logo, se y € F',y € F, isto ¢, F' = F.

Suponha-se, por outro lado, que F — F e mostremos que [:F é
aberto. Se x € CF, entio x ¢ F'. Entdo, existe B (x, r) :EF, r>0.

Logo, CF é aberto.
C. Q. D.

Coroldrio: F < R® ¢ fechado se, e somente se, F — F.

Prova:

Do teorema acima segue-se que F é fechado se, e somente se,
F=FF.
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11.2.3 — O Teorema de Bolzano-Weierstrass

Uma questio importante em alguns casos é assegurar a existéncia
de pontos de acumulagdo para um conjunto. Jd vimos no exemplo
46 que ¢ possivel que um conjunto nio possua pontos de acumulagio.
Na verdade, o argumento utilizado para garantir que o conjunto
{1, 2, 3, 41} nido possui pontos de acumulagio pode ser generalizado
para provar que um conjunto finito nio possui pontos de acumu-
lagdo. Entretanto, existem conjuntos infinitos que também nio pos-
suem pontos de acumulagio, como é o caso de:

B=(x€ER:x=n,n€N})= (1,491 ...... }

Examinemos o conjunto B com um pouco mais de cuidado. Pri-
meiro, convengamo-nos de que B ¢ realmente um conjunto infinito.
Além disto, note-se que:

a) se x € B, x nido é ponto de acumulagio de B, pois uma bola
de centro em x e raio 1 nio contém elementos de B diferentes de x
(a menor distincia entre dois elementos quaisquer de B ¢ 3, como
se verifica por meio de um célculo simples); e

b) sex g B, e x > 1, seja n € N o maior inteiro tal que:
n<<Vx<n 41
ou seja:
n<x L (n 4 I
Portanto, nio existem x, € B e x, € B tais que:
Mx < x<x <@+

pois, caso isto se verificasse, existiriam m € N e p € N tais que
x, — m!' e x, = p', donde:

n<m<Vr<p<n+D

o que contradiz a nossa escolha de n.-Portanto,dadox > 0, x ¢ B, a
bola aberta de centro x e raio r = min {|n* — x|, |(n 4- 1)* — x|)
nio contém elementos de B.
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Finalmente, é claro que x < I n3o pode ser ponto de acumu-
lagao de B.

Esta discussdo chama a atengdo para alguns aspectos importantes:
primeiro, existem conjuntos que niao possuem pontos de acumulagao;
segundo, dentre estes conjuntos estio certamente incluidos todos os
conjuntos finitos; e, terceiro, dentre os conjuntos infinitos também
existem conjuntos que n3o possuem pontos de acumulagao.

O Teorema de Bolzano-Weierstrass, que demonstraremos a seguir,
garante que conjuntos infinitos e limitados possuem pelo menos
um ponto de acumulagdo. O leitor terd percebido que B nio é um
conjunto limitado de nimeros reais.

Antes de apresentarmos o teorema precisamos generalizar a defi-
nigdio de conjunto limitado — jd apresentada para conjuntos de
nimeros reais — para subconjuntos de R>.

Definigdo 18 — Um conjunto X < R? é um Conjunto Limitado
se existe 2 € R? e um numero real 7 > 0 tal que X < B(a, r).

Observemos que a definigao acima exige que a bola seja aberta.
Isto é obviamente desnecessdrio: X ¢ limitado se estd contido em
alguma bola. Além disto, tendo em vista as consideragSes que fizemos
sobre as trés normas consideradas para R?, é irrelevante se a bola
acima é definida na norma euclideana, do mdximo ou da soma.
Finalmente, se X estd contido numa bola de centro em a e raio 7, X
certamente estard contido em alguma bola de centro na origem.

Exemplos:

47 — Dados os numeros reais positivos p,, p, € m, o conjunto
B = { (x4 x¢) ERY: P, x;, + P, x, £ m}¢é um conjunto limita-
m ml .
do. A bola By [0, 7], onde r = max { —, ), contém B. Grafi-
P Ps )
camente, isto pode ser visto na figura a seguir. A demonstragio é
simples, pois, se x € B, entdo:
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m/pI

m/p2

»m/p[ m/p1

-m/p,

e SPrx + s Emi=12

Dai, |*|y = max (|x4], |%|} < max Jﬂ_, _"Ll =r
o’ s
48 — O exemplo acima pode ser generalizado. Dados a = (a,,

Qy ..., a))ER?, ;> 0,paratodoi€(1,2,...,p) emER, m > 0,
o conjunto B = {x € R}: < a, x > < m) ¢ limitado.

49 — Dadosa = (0,qay, ..., 09), &> 0, paratodoi €{2,3,...,p)
em € R,m > 0, o conjunto B’ = {x € R%: < @, x > & m) nio
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¢é limitado. Isto porque, dado qualquer niimero real » > 0, o ele-
mento (r 41,0000 ... 0) pertence a B’ e ndo pertence a By [0, r].

A figura a seguir ilustra o fato no caso em que B’ = R*.

Passemos, finalmente, ao Teorema de Bolzano-Weierstrass, o qual
provaremos apenas para subconjuntos de numeros reais.

Teorema 7 (Bolzano-Weierstrass) — Seja 4 — R um conjunto
infinito e limitado. Entdo, 4 possui pelo menos um ponto de acumu-
lagao.

Prova:

Como A ¢ limitado, ele estd contido em um intervalo, digamos
A = [a, b], a < b. Seja I, = [a, b] e considere-se os subintervalos:

] < [55]
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Um destes intervalos contém um niimero infinito de pontos de 4.
Caso contririo, A seria finito, pois:

(B - ()

que seriam dois conjuntos finitos.

Seja I, = [a,, b,] o subconjunto acima, que contém infinitos
pontos de A. Divida-se este intervalo em dois subintervalos e seja
I, = [a,, bs] aquele que contém um nimero infinito de pontos de A.

Continuando este processo, obtemos uma seqiiéncia de intervalos
fechados com a seguinte propriedade:

I, o Iy, 2 Iy = ...

Pelo Teorema 11 do Capftulo I, existe ¢ € R tal que:

Mostremos agora que ¢ é um ponto de acumula¢io de A. Dado
€ > 0, considere-se o intervalo (c—e, c4¢) e seja § € N tal que

1> b —a . Portanto, uma vez que 2! > j, temos:
e/2

b — b —
e/2 > fa> ya

ou seja:
b — a

Como b; — a; = _lzé:_‘a_. o intervalo J, estd contido em (¢ — ¢,

¢ 4+ ¢). Como I, contém um nimero infinito de pontos de 4,
concluimos que ¢ é ponto de acumulagio de A.

C. Q. D,
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A versdo genérica do teorema ¢ a seguinte:

Teorema 8 (Bolzano-Weierstrass) — Seja 4 — RP um conjunto
infinito e limitado. Entdo, 4 possui pelo menos um ponto de acumu-
lagao.

I1.2.4 — Conjuntos Conexos e Conjuntos Compactos

Definigdo 19 — Dizse que o conjunto X — R? ¢ um Conjunto
Desconexo se existem dois conjuntos abertos A, B — RF tais que:

a) (AN X)s#¢;(BNX)#¢;
b) A" X)~(BNX)=¢; e
) AN X))V (BNX) =X.

Neste caso, dizemos que 4 e B formam uma Desconexdo ou uma
Cisdo para X.

Defini¢do 20 — Diz-se que ¥ — R? é um Conjunio Conexo se
ele ndo ¢ Desconexo.

Exemplos:

50 — O conjunto Z = R ¢é desconexo, pois A = {x € R: x < 2/3)}
e B = {x € R: x > 2/3) formam uma desconexdo para Z.

1
51 — O conjunto H = {x € R: x = —fz—’ n € N?é desconexo,

poisd = {x € R: x < 2/7} e B= {x € R: x > 2/7} formam
uma desconexio para H. Vejamos isto com mais cuidado:

A~H={z € R: x= f‘,nEN, e x<2/7}gé¢, pois, por

exemplo. 1/7 € A ~ H;

Br\H:{z eR:x:%,neN, e x>2/7}9é¢, pois, por

exemplo, 1/3 € B ~ H;
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(Ar'\}{)ﬁ(Bf‘\H):{z € R:z=—;-,n€N,—e—€£/7 e

x> 2/7} = ¢; €
:
A~HVYBNnH=HN~NAVB=HANR=H.
52 — O conjunto V = [0, 1] \ [2, 3] é desconexo, pois os conjuntos
A= (—1;15) e B = (I,5; 8 formam uma desconexdo para V.

" Teorema 9 — Um conjunto I = R é conexo se, e somente se, 1
¢ um intervalo (limitado ou ilimitado).

Prova:

Seja I um intervalo e suponha-se que A4 e B formam uma desco-
nexiao para 1, isto é, 4 e B sdo abertos em R e tais que:

8) A1 = ¢ BT = ¢
b) A~ NBNI =¢; e
) AN"DVv BAD)=InAVvB =1

Sejam a € A ~ I e b€ B ~~I e suponha-se, sem perda de gene-
ralidade, que a < b. Como I ¢ um intervalo, todos os elementos
em [a, b] pertencem a I.

Seja agora D = [a, b] ™ A4 e seja ¢ = sup D.

Inicialmente, observe-se que ¢ > a, pois se ¢ = a existe ¢ > 0
tal que (c — ¢, ¢ 4 €) € A, pois A é aberto. Tomando ¢ = min
{e, (b — a)}, temos que ¢ 4 ¢ € D, o que contraria ¢ = sup D.
Note-se também que ¢ < b.

Lxistemm agora duas possibilidades a serem consideradas:

a) ¢ € A. Neste caso, pela definigdo de supremo, o intervalo
(¢, ] = B. Além disto, como A4 ¢ aberto, existe ¢ > 0 tal que
(c — & ¢ 4+ €) € A. Tomando ¢ = min {g, (b — ¢)}, fica claro
que ¢ 4 ¢ € D, o que contraria (c, ¥] = B.

b) Finalmente, se ¢ € B, entdo ¢ é um ponto de acumulagio de D
(ver Teorema 10, Capitulo I). Portanto, toda vizinhanga de ¢ con-
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tém pontos de B e pontos no complementar de B, o que significa
que pertence A fronteira de B. Isto contradiz a hipbtese de que B
¢é aberto.

Portanto, concluimos que todo intervalo é um conjunto conexo.

Mostremos agora a outra parte do teorema, isto é, que todo sub-
conjunto conexo de R é um intervalo. Se I = R ¢é conexo e I o6 ¢,
entao I tem a seguinte propriedade: dados ¢, b € I, ¢ < b, todo
nimero c tal que @ < ¢ < b pertence a I. Caso contrdrio, os inter-
valos (—eo, ¢), (¢, =) formariam uma desconexdo para I

Para completar a demonstragio, temos que mostrar que um con-
junto I com a propriedade acima é um intervalo. H4 dois casos a
considerar:

a) I é um conjunto limitado. Sejam a = inf I e b = sup I
Sea€I e b€ I entdo, pela propriedade do conjunto I, [a, b] = I.
Por outro lado, com a = inf I e b = sup I, I = [a, b], isto &,
I = [a, b).

Sea€l e bgl entio I = [a, b). Seja b’ € [a, b). Entio,
a < bV < b Como b = sup I, existe um nimero b” € I tal que
a < b' < b”e, portanto, b’ € I. Como b’ é arbitrdrio, [a, b) = 1. A
implica¢do contrdria segue-se de que a = inf I e b = sup I.

Oscasosem quea g Ieb€ Ieag Ieb gl geram, respectiva-
mente, os intervalos (a, 4] e (a, b), como pode ser demonstrado
analogamente ao caso anterior.

b) I ndo ¢ limitado. Suponha-se, inicialmente, qﬁe‘l ¢é limitado
inferiormente e seja a = inf I. £ uma conseqiiéncia da definigio
de a que I = [a, 4 ). Suponha-se que a € I e seja x € (a, + ).
Como I ¢ limitado inferiormente, existe y € I tal que & < x < y.
Logo, x € I, isto é, I o [a, «).

O caso em que a ¢ I d4 origem 2 semi-reta aberta (a, -+0). Se
I é limitado superiormente e se b = sup I, entio temos (— co, b]
e (—o, b), conforme b € I ou b g I. Se I ndo ¢ limitado superior-
mente e inferiormente, ] = (— o, ).

C. Q. D.

Apds chegar ao final desta extenuante demonstragio, talvez seja
de interesse lembrar ao leitor o conteido do teorema e sugerir a
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utilizagdo que faremos dele no que se segue. Acabamos de ver que
os unicos subconjuntos de nimeros reais que sio conexos sdo os
intervalos, o que torna os conjuntos conexos em R muito pouco
interessantes. Entretanto, este resultado vai nos permitir provar um
dos mais importantes teoremas sobre fungdes continuas, qual seja,
o Teorema do Valor Intermedidrio.

Para finalizar esta sec¢do introduziremos agora o conceito de Con-
junto Compacto. Como j4& haviamos dito, a nogdo de compacidade
serd apresentada em sua versdo especifica para o Espago Euclideano
Rs. GeneralizagGes deste conceito para Espacos Métricos requerem
mais trabalho do que o que desenvolvemos até o presente.

Definigdo 21 — Um conjunto K — R? é um Conjunto Compacto
se K ¢ fechado e limitado.

Exemplos:
53 — O intervalo [0, I] é um conjunto compacto.
54 — O intervalo (0, I] ndo é um conjunto compacto.

55 — Dados x ER? e r € R, r > 0, a bola fechada B [x, r] ¢ um
conjunto compacto.

56 — R? nio é um conjunto compacto.
57 — ¢ é um conjunto compacto.

58 — O conjunto B do exemplo 48 é compacto. J4 apontamos
que ele é limitado, porém falta mostrar que é fechado. Para tanto,
seja x € R? ponto de acumulagio de B. Entio, para todo nimero
real ¢ > 0, a bola B (x, ¢) contém um elemento y € B tal que
y »& x. Portanto, para todo ¢ € {7, 2, ..., p}:

(i — oyl €y — x| <

ou seja:

Ww—e < %< %€
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Daf segue-se que:

<a,:1:> =a,:l:,-l-...+a,,:1:,<a1(y,+e)+...+a,(y,+ 8)=
=<aqyY>t+lat+...ta)eSm+(atast...+a)e

para todo ¢ > 0. Portanto, < a, x > < m. Logo, x € B, isto é,
B’ < B.

IT.3 — Conjuntos Convexos

Nesta se¢ao procuraremos estudar a classe dos chamados Conjuntos
Conuvexos, que desempenham um papel de extrema importincia em
Teoria Econémica e, além disto, sio importantes para toda a Teoria
de Otimizagdo que discutiremos nos capitulos seguintes.

Neste primeiro tratamento, apenas definiremos Conjuntos Con-
vexos e estudaremos a formagio de outros conjuntos convexos a
partir de um ou de um grupo deles. No Capftulo VIII passaremos

a estudar certos aspectos importantes da estrutura topolégica destes
conjuntos.

Defini¢do e Algebra dos Conjuntos Convexos

Defini¢do 22 — Dados os vetores x, ¥ € R?, chama-se uma combi-
nagdo convexade x ey aovetorz € RP talquez =6x + (1 — 6) v,
qualquer que seja 4 € [0, I].

Geometricamente, as combinagbes convexas de x e y encontram-se
sobre o segmento da reta que une os dois pontos:



Exemplo:

59 — Dados x = (I,1) ey = (2,2) e § = 1/2, 0 ponto z =
= (1,5, 1,5) é uma combinagdo convexa de x e ¥.

Defini¢do 23 — Um conjunto S — R? é um Conjunto Gonvexo

se S = ¢ ouse dados x € Sey € S,6x 4 (I —46) y € S para
todo § € [0, 1I]. Em outras palavras, S é convexo se contém todas
as combinagbes convexas de quaisquer dois de seus pontos.

Exemplos:
60 — O intervalo fechado [0, I] é um conjunto COnvexo.

61 — O conjunto 4 —= {(x, y) € R®: x* 4 y* = I} nio é um
conjunto convexo.

62 — A bola fechada B [0, I] é um conjunto convexo.
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63 — Sejama € R?, a £ 0, e } € R. O conjunto H = {x € Rr:
< a x > = 1) é um conjunto convexo, pois, se x e y € H e se
0 € [0,1,<abx4+ {I—0y>=0<ax>+ (I—206)
<ay>=ALi

Teorema 10 — Sejam A £ ¢ um conjunto de fndices e S, =R?,
a € A, conjuntos convexos. Entdo, ar;A Sq ¢ um conjunto convexo,

ou, em outras palavras, qualquer interse¢ao de conjuntos convexos
é um conjunto convexo.

Prova:

Se x, y 6 ‘s Sa: entio x e y € S, para todo a € A. Dessa maneira,
6x + (I — 0) y € S, para todo a € A e para todo 6 € [0, I], o
que prova o teorema.

C. Q. D.

Defini¢do 24 — Sejam A,, A,, ..., A, subconjuntos de R? e sejam
dados os nimeros reais a;, ay, ..., Gn. Chama-se Soma Linear, de
A, A,, ..., A, 20 conjunto:

f=

A:{yGR’:y: f:u‘x,,:qEAbi:I,Z,....m}

Geralmente, denota-se o conjunto Soma Linear da seguinte forma:

p: | }":"cu s‘

=1

Exemplos:
64 — Dados 4, = [0, I] e 4, = [3, 4], temos:
A, + 4, = [3, 5]
4, + ’{T A, = [1,5; 3]
A, + (—4y) = [—4, —2]
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65 -~ Dados os conjuntos X = R* e ¥ = Rrtaisque XY =3¢,
entio O g X — Y. Se 0 € X — Y, é porque existem x € X ey €Y
tais que x — ¥, o que contradiz X ~ Y = ¢.

Teorema 11 — Sejam S; c= R® e S, — R? conjuntos convexos.
Entdo:

a) a;S; + a5 55 é um conjunto convexo, quaisquer que sejam
ay; € a, E R; e
b) 8§ xS, = R® x R*® é um conjunto convexo.

Prova:

a) Sejamx,y € a; S; 4+ as S,. Entdo existem:

Xy € Sy, %4 € 842 x = a; X; 4+ a4 X4

Y1 € S5, Y1 € S5: Yy = a; Y1 + @ ¥s
Note-se que, se § € [0, 1]:

z=0z+ (1 —0y=200(a; z)+ 0(asg zd) + (1 — ) (ay 1) +
+ (U —-0asys=al0; z:+ (I — 6 yi] + aslbzg + (1 — )yl

Logo, z € a; S; + a5 S,

b) Sejam x, y € S, x S,. Por definigdo:
x = (x; X,), sendo x, € S; e x, € §; €
¥ = (Y1, ys), sendo y, € S; e y, € §,.
Note-se que x; € R* e y, € R

Sejaz=6x + (I — 6) 5 0 € 6 < 1. Notese que:

2=10(zs, zo) + (1 —6) (y1, ) = 6z, + (1 — 0) ¥, 024+ (1 — O yd)
=» z € §;, xS,

Coroldrio: Sejam S,, S,, ..., Sn € R? conjuntos convexos. Entdo:

a) a;S; + as Ss + --. 4+ an Sm é um conjunto convexo, quais-
quer que sejam ay, a;, ..., am € R; €
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b) $;x8x8x...xS,=Rx R*x ... x R? ¢ um conjunto

convexo. m vezes
Prova: Principio da Indugo.

Definigdo 25 — Dados n elementos de R?, 7. € N, X,, X3, ..., X,
chama-se uma combina¢do convexa de n elementos ao vetor z € R?,
dado por z = A; x; + Ay X3 + ... 4 An X,, quaisquer que sejam
AL 20,420,..,0h20,comi + A 4+ ... + A =L

Teorema 12 — Um conjunto S = R? é um conjunto convexo se,
e somente se, todas as combinagSes convexas de n elementos de
S pertencem a S, qualquer que seja n € N.

Prova:

Se todas as combinagGes convexas de n elementos de S pertencem
a S, entdo as combinagSes de dois elementos pertencem a S. Logo,
§ ¢é convexo.

Por outro lado, suponha-se que S é convexo. A prova de que todas
as combinages convexas de elementos de S pertencem a S serd feita
utilizando-se o principio da indugdo.

E claro que as combinagdes convexas de um elemento de S per-
tencem a S. Suponha-se que as combinagdes convexas de k elementos
de S pertencam a S e considere-se os & 4 I elementos de S: x,, x,, ...,
ees Xay Xggge Sejam A, =0, kg = 0, ..., Ay =2 0, Ay, = 0 tais
qued, + A+ ... F g =1esejaz =2 x; + Ay X4 + ... +
4 Ax4s X1 Se algum Ay = 0, entdo z € S, pois é uma combinagio
convexa de k elementos. Por outro lado, se A; ¢ 0 para todo i = 1,

2, ..., k 4+ 1, entdo pode-se escrever z da seguinte forma:

Al kk+; ]
= A 1 -2 !——z+ ...... + ==X
z 1 2+ ( l)ll—)\x 7] 1— k+1i
A
Ora, ali >0i=8..,k+1,e As IR L .2 S
11— 1=\ 1=
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Assim, z é uma combinagdo convexa de dois elementos de § (x;
é o termo entre chaves). Como S é convexo, z € S.

’

C. Q. D.

Definigdo 26 — Seja X = R? um conjunto. Define-se o Fecho
Convexo de X, C (X), como sendo a interse¢do de todos os conjuntos
convexos que contém X.

Observe-se, inicialmente, que R? é um conjunto convexo e, por-
tanto, existe pelo menos um conjunto convexo que contém X. Em
segundo lugar, é importante notar que C (X) ¢ um conjunto con-
vexo, pois qualquer interse¢io de conjuntos convexos ¢ um conjunto
convexo. Finalmente, note-se que C (X) é o menor conjunto convexo
que contém X, isto é, se Y é convexo e X — Y, entdo C(X) = Y.
Intuitivamente, isto significa que para obter C(X) “completamos”
o conjunto X juntando o menor niimero de pontos possivel.

1 C(x}

Teorema 13 — Seja X = R?, X 5= ¢. C(X) é o conjunto de
todas as combinagdes convexas finitas de elementos de X.

Prova:

Seja ¥ = (y € R?: y é uma combinagio convexa finita de ele.
mentos de X}. Queremos mostrar que Y = C (X).

Mostremos, primeiramente, que C(X) <= Y. Para tanto, prove-
mos que Y é convexo. Note-se que X < Y, pois a combinagio convexa
1x4+0x3+4 ... 4+0x. = x. Como Y ¢ o conjunto das combi-
nagées convexas de elementos de X, ¥ é o conjunto das combinagGes
convexas de elementos de Y. Logo, pelo Teorema 12, Y é convexo.
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Por outro lado, C(X) é convexo e, portanto, contém todas as
combina¢Ges convexas de elementos de X, pois X = G (X). Logo,
se y €Y, y é uma combinagio convexa de elementos de X. Segue-se
que y € C (X).

C. Q. D.
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Exercicios

1. Verifique se os conjuntos abaixo, com as mesmas operagoes
de Adigio de Vetores e Multiplicagio Escalar de R?, sio Espagos
Vetoriais sobre R:

a) {(x, y) € R: x = 2y);

b) {(x,y) € R%: x =5 4+ 2y9});

€ {(xy 2 €R:y=2z)e

d {(x,y) ER:x€Q e y € Q)

2. Defina em R* a seguinte Adi¢do de Vetores: para todo
x= (x, %) E R* e y= Q) ER, % +y =(% + Yo Xs + J1) -

Este conjunto com esta Adigdo de Vetores e a Multiplicagdo Escalar
usual é um Espago Vetorial?

3. Seja L o conjunto das fung¢Ges polinomiais de R em R, isto
é, o conjunto das fungdes p: R — R definidas por:

p(x) = a, + a;x + ... 4 ax"

onde n é um nimero inteiro positivo e a,, a,, ..., a, sdo constantes
reais. Defina Adigio de Vetores e Multiplicagio Escalar tal como
no exemplo 5 e verifique que L é um Espéqo Vetorial sobre R.
Apresente uma base para L.

4. Considere os Espagos Vetoriais do exercico 1. Apresente, para
cada um deles, uma base e verifique a dimensdo do Espago.
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5. Dado x € R?®, mostre que:
< < VP |xlu

6. Mostre que para todo x € R? e y € R® vale a Identidade do
Paralelogramo: |x — y|* + |x 4 y|* = 2 {|x|* 4 |y|*}- Interprete esta
identidade como uma afirmativa de que a soma dos quadrados dos
lados de um paralelogramo ¢ igual A soma do quadrado das dia-
gonais.

7. As normas do miximo e da soma satisfazem a identidade do
paralelogramo?

8. Seja f: R* —» R definida por:

Verifique quais as propriedades de uma norma sdo satisfeitas por
esta fungdo.

9. Seja f: R? x R? — R definida por f(x,y) = | |x| | + | [y] |-
Pergunta-se: f é um produto interno em R*? f é uma norma en R*??

10. Sejam W <= R* e V < Rr Espagos Vetoriais com a Adig3o
de Vetores e a Multiplicagio Escalar de R?. Pergunta-se:

a) W 4 V é um Espago Vetorial?
by W o V é um Espago Vetorial?
¢ W ~ V é um Espago Vetorial?

11. Dé um exemplo de:
a) um conjunto cuja fronteira tenha interior nio-vazio;

- b) um conjunto X tal que X nio ¢ um subconjunto de X (obs.:
X ¢ o fecho do interior de X);

c) um subconjunto convexo de R* cujo interior ¢ vazio;

d) um conjunto convexo que ndo tenha pontos de acumulagio;
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€) um conjunto X tal que Fr X 5 Fr X; e
f) um conjunto X tal que X o &

12. Seja X = R? tal que Fr X — ¢. Mostre que X ¢é aberto €
fechado.

13. Mostre que os tnicos subconjuntos de R que sio abertos
e fechados simultaneamente sio R e ¢ (sugestio: R é um conjunto
conexo) .

14. Seja X = R*, X 94 ¢. Mostre que Fr X = Fr X.

15. Seja X = R’. Mostre que D¢ ci

16. Seja X = Rr. Mostre que:

a) R é um conjunto aberto;
b) X é um conjunto fechado; e

¢) X’ é um conjunto fechado;

17. Dado um conjunto X = R? e um conjunto fechado ¥ = R*
tal que X — Y, mostre que Xcv (isto é, mostre que todo conjunto
fechado que contém X também contém X).

18. Seja X — R? um conjunto conexo € seja x um ponto de
acumulagio de X. Mostre que X , {x)} é um conjunto conexo.

19. Verifique quais dos conjuntos abaixo sio convexos:

a) {(x)) ERM 0K xey ')

b) {(x,y) € R*: 2x 4 3y < 5);

€ {(x,y) € R*: 2x {3y > 5}); e

d {(xn)€Rx>IT} 0 ((x)ER:x=1ey21)

20. Seja f: R? - R tal que, paratodo x€ R?, y € R°, a€E R e
BER,f(ax + By) = a f(x) + P f(y). Mostre que, se X = R» ¢

um conjunto convexo, entdo f(X) é um conjunto convexo.
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21. Um conjunto K — R?, K & ¢, é um cone convexo se:

a) dados arbitrariamente x € K e y € K, temse x 4+ y € K; e
b) para todo a € R, e para todo x € K, tem-se ax € K;

Pede-se:

a) dé& um exemplo de um cone convexo;
b) mostre que um cone convexo é um conjunto convexo;

c) mostre que qualquer intersecio de cones convexos é um cone
convexo; e

d) dado o cone convexo K — Rr, defina K* = {y € R?:
< 9, x > < 0 para todo x € K). Mostre que K® é um cone convexo.

128



Capftulo III
LIMITES

Como o estudo dos limites é parte fundamental da Anilise Mate-
mitica, neste capitulo abordaremos este tépico procurando familia-
rizar o leitor com o conceito e algumas das principais propriedades.

A apresentagio estd organizada da seguinte maneira: inicialmente,
estudaremos o caso particular de Limite de Sucessdo ou Seqiléncia
e, em seguida, trataremos o caso geral de Limite de Fung'io. Esta
¢ a forma usual de se apresentar este assunto, pois, além de dida-
ticamente conveniente, enfatiza o caso particular das Sucessdes, que,
pelas aplicagées que possui, é extremamente importante, como ficard
claro nos capitulos que se seguem.

III.1 — Sucessoes

Definiggo ! — Uma Sucessdo ou Seqfléncia em R® é uma fungio
cujo dominio é o conjunto dos mimeros naturais e o contradominio
¢ o Espaco Euclideano R®.

Vejamos alguns exemplos:

1 — Eeja f: N — R definida por f(n) = %— A fungio f é uma

Sucessdo (ou Seqftiéncia) em R.
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2 — Seja g: N > R definida por g(n) = 2. A fungdo g também
é uma Sucessio em R. Alguns elementos do conjunto de valores
de g sio:

(2, 4, 8, 16, 32)

3 — A lungdo h: N - R?* definida por h(n) = (I/n, 1 — 1/n) é
uma Sucessio em R?. Alguns elementos de seu conjunto de valores
sdo os seguintes:

{((1,0); (2/2,1/2); (1/3, 2]3)}

4 — A fungdo q: N — Rr definida por q(n) = (I/n, I — 1/2,
1 —1/3 ...,1 — 1/p") é uma Seqiiéncia em R°*.

5 — A fungdo v: N —» R® definida por v(n) = (n, nt%, ..., n?) ¢
também uma Sucessio em Rr.

Em geral, utiliza-se uma notagao mais simples do que a anterior
para denotar uma sucessio. Ao invés de escrevermos f: N — RP
definida por f(n) = x,, simplesmente indicamos {x,} ou (x,), em
Rr, A identificagdo da sucessdo é feita por um dos métodos a seguir
indicados:

a) quando a lei de formagio ¢ clara, listamos alguns dos termos:
por exemplo, {I, 3, 5,7, ...}; e

b) quando a lei de formag3o ndo é tio clara, podemos especificar
o termo geral (por exemplo, {2n — I: n € N}) ou especificar o pri-
meiro termo e uma regra que permita obter x,., conhecido x,
(por exemplo, x, = 1 e x,4; = 2 + x, n € N).

Dadas as sucessdes (x,) e (y,) em R? e (a,) e (b,) em R, pode-
mos construir outras sucessdes da seguinte forma:

a) a sucessio Soma {(x + ¥)4} = {(%s + ¥ya): 7 € N) em R?;

b) a sucessio Produto Escalar {(a x),} = {(a, x,): n € N}
em Rr;

c) a sucessio Produto Interno {< x, y >a} = {< %5 Ya >
n € N) em R; e
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d) porfim, se para todo n€ N tivermos b, »& 0, temos a sucessdo

oo (D)) [ Dener)

Exemplo:

6 — Sejam as sucessges:

{xa} = {(0, I/n): n€ N} em R®;
{¥s) = {(2*, n): n € N} em R%; e
{a,} = {n: n € N} em R.

Temos entio que:
= s Lo IN
a) a sucessio Soma ¢é dada por {(x 4 ).} = i(?', n '+ T):
nEN } em RS$;

b) a sucessio Produto Escalar é dada por {(a x),} = {(0, I):
n € N} em R%;

c) a sucessio Produto Interno é dada por {< x, ¥y >,) =

= {0.2" -+ —:l—. n:n € N} ={1,1,1,...} em R; e

d) a sucessio Quociente é dada por {(z %—) } = {(0, 1/n?):
n € N} em Rt

III.1.1 — Convergéncia

Tendo introduzido o conceito de sucessio e as principais formas
de obter outras sucessGes a partir de operagoes algébricas, passaremos
agora a introduzir a idéia mais importante desta se¢do, qual seja, a no-
¢do de convergéncia ou limite. Intuitivamente, uma sucessio converge
se seus termos ficam cada vez mais “préximos” de um certo nimero
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real. Assim, por exemplo, a sucessio (x,) — (I/n: n € N) converge
para zero, pois, quanto maior o valor de n considerado, mais “perto”

o numero real :— estard de zero. Alguns valores de % s3o mos-

trados na tabela a seguir, ilustrando (porém nio demonstrando) a
afirmativa que fizemos: ‘

n Xy

1

0,5
200 0,005
800 0,00125

8000 0,000125
50000 0,00002
100000 | 0,00001

L 1200000 | 0,000008333

eometricamente, a idéia acima pode ser apresentada mostrando
que os termos da sucessio conglomeram-se numa vizinhanga do ni-
mero zero:

0 1/3 1/2 1

Assim como a sucessio acima se aproxima de um nimero real,
existem sucessdes que ndo possuem esta propriedade. Consideremos
os seguintes exemplos:

a) (I,—1,1—1,...);e
by (1,234, ...).

A sucessio “a’ assume somente dois valores (1 e — 1), porém
seus elementos nio se aproximam de nenhum numero real. Por
outro lado, a sucessio ‘‘b” assume como valores todos os numeros
naturais e também n3o se aproxima de nenhum nimero real. Su-
cessGes como as acima sio chamadas de n3o convergentes (n3o fare-
mos distingdo entre as sucessdes que nio convergem e, desta forma,
nos referiremos a elas simplesmente como sucessdes divergentes) .
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Feitas estas consideragdes preliminares, procuraremos agora tornar
mais precisos os conceitos introduzidos.

Definicdo 2 — Seja (x,) uma sucessio em R?. Diz-se-que -%.€-R?
¢ um limite de (x,) se, qualquer que seja o nimero real ¢ > 0,
existir um nimero natural M (¢) tal que |x, — x| < e para todo
indice n = M (e).

Observagoes com relagio A Definigdo 2:

a) Notese que o nitmero natural M () ¢ fungio de ¢, isto §,
para cada £ > 0 considerado teremos um valor diferente. de M (g)
(veja-se a figura a seguir).

e

[
o

x-& x- x+e - X+E

b) Pode-se, equivalentemente, dizer que x é um limite da suces-
sdo (x:.) em R?® se, para todo ¢ > 0, a bola B (x, €) contém todos
os termos da sucessio, exceto, possivelmente, um mimero finito deles.

c) Se x € R? é um limite de (x,) em R?, dizemos que (x,) é
convergente para x, ou que (x,) converge para x. A notagio utili-
zada, neste caso, é:

X, = X

ou entio:

im (x,) = x

d) A defini¢io de convergéncia apresentada acima utilizou a
Norma Euclideana para medir a distinca entre os termos da suces
sio e o ponto x. Entretanto, a convergéncia de uma sucessio em R?
nio depende da norma considerada. Mais precisamente, se (x,) con-
verge para x em uma das trés normas apresentadas no Capitulo 1I,
ela também converge nas outras duas normas.
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Para provarmos esta afirmativa, consideremos a sucessio (x,) em
R? convergente, pela Norma Euclideana, para x € R?, e mostremos
que (x,) também converge na norma da soma e na norma do
méximo:

a) Norma da Soma — Como x, — x na Norma Euclideana, dado
€ > 0, existe um nimero natural M (g) tal que |x, — x| < g/p

para todo n € N tal que n = M (¢). Ora, |z, — z|s = |Zay — z4| +
tlzw—zd + .. F =zl SBa—2l + .+ p -2 =

=p |z, — 2| < . £ = g, onde x, é a i-4sima coordenada do
14

vetor x, Portanto, para todo € > 0, |x, — x|s < & qualquer que
sejan €N, n = M (g).

b) Norma do Mdximo — Como x, = x na Norma Euclideana,
dado € > 0, existe um nimero natural M (¢) tal que |x, — x| < ¢
para todo n € N tal que n > M (). Ora, |x, — x|y =
= max {|xn;, — X3 -+, |%np — %y|} < € para todo n = M),
uma vez que |x, — x| < |x0 — x| < e

Para completar a demonstragao, devem ser considerados ainda os
casos em que (x,) converge nas normas do miximo e da soma.
Deixamos esta parte como um exercicio para o leitor. Esquematica-
mente, o resultado discutido nesta observagio é o seguinte:

(xs) Converge na =) (x,) Converge na ¢=) (x,) Converge na
Norma da Soma Norma Euclideana Norma do Miximo

A importéncia deste resultado é que podemos tratar a convergéncia
de sucessGes independentemente da norma considerada. Em proble-

mas especificos, ele nos permite escolher a norma mais conveniente
para o caso.

Exemplos:
7 — (x,) = (I/n:7n € N) ¢é uma sucessio convergente em R. Na
verdade, mostraremos a seguir que lim (x,) = 0. Seja € > 0 um

nimero real dado. ¥ uma conseqiiéncia da propriedade arquime-

. . , 1
diana que existe um numero natural p tal que p < &
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. . 1
Seja ® o menor numero natural tal que — < & Portanto, se
n

tomarmos M () = 7, teremos que, qualquer que seja n > M (g),
—é— -0 | = -—71;- < & Fica assim demonstrado que a sucessdo

(x,) converge para zero.

8 — (x,) = {(—=I1)": n € N) ndo converge. Note-se, primeira-
mente, que o nimero I nio pode ser o limite de (x,), pois, dado,
por exemplo, ¢ == 1/2, existe um numero infinito de termos da
sucessdo fora do intervalo (0,5; 1,5). Da mesma maneira, o nimero
—1 ndo pode ser limite de (x,). Por fim, se x € Rex ¢ 1 e
X w& —1, x também nio ¢ limite de (x,), pois, dado € = min {|I —
— x|, |—I — x|}, existe um numero infinito de termos da sucessio
fora do intervalo (x — g, x 4 €).

Concluimos, portanto, que nenhum niimero real pode ser o limite
de (x,).

\
9 — (x,) = (—21-“-: n € N/l converge para zero. Antes de pro-

varmos isto, demonstraremos a chamada desigualdade de Bernoulli,
que serd entdo utilizada para chegarmos ao resultado.

Desigualdade de Bernoulli: dado x € R, x > —I e x 5 0, tem-se
que (I 4+ x)® > 1 4 n x para todo n € N, n > 2. A demonstragio
desta desigualdade faz-se utilizando o principio da indugio. Note-se,
primeiramente, que (I 4 x)¥ =14 2x 4+ x* > 1 4 2 x, donde
se segue que a igualdade vale para n = 2. Suponhamos que ela seja
verdadeira para %, isto &, (I 4 x)* > I 4 k x, e provemos que
(I + x)*+1 > 1 4+ (k 4+ 1) x. Para tanto, observese que (I +
R0 = (4% (+0> T+ (T+kx) =14
4+ (k41 x4+ hxt>14 (k4 1) x

Tomando agora x — I na desigualdade de Bernoulli, obtém-se

ue 2» > 1 n > n. Portanto, _1_ ._I.. ara todo n € N.
q + = < o P

Segue-se, entio, que < —nl— < € para todo n 2> M (g), onde

2

M (g) é o mesmo encontrado no exemplo 7.
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Passaremos agora a considerar alguns teoremas que caracterizam
melhor a nogio de convergéncia e que nos fornecerio outros métodos
para verificar se uma dada sucessio é convergente.

Teorema 1 — Uma sucessio (x,) em R? tem, no miximo, um
limite.

Prova:

Suponha-se que x e x’, x & x’, sejam ambos limites de (x,).

Seja e = % |* — x’]
Pela defini¢io de limite, temos que:

a) existe M,(e) € N tal que, para todo n € N, n = M,(e),
teremos |x, — xj < €/2; e

b) existe M,(e) € N tal que, para todo n € N, n = M, (g),
teremos |x, — x’| < €/2.

Seja n € N tal que n > max {M, (), M,(e) } e considerese o
desenvolvimento:

f=Z|=lz—zZst+ mm—72|S|tn—zl+ |z — 7| <

<e,’8+e/2=%|z—z'|

\

sto &, |x — x| < —;— |* — x’|, o que é uma contradigio.

Concluimos, portanto, que x e x’ nio podem, ambos, ser limites
da sucessio (x,).

C. Q. D.

Definigio 3 — Uma sucessio (x,) em R? ¢é limitada se existe um
nimero real B tal que |x,| < B para todo n € N.

Exemplos:
10 — A sucessao (I, —1, 1, —1, ...) ¢ limitada, pois qualquer

mimero real maior ou igual a I pode ser tomado como B da definigio
acima,



11 — A sucessio (x,) = (I/n: n € N) ¢ limitada, pois, por
exemplo, |x,| < 2, qualquer que seja n € N.

12 — A sucessio (x,) — (n: n € N) nido ¢ limitada, pois, dado
qualquer numero real B, existe um numero natural maior que B.

Teorema 2 — Toda sucessio (x,), convergente em R?, é limitada.
Prova:

Seja (x,) uma sucessio convergente em R? e seja x = lim (x,).
Dado ¢ = 1, existe um nimero natural M (1) tal que |x, — x| < I
para todo n = M (I).

Portanto, dado n > M (I), temos que |x,| = |x, + x — x| <
< lx— x| + |5l < 1+ |2l

Para garantir que todos os termos da sucessio sio menores ou
iguais que um certo numero real B, basta escolher este nimero da
seguinte maneira:

B — max {lel, Ix.’, ey lx.,,,_,'. 1 + lxl}

Dessa forma, |x,| & B, qualquer que seja n € N.
C. Q. D.

Como aplica¢do deste resultado, note-se que as sucessdes (x,) =
= (1), (xa) = (n*), (xa) = (n + I/n) ndo sdo convergentes,
pois ndo sdo limitadas.

Convém salientar que a reciproca deste teorema nio ¢ verdadeira,
isto €, existem sucessSes limitadas que n3o sido convergentes (veja-se
o exemplo 10 anterior).

Para enunciarmos o teorema a seguir utilizaremos a seguinte nota-
¢do: se (x,) ¢ uma sucessio em RP, entdo, para cada n € N, x, é
um vetor da forma (X.;, Xus, ..., Xup). Dessa maneira, a sucessio
(xo) em R? pode ser vista como sendo um conjunto de p sucessGes
de nimeros reais denotadas (x,), i € {1, 2, ..., p}.

Teorema 3 — Seja (x,) uma sucessio em R?. O elemento y = (y,,
Y5, -5 ¥a) € R? ¢ o limite de (x,) se, e somente se, as p sucessdes
de nimeros reais (x,) convergem para y, i € (I, 2, ..., p}.

187



Prova:

Por simplicidade, adotaremos a norma do méximo nesta demons-
tragao.

Suponhamos que x, — y. Dado € > 0, existe um nimero natural
M () tal que, para todo n > M (g), teremos |x, — y|u < & Pela
defini¢do da norma do méximo, |x, — ¥;| < € para todo n 22 M (g)
e paratodo: € (1,2, ..., p}).

Suponhamos, por outro lado, que para todo i € (1, 2, ..., p),
Xn —> Y Portanto, dado ¢ > 0, existem numeros naturais M! (g),
i € (1,2 ..., p), tais que, se n = M'(g), temse |x,, — ¥y < e
Segue-se, portanto, que |x, — Y|x = max (|%as — Y1ls «--s
|%np —Y¥p|} < & para todo n = max {M!(g), M*(g), ..., MP?(g)).

C. Q. D.
A importincia deste teorema é que ele mostra que estudar a

convergéncia das sucessGes em R? resume-se em estudar a conver-
géncia das sucessGes em R. Este aspecto é muito util nas aplicagges.

Exemplos:

13 — A sucessio {x,} = {(in-’ 1 — —1;) n € N} em R* con-
\

verge para o elemento (0, 1), pois as seqiiéncias (x,,) = (I/n) e
Xas = ({ — I/n) convergem para 0 e I, respectivamente. (Mostre
que (x,,) converge para 1.)

14 — A sucessao {x,} = {(I/n, 1/2n, ..., 1/pn): n € N} em R
converge para (0,0, ..., 0) € R?, uma vez que cada uma das suces-
sdes componentes (x,) = (I/in) converge para zero.

16 — A sucessio {x,} = {(u, _I;) n € N} em R*® n3o converge,
pois (%.;) = (n) é divergente.

Definicdo 4 — Seja (x,) uma sucessio em RP e seja (n,) uma
sucessdio em N tal que n, < ny, < ny < 1y <

A sucessio (x,,) em RP é uma Subsucessao de (x,).
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Exemplos:

16 — Dadas as sucessdes (x,) = (I/n: n € N) e (n) =
= (2k: k € N), a subsucessdo (x,,) é formada por (x,, x;, Xg, -..), ou
seja, (1/2,1/4,1/6,...).

17 — Dadas as sucessdes (x,) = (2") e (n) = (2k — I: k € N),
a subsucessio (x,,) €é formada pelos termos (x;, X5, X5 ...), ou
seja, (2, 8, 32, ...).

E facil ver que, na verdade, uma subsucessio é uma sucessio de
acordo com a Defini¢io 1. Para tanto, sejam (x,) em R? e (n,) em
Nomn, < ng < n; < ...

Note-se que, utilizando a notagdo de fungio, tem-se que a sucessio
(%) é. na verdade, a fun¢do X: N — R?, definida por X (n) = x,,
e a sucessio (ny) é a fun¢do K: N — N, definida por K (n) = n,.

A fungio composta X, K é uma subsucessio de (x,), caracterizada,
na notagio de fungdo, da seguinte maneira: X,K: N — R?, definida
por X,K(n) = X [K(n)] = X () = Xg,.

Dessa maneira, fica claro que uma subsucessdo é definida no con-
junto dos niumeros naturais através da fungio composta XK.

Teorema 4 — Se a sucessio (x,) em RP converge para x em R?,
entdo qualquer subsucessio de (x,) também converge para x.

Prova:

Dado ¢ > 0, a convergéncia de (x,) para x permite-nos afirmar
que existe um numero natural M (¢) tal que, se n = M(g),
|¥a — x| < &

Se (x,,) é uma subsucessio de (x,), é claro que, para todo
e = M), [xa, — x| < e

C. Q. D.

Como aplicagdo do teorema acima podemos mais uma vez mostrar
que a sucessio {x,) = {(—I)™ n € N} ndo converge, pois a sub-
sucessdo. (x4,) converge para I e a subsucessio (x;,—;) converge
para —1.
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O teorema a seguir refere-se ao limite das sucessGes Soma, Produto
Interno, Produio Escalar e Quociente, e sua demonstragio envolve
uma série grande de cilculos, sendo, no entanto, conceitualmente
simples. Sugerimos ao leitor que, inicialmente, procure entender a
légica da demonstragdo e, numa segunda etapa, procure reproduzir
os cdlculos.

Teorema 5 — Sejam (x,) e (y,) sucessdes em R? que convergem
para x € R® e y € R®, respectivamente. Sejam (a,) e (b,) sucessdes
em R cém b, £ 0 para todo n € N que convergem para a € R e
b € R, b 5= 0, respectivamente. Entdo:

a) lim (x4 4+ ya) = x 4+ y;

b) lim < x4 9% > =< x,9 >;

) lim (a, x,) = a x; e

. 1 1
d) hmx,,.T=x_—-b—.

Prova:
Advertimos o leitor de que serd feito um uso bastante intenso
da desigualdade triangular nesta prova,

a) Como x, » x ey, —> vy, dado € > 0 existe M () € N tal
que |x, — x| < ¢/2 para todo n > M (g) e também existe M’ (e) € N
tal que |y» — Y| < €/2 para todo n 2> M’(¢). Se agora tomamos
K(e) = max {M(e), M’ (€) }, temos que, para todo n = K (g),
| (xa 4+98) — x4+ 9| < |xa—%| + |ya— ¥ <e/2+e/2=¢

b) Notemos, inicialmente, que:

| <Zp > — <2, y> | =|<Zp th>— <2, ¥ >+ <2, y > —
— <z Y>|SI<zZyth>— <z y> |+ |<zmy> —
—<zy>|=|<zuth—y> |+ |<zm—-z,¥y>|<
S|zl ltn—yl+ 1yl |z — =]

onde a iltima expressdo foi obtida pela aplicagio da Desigualdade
de Cauchy-Schwarz.
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Seja agora ¢ > 0 e considere-se o seguinte:

— como (x,) é convergente, ela é limitada, e portanto existe um
numero real B’ tal que |x,| < B’ para todo n € N; seja agora
B = max {B’, |y|} e note-se que B > 0, pois sempre podemos esco-
lher B’ > 0;

— existe um nimero natural M’ () tal que |x, — %| < }EB- para
todon = M (g); e

— existe um numero/natural M” (¢) tal que [y, — y| <—p para
todon = M”(e).

Seja agora M (g) = max {M’'(g), M"(c)} e seja n = M((e).
Entio:

| <Zm n> — <z, y> | Klzalltn — Y|+ 2. — 2| |7 <
8 —
<Um—dtln-y) B< (g5 +55)B=¢

c¢) Como a demonstragio desta parte é semelhante 2 de “b”,
omitiremos, portanto, alguns detalhes:

lan 2, — 8 z|=|G th—ay 2+ 8, 2 —az| <
Slanllza — 2|+ |2]|0n —a]

Como (x,) e (a,) convergem, dado £ > 0 existe um numero

natural M () tal que |x, — x| < 2.‘B ela, —a| < 7}. onde

B é um numero real tal que |a,| < B para todon € N e |x] < B.
Portanto, |a, x, — a x| < [a4] |%a — x| + |x]| |%a — x| < &

d) Para provar este resultado, basta mostrar que a sucessio

I 1 " 'l
( b )converge para e utilizar o resultado “c”. Provamos, por-

tanto, que lim (——)

___1_‘ b—b| |ba — b
b, b =

b b | [bal [0]
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Seja agora B € R tal que |&] > % Como b, —» b, dado

£ = |5 — _% > 0 existe um ntmero natural M’ (5) tal que, se

1
n>=>M@E), |6, — b < |b] — 5

Obtemos, entdo, com auxilio da desigualdade triangular, que
|b] — 16| < 18] — —é- e, portanto, |b.] > %— para todo n = M (5.
Seja agora ¢ > 0. Ent2o, como b, — &, existe um numero natural
M" (g) ral que |b, — b} < -%,— para todo n = M” (). Portanto,

11 [_ b =b]
EENEEY

T < B! |b, — b| < g para todo n >
> max (M@, M (&) ).
C. Q. D.

Os exemplos a seguir mostram algumas aplica¢cdes dos teoremas.

Exemplos:
18 — Seja a sucessio (x,), cujo termo geral é x, = ._2:—__::.;__,
n € N. Reescrevendo o termo geral, obtém-se:
2 4 In
Xy = _I_-::—57n__' n E N

\
Fica agora ficil aplicar o Teorema 5, pois a sucessdo (%) con-

verge para zero, a sucessio (2, 2, 2, ...) converge para 2 e, em
conseqfténcia de “a" do teorema, o numerador converge para 2,
Similarmente, o denominador converge para I. Logo, por “d” do

mesmo resultado, (x,) converge para 2.

19 — E imporiante ter em mente que o Teorema 5 supde que
as sucessdes envolvidas na formagio da nova sucessio convergem.
Isto, no entanto, nio significa que, se uma ou ambas nio conver-
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girem, a sucessio resultante niio converge. Considere-se os casos a
seguir, em que (x,) e (y,) sdo sucessdes divergentes:

(xw) = (I, —1, 1,1, ...)
On) = (—1,1,—-1,1, ...)
Entretanto:

(*o + ¥a) = (0, 0, 0, ...) é convergente;

(%2 - ¥a) = (—1, —1, 1, ...) & convergente; e

[x,. : 4 ) = (—1, —1, —1, ...) é convergente.

\ Vn

20 — Sejam (x,) e (y,) sucessdes em R que convergem para X
e y, respectivamente, e suponha-se que x, > y, para tado n € N.
Mastraremos que x = y.

Se x < 9, entdo seja g = y — x > 0. A sucessio (x, — y,) con-
verge para x — y e, portanto, existe um ndmero natural M (g) tal
que, se n = M(g), |[(xa — ya) — (x — )| < y — x, isto &
x—9 < (®a— ) — (¢ —9 <y — %oy ainda x, — y, <
< (y —x) + (x —9) = 0 para todo n = M (¢). Isto contradiz
a hipétese de que %, > y, para todo n € N.

1

2] - Sej Ssa .), cujo t al é R
eja a sucessio (x,), cujo termo ger X, S

a o4 0. Reescrevendo, temos:

1

T, = I—"_  MEN
— + a
n
Portanto, conclui-se que x, —» 0 (Teorema 5).

22 — Sejam (x,), (ya) € (z.) Sucessdes em R tais que lim (x,) =
= lm (y,) = ! ex, < 2y < Yn para todo n € N. Mostremos que
lim (z,) = t. Para tanto, seja ¢ > 0 e sejam M'(c) e M” (g)
ndmeros naturais tais que |x, — | < & para todo n > M’'(g) e
[¥a — t| < & para todo n > M“(g).
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Logo, para todo n = max {M’'(e), M" () } temos que —e <
X —t K2y — LK ys—t < g istoé lim (z,) = ¢

23 — Sejam 0 € b < 1 e a sucessio (b": n € N). Mostremos
que lim (b™) = 0.
Primeiramente, observe-se que, sendo 0 < b < I, existe um nu-
1 1
TTa Tro:
Pela desigualdade de Bernoulli, (I + a)® > I 4 n a para todo
n€EN,n2=2

mero real a > 0 tal que b = e, portanto, b" —

1
Desta maneira, 0 < " < I-{-—na‘

Do exemplo 21, sabemos que ( :n € N) converge

1
1 4+na
para zero e do resultado obtido no exemplo 22 concluimos que (b")
converge para zero.

Definicdo 5 — Seja (x,) uma sucessio em R. Diz-se que:

a) (x,) é mondlona crescente se %; K X3 L X K -+ L %0 &
S X418 - €

b) (x,) é mondtona decrescente se x; 22 x; 2 X3 2 ... 2 X4 =
2 Xnyp g 2= e

Exemplos:

24 — A sucessio (b*: n € N) do exemplo 23 é mondtona de-
crescente, pois, para todo n € N, br+! < b~

25 — A sucessio (x,) = (n: n € N) é mondtona crescente.

Quando apresentamos o Teorema 2, chamamos a atengdo do leitor
para o fato de que existem sucessdes limitadas que ndo sdo conver-
gentes. Uma propriedade importante das sucesses mondétonas é que
vale a reciproca do Teorema 2.

Teorema 6 — Seja (x,) uma sucessio mondtona crescente em R.
Entdo, (x,) converge se, e somente se, ela é limitada. Neste caso,
lim (x,) = sup X, onde X = {x,: n € N}.

144



Prova:

Suponha-se que (x,) é mondétona crescente e que lim (x,) = x.
J4 mostramos (Teorema 2) que ela é limitada. Falta-nos provar que
x é o supremo do conjunto de valores da sucessio, isto é, x = sup X.
Nesse caso, dado ¢ > 0 existe um ndmero natural M (g) tal que,
para todon = M(g), x — e < %, < x + &

Como (x,) é monétona crescente, x, < x | ¢ para todo n € N.
Dessa maneira, x satisfaz “a” e “b” do Teorema 10, Capitulo I, e
portanto x — sup X.

Suponha-se agora que (x,) é mondtona crescente e limitada. Neste
caso, X é um conjunto limitado de nimeros reais e, portanto, existe
sup X, ao qual chamaremos x. De “a” e “b” do Teorema 10, Capi-
tulo I, temos que, para todo € > 0, x, < x + ¢ para todo n € N
e que existe 7t € N tal que x — ¢ < x.

Como (x,) é monétona crescente, x — £ < x, para todo n 2 1.

Segue-se, entdo, que x — ¢ < x4 < x - € para todo n = 7. Em
outras palavras, lim (x,) = x.

C. Q. D.

Vale um resultado anilogo para as sucessGes monétonas decres-
centes, o qual enunciamos a seguir (sua demonstra¢dao fica a cargo
do leitor) .

Teorema 7 — Seja (x,) uma sucessio mondtona decrescente em
R. Entdo, (x,) converge se, e somente se, ela é limitada. Neste
caso, lim (x,) = inf X, onde X = {x,: n € N}.

Exemplos:

26 — Mostremos, com auxilio do teorema.acima, que a sucessdo
(", 0 < b < 1, converge para zero. J4 vimos que (b"), além de
mondétona decrescente, é claramente limitada. Portanto, existe o
limite. Seja lim (b") — l. Observe-se que (b"+7) ¢ uma subsucessao
e, portanto, lim (b"t!) —= L Além disto, b"+! = b.b", donde
obtém-se que | = lim (b"t7) = lim (b.b") = b.lim (b") = bl
Como 0 <€ b < 1, necessariamente | = 0.
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27 — Utilizaremos um argumento semelhante ao do exemplo an-

\n

terior para mostrar que a sucessio (x,) = (b": n € N], b=1
converge para 1. (x,) ¢é hmltada inferiormente, pois b > 1 para
todo n € N. Além disto, b" brtt 7 para todo n € N, isto é, (x,) ¢
monoétona decrescente e limitada. Seja | = lim (b") 9% 0 e consi

1

dere-se a subseqiiéncia (b"+7: n € N). Sabemos que lim (b"+9) = I

e que:
1 1
. b lim \b™ ) l
lim 7 =——F TN~ T°" 1
bntt lim (b"'“)

Por fim, notemos que:

(-G

¢ também uma subseqiiéncia de (x,) e, portanto, converge para L
Segue-se que:

1
1 0
t=l£m(bn<»+F) =h'm( b, ) =1

b+l

28 — Seja (x,) a seqtiéncia cujo termo geral é x, — (I <+ —:T-)‘

para todo n € N. Mostraremos que (x,) é mondtona crescente e
limitada.

Utilizando o Teorema Binomial, podemos escrever:

n/ 1 n/ 1
W = (H' ) Y-l a T Emogr T

4+ ---+_T
n

onde, por defini¢do, n! = 1. 2. 3. 4. ... . n.
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Reescrevendo x, de maneira mais conveniente, obtém-se:

1 1 1 1 P
z,.=1+1+'2—!(1—-;)+'§'(1—-n—) (1—-;-)-{- oo +
1 1 2 S n—1
+7r(’—7) ("7)(’—‘;) (‘— n )

Da mesma forma, o termo x,4,; pode ser escrito assim:

_ ESN PR S W N PR Y PR
""”‘1““'"91(1 n+1)+8!(1 'n+1)(1 n+1)+
SIS S I
Tt n+1 n+1 n+1
bl e
(n<+ 1)/ n+1 n+4+1

(-357) @

Observe-se agora que a expansio de x, contém (n 4 1) termos
e a de x,,, contém (n 4 2) termos. Além disto, os (n 4 1) pri-
meiros termos de x,,, sio nido-inferiores aos de x, e o termo de

ordem (n 4 2) é positivo. Portanto, x, < x.4, para todo n € N.

Por fim, mostremos que (x,) é limitada. Para tal, serdo necessirias

as desigualdades abaixo:

a) Para cadanEN,(I—-g—)<I p=12,

b) Para cada n € N, 2°—% < n!, o que pode ser visto facilmente
com o auxilio do Principio da Indugdo. Note-se que a desigualdade

é verdadeira para n — 1. Admitindo que 2*-!  n!, segue-se que
=2 . 212 (nl)  (n+ 1) n! = (n+4 1)!, o que conclui

a demonstragao.
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Portanto, podemos escrever, para cada n € N, que:,

- 2 (-1 4 (,-L _2
a;,.—1+1+8!(1 n)+"'+n!(1 n) (1 n)

n—1 1 1
...(1- = )<1+1+3-(1)+?-<1) W+ ...+

1 1 1 ’
+'F(1) (¢))] .“(1)=1+1+7.+F+ oot

1 12
ter<ftg/ g =3

o que mostra que (x,) é limitada. Sendo monétona crescente e
limitada, a sucessio (x,) é convergente (Teorema 6).

29 — A sucessdo cujo termo geral é y, = 1 -1—1!— + 71'— +

4+ ... + w7 é monétona crescente e limitada e, portanto, conver-
gente.

Os dois teoremas anteriores nos fornecem reciprocas do Teorema 2
para o caso das sucessGes mondtonas. Nosso préximo passo é esta-
belecer um outro resultado que permita garantir algum tipo de
convergéncia a partir da hipétese de que a sucessdo é limitada. Na
verdade, demonstraremos que toda sucessio limitada possui uma
subsucessdo convergente. Este fato, conhecido como Teorema de
Bolzano-Weierstrass para sucessdes, terd papel importante no desen-
volvimento do texto.

Faremos, inicialmente, a demonstragdo de um resultado que utili-
zaremos na demonstra¢ao do Teorema de Bolzano-Weierstrass e que,
a0 mesmo tempo, nos fornece uma caracterizagao diferente do ponto
de acumulagao.

Lema 1 — Dados o conjunto 4 = R? e o ponto a € R?, as seguintes
afirmagSes sdo equivalentes:

a) a€d4;

b) existe uma seqiiéncia (x,) em A4 de elementos distintos dois
a dois tal que a = lim (x,); e

c) toda bola aberta de centro em a contém uma infinidade de
pontos de 4.
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Prova:

Mostraremos primeiramente que g” implica “c”, isto ¢, que, se
a € A’, entdo toda bola de centro em a contém uma infinidade de
pontos de A. Suponhamos, por absurdo, que a bola B(a, ), r > 0,
é tal que B(a, r) ™~ A ¢é um conjunto finito. Sejam b&,, by, ..., b,
os elementos deste conjunto diferentes de a e seja r; = min {|b, — a,
|by — a|, ..., |by — a|}.

Note-se que v, > 0 e que B(a, ry) ™ A ¢é um conjunto vazio ou
entdo B(a, v;) ~ A = {a} (veja-se a figura a seguir). Em ambos
os casos temos uma contradi¢io com a defini¢do de ponto de acumu-
lagdo.

“ "

Mostraremos agora que “c” implica “b”. Dada a bola B (s, I),
sejax, €A talque x, €B(a,I) e x, 94 a,isto ¢, 0 < |x; —a| < 1.
Da mesma forma, existe x, € A, X4 7% a € x5 9& x,, tal que x4 € B (a,
1/2). Prosseguindo desta maneira, podemos garantir que, para todo
n € N, existe x,, € B(a, 1/n) tal que x, € A, xx 76 Xp_; 6 Xq_g 7k
»h ... £ x, € X, £ a. A seqiiéncia assim construida é convergente
para a e seus elementos sio distintos dois a dois.

A implicagdo de “b” para “a” segue-se diretamente da defini¢ao
de convergéncia e do fato de que (x,) ¢ uma sucessio de elementos
distintos. '
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Com isto conclufmos a demonstra¢io, uma vez que mostramos o

seguinte: “a” =) “c”’ =) “b” =) “a".

C. Q. D.

Teorema 8 (Bolzano-Weierstrass) — Se (x,) é uma sucessio limi-
tada em R?, ela possui uma subsucessio convergente.

Prova:

Seja X = (x,: n € N} o conjunto de valores de (x,). Hd dois
casos a serem considerados.

Se X é um conjunto finito, entdo existe um elemento da sucessio
que se repete um nuimero infinito de vezes. Neste caso, a subsucessao
¢ formada por estes termos.

Se X é um conjunto infinito, entio ele possui um ponto de
acumulagio x (Teorema de Bolzano-Weierstrass, Capitulo II). Fa-
gamos agora uma construgio semelhante a realizada na demonstragao
de que “c” implica “b” no Lema anterior. Dada a bola B (x, 1),
seja x, € X tal que 0 < | — xull < 1. Note-se que x é um ponto
de acumulagio do conjunto {x,, n € N en > n,} em vista do
resultado “c” do Lema anterior. Portanto, dada a bola B (x, 1/2),
existe x, € X talquen, > n,e0 < [x — x,‘.| < 1/2. Prosseguindo
neste processo, obtém-se uma subsucessdo (x, ) tal que |x.‘ — x| <L
< 1/k para todo k € N. Logo, lim (%)) = x.

C. Q. D.

III.1.2 — Sucessées de Cauchy

Até agora, a maior parte dos resultados que apresentamos sobre
convergéncia de sucessGes admite que tenhamos conhecimento do
limite da mesma. As SucessGes de Cauchy, que estudaremos nesta
subsegio, sdo interessantes, pois nos permitem provar sua conver-
géncia sem conhecimento do limite. Na verdade, estas sao as iinicas
sucessdes que convergem em R?.

Uma sucessio é de Cauchy quando seus termos tornam-se cada
vez mais préximos uns dos outros 4 medida que n cresce. Por exem-

150



plo, a sucessio (x,) = (I/n: n € N) tem essa propriedade, pois,
1 1 1 1
dados m EN e n €N, |x, — x| =|-7n———n- s-rr_1+7 e,

portanto, se escolhermos m e n grandes o suficiente, podemos tornar

[¥*a — x| tio pequeno quanto desejarmos.

E interessante também observar que, aparentemente, existe uma
relagio entre convergéncia e SucessGes de Cauchy. J4 sabemos que
(x,) converge para zero. Além disto, as sucessdes (I, —1,1, —1, ...)
e (1, 2, 3, 4, ...) ndo sdo convergentes e também n3o gozam da
propriedade de que seus termos aproximam-se uns dos outros i
medida que n cresce.

Passemos agora a uma anilise mais formal das Sucesses de
Cauchy. |

Definicdo 6 — A sucessio (x,) em R? ¢é de Cauchy se, para todo
numero real ¢ > 0, existe um numero natural M (g) tal que, para
todo m > M (g) e para todo n = M (g), tivermos |x, — Xn| < &.

Exemplos:

30 — (x4,) = (Ifn:n € N) é uma sucessio de Cauchy, pois, dado
€ > 0, tomemos M () como sendo o menor inteiro tal que % <

< M (). Portanto, quaisquer que sejam m, n 2> M (g), teremos

1 1 1 1 e e
|z, — zm| = T s—;—+;—<-§-+?=e, uma vez que

L(e/.e e —1—<e/2.
n m

31 — A sucessio (x,) = (I 4+ 1/2 4 ... 4 I/n: n € N) nido
é de Cauchy. Antes de mostrarmos isto, escrevamos a negagio da
Defini¢io 6.

Negagdo da Definigdo 6 — A sucessio (x,) em R? nido é de Cauchy

se “existe” um nimero real g > 0 tal que, “para todo” numero
natural M, “existem” m,n € N, m, n 2> M e tais que |x,, — x,| = &,.
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Considere-se agora o niimero real ¢, = 1/3 e sejam m e n nimeros
naturais tais que m > n. Entdo:

Ty — T, = n-1}-1 + niﬂ + ...+%>%+ et
+L=_(m—ﬂ)_=1_£_
m m m
Portanto, dado M € N, sejam n > M e m = 2n. Segue-se que
Xen — X0 > 1 — —;— = % > g. Logo, (x) ndo é de Cauchy.

O resultado mais importante sobre as sucesses de Cauchy é o
apresentado a seguir.

Teorema 9 (Critério de Convergéncia de Cauchy) — Uma sucessdo
(x») em R? converge se, e somente se, ela é de Cauchy.

Prova:
O teorema serd demonstrado na forma dos trés Lemas a seguir.
Lema 2 — Se (x,) em R? é convergente, ela é de Cauchy.

Prova do Lema 2 — Seja x = lim (x,). Dado ¢ > 0, existe
M () € N tal que n = M (g) implica |x, — x| < €/2. Portanto,
sem > M) en > M(g), temos que |x, — xm| < |x0 — x| +
+ |xm — xl < &

Lema 3 — Se (x,) em R? é de Cauchy, ela é limitada.

Prova do Lema 3 — Dado ¢ = 1, seja M (I) € N tal que, se
m,n 2= M(l), |xy — %a| < I. Seja m € N (m fixo) tal que m >
> M (I) esejan = M(l). Entdo, |x,| < |%a — x5| + |xx] < 1 4+
<+ |x4| e, portanto, |x,| < B para todo n € N, onde B = max {|x,|,
[%s)s -5 |m—a] 1 + |xal}:

Lema 4 — Seja (x,) em Rf uma sucessio de Cauchy e seja (x,..)
uma subsucessio que converge para x. Entdo, (x,) converge para x.

Prova do Lema 4 — Como (x,) é de Cauchy, dado ¢ > 0 existe
um niimero natural M () tal que |x, — xm| < €/2 para todo
m, n 2 M(g). Como lim (x,) = x, existe um nimero natural
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M’ (g) tal que |x, — x| < e/2 para todo 7, 2= M'(e) . Seja M. EN
(M, fixo) tal que M, = M’ (e) e seja n = max {M(e), M’(g) }.

Entdo, [t — x| < [%n — xay| + |xm, — x| < 5 + 5 =&
Dessa maneira, concluimos que lim (x,) = x.

Para encerrar a demonstragio do Teorema 9, observe-se que:

a) o Lema 2 garante que toda sucessio convergente é de Cau-
chy; e

b) a outra implicagdo segue-se dos Lemas 3 e 4 e do Teorema
de Bolzano-Weierstrass para sucessées.

C. Q. D.

III.1.3 — Caracterizacao dos Conjuntos Fechados e dos
Conjuntos Compactos por Meio de SucessGes

Procuraremos agora dar uma caracterizagdo adicional dos Con-
juntos Fechados e dos Conjuntos Compactos em termos de sucessGes.
Este ¢ um exercicio 1til porque melhora o nosso conhecimento com
relagdo 4 natureza de tais conjuntos e também porque nos permitird
apresentar certas demonstrages de maneira bastante simples.

Teorema 10 — Um conjunto F = R? é fechado se, e somente
se, o limite de toda seqiiéncia convergente de elementos de F per-
tence a F.

Prova:

Suponha-se que F seja um conjunto fechado e seja (x,) em F
tal que lim (x,) = x. Se x é um elemento da sucessio, claramente
x € F. Se tal ndo acontece, toda vizinhanga de x contém infinitos
pontos do conjunto {x,: n € N} e, portanto, contém infinitos pontos
de F. Logo, x é um ponto de acumulagdo de F e, como F ¢é fechado,
x € F.

Suponha-se agora que toda seqiiéncia (x,) em F convergente é
tal que lim (x,) € F. Seja x um ponto de acumulagio de F. Pelo
Lema 1 existe uma seqtiéncia em F que converge para x. Pela
hipdtese, x € F e, portanto, F é fechado.

C. Q. D.
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Como aplicagdo deste resultado, considere-se o conjunto: sejam
a€ R, — (0}, m€ R, — (0}eB=(XER"” < a x > § m}.
Mostremos que B é fechado. Para tanto, seja (y,) em B uma se-
qiiéncia que converge para y € R?. Como y, € B para cada n € N,
< a Y > &< m e, portanto, devemos necessariamente ter (exem-
plo 20) < a,y > < m. Assim, y € B, o que mostra que B é.fechado.

Teorema 11 — Um conjunto K — R? é compacto se, e somente
se, toda sucessio (x,) em K possui uma subsucessdo convergente para
um elemento de K.

Prova:

Suponha-se que K é compacto e seja (x,) uma sucessio em K.
Portanto, (x,) é uma sucessao limitada que possui uma subsucessiao
convergente (Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucessdes). Se-
gue-se do teorema anterior que lim (x,,k) € K.

Suponha-se agora que toda seqfiéncia em K possui uma subsu-
cessao convergente para um elemento de K,

Mostremos, primeiramente, que K ¢ fechado. Seja (x,) uma su-
:essio convergente em K. Como ela possui uma subsucessio conver-
gente para um elemento de K, lim (x,) € K. Logo, K ¢ fechado.

Se K nido ¢ limitado, entdo para todo B € R existe x € K tal que
|x| > B. Dados, portanto, os numeros 1, 2, 3, ..., existem x; € K,
xg € K, ..., x, € K tais que |x,| > n para todo n € N.

Toda subseqiiéncia de (x,) ¢ ilimitada e, portanto, nio converge.
Isto contradiz a hipétese inicial.

C. Q. D.

II1.2 — Limite de Fungio

Trataremos agora da questdo mais geral do limite de uma fungao
definida no subconjunto de R®. Na segio anterior restringimo-nos
as sucessoes que sao fungges definidas no conjunto dos numeros
naturais.
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O desenvolvimento que faremos generaliza, portanto, o tratamento
anterior. Sua importincia, como mencionado no infcio do capitulo,
prende-se ao papel fundamental que desempenhard em outras partes
do texto quando estivermos examinando, por exemplo, Continui.
dade de Fungdes, Derivadas e Integrais. A apresentagio esti orga-
nizada da seguinte maneira: defini¢do de limite; teoremas sobre
limites; e, por fim, existéncia de limites laterais para fung¢des mo-
nétonas.

II1.2.1 — O Conceito de Limite de Fungio

Intuitivamente, o limite de uma fungio (quando ele existe) num
ponto a é um valor do qual nos podemos “aproximar” tanto quanto
desejarmos, desde que nos “aproximemos” o suficiente do ponto a.
Vejamos a figura a seguir.
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O nidmero b ¢ o limite da fun¢do no ponto a, porque, por menor
que seja uma vizinhanga do ponto b, conseguiremos encontrar valo-
res arbitrariamente préximos de a cujas imagens estario dentro da
referida vizinhanga. Apelando ainda um pouco mais para a intuigdo
do leitor, consideremos a fungdo f: R — R definida por f (x) = x.
O limite de f(x) no ponto x = 1 é b = 1, pois, qualquer que seja
a vizinhanga que tomarmos com centro em b, encontraremos uma
vizinhanga com centro em x — 1/ tal que a imagem dos seus pontos
estard contida na vizinhanga de b.

Vejamos agora a definigio precisa de limite.

Definicio 7 — Seja f: D — R?, D = R, e seja a € R? um ponto
de acumulagio de D. Diz-se que b € R? é o limite de f quando x
tende para a se a seguinte condigio se verifica: para todo mimero
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real ¢ > 0, existe um numero real d (¢) > 0 tal que, qualquer que
sejax € D,com0 < | x—a | < 8(e), temos que |f(x) — b | < e
Neste caso, escrevemos:

b= lm f(x)

F a4 )

Exemplos:

32 — Seja f: R — R definida por f(x) — x. Mostremos que

lim f(x) = 1. Para tanto, deveremos mostrar que, qualquer que
21

seja o numero real ¢ > 0, podemos encontrar um mimero real
8 () > 0 que satisfaga a condigdo acima. Observe-se, entdo, que:

f(x) —1|=|x—1]

Assim, dado ¢ > 0, podemos tomar o nimero 8 como sendo igual
a g, uma vez que, para todo x € R tal que 0 < | x — 1 | < 3, tere-
mos |[f(x) — 1| < &

33 — Seja f: R — R definida por f(x) = x*. Mostremos que

lim f(x) = 4. Inicialmente, observemos que:
x=oft

|f(x) —4|=|x'—4|=|x—2| |x+2| (¢))]

Como a existéncia do limite é uma propriedade local, isto &, para
a qual sé interessa o comportamento da fungio nas proximidades
do ponto considerado, podemos nos restringir, numa primeira apro-
ximagdo, a uma vizinhanga de raio I do ponto x — 2. Em outras
palavras, consideremos apenas os pontos do dominio da fungio tais
que |[x — 2| < 1. Entio, temseque I < x < 3 e |x 4 2| < 5, e (1)
pode ser agora limitado superiormente por 5 |x — 2|. Em outras
palavras, |[f(x) — 4| = |[x* — 4| =|x — 2| |x + 2| < 5 |x — 2|

Dado um nimero ¢ > 0, podemos entio tomar § () como sendo

o menor dos nuimeros {1, T‘!, isto &, 3 () = min l], ; } Neste
) ]
caso, sempre que x € R satisfizer 0 < |x — 2| < 3(e), teremos

f) =4 <5lx—2 <586 <5. 4 =e
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Veja-se a figura a seguir para uma ilustra¢ao do procedimento que
utilizamos na demonstra¢io acima.

f(x)

=
-
o

34 — Sejaf: D - R, onde D = R — {1/3}, definida por

fo = x? ;xx_‘-l-} 18

. Mostremos que lim f(x) = 4.
9

Inicialmente, procuremos estimar, de maneira conveniente, o valor
de [f(x) — 4|. Observe-se que:

2
‘:c —z- 18 =|z—13zf.g9| _ |z — 11|
'j(x)'—‘“ 8z — 1 - 4| |3I'—1| —IZ 2‘ st_ll
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Tal como no exemplo anterior, fagamos uma restri¢io ao dominio
— 11

de f que nfo permita que a expressio —%;x——_j.}_ se torne dema-

siado grande. Uma condi¢do importante para isto é que nos man-

tenhamos afastados do ponto 1/3. Suponha-se, entdo, que nos restrin-

jamos a uma vizinhanga de raio I, isto é, |[x — 2| < I. Neste caso,

l<x<3, —10€ x—11 < —8e 2« 3x — 1 < 8 o0u, ainda,

— 11 10
<5 =5

|%
|* — 11| < 10 e |3x — 1| > 2. Portanto, P — 1|

Feitas estas consideragGes preliminares, seja agora ¢ > 0 e tome-
mos b () = min {1 —1 Entido, para todo x € D tal que 0 <

— 11
< |* — 2| < 8 (e), teremos que |f (x) — 4| = |x — 2} ]3" — 1|| <

< 5 |* — 2| < &. Em outras palavras, lim f(x) = 4.
—1

35 — Seja f: R — R definida por:
|x, se x 5% 1
|0, se x = 1

f(x) =

Neste caso, f(I) = 0, entretanto lim f(x) = 1, como pode ser

z—1
demonstrado de maneira inteiramente aniloga ao que fizemos no

exemplo 32 (o grifico da fungio, na pigina seguinte, ajudard o leitor
a compreender melhor este exemplo) .

36 — Seja f: R — R definida por:

2 =1 se z 7 —1
FEa -
j@ =%t
0,se z = —1
Mostremos que lim f(x) — —2. Notese, inicialmente, que na
defini¢do de llmnz_.o_valor da fungao no ponto nio é considerado
e, portanto, podemos estimar o valor de |[f(x) — (— 2)| pela ex-
pressao:
z — 1 +1D(@E-1)
|f (=) — (—2)| ks =17 +2|=|z+1]
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f(x)

— e >
1 X
Dessa maneira, dado ¢ > 0, se tomarmos d (¢) = €, teremos que,
se 0 < |x — (—1)| <8(e), |[f(x) + 2| = |x + 1] < e Por-
tanto, lim f(x) = —2. :
z——1

Passemos agora a fazer algumas observagdes com relagio 2 defi-.
ni¢do de limite de fungdo.

a) Como os exemplos 35 e 36 ilustram, o limite de uma fungdo
nio é necessariamente igual ao seu valor no ponto considerado. Na
verdade, como estes exemplos também ilustram, ndo faz a menor
diferenga se o ponto em questio pertence ou nio ao dominio da
fun¢do. E fécil ver que, se g¢ R — {—1} —» R ¢é definida por

xt — 1
x) — -———, entdo Um x) — —2. Note-se que —1 nio
8 = _lim g(x) q

pertence a0 dominio de g, porém ele é ponto de acumulag¢do de
R — (-1}
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O fato considerado pode ser facilmente comprovado. Sejam
f: D- R?, D — R9% a € D ponto de acumulagio de D e g: D —
— {a} = Rr tais que, para todo x € D — {a}, f(x) = g(x). Entio,
lim f(x) = lim g(x).

x—a z-—a

b) A inica condigio imposta ao ponto a na Definigaio 7 é que
ele seja ponto de acumulagio de D, e como tal pode ou n3o pertencer
a D, como afirmamos na observagio anterior.

Além disto, note-se que, se a nio é ponto de acumulagdo de D,
entio existe um nimero real y > 0 tal que B (a, y) ~ D é vazio
ou entio é o conjunto {a}. Mostremos que, se tal ocorre, qualquer
nimero real é limite de qualquer fungio quando x tende para a.

Vejamos, entdo, a Negacio da Defini¢do de Limite: um mimero
L € R? ndo é o limite de f quando x tende para a se existe um
numero real g > 0 tal que, “para todo” & > 0, existe x € D com
0 < |x —a| < 3etal que |f(x) — L| = &

Considerando isto, seja ¢ > 0 um nimero dado e note-se que, a
nio sendo ponto de acumulagio de D, nio existe nenhum x € D
tal que 0 < |x — a| < y e, portanto, qualquer vetor b € R? ¢
limite de qualquer fung¢do. Em outras palavras, se nio impusermos
a condigdo de que a € I¥, o conceito de limite torna-se inteiramente
trivial.

© Uma versio equivalente da defini¢io de limite é a seguinte:
dados f: D - R?, D <= R¢, e a € R¢ ponto de acumulagio de D,
diz-se que & € R? é o limite de f quando x tende para a se, para
todo numero real € > 0, existe um ndimero real § (¢) > 0 tal que
f(Va) = B(b,e), onde Va = B(a, d()) — {a} é uma bola perfu-
rada de centro em a.

A equivaléncia das duas defini¢ées pode ser facilmente compro-
vada. Inicialmente, se se supGe que a Defini¢io 7 é verdadeira, a
definigio acima segue-se imediatamente. Por outro lado, se a defi-
nig3o acima é verdadeira, e se x €D é tal que 0 < |x — a| < 3 (g),
segue-se que f(x) € B(b, €), isto &, |f(x) — b| < e.

d) Podemos ainda apresentar a defini¢io de limite de uma ter-
ceira maneira (obviamente equivalente as duas anteriores) : dados
f:D—> R, D <= R9 e a € R? ponto de acumulagio de D, diz-se
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€que b Rr é o limite de f quando x tende para a se, para toda
vizinhanga W < R* de b, existe uma vizinhanga ¥ = Re¢ de a tal
que, para todo x € D ~ (V — {a}), f(x) € W.

Provemos a equivaléncia desta defini¢gdo com a anterior. £ fdcil
ver que, se esta definigio se verifica, a anterior também ocorre, pois
as bolas sdo vizinhangas. Por outro lado, suponha-se que a definigado
da observagdo “c” seja verdadeira e seja W uma vizinhanga de b.
Por definigdo, existe uma bola B (b, ) = W. Entdo, a bola perfu-

rada B (e, 8) — {a} pode ser tomada como V da defini¢io acima.

Procuraremos, no que se segue, utilizar mais intensamente a Defi-
ni¢do 7. No entanto, as duas outras defini¢Ges sdo importantes para
familiarizar o leitor com certas generalizagGes do conceito de limite.
Além disto, no capitulo seguinte sobre fungdes contfnuas faremos
uso de uma destas formulagées.

Teorema 12 — Seja f: D - R?, D = R9, e seja @ € R? um ponto
de acumulagio de D. Entdo, b € R? é um limite de f quando x

lende para a se, e somente se, para toda sucessio (x,) em D — {a}
tal que lim (x,) = a, tivermos b = lim (f(x,)).

Prova:

Seja (x,) em D — {a} tal que lim (x,) = a e suponha-se que
lim f(x) = b. Dado £ > 0, existe d(¢) > 0 tal que, se x € D e

0 < |* — a| < 3, entdo |f(x) — b] < & Como lim (x,) = a,
existe um nimero natural M [§(e)] tal que, se n = M [3(e) ]
0 < |x» — a| < 8 (c). Portanto, para todo n > M[J (¢) ], teremos
If(xa) — 0| <&

Suponhamos agora que toda sucessio (x,) em D — {a} que con-
verge para a tem a propriedade de que lim (f(x,)) = b. Supo-
nhamos também que b nio ¢ o limite de f (x) quando x tende para a.

Entido, existe um nimero real g, > 0 tal que, para todo & > 0,
existe x € D com 0 < |x — a| < d tal que |[f(x) — | = & To-
mando-se sucessivamente 8, — I, 8, = 1/2, ..., 8, = 1I/n, ..., €
escolhendo, para cada um destes §, x,, Xy, ..., X,, ..., respectiva-
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mente, obtém-se uma seqiiéncia em D — {a} tal que lim (x,) = a.
Entretanto, |f(x,) — b| 2= & para todo 2 € N. Esta contradigio de-
monstra o resultado.

C. Q. D.

Deste fato podemos imediatamente provar:

Coroldrio (Unicidade do limite) — Seja f: D — R?, D = Rg9,
e seja a € R? um ponto de acumulag¢io de D. Entdo, se lim f(x) = L,

e lim f(x) = L,, temos que L, = L,. =

zx—0

Prova:

Ver o teorema acima e o Teorema 1.

O resultado que acabamos de demonstrar é de grande importincia
prdtica para a verificagio da existéncia ou n3o do limite de uma
dada fungdo. Assim, por exemplo, para mostrar que nad existe limite
é suficiente encontrarmos duas sucessGes no dominio da fun¢io com
a propriedade especificada no teorema e cujas imagens convergem
para limites diferentes. Ou, ainda, basta encontrarmos uma sucessio
com a propriedade especificada e cuja imagem n3o seja uma suces-
sao convergente.

Vejamos alguns exemplos em que se pode tirar proveito do teo-
rema.

Exemplos:
t

37 — Seja f: R —» R definida por:

Y se (x,9) 5 (0,0
flx, ) = *+y )
0, se (x,y) = (0, 0)

Verifiquemos se existe o limite de f quando (x, y) tende para
(0, 0). Para tanto, consideremos as seguintes sucessées:

(Z,) = {(/n, 1fn):n € N} e (V) = {(2/n, 1/n): n € N)
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Observe-se que (2,) e (¥V,) sdo sucessGes em R* — { (0, 0) } e que
lim (Z,) = lim (V,) = 0. Entretanto, lim (f(Z,)) = 1/2 e

lim (f(Va)) = 2/5. Logo, nio existe o limite de f quando (x, y)
tende para (0, 0).

38 — Seja f: R — R definida por:

Isen L,sexqﬂo
fe) =1 %

0,se x =0

Mostremos, com auxilio do teorema anterior, que nio existe o
limite de f quando x tende para zero. Antes, porém, é interessante
esbocgar o grifico de f para que tenhamos uma visio geométrica do

[AIANEN
ERVATL VAR

f(x7A

———— —— p—— —_— —_—

E intuitivo, a partir do grifico, que o limite ndo deve existir, pois
4 medida que nos aproximamos do ponto zero a fungio oscila abrup-
tamente entre os valores 41 e —1.

Mais formalmente, consideremos a sucessio (x,)

A Y
n € N) em R — {0}. E ficil ver que lim (x,) — 0. Entretanto,
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@n—Dn
- 2

(f(xs)) = sen ( :n € N): a, —1,1, —1, ...) nio

converge e, portanto, ndo existe o limite em questio.

Observe-se que, qualquer que seja o valor da fung¢do f no ponto
x = 0, o mesmo argumento acima mostra que ndo existe o limite
quando x tende para zero.

Para enunciarmos o préximo teorema introduziremos a seguinte
notagio: seja f: D —» R?, D = R4. Entdo, para cadax € RY, f(x) =
= (f1 (%), fs(*), ..., fp(x)), onde f: D — R, isto é, f é um vetor
onde os componentes sdo as p funcgdes reais f.

Teorema 13 — Seja f: D —» R?, D = R9, e seja a € R? um ponto
de acumula¢io de D. Entdo, existe o limite de f quando x tende
para a se, e somente se, existem os limites das fungdes f; quando x
tende para a.

Prova:

Ver o Teorema 12 e o Teorema 3.

Como aplicagdo, consideremos os seguintes exemplos:

39 — Seja f: R* - R* definida por f(x,y) = (x* 4 y, x* — y9).

Mostremos que existe lim  f(x,y) qualquer que seja (a, b) € R*.
s y)—(a, b

Seja f,: R* > R d:fi:n)id; p()Jr fi(x, y) = x* 4+ y* e seja (a, b,)
uma sucessio em R? — {(a, b) } que converge para (a, b). Entdo,
(a,) converge para a e (b,) converge para b. Logo, (f,(a. b,)) =
= (a! + b?) converge para (a*® 4 b?%) . Similarmente, f,; R* - R
definida por f, (x, ) = x* — y*® é tal que (f,(an, b,)) = (af — b))
converge para (a* — b").

Assim, fica claro que:

lim f(x, ) = (a® 4 b%, a* — b?)
(z ) = (a. B)

40 — Seja f: R — R?* definida por:
|' (t, IJt), se t 9& 0
f@) = |
|0, set =0
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Nio existe o limite de f quando ¢ tende para zero, pois nio existe

.. 2
o limite de - quando ¢ tende para zero.

Defini¢cdo 8 — Sejam f: D » R?, g: D > R ea: D > R, D <= R,
Entao:

a) a fungdo soma é dada por f 4 g: D — R? tal que
F+28 ) =7 + g

b) a fungdo produto interno é dada por < f, g >: D — R tal
que < f, g > (x) = < f(x), g(x) >;

c) a fungdo produlo escalar é dada por a f: D — R¢? tal que
(@f) (x) =a(x) f(x);e

d) se a(x) ¢ 0 para todo x € D, a fungdo quociente é dada por

%f;D—oRtalque (Lo.f) (%) =T(1Tf(x).

Teorema 14 — Sejam f: D —» R e g: D —> R?, D = R% e a € RY
mm ponto de acumulagio de D. Se lim f(x) — b e lim g(x) = c.

entio:

a) existe o limite de (f 4+ g) quando x tende para a €
lim (f+8 () =b+ce

b) existe o limite de < f, g > quando x tende para a e
im<f,g> (x) = < b, ¢c >.

x—a

Prova:

Como a é ponto de acumulagio de D, existe pelo menos uma se-

qfiéncia (x,) em D — {a} tal que lim (x,) = a. Portanto, tomando
agora uma seqiiéncia arbitrdria (x,) em D — {a} com limm (x,) = a,
temos que lim (f(x,)) — b e lim (g(x,)) = c. Portanto (Teorema

5), temos que lim (f +g) (x.) = b+ celim < f, g > (xa) =
=< b, c>.
C. Q. D.
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Teorema 15 — Sejam f: D - R? ea: D > R, D = R% e a € R¢
ponto de acumulagio de D. Se lim f(x) = b e lim a(x) = B,

entdo: = =

a) existe o limite da fungio af: D — Re definida por (af) (x)
= a(x) f(x) quando x tende para a, e neste caso lim (aof) (x)
—B.b;e e

b) se a(x) = 0 para todo x € D e B s 0, existe o limite da

7 (1 ) 1
fungio (:_f ) : D = R definida por (: j) (x) = o) f(x)
{1 1
quando x tende para a, e neste caso lim (— j) (x) = ik b.
z—a a

Prova:

O resultado segue-se imediatamente dos Teoremas 12 e 5.

Fagamos algumas observagdes com relagio a estes resultados.

a) Tanto o Teorema 14 quanto o Teorema 15 nos fornecem
condigdes suficientes para a existéncia do limite. Que estas condi-
¢des ndo sdo necessirias pode ser verificado através dos seguintes
exemplos:

— Seja f: R - R definida por:

1)x, se x 56 0
f(x) =
0_, sex =0
e g2 R - R definida por g (x) = x. Entfo, nfo existe o limite de
f quando x tende para zero e, no entanto, lim f(x).g(x) = 1.
T
— Sejam f: R > R e g R - R tais que f(x) = —g(x). Ainda

que ndo exista o limite de f quando x tende para a, existe o limite
de (f 4+ g) quando x tende para a. Neste caso, im (f 4 g) (x) = 0.

z—a
b) Com relagdo ao resultado “b” do Teorema 15, convém notar
que, na verdade, ndo é necessirio fazer a hipdtese de que a (x) = 0
para todo x € D, porque se f§ »& 0 teremos que a (x) & 0 numa vizi-

1 ~
nhang¢a do ponto a e, portanto, nesta vizinhanga (T j) estd bem
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definida. Mostremos este fato. Como lim a (x) = B e § 5= 0, seja dado

o
e = || > 0. Entdo, existe § > 0 tal que, para todo x € D com
0 < |x — a| < &, teremos |a(x) — B| < |B|. Portanto, — |f|
< a(x) — B < |B| oy, ainda, a(x) >0sef > Ooua(x) < 0 se
B < 0 para todo x € D satisfazendo 0 < |x — a| < 8.

4 .
c) Quando f§ = 0, para que exista o limite de (Lj) quando x
e

tende para a é necessirio (porém nio é suficiente) que lim f (x) = 0,
z—-a

1
a(x)

porque, existindo lim (i— f) (x), entdo temos que f(x) — (

z~+0

. f(x)) a(x). Logo, lim f(x) = 0.
f 2ud )
Abordaremos novamente estes casos quando discutirmos as chama-

das formas indeterminadas.

Teorema 16 — Sejam f: D - R, g: D > R, D = RS9, e seja
a € R? ponto de acumulagio de D tais que f(x) = g(x) para todo
x € D — {a). Entdo, lim f(x) = lim g(x).

z—a z=— 0
Prova:

Sejam b = lim f(x) e ¢ = lim g(x) e suponhamos que ¢ > b.
Dadoeg=c — b > 0, existe § > 0 tal que | (f(x) — g(x)) — (b —
—c¢)| <c—bparatodox €EDtalque 0 < | x —a | < 8. Segue-se
que b —c < (f(x) —g(x)) — (b — ¢) < ¢ — b na vizinhanga
acima. Portanto, f(x) < g(x), o que contradiz a hipétese de que
f(x) 2 g(x) em D — {a}.

C. Q. D.

II1.2.2 — Limites Laterais e Fun¢Ges Mondtonas

Nesta subsegdo introduziremos a idéia de limite lateral de uma
fungdo e provaremos o teorema que garante sua existéncia para as
fungGes mondtonas.

Defini¢do 9 — Seja f: D - R, D = R, esejaa € R um ponto de
acumulagio do conjunto D™ = {x € D: x > a). Dizse que b é o
limite & direita de f quando x tende para a se, para todo nimero
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real € > 0, existe um mimero real § > 0 tal que,sea < x < a 4§,
x €D, entdo |f(x) — b| < e

Defini¢ao 10 — Seja f: D - R, D = R, e seja a € R um ponto de
acumulagio do conjunto D= = {x € D: x < a}. Dizse que b ¢ o
limite A esquerda de f quando x tende para a se, para todo mimero
real ¢ > 0, existe um nmimeroreal § > O tal que,sea — 8 < x < a,
x € D, entdo [f(x) — b < e

Para indicar os limites laterais utilizaremos uma das notagGes
abaixo:

a) limite A direita de f quando x tende para a: lim f(x);

z—at

f@+ 0); ouf(a+);e

b) limite A esquerda de f quando x tende para a: lim f(x);
f(@— 0); ouf(a —). e

Exemplos:

41 — Seja f: R = R definida por:

_[1,sex >0
fe) = {—I,sexgo

O grifico de f é o seguinte:

fix)
4

b
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Observando-se o grifico de f, pode-se perceber que o limite 2
direita quando x tende para zero é I e o limite 3 esquerda é —1.

Mais formalmente, qualquer que seja ¢ > 0 e qualquer que seja
8 > 0, teremos |f(x) — I| = 0 < e paratodo 0 < x < & e também
|f(x) 41| =0 < e paratodo —8 < x < 0.

Observe-se yue nio existe o limite de f quando x tende para zero.
Claramente, nenhum ntmero diferente de I ou —! poderia ser o
limite. Além disto, nem o nimero I nem o niumero —1 podem ser o
limite, pois, dado ¢, = /2, qualquer que seja § > 0 existe x € R
tal que |[f(x) —I| = 1/2 ou |f(x) + 1| = 1/2.

42 — Seja f: R - R definida por:

x,se x < 3
flx)y =

x—2,scx23

O grifico de f é o seguinte:
f(x)

!

'}
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E fdcil ver que o limite a direita de f quando x tende para 3 & I
e o limite i esquerda é 3. Observe-se, também, que ndo existe o
limite de f quando x tende para 3.

Nos exemplos 41 e 42 verificamos que existiam os limites laterais,
porém eles eram diferentes. Verificamos também que ndo existia o
limite da funcio quando x tende para o ponto considerado. Isto
ndo ¢ uma coincidéncia, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 17 — Seja f: D - R, D — R, e seja a € R um ponto
de acumulagdo dos conjuntos D= e D=, Entdo, existe o limite de f
quando x tende para a se, e somente se, existem os limites laterais
quando x tende para a e lim f(x) = lim f(x).

+

r=—a z—a"

Prova:
Note-se, inicialmente, que a é um ponto de acumulagio de D.

Suponha-se, agora, que b = lim f(x). Entdo, segue-se da definigdo

que b = lim f(x) = lim f(x).
z—at z—-0a"
Por outro lado, se existem os limites laterais e se lim f(x) —
= lim f(x) = b, entdo, dado ¢ > 0, existem: e

c—at
a) 8 >Otalque,sex € Dea—3d < x < a, entdo [f(x) —
—bl<ege
by 8 > Otalque scex€Dea< x < a+ 3, entio |f(x) —
— b| < &
Tomando-se § = min {3,, 8.}, segue-se que-lim f(x) = b.
e C. Q. D.

Definigdo 1/ — Uma fungio f: D —-» R, D — R, diz-se crescente
(decrescente) se, para todo x, y € D, x > y, tivermos f(x) > f(y)
(f(x) < f(¥)). A fungdo f é nido-decrescente (ndo-crescente) se,
para todo x, y € D, x > ¥, tivermos f(x) = f(®) (f(x) < f0B)).

Exemplos:
43 — A fungio f: R, — R definida por f(x) = 'I_%c- é cres-
cente, pois, dados x,y € R, com 0 > x > y, entdo f(x) =$=
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1-|f1/x > 1—|{1/y = f(y). Quando x = 0, f(x) =

= 0 < f(y) para todo y > 0. Portanto, f{ é uma fungdo crescente.

44 — Seja f: R > R definida por f(x) = maior inteiro menor
ou igual a x. E ficil ver que f é ndo-decrescente, pois, dados x, y € R,
x > y, temos que f(x) = f(y).

Quando f ¢é crescente, ndo-decrescente, decrescente ou nio-cres-
cente, diremos que é uma fungio monétona. O teorema que se segue
mostra um aspecto importante do comportamento das fungées moné-
tonas, qual seja, a existéncia dos limites laterais.

Defini¢do 12 — Seja f: D - R?, D — R9. Diz-se que f é limitada
se o conjunto f(D) é limitado em R9, isto &, se f(D) estd contido
em alguma bola.

Exemplos:

45 — A fungdo f: R = R definida por f(x) = x nio é limitada,
pois f(R) = R.

46 — A fungido f: R — R definida por f(x) = sen x é limitada,
pois f(R) = [— 1, I].

Teorema 18 — Sejam: f: D - R, D —= R, uma fungio monétona
limitada, a € R um ponto de acumula¢do do conjunto D= e b um
ponto de acumulagio do conjunto D= Entio, existem os limites late-

rais f(a +) e f(b —).
Prova:

Mostremos que existe o limite 4 direita de f quando x tende para a.

Para fixar idéias, suponhamos que f seja monétona nio-crescente
limitada.

Como a é um ponto de acumulagio de D>, temos que, para todo
3 > 0,0 conjunto (a — 8, a 4+ 8) ~ D> ¢é ndo-vazio e diferente
de {a}. Logo,sex €(a —d,a 4+ 3) "D temosquea < x < a -+ 3.
Dado 8, = 1, seja x, € D tal que a < x; < a 4 3,. Além disto, como
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a é também ponto de acumulagio do conjunto {x €D:a < x < a +

+ 8;}, dado &8, = min {%, |x, — a|,, existe x, € D tal que

a < x4 < a4 3 Portanto, x, < a + 8, € a 4 |x, — a| = %,
Dado agora 3, = min {.;-, |xs — a|}, existe x; € D tal que x; > x;.

Prosseguindo desta maneira, obtém-se uma seqiiéncia (x,) em
D — {a} que é mondétona decrescente e que converge para a. Uma

vez que f é monétona nio-crescente e limitada, temos que a seqiiénda
(f(xa)) ¢é monétona crescente e limitada. Logo, (f(x,)) converge
para um numero real L (note-se que L = sup {f(x,): n € N}).

Mostremos, finalmente, que lim f(x) = L. Dado £ > 0, existe
‘—OI*

um nimero natural M (¢) tal que, se n 2= M (e), |f(xa) — L| < &
Além disto, se x > a, existe n € N tal que x > x, > a e, portanto,
L 2> f(x,) = f(x),isto é L = f(x), qualquer que seja x € D,

Seja, agora, 7 2> M (¢) e tomemos d = x; — a. Entdo, sea < x <
< a4+ 8 (isto ¢ a < x < z;), teremos f(x;) << f(z), donde se
conclui que —¢ < 0 < L — f(x) < L—f(x3) < € ou seja,
lim f(x) = L.
z—at

O argumento acima pode ser adaptado para mostrar que existe o
limite A esquerda de f quando x tende para b.

C. Q. D.

III.2.83 — Limite Infinito e Limite no Infinito

Definicdo 13 — Seja f: D » R, D = R.

a) Se a é um ponto de acumulagio de D, diz-se que o limite

de f quando x tende para a é mais infinito (indica-se lim f(x) =
z—e

= 4 ) se, para todo B € R, existe um nimero real 33 > 0 tal

que, se x e Dese 0 < |x — a| < 83, temos f(x) > B. O limite

de f quando x tende para a é menos infinito (indica-se lim f(x) =

F R X ]
= —ow) se, para todo B € R, existe 85 > 0 tal que, se x E D e
se 0 < |x — a| < 85, temos f(x) < B.
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b) Seja D ilimitado superiormente. Diz-se que o limite de f
quando a tende para mais infinito é o nimero real b (indica-se:
lim f(x) = b) se, para todo ¢ > 0, existe um nimero real V ()
—t=

tal que, se x € D e x > V (), entdo [f(x) — b| < e O limite
de f quando x tende para mais infinito ¢ mais infinito (indica-se:

lim f(x) = 4 ) se, para todo B € R, existe um nimero real V (B)
z—+®

tal que, se x € D e x = V(B), temse f(x) > B. (De maneira
andloga, pode-se definir o que se entende pela expressio “o limite
de f quando x tende para mais infinito ¢ menos infinilo”.)

c) Seja D ilimitado inferiormente. Diz-se que o limite de f quan-
do x tende para menos infinito é o nimero real b (indica-se:
im f(x) = b) se, para todo ¢ > 0, existe um nuimero real V ()

z+—@ .
tal que, se x €D e x  V (), entdo |f(x) — b| < & O limite de f
quando x tende para menos infinilo é mais infinilo (indica-se:

lim f(x) = 4 o) se, para todo niimero real B, existe um nimero
T—— @

real V (B) tal que,se x € D e x < V(B), f(x) > B. (De maneira
andloga, pode-se definir o que se entende pela expressdo “o limite
de f quando x tende para menos infinito é menos infinito”.)

Exemplos:

47 — Seja f: R — {0) — R definida por f (x) = ﬁ O limite

de f quando x tende para zero é mais infinito, pois, dado B > 0,

1
f(x) > B, qualquer que seja x € R — {0} com |x| < & = 0
grifico de f, na pdgina seguinte, ilustra esta demonstragdo.

48 — Seja f do exemplo anterior. Mostremos que lim f(x) = 0.
4@

1
Seja ¢ > 0 dado e seja ¥V (¢) um nimero real tal que V() > -

(por exemplo, V() = %) Portanto, se x > V¥ (g), teremos
f(x) = |f‘| < ;:I < &. Analogamente, pode-se mostrar que
lim f(x) = 0.

gE——
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f(x)
A

-1/8 ’ 8 x

Vejamos agora alguns resultados sobre limites infinitos e limites
no infinito (algumas demonstragées serdo deixadas a cargo do leitor) .
As fungdes f e g nos teoremas a seguir estdo definidas no conjunto
D = R e com valores em R. Além disto, a serd sempre um ponto
de acumulagio de D.

Teorema 19 — Se lim f(x) = 4o (lim f(x) = —), entdo
nio podemos ter Ii:n_';(x) =L € Rz_'n:em lim f(x) = —e
(lim f(x) = +o0)e o
z_";'eorema 20 — Se f(x) < g(x) e lim f(x) = 4o, entdo
lim g(x) = 4 oo. =
:—.';'eorema 21 — O limite de f quando x tende para a é mais infinito
se qualquer seqtiéncia (x,) em D — {a} que converge para a ¢ tal
que lim f(x,) = +o.

Prove:

Note-se que lim f(x,) = 4 oo significa que, dado um numero

n—’+m
real B, existe um numero natural My tal que, para todo n = Mg,
temos f(x,) > B.
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Suponha-se que (x,) em D — {a} é uma seqiiéncia que converge
para a e que lim f(x) = +4 . Portanto, dado B € R, existe 83 > 0

z—a

tal que 0 < |x — a| < 33, f(x) > B. Logo, pelo fato de que (x,)
converge para a, segue-se que, para n ‘‘suficientemente grande”,
|*a — a| < 8, donde f(x,) > B.

Por outro lado, suponha-se que, dada uma seqfiéncia (x,) em
D — {a} que converge para a, tenhamos lim f(x,) = - 0. Supo-

m—o

nha-se também que o limite de f quando x tende para a nio seja
mais’ infinito. Isto quer dizer que “existe” um nimero real B tal
que, “para todo” & > 0, “existe” x € D com 0 < |x —a| < b e

tal que f(x) < B. Se tomarmos sucessivamente §; = 1, §, =
=1/2, ...,8, = 1/n, ..., e, correspondendo a cada um destes §,
se tomarmos X;, Xs, -.., X, ..., a seqiiéncia assim construida per-

tence a D — {a}, converge para a e, no entanto, o limite de (f (x,) )}
quando n tende para mais infinito ndo é mais infinito. Esta contra-
dicdio encerra a demonstracio do teorema.

C. Q. D.

Teorema 22 — Suponha-se que lim f(x) — -+ e que g seja limi-

z—6

tada numa vizinhanga de a. Entdo, lim % = 0.
z—a f(x

Prova:

Seja ¢ > 0 dado. Como g ¢ limitada, existe B > 0 e & > 0 tais
que |[g(x) | < Fpara todox € D~ B (a, 3). £ também verdade

que, dado o niimero real —, existe ” > 0 tal que f(x) > — para
g £
todo x € D com 0 < |x —a| < &

Portanto, se § — min {8, 8"}, segue-se que, para todo x € D tal

B
ue 0 < |x —a| < 8, teremos g (%) = Ig(x)l _—t
e 0 < bl T Tl < Tk
C. Q. D.
Teorema 23 — Seja f tal que f(x) > O para todo x € D. Entdo,
fu':.nd 5101 = 0 se, e somente se, ’lin: f(x) = +oo.
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Prova:

O caso em que lim f(x) = < oo estd contido no teorema anterior.

T—a

Suponhamos, portanto, que lim o
z—a A\ )

= 0. Entido, dado qual-

quer ntumero real B > 0, seja € = —;-. Segue-se que existe § > 0

tal que, para todo x € D com 0 < |x — a| < 3, teremos 1 < L
' j@ = B’

ou seja, f(x) > B.
C. Q. D.
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Exercicios

1. Dadas as sucessdes abaixo, diga quais s3o convergentes e, para
estas, qual é o limite:

a) x;, —=x, =1 € x,,, = %, + ¥,—; paratodon 2= 2, n € N;
b) x,,:—;;—,n €-N;
0 x,=\/n+1—+/n,n € N;

d) x,.:(l , "+1),nEN;

n n

2 3
e) x,:l,x,,_,_,_—_L,n}],n EN;

F]
f) «a=nb" 0 < b << 1,en €N (sugestio: para todo n =

p- S S x, ¢ monétona) ;

1
g x,,_n—T,neN,e

2. Sejam (x,) uma sucessio em RP que converge para zero e
(ya) uma sucessio limitada em R?. Mostre que < x,, ¥, > converge
para zero.
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3. Seja (x,) uma sucessio em R. Mostre que lim (x,) = 0 se,
e somente se, lim (|x,|) = 0.

4. Seja (x,) uma seqiléncia convergente em R. Mostre que
(|xa|]) é uma seqiiéncia convergente e que se pode ter (|x,[) conver-
gente e (x,) divergente.

5. Seja (x,) em R uma sucessio de termos positivos. Suponha
que existe lim (-"—;*'-'—\l e seja r este limite. Mostre que:
\ L 4

a) ser < 1,lim (x,) = 0;

b) ser > 1, (x,) é divergente; e

¢) ser = I, nada se pode afirmar com relagdo a convergéncia
de (x,).

6. Utilizando os resultados do exercicio anterior, estude a con-
vergéncia das sucessdes:
bn

a) X, = o

,b>0,n €N;

b) %= ——, b > 0,7 €N;

¢ x,= b, n €N;e

n
d) x,.:—'F.ﬂEN.

7. Seja (x,) uma seqiténcia em R, tal que lim (x,) = x. Mostre

que lim (Vx,) = /x.

8. Seja (x,) uma sucessio em R que converge para zero. Mostre

Xy 4 ... e x, \
que a sucessio (T,) = ( ——— :n € N) também converge
n

/
para zero e que, se (x,) converge para a € R, (5,) também converge
para a.

9. Existéncia de limites:

a) Seja f: R — R dada por f(x) = x -+ 4. Mostre que
lim f(x) = 6.
z— 82
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b) Sefa f: R4 — R* dada por f(x, 3) = (x + V¥ x Vi)
Existe o limite de f quando (x, y) tende para (0, 0)?
c) Seja f: R - R dada por:
1/x,5e x £ 0
fix) =
0, sex =0
Existe o limite de f quando x tende para zero?

d) Seja f: R — R definida por:

fx) = xt sen —/—, se x o4 0
0,sex-:0

Mostre que lim f(x) = 0.

z— 0

e) Seja f: R - R definida por:

1
flx) = |sen-—~;,—~: se x 3£ 0
0, se x = ¢

Existe o limite de f quando x tende para zero?

10. Sejam f: D —» R* e g: D — R?, sendo D um subconjunto
de R? Seja @ um ponto de acumulagio de D e suponha que:

lim f(x) — 0 e g ¢ limitada numa vizinhanca de a. Mostre que
48

lim < f{x), g(x) > =0

x—40

11. Use o resultado do exercicio anterior para mostrar que
lim h(x) = 0, sendo h: R —» R dada por:

—0

. lx sean, s x 5& 0

l 0,se x =10
12. Sejam X «— R? um conjunto compacto ¢ ¥ — R’ um con-
junto fechado. Mostre que X — ¥ é um conjunto fechado (obs.:

X—Y={zs-pz€XeycVt).
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Capitulo IV
FUNCOES CONTINUAS

Neste capftulo vamos nos concentrar na caracterizagio e no estudo
das propriedades de uma classe importante de fungdes: as Fungoes
Continuas. O interesse por elas advém de vdrias razdes, algumas das
quais apresentamos a seguir:

a) Se uma fungio ¢ continua em um ponto, ela ¢ relativamente
“bermn comportada” numa vizinhan¢a daquele ponto. Por exemplo,
se f é continua no ponto @ ¢ f(a) > 0, entdo é positiva numa vizi-
nhanga de a.

b) Se uma fungdo é continua em todo o seu dominio, ela pre-
serva certas caracteristicas topolégicas deste dominio. Por exempio,
a imagem direta de um conjunto compacto por uma fungdo continua
(neste conjunto) é ainda um conjunto compacto; a imagem direta
de um conjunto conexo por uma fung¢do continua (no conjunto) é
ainda um conjunto conexo. Propriedades como as apontadas acima
colocam tais fungdes em posigio de destaque no estudo da topologia.
Do ponto de vista deste texto, entretanto, estaremos interessados em
implica¢Ges mais imediatas destes resultados, tais como o Teorema
do Valor Intermedidrio e o Teorema de Weiersirass. Este tltimo
garante a existéncia de extremos globais para fung¢Ges reais continuas
em conjuntos compactos. O leitor com algum conhecimento de Teo-
ria Econdmica pode perceber o papel importante do mesmo para
garantir a existéncia de mdximos em certos problemas freqiiente-
mente encontrados pelo economista.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na Segio IV.]
apresentamos a defini¢ao de funcgio continua em um ponto de seu
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dominio (continuidade local) e exploramos, com algum detalhe,
as suas principais propriedades (tendo em vista que uma parte
do trabalho “bragal” das demonstragées jd foi feita no capitulo an-
terior, aqui serdo omitidos detalhes das mesmas, sendo o leitor infor-
mado sobre os resultados que necessitard para a elaboragio da prova) ;
na Segio IV.2 estudamos as principais propriedades das fungdes
continuas em todos os pontos de seu dominio (Globalmente Conti-
nuas) e apresentaremos algumas aplicag¢Ses relacionadas com a Teoria
Econdmica; na Se¢do IV.3 definiremos Continuidade Uniforme; na
Segdo IV.4 fazemos uma pequena apresentagio sobre FungGes Li-
neares e FungGes Lipschitzianas; e, finalmente, para o leitor um
pouco mais familiarizado com a Teoria do Equilibrio Geral, na
Segdo IV.5 demonstraremos a existéncia de Equilibrio Competitivo
numa economia de trocas com dois produtos e dois consumidores
como aplicagio.do Teorema do Valor Intermedidrio.

IV.]1 — Continuidade Local

Intuitivamente, pode-se dizer que f é uma fungio continua num
ponto se podemos desenhar o seu grifico, numa vizinhanga deste
ponto, sem retirarmos o ldpis do papel. Isto significa, em outras
palavras, que a fungdo ndo sofre variagoes muito ‘“‘abruptas” nas
proximidades dos pontos onde ela é continua. Por exemplo, se no
ponto a uma fungio contfnua ¢é positiva, entio ela ainda serd posi-
tiva numa vizinhanga de a, o que, entretanto, pode nio acontecer
com fungSes que nio sejam continuas. Vejamos os grdficos na pagina
a seguir e procuremos nos convencer de que este é realmente o caso.

A idéia de que uma fungio continua nio sofre variagGes dema-
siadamente grandes pode ser ainda entendida de uma forma diferente,
qual seja, a de que a "distidncia” entre f (a) e f(x) ndo fique “muito
grande” quando x estd préximo de a (note-se que nos gréficos
da pdgina a seguir temos dois casos distintos que ilustram bem este
fato) . No caso da fungdo continua, por menor que seja a vizinhanga
¥ do ponto f (a) , conseguiremos encontrar uma vizinhang¢a U/ do pon-
to a com a propriedade de que f (x) pertencerd a ¥ sempre que x per-

182



tencer a U, o que nio ocorre com a vizinhanga W da fungio g no
ponto a. Qualquer que seja o intervalo contendo a que considerar-
mos, ele conterd elementos cuja imagem nio pertence a W.

fx) 9tx)

1ta) }v {
rd / w_ |

Fungdo Continua no Ponto a Fungio Descontinua no Ponto a

Passemos agora a tornar mais precisa e operacional a nogio de
continuidade.

Definigido I — Seja f: D —» RP, D — R4, e seja a € D. Dizse que f
¢ “continua no ponto a” se, para todo numero real ¢ > 0, existe
um nimero real § (g, @) > 0 tal que, para todo x € D com |x — a| <
< b (e a), temse [f(x) — f(a)| < e

Vejamos alguns exemplos para tornar mais concreta esta nogao.

Exemplos:

1 — Seja f: R > R definida por f(x) — b, onde & é uma cons-
tante (ver grifico a seguir). A funcio f é contfnua em todos os
pontos de seu dominio. Para verificarmos isto, seja a € R e seja
dado ¢ > 0. Entdo, qualquer que seja o niimero real § > 0 que
tomarmos (por exemplo, 8 = 100), teremos que |f(x) — f(a)| =
= |b — b =0 < ¢ para todo x € R com |x — a| < 8.
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f(x)

b+e

e s —— — — ]

*¥

2 — Seja f: R — R definida por f(x) —= @ + b x, onde a e b sdo
constantes e b 5% 0 (ver grifico a seguir). Mostremos que, dado
¢ € R, f é continua no ponto ¢. Para tanto, observemos que:

f(x) —fle)|=|bx —bc|=|b] |x — ¢ ¢}

f(x)
A

fche ———————

f{c)

f(c)-e

A

i
[
|
|
|
|
!
I
]
<

0O | e e ot v e
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Desta expressio podemos imediatamente descobrir uma maneira
de encontrarmos um valor para 8 em fung¢do do nimero £ dado,
isto é, seja € > 0 dado e, pela “aparéncia” da expressio (1), tome-

mos 3 = —£— Assim, qualquer que seja x € R que satisfizer

|* — ¢] < 8, teremos que:

fx) — fF®)| = || |x —¢| <8 b = —,—f,,—- ] =

Logo, f é continua em c.

3 — Consideremos agora a fungio f do exemplo anterior modifi-
cada da seguinte maneira: f: R — R definida por:

f) = a4 b x,sex g
0, sex =0

sendo que, por simplicidade, tomaremos a > 0 e b > 0. Veja-se

o grifico de f, onde se pode perceber que f nio é continua no

ponto x = 0 (ela ainda é continua nos demais pontos de seu do-

minio). Considere-se a vizinhanca do contradominio de f de raio

a e centro na origem. Observe-se que, qualquer que seja & > 0, se

tomarmos x > 0 e x < & (por exemplo, x =é &), teremos que:
f(x) —f@)|=1)fx)|=la+bx=a+bx>a

Portanto, em qualquer vizinhanga da origem é possivel encontrar-
mos um nimero real x tal que |f(x) — f(a)| > a. Conseqiiente-
mente, f ndo é continua neste ponto.

Convém notar que no desenvolvimento acima utilizamos uma for-
ma bem especifica de dizer que a fungio f nio é continua. E Wtil
escrevermos esta negag¢io explicitamente.

Negacdo da Definicio de Continuidade. A fungio f: D — R»,
D = R9, nio é continua no ponto a € D se existe um nimero real
gs > 0 tal que, para todo nimero real & > 0, existe x € D com

|* —a] < 8 e |f(x) — f(a)| = e,
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4 — Seja f: R - R definida por f(x) = x* Mostremos que f
é continua em R. Tomemos, inicialmente, o ponto a — 0 e obser-
vemos que:

fx) — fO = |=*] = [¢*

Portanto, dado € > 0, se escolhermos & — \/E teremos que, se
|} < & |[f(x) — f(0)] = |x|* < & = e
Logo, f é continua na origem.

Se agora a € R — {0}, temos o seguinte:
f(x) —f@| = |x* — a*| = |x — a| |x + af

Fagamos uma limita¢io preliminar da vizinhanga que iremos con-
siderar (ver o exemplo 33 do Capitulo III) impondo a condigdo
x| < |a|. Isto significa que:

[* — a

< Il + lal < 2 |af
I + ol  J¢| + la] < 2 |al

4
Seja agora ¢ > 0 dado. Tomando 3 = min (2 lal, —zw),

tem-se que: |[f(x) — f(a)|=|x —a||x +a| < 2a| |x —a| < ¢
para todo x € R que satisfaga |x — a| < 9.

5 — Considere-se a fungido f: D - R, D = [0, I] « {3}, definida
por f(x) = x (veja-se o grafico a seguir). Mostremos que f é
continua em todos os pontos de seu domfnio. Se x € [(, 7], o método
do exemplo 2 serve para mostrar que f é continua em x. Quando
x = 3, dado € > 0, se tomamos § — /2, a bola de raio d e centro
em x — 3 contém um tdnico ponto do dominio de f, qual seja, o
proprio 3. Portanto, |f(x) — f(3)| = 0 < ¢ para todo x € D com
|« — 3| < 8.

E ficil generalizar este argumento para mostrar que uma fungio
é sempre continua em pontos isolados de seu dominio. Em particular,
as sucessoes sdo fungdes continuas.
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L3+€ /7

+3-€ /

6 — Considere-se a fun¢ao (chamada a i-ésima proje¢ao) m: R? — R,
i €{1,2,...,q), definida por x; (x) — x,. A i-ésima proje¢ao associa
a cada vetor x de R? a sua i-ésima coordenada (veja-se o grifico
a seguir para uma ilustra¢io). A primeira projec¢do, por exemplo,
associa ao vetor x = (x,;, %) € R? o nimero real x,, que é a
primeira coordenada do vetor x.

As projegbes sdo fungbes continuas, pois, dado a € R9, |m(x) —
—m@)| = |x — & < |]x — a].

Assim, qualquer que seja ¢ > 0, se tomarmos § — ¢, teremos que,
para todo x € R? com |x — ¢ < §, |m;(x) — n(e)| < e

7 — A funcgio de Dirichlet definida em R por:

1,se x€Q

D = _0, sexg Q

187



nio ¢é continua em nenhum ponto do seu dominio, pois qualquer
vizinhanga de um nidmero racional contém numeros irracionais e
qualquer vizinhanga de um nitmero irracional contém nimeros ra-
cionais. Isto significa que, se escolhermos e — 1/2, qualquer que
s¢ja a € R e qualquer que seja a vizinhanga considerada de g,

existird sempre um ponto x pertencendo a ela tal que |D(x) —
— D(a)| > 1)2.

Mol x )=x, f—t x

8 — Seja a fungdo f: R, — R definida por f(x) = \/x, f ¢ uma

fungio continua em qualquer ponto de seu dominio. Seja a € R,
a £ 0, e note-se que:

x) — = x —\Va| = x — 4l <|x—_:|_
Ifx) — f@]| = jvx — Va| ARy -
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Portanto, dado € > 0, se tomamos § = s.\/}_z, podemos garantir
que, para todo x € Ry com |x — a| < §, teremos [\/x — V2 | <

< |x — a

Se 2 = 0, entio tomaremos § = ¢!, pois assim teremos que’
[Vx — 0] = [\V/x | < \/8 = & para todo x € R, com [*] < 8.

— < E.
Ve

9 — Seja f: R — R definida por f(x) = sen x. Seja a € R e

consideremos a identidade sen x — sen a = 2 sen % (x — a)
1
€os —- (x + a)-
Mostraremos agora que f é uma fungio continua em R:
|sen x — sen a| = 2.|sen -%— {(x — a) cos% (x + o)<

1
= 2. senT(x—a)

J=1—a

(na ultima passagem acima utilizamos a seguinte desigualdade:
|sen @ — sen b| << |@ — b| paratodo a € R e b € R).

Portanto, dado ¢ > 0, tomando-se ¢ — §, podemos ver que f é
continua.

< 2. [I%— (x — a)

Fagamos, agora, algumas observagoes gerais com relagdo A definigio
de continuidade.

a) A defini¢gio de continuidade da fungfio f no ponto a é pare-
cida com a definigio de limite de f quando x tende para a. Entre-
tanto, convém notar algumas diferengas importantes: o ponto a, na
Definigdo 1, pertence ao dominio da fung¢do e n3o é, necessaria-
mente, um ponto de acumula¢ao deste dominio; para que a fungio
seja contfnua no ponto & ¢ fundamental seu comportamento neste
ponto — isto é, o valor f(a) —, enquanto no caso do limite o que se
passa no ponto a é absolutamente irrelevante — na figura inicial deste
capitulo, note-se que a fungio g nio é continua no ponto a, porém
b = lim g(x).

z—a

b) O nimero real § depende, em geral, dos valores de € e de a.

Para simplificar a notagdo escrevemos, na maior parte das vezes, 3
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ao invés de § (g, a). Deve, entretanto, ficar gravado na mente do
leitor que, para cada € considerado e para cada ponto a em que
a fungdo ¢ continua, teremos um valor diferente para 8. No caso
em que pudermos escolher § independentemente do ponto a, seri
possivel formular uma nogao mais forte de continuidade (sobre isto
falaremos na Segdo IV.3). .

c) Apesar de a Definigdo 1 ter sido apresentada em termos dos
€ e 5, ela pode ser facilmente reescrita em termos de bolas. Diz-se
que f: D - R?, D = R9, é continua no ponto a € D se, para todo
g > 0, existe uma bola aberta B (a, 8), 8§ > 0, tal que, para todo
x € B(a, d), tem-se f(x) € B (f(a), €), ou seja, {[B(a, 8) ~ D] =
= B(f(a), ¢)-

d) A defini¢io de continuidade pode ainda ser reformulada em
termos de vizinhangas, 'sem apelar explicitamente para os g 8 ou
bolas. Vejamnos isto: dizse que f: D —» R?, D = Rg9, é continua
no ponto ¢ € D se, dada uma vizinhanga ¥V de f(a), existe uma
vizinhanga 7 de a tal que, para todo x € 7 ™ D, temos f(x) € V,
ou seja, f (U~ D) = V.

Mostremos sua equivaléncia com a Defini¢do 1. Suponhamos, ini-
dialmente, que se verifica a condigdo acima e seja dado £ > 0. Sabe-
mos que B(f(a), €) ¢é uma vizinhanga de f(a). Portanto, existe
uma vizinhanga U de a tal que f(U ~ D) = B (f(a), €) . Como U ¢
uma vizinhanga do ponto a, ela contém uma bola de centro em a
e raio § > 0.

Suponhamos agora que f seja continua no sentido da observagao
“c’ anterior e seja ¥ uma vizinhanga de f (a) . Existe, portanto,
uma bola B(f(a),€) = ¥V, e > 0, e, como f é continua, também
existe uma bola B (a, 3), 8 > 0, tal que f[B(a, 8)] = B(f(a), £) =
— V. Como B(a, 8) ¢é uma vizinhanga de a, fica demonstrada a
equivaléncia das definigges.

e) Estamos examinando a continuidade de fungées definidas em
subconjuntos de R? com valores em R? utilizando a Norma Eucli-
deana para medir distincia tanto em R¢ quanto em R?. Tendo em
vista que as trés normas discutidas no Capitulo Il sio equivalentes,
as fungdes que sao continuas em uma destas normas serdo ainda
continuas em qualquer das outras duas. Além disto, a continuidade
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da fungio nio seriz alterada se utilizamos normas diferentes em
R9 e R».

Procuraremos agora estabelecer a relagio exata entre os conceitos
de limite e continuidade e entre continuidade e seqiiéncias conver-
gentes do dominio da fungio.

Teorema ! — Seja f: D —- R?, D — RS9, e seja a € D um ponto
de-acumulagdo de D. A fungio f é continua no ponto a se, e somente

se, lim f(x) = f(a).
Prova:

A continuidade de f no ponto a assegura que, dado £ > 0, existe
d > 0 tal que |[f(x) — f(a)| < e qualquer que seja x € D com
|* — a] < 8. Entretanto, como a é ponto de acumulagio de D,
podemos afirmar que 0 < |x — a| < d verifica-se para algum x € D,
x £ a. Daf, podese afirmar que, se x € D e 0 < |x — a| < §,
teremos |f(x) — f(a)| < e, isto & lim f(x) = f(a).

Se o lim f(x) = f(a), temos que, qualquer que seja ¢ > 0,

0
existe § > 0 tal que |[f(x) — f(a)| < € para todo x € D com
0 < |x — a|] < 3. Como a € D, segue-se que f é continua.

Teoreina 2 — Seja f: D - R*, D = R9 esejaa € D. A fungdo f
é continua no ponto a se, e somente se, qualquer que seja a sucessao
(x,) em D com lim (x,) = a, tivermos que a sucessio (f(x,)) con-

verge para f(a).
Prova:

Se a é ponto de acumulagio de D, entio (Teorema 12 do Capf-

tulo I1I) lim f(x) = f{(a) se, e somente se, qualquer sucessio
—a
(x,) em D — {a} que converge para a é tal que (f(x,)) converge

para f(a). Como o ponto a € D e o limite da sucessio f(x,) (ou
seja, o limite de f quando x tende para a) é f(a), podemos relaxar
o requisito de x, £ a para todo n € N, sem prejufzo do resultado.

Note-se, por fim, que, se a nio é ponto de acumulagio de D, f
é continua em a (ver exemplo 5 anterior). Além disto, a seqiiéncia
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(x») em D converge para a se, e somente se, o elemento a repetir-se

um numero infinito de vezes a partir de um certo indice M. Logo,
f(xs) = f(a) para todo n = ¥.-

C. Q. D.

O resultado acima nos fornece um critério 1til para mostrar que

uma fungdo n3o é continua num ponto a de seu dominio. Para

. tanto, basta encontrarmos uma sucessao (x,) em D convergindo para

a tal que (f(x,)) n3o converge ou converge para um valor dife-
rente de f(a).

Exempios:

10 — A fungdo f: R* - R definida por:

xy
—_——, se (x, 0,0
) = | T (x, 3) ¥ (0, 0)
0,se (x,y) = (0, 0)
nio ¢ continua no ponto (0, 0), pois j4 mostramos (exemplo 37 do
Capitulo III) que ndo existe o limite de f quando (x, y) tende
para (0, 0).

11 — Da mesma maneira, a fungdo f: R — R definida por:

_ Isen 1[x,se x o4 O
- ]-0, sex =0

1(x)
n3o ¢ continua no ponto x = 0, pois ndo existe o limite de f quando
x tende para zero (exemplo 38 do Capitulo III).

12 — A fungio f: R — R definida por:

x sen 1[x, se x 4 0

fx) = 10, sex =0

é continua no ponto x = 0, pois, dado ¢ > 0, se tomarmos 3 = e,

teremos que |f (x) — f(0) | = |x sen —é-

= ||

1
sen -—x—l < <s
sempre que |x| < 3.
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E interessante observar um esbogo grafico de f para termos uma
idéia mais intuitiva da razdo pela qual a fung¢do é continua.

h(x)=x

Intuitivamente, o que ocorre ¢ o seguinte: 3 medida que x apro-
xima-se de zero, ele passa a ser o elemento dominante na expressio

1 . = 1 .
x sen —— e, desta maneira, “aperta” a fungio sen - e bico do

cone gerado pelas retas h(x) — x e g(x) = — x (compare-se o
grdfico acima com o da fungio do exemplo anterior).

Vejamos agora alguns teoremas sobre continuidade de fungGes.
Alguns destes resultados ndo serio demonstrados, tendo em vista a
semelhanga da demonstragdo com a dos teoremas anélogos sobre
limites.

Teorema 3 — Sejam f: D —» R* e g: D - R?, D = RS9, continuas
no ponto a € D. Entdo, (f 4 g) e < f, g > sdo continuas no
ponto a.

Teorema 4 — Sejam f: D -5 R? e a: D - R, D = R9, contfnuas
no ponto @ € D. Entdo, (af) é uma fung¢io continua em a. Além

disto, se a(x) & 0 para todo x numa vizinhanga de a, entdo (-i- f)
a

é continua em a.



Teorema 5 — Seja f: D - R?, D = R9, contfnua no ponto a € D.
A funcdo ||f|| definida por ||f||: D — R tal que ||f|| (x) = |f ()|
é continua no ponto a.

Prova:

Dado € > 0, existe d > 0 tal que, para todo x € D com |x — a| < §,

(=) — f(@] < & Portanto, | [Ifl|() — |Ifll(@)| = | If(x)] —
— |f@) || < |f(x) —f(a)]| < e para todo x € D com |x — a| < &
C. Q. D.

Teorema 6 — Sejam f: D - R?>, D = RY%, e g: ¥V = R™, V = R?.
Entdo, se f é continua em x — a e g é contfnua em b = f(a),
g.f ¢ continua em a.

Prova:

A figura a seguir praticamente demonstra o teorema. Em fung3o
disto, um exame cuidadoso da mesma facilitardA muito o entendi-
mento do restante da demonstrag3o.

Dado ¢ > 0, temos, pela continuidade de g no ponto b, que
existe 3; > 0 tal que, para todo y € ¥ com |y — b| < §,, temos
lg(¥) — glf(@)]] < & Como f é continua em a, existe 3§, > 0 tal
que, para todo x € D com |x — a| < d,, temos |f(x) — f(a)| < 3.
Portanto, para todo x € D(gf) com |x — a| < 8, teremos
|glf (x)] — glf(@)]] < & isto & gof é continua em a.

C. Q. D.
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Exemplos:

13 — Seja a fungdo f: R —» R definida por:

sen_l— se x 5£ 0
fx) = %"

0,se x =0

J& vimos que f ndo ¢ continua no ponto x = 0. Se x £ 0, f(x) =
= k[g(x)], onde h: R — R é definida por h(x) = sen x e g: R —

— {0} - R ¢ definida por g(x) = -%-..

g ¢ uma fungdo continua em todos os pontos de seu dominio (por
qué?) e h também é continua. Logo, h,g é continua pelo teorema
que acabamos de demonstrar.

14 — Seja a fungio f: R? = R definida por f(x) = (x] + x; +
+ ... 4+ x2)?/* (Norma Euclideana). Seja x: R? = R definida
por ni(x) = (m,(x))* 4+ ... 4+ (me(x))* e h: R, — R defini-
da por h(x) = \/x. Notese que x é continua em R, pois é uma
soma de fungGes continuas, e /& é continua em R (exemplo 8). Como
f = hgm, seguese que f é continua em R¢.

15 — Seja a fungio f: R* — R definida por:

flx, y) = ?%;7 se (x,9) v (0, 0)

~0,se (x,y) = (0, 0)

J4 vimos que f ndo é continua no ponto (0, 0). Mostremos agora
que ela é continua nos demais pontos do dominio. Notese que,

se (x,y) s (0, 0):

T (z, y) - xs(z, ¥
iz, v) (w1 G2, ¥))* + [x2 (2, ¥)]®

Portanto, o numerador é uma fungio continua e o denominador
¢ também uma fungio continua em R* — { (0, 0) }. Em conseqiiéncia
do Teorema 4, f é continua.
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16 — E fcil ver que a condigdo do Teorema 6 ¢ suficiente, porém
nio necessiria. Basta tomarmos qualquer fungio f definida em R
e descontinua em algum ponto e a fung¢do constante g: R — R'de-
finida por g(x) = b. Obviamente, g.f é continua.

17 — Da mesma forma, os Teoremas 3, 4 e 5 fornecem apenas
condigdes suficientes de continuidade. Por exemplo, seja f: R - R
definida por:

-

1,se x € Q

) = —I,sex ¢ Q

f é descontinua em todos os pontos de seu dominio.

Seja agora g: R — R definida por:

—1,sex € Q

g0 = I,se x ¢ Q

Portanto, g também ¢ descontinua em todos os pontos do dominio.
Entretanto, (f 4- g) ¢é continua; ||f|| e ||g|| sdo continuas.

18 — Seja f: D — R®, D = R9%, uma fungdo continua em todos
os pontos do conjunto D e seja Y — D. Definindo g: ¥ = R¢ de
forma a termos g(x) = f(x), é intuitivo que g é uma fungao
continua. A continuidade de g pode ser provada simplesmente -no-
tando-se que g = f,Iy, que sdo fungées continuas (Iy é a fungdo
identidade em Y). A fungdo g, na verdade, é a restrigaio de f ao
dominio Y. Em geral, a restrigio de f a qualquer subconjunto Y de
seu dominio seri indicada por f/Y.

Demonstraremos agora um resultado que simplifica muito certas
verificagoes de que uma fungdo com valores em R? é continua. Para
tanto, observemos que, se f: D — R?, D — R¢9, entdo f pode ser
escrita em termos das fun¢Ges componentes f: D — R, D = R9,
da seguinte maneira: f = (f,, fs, ..., fp), onde, para cada x € D,

tem-se f(x) = (f(x), fa(x)s o) fp(x))-
Teorema 7 — Seja f: D - R®, D = R9Y, seja @ € D e sejam
fe D> R, 1 i< p,tais que f(x) = (fr(x), fa(x), -:s fo(x))-
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A fangdo f ¢ continua no ponto a se, e somente se, f;, fq, ..., fp
sio continuas em a.

Prova: /

Se f é continua, as fun¢Ges componentes também o sio, pois, para
cadai € {1, 2, ..., p). i = mof.

Por outro lado, se, para cada i € (1, 2, ..., p}, f, é continua no
ponto a, qualquer seqiiéncia (x,) em D que converge para a ¢ tal

que (f;(x,)) converge para f,(a). Conseqiientemente, (f,(x,), ...,
«.., fp(x,)) converge para f(a) = (f;(a), ..., fp(a)), qualquer
que seja a seqiiéncia (x,) em D com lim (x,) = a. Portanto, f é
contfnua.

C. Q. D.

19 — Seja f: R* — R* definida por f(x,y) = (x* 4+ ¥*; x* — »").
A fungido f é continua em todos os pontos de R*, pois f,- R* - R
definida por f,(x, y) = x* 4 y* é continua em todos os pontos
de R* (por qué?) e f,: R* - R definida por f,(x, ) = x* — »*
também ¢ continua em todos os pontos de R* (por qué?).

20 — A fungdo f: R — R* definida por f(t) = (¢, 2t) é continua
em todos os pontos de R, pois as fungdes f,- R > Ref,: R > R
definidas por f,(t) = t e f,(t) = 2t sio continuas em todos os
pontos de seu dominio.

Teorema 8 — Sejam f: D - R, g: D - R, D = R, continuas no
ponto a € D. Se f(a) > g (a), entdo existe § > 0 tal que f(x) > g(x)
para todo x € D que satisfaz |[x — a| < 3.

Prova:

A fungio (f — g) ¢ continua em a. Logo, dado € = f(a) —
— g(@) > 0,existe 3 > Otalque g(a) — f(a) < f(x) — g(x) —
— (f(@ — g@) < f(@@ — g(a) para todo x € D tal que
|x — a] < 3. Segue-se que f(x) — g(x) > 0 para todo x € D
com |x — a| < 3.

C. Q. D.

197



Coroldrio — Seja f: D - R, D = R, continua no ponto a € D.
Se f(a) > 0, existe 8 > 0 tal que f(x) > 0 para todo x € D que
satisfaz |x — a| < 8.

Convém observar que, quando enunciamos a segunda parte do
Teorema 4, fizemos a hipdtese de que a (x) «& 0 numa vizinhanga
do ponto a. Em vista do coroldrio acima, esta hipétese poderia ser
substituida por a(a) £ 0.

IV.1.1 — Descontinuidades das Func¢des Reais

A natureza das descontinuidades de uma fung¢do é um fato de
importiancia em certos casos. Por exemplo, ji vimos que a fungio:

sen I[x, se x ok 0
fx) =
0,se x =0
¢ descontinua em x = 0 e que a fungdo:

. e} bx,se x s« 0
gx) =

0,se x =20

também ¢ descontfnua (se a ¢ 0) na origem. Existe, no entanto,
uma diferenga entre as descontinuidades destas fungdes, qual seja,
se redefinirmos g no ponto x — 0, podemos torni-la continua. En-
tretanto, qualquer que seja a maneira que escolhermos para redefinir
a fungio f em x = 0, ela permanecerd sendo descontinua.

Este é apenas um exemplo que mostra existirem virios tipos de
descontinuidade com *“gravidades” diferentes. O principal resultado
que queremos demonstrar é que as fungdes mondétonas ndo possuem
um “nimero muito grande” de descontinuidades, isto é, o conjunto
de pontos onde uma fung¢do monétona é descontinua ¢, no maximo,
enumerdvel.

Defini¢do 2 (Tipos de Descontinuidade) — Seja f: D - R, D — R,
descontinua no ponto a € D. Um dos seguintes casos pode ocorrer:

a) o limite de f quando x tende para a existe, porém ¢ diferente
de f(a) (descontinuidade removivel) ;
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b) existem os limites laterais f(a -+) e f(a —), porém eles sdo
diferentes (descontinuidade de 1.2 espécie) ; e

¢) ndo existe um dos limites laterais (descontinuidade de 2.2
espécie) .

Exemplos:

21 — A fungdo g acima tem descontinuidade removivel no ponto
x = 0.

22 — A fungao f: R — R definida por:

l,se x >0
f(x) =

—1,se x <0

tem descontinuidade de 1.2 espécie no ponto x — 0, pois f (0 4+) = I
ef(0—-) = —L1

23 — A fungdo f: R —» R definida por:

sen 1j/x, se x & 0
fx) =
0,se x =20
possui descontinuidade de 22 espécie no ponto x — 0.

24 — A fungdo h: R — R definida por:

! se >0
h(x) = | =" %F
0,sex <0
possui descontinuidade de 2.2 espécie no ponto x — 0, pois ndo

existe o limite de f quando x tende para zero pela direita (observe-se
que, quando afirmamos que ndo existe limite, na verdade ni3o existe
limite no conjunto dos nimeros reais). O grifico da fung¢io h
‘poderd ajudar o entendimento da argumentagio acima.

25 — Seja f: D > R, D — R, uma fungao mondtona. J4 vimos
que existem os limites laterais f(a 4+) e f(a —) em todo ponto a
que seja ponto de acumulagao de D> e D< (ver Teorema 18 do
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L
f{x)

.V

Capitulo III). Portanto, uma fungio monétona, além de ndo possuir
descontinuidade de 2.3 espécie, também n3o possui descontinuidades

removiveis, pois, se f é descontinua em a e se existe lim f(x), entdo
z—a

lim f(x) £ f(a). Suponha-se, para fixar idéias, que lim f(x) = b

e que f(a) > b. Dado € = f(a) —' b, existe § > 0 tal que, para
todo x no dominio de fcom a — 8§ < x < a 4 &, teremos b —
— @) <f(x) — b < f@ — b

Portanto, f(a) > f(x) para todo x em (@ — &, @ + &), o que é
incompativel com f monétona.

Teorema 9 — Seja f: D - R, D- <= R, uma fungio monétona,
O conjunto dos pontos de descontinuidade de f é contdvel (isto é,
ele ¢ finito ou enumerdvel) ..

Prova:

Seja ¢ € D um ponto onde 'f é descontinua. Entdo, f(c ) o
o f(c —), uma vez que f é monétona. Suponha-se, para fixar
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idéias, que f é monétona crescente. Entdo, f(c 4) > f(c —), pois,
dado ¢ > 0, existe x € D tal que — ¢ < f(x) — f(c 4+) < e e
também existe x’ € D tal que — ¢ < f(x) — f(c —) < & onde
e <x<a+dea— 8 < x' L a Portanto, f(x) = f(x) e,
entdo, ¢ 4 f(c +) > f(x) 2 f(x) > f(c —) — & ou seja,
fle 4+) > fle =) — 2

Como a desigualdade acima vale para todo ¢ > 0 e como j4 sabe-
mos que f(c 4) £ f(c —), seguese que f(c 4+) > f(c —).

Observe-se agora que, se ¢ € D, ¢’ > ¢, e f é descontinua em ¢,
entdo f(c’ —) = f(c 4), como pode ser visto por um argumento
semelhante ao anterior.

Consideremos agora o intervalo (f(c —), f(c +)) e tomemos
7, €Q~(f(c =), f(c +)). Logo, a cada ponto de descontinuidade
de f podemos associar biunivocamente um niimero racional, donde
se segue a conclusio de que o conjunto destes pontos é, no maiximo,
enumerivel.

C. Q. D.

IV.2 — Continuidade Global

Estudaremos, nesta se¢do, algumas das propriedades das fungges
que sdo contfnuas em todos os pontos de seu domfnio. Os trés
principais teoremas a este respeito sio: o da continuidade global,
o da preservagio da conexidade e o da preservagao da compacidade.
Apds cada um deles procuraremos retirar algumas de suas conse-
qiiéncias importantes. Entretanto, a discussio que se segue ao teo-
rema da continuidade global ndo é essencial para a compreensio
dos demais teoremas da se¢do, pois ela é feita com o objetivo de
particularizar a conclusdao para situagdes de interesse em Teoria
Econémica. Em outras palavras, o que faremos apds a apresentagio
do teorema da continuidade global é “ajeitar” a conclusio de ma-
neira que o resultado possa ser imediatamente reconhecido quando
o leitor defrontar-se com aplicagGes econdmicas do mesmo.
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Convém recordarmos dois fatos:

a) Imagem Inversa: seja f: D - R?, D — R9, e seja W < R»,
A imagem inversa de W por f é o conjunto f~!(W) = (x € D:
f(x) € W)

b) A fungio f é continua no ponto a € D se, para toda vizinhan¢a
¥V de f(a), existe uma vizinhanga {/ de a tal que, para todo
x&D ~ U, temos f(x) € V.

Defini¢do 3 — A fungdo f: D - R?, D = R9, é continua em D
(ou, mais simplesmente, é continua) se f é continua em todos os
pontos de D.

Para motivar um pouco o teorema da continuidade global, obser-
vemos o seguinte: se g: R? - R ¢ a fungio constante e se 4 = R?
¢ aberto, entio g(4) = {a} é um conjunto fechado (ou, mais
importante do que isto, g(4) nio é um conjunto aberto). Outro
exemplo, menos trivial, deste mesmo fato é dado pela funcio
h: R - R definida por:

—x* x,sex >0
h(x) = + =
x* | x,sex <0

Dado o conjunto aberto (—I, 0) no dominio de h, h ((—1,0)) =
= [—1/4, 0), ou, ainda, h((—1, 1)) = [—1/4, 1/4]. Vejamos
o grdfico a seguir para nos convencermos disto.

h(xﬂ

-’72

N ————e ——

——— — ———
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Teorema 10 — A fungio f: D —- R?, D = R9, é continua em D
se, e somente se, para cada conjunto V aberto em RP?, existe um
conjunto W aberto em R? tal que W ~ D = f-1(¥).

Prova:

Sejam f contfnua em D, ¥ < R* aberto e a € f~*(V) (se
f-* (V) = ¢, faga-se W = ¢). Entdo, V é uma vizinhanga de f (a)
(por defini¢do de imagem inversa, f(a) € V). Sendo f contfnua,
existe uma vizinhanga U de a tal que f(U ~ D) = V. Como U ¢
uma vizinhanga de a, existe um conjunto aberto W, — U. Definire-
mos, portanto, W da seguinte forma:

W= v W,

a€y-1 (V)

Desta forma, teremos W ~ D = f—1(V), pois:

a) seyefi(V)=>ye€DeyeW, =>yeDWe

b) sey € W ~ D =»y € W, para algum a ¢ f~* (V) =»
=-f0) € V =>y € [~1(V).

Mostremos agora que, verificando-se a condi¢do do teorema, f €

continua em D. Seja a € D e seja ¥ = R? um conjunto aberto que
contém f (a) . Existe um conjunto aberto W = R? tal que W ~ D =
= f~1(".

Como f(a) € ¥, a € W, que é uma vizinhanga de 2 com a proprie-
dade de que, se x € W ~ D, f(x) € V. Entio, f é continua em a.

Como a ¢ um ponto qualquer de D, f é continua.
C. Q. D.

Coroldrio 1 — A fungdo f: RY — R* ¢ contfnua em R? se, e
somente se, para cada conjunto V aberto em R?, o conjunto f—* (V)
¢ aberto em Roe.

Como aplicagdo deste coroldrio, podemos mostrar uma vez mais
que a funcdo:

1
f(x) = ]sen—;—,se::;&O
0, se x =0
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ndo-¢ continua em R, pois f—4((—1, 1)) = R — A, onde
A= ({x¢cR:x = -@;2—1)::_‘ n ¢ N) nio é um conjunto aberto.

Para verificarmos que R — A4 nio ¢ aberto, note-se que 0 € R — 4
e, no entanto, qualquer vizinhanga de 0 contém elementos de A.
Observe-se ainda que o argumento acima continua vilido qualquer
que seja o valor atribuido a f no ponto x = 0.

Antes de apresentarmos o Coroldrio 2, é conveniente introduzirmos
uma notagdo. Dados a fungdo f: D - R, D = RY, e o ntimero real
a, denotaremos por a, € a_ O0s seguintes conjuntos:

ar = (x €D:f(x) >a) e a-={x€D:f(x) <a)
Denotaremos ainda por a, e a_ os seguintes conjuntos:
@, = (x€D:f(x) 2 a) ¢ & = {(x€D:f(x) < a)

Coroldrio 2 — A fungio f: D - R, D = R9, é continua em D
se, e somente se, para todo a € R, existem conjuntos abertos em
Re, W, e W_,taisque W, ~D=a,eW_~ D =a..

Prova:

Seja f contfnua em D, seja a € R e sejam a conjuntos abertos em
R: A= (x€R:x < a)e B= (x € R: x > a). Portanto, pelo
teorema da continuidade global, existem os conjuntos abertos W, e
W_, pois ay = f-*(4) e a_ = f~1(B). ‘

Suponhamos agora que a condigdo do teorema se verifica. Seja V
um conjunto aberto em R. A estrutura dos conjuntos abertos de
nimeros redis (Teorema 4 do Capitulo 11) garante que V é uma
reunidao enumeravel de intervalos abertos dois a dois disjuntos. Além
disto, este conjunto de intervalos é wnico.

Seja, portanto, ¥ = ‘v (1)), onde j € N. Notemos que esta uniio

pode ser infinita. Mesmo neste caso, podemos escrever:

) = v 1)

204



Dado § € N, o intervalo I; é de uma das formas abaixo (onde
a, b sio nimeros reais e b > a):

a) Iy = (x €R: x < b);

by T ={(xe€R:ag<x<b)={(x €R:x < b) ~n{(x€ER:
X > a}; ou

¢ Iyj= {x¢€R:x > a)

Para os intervalos do tipo “a” temos que f—!(l;) = (x € D:
f(x) < b} = b_; para os do tipo “b", f~1(l)) = (x €D: f(x) <
< by~ {x €D: f(x) > a} = b_ M a,; e, para os do tipo *¢”,
() = (x € D: f(x) > a) = a,. Assim, podemos dizer que:

— no caso “a” existe um conjunto W, aberto em R¢ tal que

W, ~ D = f1(l);

— no caso “b” existem dois conjuntos Wse W; abertos em R tais
que f-1(l) = (W; ~ D) (W; ~ D), ou, ainda, f~1(I) =
— (W; ~ Wb ~ D e, como W:& s W} é aberto, também existe W,
(=W; ~W;) tal que f~1(I)) = W; ™ D;e

— o0 caso “c” é semelhante ao caso “a’’.

Portanto, temos finalmente que:
JTW) = 1 U) = (WD) =D A (W)
j

Conclui-se, portanto, que f é continua, uma vez que w W, é um
7
conjunto aberto,

C. Q. D.

Como aplicagido de uma parte do Corolirio 2, considerese a
fungio:

U: ﬁi-vR

definida por U/ (x, y) = log x + log y. E fAdl ver que U é uma
fungio continua em seu dominio (interior de R%) e, dessa maneira,
qualquer que seja a €R, o conjunto { (x,y) € R*: log x 4 logy- > a}
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¢ aberto. Por exemplo, se a = 0, temos a representagio geométrica
deste conjunto na figura a seguir.

logx +logys 0

'y

Coroldrio 3 — A fungio f: D - R, D = R?, é continua se, e

somente se, para todo a € R, existem conjuntos fechados F_ e F_
taisque F, "D —a; e F_ D =q_.

Prouva:

Note-se que [: a4

= {x € D: f(x) D> a)

a =

{x € D: f(x) < a} = a_; ED

= a+.

O corolério anterior afirma que f é continua se, e somente se,
existemn conjuntos abertos em R?, W, e W_, taisquea_ = W_"D
ea, = W, ~ D:

L= Lor- o= (L)~ Lo = L

Finalmente, notemos que E w_
D

(Re — W_) ~ D e, por-
tanto, [: W_ é fechado em R9. Tomando F, E W_, segue-se
b o

que E+ =F+ AD.
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Um argumento semelhante mostra que a. = F_. ~ D, F_ fe-
chado em R9.

Coroldrio 4 — Seja f: R? — R. As seguintes afirmativas sio equi-
valentes:

a) f é continua em R¢;

b) a_ e a; sdo conjuntos abertos em RS9, qualquer que seja
a€ER;e ’

€) @, e @. sio conjuntos fechados em RY, qualquer que seja
a € R.

Analisarecmos agora — de maneira geral — como estes resultados
podem ser aplicados a um problema importante na Teoria do Com-
portamento do Consumidor. Suponha-se que as alternativas de con-
sumo de um individuo sejam representadas por um subconjunto
X de R? e que, dados x € X e y € X, exatamente uma das alternativas
abaixo seja verdadeira:

a) o individuo prefere x a y (notagdo: x P y);

b) o individuo prefere y a x (notagdo: y P x); e

c¢) o individuo ¢ indiferente entre as alternativas x e y (notagdo:
x[ly).

Quando ocorre a alternativa “a” ou a alternativa “c”, dizemos que
x ndo é inferior 2 y (notagdo: x R ¥).

E f4cil verificar que x R x para todo x € X; que,se x Ryey R z,
entdio x Rz paratodo x € X,y€ X ez€ X, e que,dados x € X e
y€ X,oux RyouyRx.

Esta relagdo bindria com as trés propriedades acima é chamada
uma Relagdo de Preferéncias em X.

Dados X e uma Relagio de Preferéncias em X, uma questio rele-
vante é a seguinte: existe alguma fungdo U: X — R que seja

continua e tal que U(x) = U(y) sempre que x R y? No caso
afirmativo, diremos que representa a relagao de preferéncias R.

A resposta a esta pergunta é dificil e estd além do escopo deste
livro, mas o leitor interessado pode consultar, por exemplo, Debreu
(1959, Cap. 4) . Procuraremos, no entanto, indicar como os resultados
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anteriores sio utilizados para se chegar a uma resposta afirmativa.
Simplifiquemos um pouco a questio admitindo que X — R?. Obser-
ve-se que, se existe a fungio U: R® — R, entdo ela tem a seguinte
propriedade: para todo x € R®, os conjuntos {y € R?: U(y) >
> U(x))e{y¢€ R: U(y) € U(x)) sdo abertos em R* (Coro-
ldrio 4). Estes conjuntos estio representados na figura a seguir e
correspondem is dreas acima e abaixo da curva de indiferenga U (x)
da fungio U.

X2

{yeRp: uly ) =>u( x)}

{)eRp:u(yk ulx )}

E também uma conseqfiéncia do Coroldrio 4 que, para todo
x € R?, os conjuntos:

{y €ER:U(y) Z2Ux))e {y €eR:Up) < U(x))
sao fechados em R».
Em vista destas consideragges, fica claro que ndo existe chance de
demonstrar a existéncia da fungdo U sem que se verifiquem as

propriedades acima. Segue-se disto que, se se faz a hipétese de que
0s conjuntos:

{y €ERP: x Ry} e {y € R%:y R x) ()
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sdo fechados, ndo estaremos restringindo em nada a generalidade da
demonstragio. Esta hipétese ¢ usualmente feita nos tratamentos
deste problema — uma vez mais indicamos Debreu (1959, Cap. 4)
como uma referéncia importante sobre o assunto — pois ajuda na
constru¢io do argumento.

Coroldrio 5 — A fungdo f: D — R?, D = Rg9, é continua em D
se, e somente se, para cada conjunto F fechado em R?, existe um
conjunto G fechado em R? tal que G ~ D = f—!(F).

Prova:

Suponha-se que f é continua em D e seja F = R? fechado.
Entdo, existe um conjunto aberto W — R? tal que W ~ D =
=f-*(R* — F) = D — f~*(R).

Portanto, z € j~! (F)<=rz €Dez e W " D<«=rz €D —

—(W~Dy<=rzeDeze[W<=rze D [ Como
J-!F) =D~ EW, fica demonstrada a primeira parte do teorema.

Suponha-se agora que a condigdo do teorema se verifique e seja

¥V = Rr aberto. Entio, temos que E YV — R? — V ¢ fechado e, neste

caso, existe um conjunto fechado G — R¢? tal que G ~ D =
=f(R* — V) = D — {~1(V).

De forma aniloga ao que fizemos acima, conclui-se que f—1 (V) =
= D~ E G.

Como E G ¢ aberto, f é continua.

Coroldirio 6 — A fungdo f: R? — R® é continua em R se, e
somente se, para cada conjunto F fechado em R?, o conjunto -1 (F)
¢ fechado em R
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IV.2.1 — Preserva¢io da Conexidade

Teorema 11 (Preservagio da Conexidade) — Seja f: D — R?,
D < R¢Y continua em D, Se D é conexo, entido f (D) é conexo..

Prova:

Suponha-se que f (D) é desconexo. Neste caso, existem conjuntos
abertos 4 e B em R? tais que:

AfD)#¢; B j(D)=¢ ()
ANy~ BfDI=9¢ @)
[A ™ §(D) Y [B " (D) =Ji(D) )

Pelo teorema da continuidade global, existem conjuntos abertos
A,, B, em Rq tais que:

A; /"D = f-1(d) e B, ~ D = f-1(B)
Notese que f~1(A) £ ¢ e f~1(B) o ¢. Além disto,
(4 ~ D) ~ (B ~ D) = ¢, em vistade (3), e (4, ~ D) v
“ (B, D) = D, em vista de (4).

Dessa maneira, 4, € B, formam uma desconexdo para D, o que
significa que, se f (D) nado é conexo, D também ni3o é conexo. Esta
afirmativa é equivalente a afirmativa do teorema.

C. Q. D.

Coroldrio — Se f é continua em H = D e H é conexo, entio f(H)
é conexo.

Prova:
f{H é continua em seu dominio.
Exemplo:

26 — A esfera S = {(x,y) € R*: x* 4 y* = 1} é um conjunto
conexo, pois é a imagem de R pela fungio continua f: R — R*
definida por f(t) = (sen ¢, cos t).
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Apresentaremos a seguir um segundo coroldrio do Teorema 11,
que, entretanto, pela sua importincia, serd denominado de teorema.

Teorcma 12 (Teorema do Valor Intermedidrio) — Seja f: H — R,
H = R9, continua e limitada no conjunto conexo H. Se existe k € R
tal que inf f(H) < k < sup f(H), entdo existe ¢ € H com a
propriedade de que f(c) = k.

Prova:

Suponha-se que H ¢ conexo, que f ¢ continua em H e que k€ R
seja tal que inf f(H) < k < sup f(H). Se f(x) »& k para todo
X € H entio k & f(H) e os conjuntos 4 = {t ¢ R: t < k} e
B = (t.€ R: t > k) formam uma desconexdo para f(H). Isto
contradiz a hipétese de que H ¢ conexo e f é continua,

C. Q. D.

E interessante notar que, apesar de as fung¢des continuas possuirem
esta propriedade do valor intermedidrio, existem fungSes descont-
nuas que também gozam dela. Por exemplo:

fl) = sen%,sex-;ﬁo

0,sex = 0

O conjunto de valores de f é [—1, 1], isto & ela assume todos
os valores no intervalo [—I, 1]. Certamente, as fungdes que possuem
descontinuidades removiveis ou de 1.3 espécie nio possuem esta
propriedade.

Vejamos duas aplicages do teorema:

a) Seja f: [a, b] - R continua e tal que f([a, b]) = [a, b].
Mostraremos que existe x € [a, ] tal que f(x) = x, isto é, o grifico
da fungio f corta a diagonal do quadrado cujos lados sio (@, a),
(a, b), (b, a) e (b, b).

Para provarmos isto, consideremos a fungéo g: [a, b] = R definida
por g(x) = f(x) — x. Notese que g(a) = f(a) — a 2= 0. Entre-
tanto, se g (@) = 0, a é o x procurado. Da mesma forma, g (b) < 0.
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Se g(b) = 0, b é o x procurado. Se g(a) > 0 e g(b) < 0, entdo

existe x € (a, b) tal que g(x) = 0, uma vez que g é uma fungio
contfnua. Isto &, f(x) = x.
A 4
b4
G(t)
== ===
|
|
|
a . i
’
e
|
~ '
/ | >
T M e
a x b

b) Seja § = {x € R*: |x| = 1} e seja f: § - R uma fungio
continua em S. Mostraremos que existe z ¢ S tal que f(z) = f(—2z).
Com efeito, seja g: S — R definida por g(x) = f(x) — f(—x).
¢ é bem definida, pois, se x € §, —x € S. Além disto, g(x) =
= f@®) — f(=x) = — [[(=%) — f(x)] = —g(—x). Se
g(x) = 0, entdo f(x) — f(—x); em caso contririo, g(x) e g(—x)
sio de sinais opostos e, pelo teorema do valor intermedi4rio, existe
z € S tal que g(z) = 0, ou seja, f(z) = f(—2).

IV.2.2 — Preservagio da Compacidade

Teorema 13 (Preservaq§6 da Compacidade) — Seja f: K — R?, -
K — R9, continua em K. Se K é compacto, f(K) ¢ compacto.

Prova:

Suponha-se que X é compacto. Se f(K) nio é compacto, existe
uma sucessio (y,) em f(K) que ndo possui subsucessio convergente
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para um elemento de f(K). Para cada n € N, existe x, € K tal que
¥» = f(%.)- A sucessio (x,) possui uma subsucessio (x.,) que
converge para x € K (pois K é compacto), Como f é continua,
(f (xa,) ) converge para f(x) € f(K), o que contradiz a propriedade
da sucessio (y,).

C. Q. D.

Coroldrio 1 — Se f: K — R?, K — Rv, ¢ contfnua no compacto K,
entdo f é limitada em K.

Coroldrio 2 — Seja f: D - R?, D — R¢. Se f é continua em X = D,
K compacto, entdo f(K) ¢ compacto.

Prova:

f/K é continua no compacto K.

O préximo resultado é um corolirio do Teorema 13, que, pela
sua importancia, no entanto, serd representado na forma de um
teorema,

Teorema 14 (Teorema de Weierstrass) — Seja f: K > R, K = RS,
cont{nua no conjunto compacto K. Entdo, existem x® € K e z, € K

tais que f(x®) = sup f(K) e f(x,) = inf f(K).
Prova:

Basta notar que sup f(K) e inf f(K) sdo pontos de fronteira de
f(K) e que f(K) é um conjunto fechado.
C. Q. D.

Em outras palavras, o teorema de Weierstrass garante que uma
fungio continua definida num conjunto compacto assume um valor
miximo e um valor minimo. £ importante enfatizar que a condi¢gdo
¢é apenas suficiente. A funcdo constante é o contra-exemplo mais
simples para mostrar que ela n3o ¢ necessiria.

Vejamos alguns exemplos que ilustram a importdncia da hipétese
de compacidade.
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Exemplos:

27 — Seja f: R, — {0} = R definida por f(x) — —i— E fddl
ver que R, — {0) ndo é um conjunto compacto e a fung¢do f nao
possui miximo nem minimo neste conjunto.

A
f(x})

el———

Y

-— .———r——— —

28 — Seja agora g: [1, 2] — R definida por g(x) = %— Como g
é continua e [, 2] é um conjunto compacto, g possui maximo e

minimo. Neste caso, com auxilio da figura anterior ¢ ficil ver que g
atinge mdximo em x — 1 e minimo em x = 2.

29 — Vejamos uma aplicagdo deste resultado na teoria do com-
portamento do consumidor. Seja U/: R% — R uma fungio utilidade
continua. Dentre as hipdteses usualmente feitas com relagio a U,
destaquemos a seguinte: se x,y E R, ex =2 y,i=1,2,...,p, ¢
x; > y; para algum j € (1, 2, ..., p}, entdo U(x) > U(y). Intui-
tivamente, isto corresponde A hipétese de que o consumidor sempre
“melhora” se tem pelo menos a mesma quantidade de (p — I) bens
e obtém uma quantidade maior de um dos bens,
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Dessa forma, a fungio [/ nio é limitada e, em conseqiiéncia, ndo
existe ¥ € R% que maximize [J, isto é, tal que U (¥) 2= U (x) para
todo x € R?.

Entretanto, na formulagio do problema do consumidor, a escolha
efetiva ¢ restrita a um subconjunto de R’ determinado pela renda
e pelos pregos dos bens. Designando estes pregos por a,, as, .- ., Q,
a renda por m e admitindo-se que ay > 0, a3 > 0, ...,ay > 0 e
m > 0, esta restrigio é o conjunto B = {x ¢ R} :a; x; + ... 4
+ @ % < m}.

J4 vimos (exemplo 58 do Capitulo II) que este conjunto é com-
pacto e, portanto, !//B possui um mdiximo em B (pelo teorema
de Weierstrass) .

IV.3 — Continuidade Uniforme

Quando definimos continuidade de uma fun¢do em um ponto a
pertencente ao seu domfinio, enfatizamos o fato de que o nimero &
depende de & e de a. Em certos casos, entretanto, pode-se obter
d independentemente do ponto g, isto é, desde que x' e x” estejam
a uma distincia menor do que & um do outro, teremos que |f (x) —
— ("] < e

Examinemos esta idéia mais detidamente através de alguns exem-
plos. Seja a fungdo fr R, — {0} — R definida por f (x) =%, T4
sabemos que f é continua em todo ponto a pertencente ao seu do-

minio. Portanto, dado ¢ > 0, existe § (¢, @) > 0 talque,se x ¢ R; —
— {0} e|x — a| < 3 (g a), temos: .

1) — 1@ = — 4

Examinemos agora o grifico da fungdo.

O grifico de f a seguir mostra que, dado € > 0, o “maior” 3 que
podemos encontrar é aquele mostrado no grifico. Observe-se que, se
tomarmos um ponto @’ > a (ndo mostrado no grifico), dado ¢ > 0,
o mesmo & serd suficiente para garantir que a condigio de conti-

< E
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nuidade se verifique. Na verdade, o & méximo correspondente ao
ponto a’ seria, sem divida, maior do que para g, e este é o fato que
garante a independéncia do & e a para valores maiores do que a.

f(a®)

t{a)

Entretanto, consideremos agora o ponto a” < a. Pode-se perceber
que o 8 midximo serdé menor do que no ponto a e, portanto, nio
serd possivel garantir a continuidade utilizando-se o 3 do ponto a.
Além disto, qualquer que seja § tomado no caso do ponto a, sempre
serd possivel encontrar a” < a tal que o & correspondente a g” seja
menor do que qualquer § tomado no ponto a.

Comprovemos estas afirmativas de maneira mais formal. Dado
€ > 0, suponha-se que exista § independentemente de a, tal que,
sex ERy — {0)e|x —a| <38 |f(x) — f(a)| < e Escolhamos
agora a da seguinte maneira: a2 > 0 e a < min {3, 1/3 £) e seja
x = a 4 8/2. Notese que |x — a|] < b e que:

11 () — § ()| =|§—7H - ﬁ_ﬂ -

-5 | 3 3 1
ES .k 4

@to°| @+a° S¢  3a
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Isto mostra que ndo é possivel obtermos para a fungio acima um
valor de 8 independente de a.

Consideremos agora a fun¢do g: R — R dada por g(x) = a + b x,
b 3£ 0. Para todo ¢ € R, |g(x) — g(c)| = |b| |x — ¢| e, portanto,

I; teremos |f(x) — f(b)| < ¢
sempre que |x — ¢| < 8, qualquer que seja o ponto ¢ € R. Veja-se
o grifico a seguir para uma ilustrag3o.

dado ¢ > 0, se escolhermos § =

glc)+¢&
g(c)

gfc)-6

e

4

Definicdo 4 — Seja f: D - R?, D — Re. Dizse que f é Unifor-
memente ContiAiua em D se, para todo nimero real ¢ > 0, existe
um ndmero real §(¢) > 0 tal que, para todo par x;, X, € D com
lx; — x4] < 8(e), tem=se |f(x;) — f(xs)| < &

Com relagio a esta defini¢do, convém observar que:

a) Continuidade Uniforme é uma propriedade da fun¢do em um
conjunto e nio em um ponto;

b) como dito anteriormente, § é um ndmero que depende so-
mente de ¢; €
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c) ja vimos que existem fung¢Ges contfnuas que ndo sio unifor-
memente continuas, porém ¢ claro que toda fungio uniformemente

continua é continua.
Exemplos:
30 — Sejal =[a,b),a,b ¢ R,0 < a < b,esejaf:I— R definida
por f(x) = —'i—- Mostraremos que f é uniformemente contfnua em I.

Seja € > 0 dado. Dados x,, x; € It

o) — feal = L sl o Jn =l

Tomando § = a%, tem-se que, para todo x;, X, € I com |x;, —

— x| < 8(e):

ved — 1) < g2l o 38 -

31 — Seja f: R — R definida por f(x) = x*. Mostraremos que f
nio é uniformemente continua em R. Note-se que, qualquer que
M

to

seja d > 0, se tomarmos ¢ — I, x, — % e x;
mos que |x, — x,| < § e:

! o
_2+_4—>1

4 4
If (xs) — fxo)| = }F“? _2__4— =
Logo, f ndo é uniformemente continua.

32 — Seja agora X = R um conjunto limitado e seja f: X - R
dada por f(x) — x%. Mostremos que f é uniformemente continua
em X. Seja a €R, a £ 0, tal que |%¥| < a para todo x € X. Entio,

dados x € X,y € X e & > 0:
f@) =t =12"- | =lz—yl s+ ¥ < |z — 9l (2l + |y <
S%lr—yl <e

desde que |x — y| < d e d = _:Aa.— Portanto, f é uniformemente

continua em X.
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33 — Seja f: R —» R definida por f(x) = T = Mostremos

que f é uniformemente continua. Note-se que:

| 1 | -4
(@) — T |I+3: - I+U’| 1+ 29 (1+:U")
-l Jy + =l _ lyl + |2 .
Iy xl (1+xg) (1+yg) ""-.'y zl[(1+zg) (1+y!)_
T B ' R |=| 1
ly ""L(1+y')'1+:c=+1+z"(1+y’)-|"<‘“y—z'

uma vez que ——|—< —J—I———- I,—I—gle

I+x'< I 4 xt
1
Ty ST

Logo, dado ¢ > 0, se tomarmos 8 — —;—, teremos que, para todo

x,y em R com |x — y| < 3,

Uma Negacdo da Definicdo de Continuidade Uniforme é a se-
guinte: f: D - R?, D —= Rg9, nio ¢ uniformemente continua em D
se “existe’ um numero real g > 0 tal que, para todo & > 0,
“existem” x, €D e x, €D com |x;, — x4| < de |f(x;) — f(xs) | = &

Existe, entretanto, em certos casos, uma maneira mais simples de

ser utilizada para mostrar que uma fun¢io nio ¢ uniformemente
contfnua. O lema a seguir estabelece o resultado.

Léma — Uma condi¢io necessdria e suficiente para que f: D — R?,
D <= R9, nido seja uniformemente continua em D é que existam
um nudmero real g, > 0 e duas seqiiéncias (x,) e (y,) em D tais

1
que, para todo n € N, |x, — Il < e elf(xa) — f(ya)| = &0
Prova:
Suponha-se que f ndo ¢ uniformemente continua. Entio, para

cada » € N, se tomarmos §, = % na negagio da Definicdo de

Continuidade Uniforme, teremos duas seqiiéncias (x,) € (y,) em D
tais que |x, — ¥a| < 8a € [f(xa) — fOW)| = &0
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Por outro lado, se se verifica a condigdo do lema, entdo, qualquer

que seja 3 > 0, existe T € N tal que é < 8. Logo, existem x, ¢ D
n

e x, €D (isto é, x;, = x_ e x, = y;) tais que |f(x;)) — f(x)| =
= @) — fO)]| 2 e

Disto se .segue que f nio é uniformemente contfnua,

Exemplos:

1
x ]
¢ fdcil ver, baseado no critério acima, que ela nio é uniformemente

3¢ — Dada a fungdo f: R, — {0} = R definida por f(x) =
ont{nua. Basta tomar as seq#éncias = ! e = / 1)
o auncis 3 = () ¢ 60 = (%)
2 1
e notar que |x, — y.| = In < 5 © que |F(xs) — FOW| =
=|n—3n=2n22

35 — A fungdo f: R* - R definida por f(x, ) = x y ndo é uni-
formemente continua. Basta considerarmos as seguintes seqiiéncias:

(za) =(m, n) e (y) = (n+-;7, n+%)

Note-se que:

-l = (2 = )| = (&) =A<
Tn—¥n| = on ' on = int - \/?n n
e que: ’
IO I S | P
1) = 1) = " = (" + 5 +1)H,+ Ll

36 — A fungdo f: R, — (0} —> R definida por f(x) = sen %-

nio ¢ uniformemente continua. Consideremos as seqtiéncias:

2 A / 2
("‘)'((1+4n)r) e () = I[\(s+4n)1r)
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Note-se que:
Ixr = y’ll = i‘ ! - !
x| 1+4n 8+ 4n

e que:

1
— sen —
" Yn

sen =[1-(-1) =2

Com auxilio do lema anterior, provaremos agora o resultado
mais importante sobre continuidade uniforme.

Teorema 15 (Teorema da Continuidade Uniforme) — Se f: K —
— R?, K = R, é continua no conjunto compacto K, entdo f é uni-
formemente continua em K.

Prova:

Seja f continua no compacto K. Se f nio é uniformemente continua,
entdo existem duas seqliéncias (x,) e (y,) em K e um nimero real

. 1
€ > 0 tais que |x, — y.| < el If(xa) — f(ya)| =2 € para
todo n € N.

Como K ¢ compacto, (x,) possui uma subseqiiéncia (x,) em
K que converge para x ¢ K. Sendo f continua, lim (f(x_.)) =
= f(x) € 1(K).

A subseqiiéncia ()'..) também converge para x, pois |y., — x| €

K P — *ml + [xey, — x| < TI;'" |%ay — -

Dessa maneira, a seqtiéncia (f(y.)) também converge para f(x).

Finalmente, |f (x,) — fO) | < If(xa) — F()| + |fOu) —
— f(®) |-

Portanto, existe um numero natural N (g) tal que, se n, = N (),
teremos |f (x,,‘) — f(y.‘)| < &g

Isto contradiz a hipétese de que |f(x,) — f(¥a) | == & para todo
n ¢ N.

C. Q. D.
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Exemplos:

37 — A fungdo f: [0, 1] > R dada por f(x) = \/x é uniforme-
mente continua em [0, 1], pois ela é continua num compacto.

38 — A fungdo g: I, 2] » R dada por g(x) = ¢é uniforme-

xt
mente continua em [/, 2], pois ela é continua num compacto.

39 — Note-se que f: R, — {0} - R dada por f(x) = :‘ nao
¢ uniformemente continua. As seqiiéncias (x,) = (—;—) e (ya) =

2 . 1
= (_2.._) sdo tais que |x, — .| < ol [f(xa) — FON]| =
= 3>

Os exemplos 38 e 39 deixam clara a importincia do dominio da
fungdo na verificagdo de que ela é uniformemente continua. Sempre
que se faz alguma afirmativa sobre continuidade uniforme, deve-se

especificar claramente o dominio sempre que houver possibilidade
de confusio.

IV.4 — Fungbes Lineares, Fung¢des Lipschitzianas e
Continuidade Uniforme

Examinaremos, inicialmente, a classe das fungdes lineares, que,
apesar de extremamente simples do ponto de vista operacional —
como veremos a seguir —, aparecem, no entanto, em varias aplicagGes
interessantes.

Defini¢do 5 — f: R — R® é uma Fungdo Linear se, dados x, y € R?
ea B ER, flax + BY) = af(x) + BfO)-

Exemplos:

40 — A funcdo f: R* — R definida por f(x, y) = x 4 y ¢é linear,
pois, dados (x, y) e (x’, y) pertencentes a R* e a e § pertencentes
a R:

Jla(z, v) + B8, ¥)] = Jllez + B, ay + BY)) = az + Pz’ + ay +
+ 8y = (az + ay) + Bz’ + BY') = of(z, ¥) + 8f(, o)
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41 — A fungio f: R — R definida por f(x) = a 4 bx, a o& 0
e b 9& 0, ndo ¢ linear, pois, dados x ¢ Rey € R:

f(x+ 9 =a4+b(x+9 =a-+ bx + by o« f(x) + ()
Note-se, contudo, que a fungdo g(x) = f(x) — a é linear.

42 — A i-ésima projegio x,;; R? — R definida por wm(x) = x
é uma fungio linear. Dados x € R9 y € R? e os niumeros reais
ae f:

max+PBy) =axi+Byu=oamn@ +pmb)

43 — Uma matriz m x n é uma tabela que contém m n mimeros
reais dispostos em e linhas e n colunas. Por exemplo, a matriz 4
abaixo é 2 x 3, pois possui duas linhas e trés colunas:

ry Gyy Gy |
_Be1 Gep Qg

Dada a matriz 4, p x g, cujo elemento genérico é (a,), ¢ =

A=

=12 ..,pefj=12,...,q €o0 vetor x = (x5, Xg, ...,
..., X3) € R9, definese o produto 4.x como sendo o vetor y =

== (ylx Ve, oo ey yg) € R? tal que:

y1= <ahx>
Y = < ag x>

! (5)

Vo = < 8p, X >

onde a;, = (a4, au, .-, @) i = 1,2, ..., P.

2 8 I _
ex—= (I,2,3), entdio 4.x =
§ 0 4

(1, ys), onde y, = < (2,3, 1), (,2,3) >=1l¢evy, =
< (51 01 4)0 (Il 2) 3) > —_ 17.

Por exemplo, se A

il
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Note-se agora que, dada a matriz 4, p x g, os vetores x e y per-
tencentes 2 R? e os mimeros reais a e f§, temos que:

Afax + B) = A(ax) + A(By) = a(4x) + B(4y)

isto é, dada uma matriz 4, p x g, a fungio f: R? — R? definida por
f(x) = A.x é linear.

E interessante que vale também a reciproca deste resultado, qual
seja, dada a fungdo linear f: R? —» R?, existe uma matriz 4, p x q,
tal que f(x) = A.x. Verifiquemos isto.

Consideremos os vetores da base candnica de R9: e; = (1, 0,
0,...,0),eg=(0,1,0,...,0), ...,q= (0,0, ..., 1), e sejam:

f(el) = (@11, 8ggs - .-, ayy)
fles) = (a1, B3y, - .., Gpy)
f (€ = (a10 Gags -, Gpg)

Seja agora x ¢ R4. Tendo em vista que f ¢ linear, podemos escrever:

J@ =@ e+ ... +z,6)=z,f(e)+zef(ed+ ... +
+I|j(‘|)=21 (aﬂl a'lj'l cnay apl)+zl (all: Begy ..., apl)+
+ ...+ =z, (2, 0, ..., 0x) = AT

Qyy Qyg ... a‘q
onde 4 = | a,, a5, ... 84

Qyy By 1. Bpg

Em resumo, acabamos de provar o seguinte:

Teorema 16 — A fungdo f: R? > Rr ¢ linear se, e somente se,
existe uma matriz 4, p x g, tal que, para todo x € R9, f(x) — A4.x.

Teorema 17 — A fungio linear f: R¢ —» R* é continua.

Prova:

Dado ¢ > 0, seja z € R Entdo |[f(x) — f(z)| = |[4.x — Az| =
= |A(x —z)|, onde 4 ¢é a matrir p x g que corresponde i funcio
linear f. Pela defini¢Zo do produto 4 (x — z), temos que 4 (x — z) =
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= (< a, (x —2) >, < a, (x—z) S < ay, (x —z) >,
onde a,, a,, ..., a; sio os vetores que formam as p linhas da matriz
A — ver as equagdes (5).

Portanto:

Az -2 =(<a;, (—2)>,..., <ap, z~2)> | =

=V¥<a, @G—2>"+ <as, @—2)>T+ ...+ <a, @-2>*

Notando que a fungdo raiz quadrada é monétona crescente e
que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, < a, (x — z) >* <
< laf* |x — z|* para todo i = 1, 2, ..., p, seguese que:

[A@—2| = Y<a;,, G—20 >+ ... + <a,, —2)>'K
Slz =z (ad’ + laal” + ... + a,/D"

£
(art* + ... + D™’
todo x € R7 tal que |x — z| < 3, teremos [f(x) — f(z)| < &, isto &,
f € continua no ponto z ¢ R9. Como z é arbitrério, f é contfnua em RY,

Portanto, tomando § —

temos que, para

Observe-se, para completar a demonstragio, que a escolha de &
feita acima s6 é possivel se || ¢ 0 para algum i € {1, ..., p}.
Quando isto ndo ocorre, 4 é a matriz cujos elementos sio todos
nulos e f é a fungdo constante tal que, para todo x € RS, f(x) =
= 0 € Re. Esta fungio é obviamente continua.

C. Q. D.

Teorema 18 — A fungio linear f: R? — R? é uniformemente
contfnua.

Prova:

A demonstragio é praticamente a mesma dada no Teorema 17.
Deixamos a cargo do leitor reescrevé-la para o presente caso. Note-se,
para facilitar ainda mais o seu trabalho, que o § encontrado acima
é independente de z.

C. Q. D.

Observemos, como introdugdo para a préxima defini¢do, que tudo
0 que se necessita para provar que uma fungdo linear é uniforme-
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mente continua é estabelecer a seguinte desigualdade: para todo
x € R? e y € R9, existe um numero real ¢ > 0 tal que |f(x) —
—fO) < c|x—y|

No caso da fun¢do linear, este nimero ¢ = (|a,* + ... +

+ |a,|*) /2. As fun¢Ges Lipschitzianas sio, portanto, aquelas que
satisfazem uma condigdo desta natureza.

Definigdo 6 — Dizse que a fungio f: D —» R?, D — RY, satisfaz
uma Condi¢do de Lipschitz ou é Lipschitziana se existe um nimero
real ¢ > 0 tal que, paratodo x € D ey € D, tem-se |[f(x) — f(y) | <
Kclx—

Exemplos:

44 — Toda fungdo linear é Lipschitziana,

45 — A fungio f: R, — R definida por f(x) = \/x nio ¢
Lipschitziana. Suponha-se que existe ¢ > 0 tal que [f(x) — f(y) | <
< ¢ |x — y| para todo x € Ry e y € Ry. Tomando y = 0 na
relagio anterior, obtém-se:

1
— < ¢
x
para todo x € R, — {0}. Esta condi¢gdo nio pode ser satisfeita
para nenhum numero real, uma vez que lim = = + co.
z— 0+
= .. .. _ 1
46 — A fungio f: R —» R definida por f(x) = TF e é

Lipschitziana com constante ¢ = 2 (ver exemplo 33 anterior).

47 — A fungio f: R —» R definida por f(x) = x*® ndo é Lips
chitziana, pois ndo pode ser |x* — ¥*| < ¢ |x — y| para todo
x € R e y € R. Notese que, da desigualdade acima, seguese que
|* 4+ ¥| < ¢ para todo x €R e y € R, o que ¢, obviamente, um
absurdo.

48 — A fungdo f: [1, 2] — R dada por f (x) =/ x é Lipschitziana,
pois, dados x € [1, 2] ey € [, 2]:

X — 9y 1
I\/?—\/ﬂ=—?IT\I/=<7Ix—7!
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Teorema 19 — A fungio Lipschitziana f: D - R?, D — R9¢, é
uniformemente contfnua.

Prova:

Deixamos a cargo do leitor escrever esta demonstragio.

Exemplo:

49 — A fungio f: R, — R definida por f(x) = \/x nio ¢ Lips
chitziana (exemplo 45), porém é uniformemente continua. Para
demonstrarmos que ela é uniformemente continua, consideremos
inicialmente f/[0, I]. Pelo teorema da continuidade uniforme, f ¢
uniformemente cont{nua em [0, 1].

Por outro lado, se considerarmos agora f/[1, =), pode-se mostrar
que ela é uniformemente continua (na verdade, Lipschitziana). Um
argumento igual ao do exemplo 48 anterior ¢ suficiente para isto.

Portanto, se agora é dado ¢ > 0, sabemos que existem §; > 0 e
8y > 0 tais que:

a) sex c[0,]eye0,1]e|x —y <3 |fx) —F0)| <
< g/2; e

b) SCXG[I:°°)e)’€[1a°°)e|5‘—)'|<ﬁn:|f(")—f(y)|<
< €/2.

Seja agora § — min (d,, 8,} e sejam x € R, ey € R, tais que
|* — 3| < 8.°E claro que, se x e y pertencerem a um dos intervalos
acima, teremos |f(x) — f(y) | < €/2 < &. Se, no entanto, x €[0, 1]
ey €[, w),entdo [f(x) — fO)| < If(x) — f()| + @) —
— f0O)| < €/2 4 €/2 = & pois, s |x — y| < 3, certamente
|* — 1] < del|y — 1 <8 (vejase a figura a seguir).

Ix-1]<b | ly-11<§

[x-yl<é
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IV.5 — Equilibrio Competitivo numa Economia de
Trocas

Nesta se¢do procuraremos estudar um problema importante da
Teoria do Equilibrio Competitivo, qual seja, a de existéncia de
equilibrio. De uma maneira intuitiva, a questio de existéncia — no
contexto de uma economia de trocas onde niao hi produgio — refe-
re-se 4 possibilidade de o comportamento individual ser compativel
com o equilibrio de mercado, num sentido que sera explicado adiante.

Como dissemos, somente examinaremos economias onde nio existe
produgdo, o que significa, em outras palavras, que a economia em
questdo tem apenas a fungdo de distribuir quantidades existentes.
Mais simplificadamente ainda, trabalharemos com uma economia
onde existam apenas dois consumidores e dois produtos. Esta Gltima
hipétese (dois produtos) é feita para simplificar a demonstragio,
de forma a utilizarmos o teorema do valor intermediirio para as
fungées continuas.

Para evitar um alongamento excessivo desta segdo, omitiremos
uma descrigao detalhada da escolha dos individuos. Admitiremos
que, dados os pregos p, e p, (indicados de agora em diante pelo
vetor p — (p,, p,) e medidos em relagao a uma determinada unidade
de contas), o consumidor escolhe um inico vetor de quantidades
a serem consumidas x € RY.

Mais especificamente, admitiremos que a fun¢do F: R% — {0} —»
— R associa a cada p € R}, — {0} o vetor x € R, isto ¢, F(p) =
= (i (®), fs(p)), onde f: RS, — {0} > R, dada por f(p) =
= x4, 1 = 1, 2. Portanto, F ¢ a fun¢ao de demanda de um individuo.
Como temos dois consumidores, denotaremos por F! e F! as respec-
tivas demandas. Além disto, fi(p),i=1,2ej = 1, 2, ¢ a demanda
da mercadoria ¢ do individuo j. Admitiremos ainda que cada indi-
viduo possui uma dotagdo inicial de ambas as mercadorias, que
serio denotadas por ! = (%, %*) e w* = (P, y*), que sio vetores
pertencentes a R% — {0).

A fungdo de excesso de demanda da mercadoria 1 é definida da
seguinte maneira:

Z,: R — {0) —» R dada por Z,(p) = [fi(p) + fip)] — ' + 2
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Similarmente, a fung¢do de excesso de demanda da mercadoria. 2
¢ definida da seguinte forma:

Zs: RS — [0} = R dada por Z«(p) = [filp) + f1)] — 7" + ¥']

Vejamos agora as hip6teses que nos permitirdo finalmente provar
que existe um equilibrio competitivo nesta economia. Como o nosso
objetivo ¢ a ilustragio de um fato matemdtico, nio.procuraremos
analisar as hipéteses do ponto de vista de seu conteiido econdmico.
O leitor interessado nestes aspectos pode consultar, por exemplo,
Arrow e Hahn (1971, Cap. 2). Convém mencionar que a demons-
tragio apresentada a seguir é a mesma dada por estes autores.

a) Z, e Z,sio fungGes, isto &, para cada p € R} — {0} existe um
tnico nimero real Z,(p) e um tinico mimero real Z,(p) (um
caso em que Z, e Z, ndo sdo fungGes foi apresentado na Segdo 1.2
do Capitulo 1, quando mostramos como aparece a nogio de Corres-
pondéncia na Teoria da Demanda).

b) Z, e Z, sio fungGes homogéneas do grau zero, isto é, para
todo niimero real 4 > 0 e para todo p € R} — {0}, Z, (Ap) = Z,(p)
e Zy(Ap) = Z,(p) (uma defini¢do geral de fungio homogénea é
apresentada no Capitulo V). Uma implica¢do importante desta hipé-
tese é que somente interessam, para determinagio de Z, e Z,, os
precos relativos. Dessa maneira, o nivel absoluto dos pregos pode
ser fixado arbitrariamente, Faremos isto supondo que os pregos estio
restritos no conjunto S = {p € R, — (0): P, + P, = I).

S é um conjunto conexo, pois é a imagem de [0, I] pela fungio
continua f: R — R* dada por f(x) = (x, I — x) (na verdade, S ¢
convexo e, como mostraremos adiante, todo conjunto convexo ¢é
conexo) . Geometricamente, quando nos restringimos ao conjunto §;

P,

P, e mudando

estamos simplesmente mantendo constante a relagio

o nivel de P; e P, (veja-se a figura a seguir).
c) Vale a Lei de Walras, isto é, para todo p € S, P,Z,(p) +
+ P2, (p) = 0.

d) As fungbes Z; e Z, sdo continuas em S.
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Definiremos agora o que vem a ser equilibrio competitivo. A
principal caracteristica de um mercado competitivo é que os indi-
viduos tomam suas decisGes de consumo baseados nos precos dos
produtos que sio vistos como parimetros (isto é, dados) para o
tomador de decisio. Intuitivamente, portanto, a existéncia de equi-
librio competitivo garante que existe um vetor de pregos que é com-
pativel com escolhas individuais dos membros da sociedade. '

Da maneira como vimos tratando o problema, existe uma maneira
natural de definirmos equilibrio. Numa situagio destas, ou os excessos
de demanda sdo nulos ou sdo negativos. Este tltimo casa é compativel
com a existdnda de bens livres que existem em quantidades maiores
do que a demanda ao prego zero. Neste contexto, note-se que estamos
admitindo que p; = 0 ou p, = 0 (mas nio ambos simultaneamente
iguais a zero), justamente para dar margem ao caso que acabamos
de mendionar.
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Definigdo 7 — Dizse que p € S é um preco de equilibrio se
Z,(p) <Oe 2, <0

E fécil ver que, se Z, (p) < 0, necessariamente ﬁ, = 0. A Lei
de Walras garante que $,Z,(p) + $:Zs(p) = 0. Se p, > 0, entdo
P2, (p) > 0,0 que contradiz o fato de que p ¢ um preco de equi-
librio. Portanto, sempre que um bem for abundante, seu prego ¢é nulo.

O principal resultado desta seg§6 é o teorema a seguir apresentado.

Teorema 20 — O conjunto E — {p €S: Z, (p) 0e 2, (p) <
< 0} s ¢ dadas as hipdteses “a”-d"” feitas anteriormente.

Prova:

Note-se que E ¢ ¢ conjunto dos pregos de equilfbrio nesta econo-
mia. Para mostrar que E £ ¢, procederemos da seguinte forma:

Consideremaos os vetores p? = (1, 0) e p* = (0, 1) e suponhamos
que eles ndo pertencem' a E (caso contririo, o teorema estaria de-
monstrado) . Segue-se, da Lei de Walras, que:

1.Z(p?) + 0.Z,(p") = 0

0.Z,(p") + 1.Z,(p°) = 0

isto é, Z,(p*) > 0 e Z,(p° > 0, pois, caso contririo, p° ou p?
estariam em E (veja-se a figura a seguir). )

Notese agora que, para todo p € S:
p=tp+ I —p eSSt

Seja t € (0, 1) e notese que (Lei de Walras) Z, (p') e Z, (p") tém
sinais contr4rios (a menos que pf ¢ E, caso em que nada mais haveria
para ser demonstrado) . Suponha-se que Z, (p") < 0. Como Z, (p°) >
> 0, segue-se do teorema do valor intermediirio que existe pes
tal que Z, (p) 0. £ claro que Z, (p) = 0 e, portanto, p € E.

C. Q. D.
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2,2,

Z|(p°)

z,(p')

z2(6°) A 2(p) P,

Convém explicitar que n3o é possfvel garantir que o conjunto E
possui um tunico elemento. A unicidade do equilibrio competitivo
requer restri¢des mais fortes sobre as fungoes de excesso de demanda.
Nenhuma das hipéteses que fizemos (e, neste caso, nenhuma das
hipdteses mais usuais sobre a fungio de utilidade) é suficiente para
impedir que a fung¢io de excesso de demanda apresente um compor-
tamento tal como mostra o grifico a seguir.

z{p)
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O equillbrio competitivo pode ser visualizado de uma forma talvez
mais familiar para o leitor, qual seja, com o auxilio da caixa de
Edgeworth-Bowley. Para tanto, teremos que utilizar as nog¢des de
curva de indiferenga e fungio utilidade que nido introduzimos ante-
riormente. Esperando que estes conceitos nao sejam totalmente des-
conhecidos, prosseguiremos sem maiores preocupagées.

Os comprimentos dos lados da caixa representam as disponibili-
dades totais dos dois bens. O consumidor 1 tem a “sua origem" no
canto inferior esquerdo e o consumidor 2 no canto superior direito.
O ponto A representa as dotagGes iniciais de cada um e as curvas
de indiferenga de ambos sdo tragadas convexas i origem correspon-
dente ao consumidor a que se referem. Nesta figura, E é o ponto
onde se di o equilibrio competitivo, pois neste caso os individuos
estio escolhendo as quantidades demandadas de modo a maximizar
sua utilidade (curva de indiferenga mais elevada possivel, dado o
prego j;) e nio hd excesso de demanda positivo (ambos sio zero
neste caso) para nenhuma mercadoria.

Bem 2
Bem | b ASA ¥ <— o Consumidar 2
yl - 72
|
I
I
) f

Consurhidor 1 0 —» 1 %4%;  Bem v
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Suponha-se agora que, dada a curva de indiferenga do individuo 1
que passa pelo ponto 4, tenhamos uma curva de indiferenga tangen.
ciando-a no ponto B tal como reproduzido parcialmente abaixo:

|
|
|
|
|
|

—— e —

Se chamarmos de g a taxa marginal de substituigdo para o indi-
viduo I no ponto B, notaremos que:

Flny) = (@x+2) — (@-% +5) <0
onde x, e y, sio as quantidades efetivamente consumidas por ele.

Examinando agora o ponto C de tangéncia entre a curva de indi-
ferenga do individuo 2 que passa por 4 e uma curva do individuo 1,
notaremos agora o seguinte:
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Flxg, 9)) = (@ %+ y) — (@ % +5F) >0

Admitindo que ¢ seja uma fungio continua de x, e y,, a fungdo
F serd continua e o movimento de B para C pode ser descrito
de maneira continua, isto é, x;, — x,(t) e y; = y,(t) para
0 < t < 1, sendo estas fungées continuas em {0, 1] com x,(0) e
¥1 (0) correspondendo ao ponto B e x,(I) e y,(I) correspondendo
ao ponto C. Dessa maneira, F ¢ uma fungdo continua de ¢ tal que
F(0) < 0e F(I) > 0. Entio, existe L € (0, 2) tal que F() = 0,
que é o ponto de equilfbrio procurado (este argumento deve-se a
Negishi [1972, pp. 12-5]).

Para encerrar a discussdao deste tépico, convém chamar a atengao
do leitor para os seguintes pontos:

a) A mesma demonstragio aplica-se ao caso em que hd mais de
dois individuos na economia. A hipétese crucial para‘ permitir o
uso do teorema do valor intermediirio é a existéncia de somente
duas mercadorias.

b) A demonstragio para o caso mais geral em que o nimero de
mercadorias é maior do que 2 exige teoremas mais poderosos do que
o do valor intermedidrio. Nestes casos, utiliza-se o Teorema de Ponto
Fixo de Brower ou o Teorema de Ponto Fixo de Kahutani.

Neste livro ndo trataremos dos teoremas de ponto fixo, pois este
material estd além do escopo do texto.
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Exercicios

1. Verifique se as fung¢des abaixo sio continuas nos pontos espe-
dficados:

a) f: R —» R dada por f(x) = x* no ponto a € R;

b) f: R* » Ridada por f(x, y) = (x’, xy, x — 9, 'x'_j-—l—) no
ponto z = (z,, 2,) € R%;

€) f:R—> Rdadaporf(x) = a, + a,x 4 a,x* 4 ... 4 ax®
sendo n € N e a,, a,, ..., a, constantes (verifique a continuidade
no ponto ¢ € R);

d) f: R - R definida por f (x) — min {I, x} no ponto a = I; e
€e) f: R* > R dada por:

2
fey) = | D +7 (x, 3) » (0, 0)
Lse (x,3) = (0, 0)

nos pontos (0, 0) e (a, b) =& (0, 0).
2. Mostre que as fungdes || e ||, s3o continuas em Re.

3. Mostre que a fungdo f: D - R?, D — R¢, é continuaema € D
se, e somente se, para toda vizinhanga ¥ de f(a), existe uma vizi-
nhanga ¥, de a tal que ¥, ~ D = f~1 (V).
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4. Utilizando o Teorema da Continuidade Global e seus coroli-
rios, mostre que:

a) aesfera §(0,1) = (x € R?: |x| = 1) é um conjunto fechado;

b) o conjunto {(x, y) € R*: xy > 1} é um conjunto aberto;

c¢) oconjunto H = {(x,y) € R*: x 4+ y £ 1} é um conjunto
fechado; e

d) o conjunto {(x,y) € R:: —1 < x < le —1 < y 1)
é um conjunto aberto.

5. Sejam K = R’ um conjunto compacto e f: K = H, H = R9,
uma fungio continua em K tal que existe [=f: H — K. Mostre
que f~! é uma fungdo continua em H (sugestio: H ¢é fechado;
dado G = R* fechado, K ~ G é compacto e, portanto, f(K ™ G) ¢
compacto; a imagem inversa de G por f—* é igual a f (K ~ G) e, por-
tanto, é um conjunto fechado).

6. Seja X € R? um conjunto convexo e f: R* = R? uma fungio
linear. Mostre que f(X) é um subconjunto convexo de R

7. Sejam f: R®* > Re e g: R* — R? fungdes lineares. Se ¢ € R,
mostre que (cf 4 g) é uma fungdo linear.

8. A fungio f: R* - R? ¢ uma fungio afim se f(ax + By) =
=af(x) + Pf(y) paratodox € R,y €R?, a€R,B€ER, a+ p =1

Mostre que, se X é convexo e f é uma fungdo afim, f(X) é convexo.
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Capitulo V
FUNCOES DIFERENCIAVEIS

A experiéncia anterior da maioria dos leitores deste texto j4 lhes
deve ter ensinado a importincia da nogdo de diferenciabilidade em
Economia. Nos cursos elementares, a utilizagdo das derivadas resume-
se na defini¢do e cdlculo de elasticidade, produtividades marginais,
etc. No entanto, o escopo para utilizagdo da diferenciabilidade vai
bem além destes aspectos computacionais.

Sem dilvida alguma, o exemplo mais importante talvez seja o
chamado Método da Estdtica Comparativa, que é parte fundamental
do nicleo metodolégico da Teoria Econémica. Em esséncia, a Estd-
tica Comparativa procura obter proposigGes passiveis de verificagdo
empfirica através da anilise do impacto de variagdes nos pardmetros
de um determinado sistema (modelo) sobre as varidveis de interesse.
Uma versido muito popular deste instrumental baseia-se no Teorema
da Func¢io Implicita (no Capitulo VII, apés apresentarmos este
teorema, faremos uma discussio desta metodologia) .

Neste capitulo, no entanto, o principal objetivo é definir a deri-
vada de uma fungio e investigar as principais propriedades das
fungdes diferencidveis. Para maior clareza, a exposigdo serd feita em
duas etapas: primeiramente, desenvolveremos a teoria para as fungoes
definidas em subconjuntos de R com valores em R — as fungdes de
uma varidvel — e, em seguida, trataremos das fung¢des definidas em
subconjuntos de R? com valores em R. Esta abordagem, alids usual
nos livros-texto, é interessante porque permite que acompanhemos
as nogdes abstratas com diagramas bem precisos na sua primeira
etapa. Espera-se que, na segunda fase, onde os diagramas sio menos
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precisos, possamos utilizar a experiéncia adquirida para facilitar a
compreensao.

Em ambas as partes procuraremos desenvolver o seguinte esquema:
Conceito de Derivada; Teoremas sobre FungGes Diferencidveis; For-
mula de Taylor; e Aplicagoes da Férmula de Taylor (as principais
aplicagdes da Férmula de Taylor serio os estudos de Mdximos e
Minimos e das Fungdes Céncavas e Convexas).

V.1 — Derivada de Fungdes de uma Variavel

Definicdo 1 — Seja f: D - R, D = R e ¢ € D um ponto de
acumulagdo de D. Dizse que f possui derivada no ponto ¢ se existe

o limite def—(xl;{_(i)— quando x tende para c. No caso afirmativo,
a derivada de f no ponto ¢ é o lim M Indicaremos a

z=tc X — C

derivada de f no ponto ¢ por f(c).
Com relagio 4 defini¢gdo acima, note-se que:

a) a expressio ¢ (x) = M- é bem definida no con-

janto D — {c} e, além disto, uma vez que ¢ ¢ um ponto de acumula-

¢do de D — {c), podemos, corretamente, escrever lim -—f%—_c’i;
z—e _—

b) a existénda da derivada depende somente do comportamento

da fun¢io em uma vizinhanga do ponto c, isto é, esta é uma pro-
priedade local;

c) apenas por questio de &nfase, convém lembrar que a expressio
“existe o limite” tem sido utilizada no sentido de “‘existe o limite
no conjunto dos nimeros reais”, isto é, o limite é finito; e

d) por fim, é simples ver que f é diferenciivel no ponto ¢ € D,
ponto de acumulagio de D, se, e somente se, para todo A € R tal

que ¢ + h ¢ D, existe o Iim fet+h =16 ; quando o limite

P 7

existe, f'(c) = lim fc +¥h2— — 1@ .
A—s0

I8
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Defini¢do 2 — Se a derivada de f existe em todo ponto de acumu-
lagio ¢ € D, dizse que f ¢ derivivel em D.
Observe-se que, se D é um conjunto aberto, entio sempre que

f(x) — f()
x — ¢

calcularmos o limite de quando x tende para c esta-

remos levando em consideragio pontos A direita e 4 esquerda de ¢,
isto ¢, quando D ¢ aberto a derivada existe, no ponto ¢, se, € somente
se, existem e sdo iguais os seguintes limites:

lim f(x) - f(C) h‘m ’(x) - f(C)_

z—ect X =—c z—ve" X — ¢

A existéncia destes limites, garantindo-se, é claro, que ¢ é ponto
de acumulagdo dos conjuntos {x € D: x > c} e {x € D: x < ¢},
garante a existéncia das derivadas laterais f'(c+) e f (c—). Dessa
maneira, se por exemplo D = [a, b], dizer que f é derivivel D
significa que nos extremos do intervalo existem f’'(at) e f (b-),
respectivamente.

A interpretagio geométrica da derivada é um tépico convencional.
Na figura a seguir a reta ST, que passa pelos pontos (c, f(c)) e
(x, f (x)) pertencentes ao grifico de f, tem por inclinagdo L%@
A medida que o ponto x aproxima-se de ¢, a curva ST “gira” no
sentido contririo ao dos ponteiros do relégio até que no limite (se
existe a derivada) ela coincide com TT, a tangente ao grifico de f
no ponto ¢. Em outras palavras, a derivada ¢ a inclinagio da tan-
gente ao grafico de f no ponto (¢, f(c)). Convém ainda observar
que a equagdo da reta TT é t(z) = f(c) 4 f(c) (z—¢c) e a da
reta ST é s(z) = f(c) + M @ — o).

X

Exemplos:

1 — Seja f: R > R dada por f(x) = a 4+ b x e seja c € R. Entiio,
qualquer que seja x € R, x »& c, temos:

f&) — 1@ _ b —9 _,

X — C X —C
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f(x) — (o)
x —¢c
€ f(c) = b para todo ¢ € R.

Portanto, lim = b, ou seja, f é derivivel em R

T—C

2 — Seja f: R - R dada por f(x) = x' e seja ¢ € R." Dado
X €R, x 5£ ¢, temos que:

f) —f) _ x—c  (x—c) (x4 ¢

X — ¢ - x—=c = (x — )
Portanto, lim 16 =19
z=2C X —C

ao nimero x 4 ¢ € R é continua. Em outras palavras, f é derivavel
em R e f () = 2c para todo ¢ € R.

=x 4 c

= 2, pois a fungio que associa x ¢ R

3 — Seja f: R - R dada por:

() l'2x, se x < 1
x) =
lx-{-l,se,x)l
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Tendo em vista o exemplo 1, j4 sabemos que f é derivdvel em todo
ponto x 7= 1. Examinemos a existéncia da derivada no ponto x = 1.

Note-se que:
fx) —f@y (2, 5e x < 1
x — 1 Tl sex > 1
Portanto, lim _M- — 1 e lim f(x) — f(-’)_ = 2
z— 1+ x — 1 s— 1~ x — 1

Como estes limites sdo diferentes, f nio é derivavel no ponto x = 1.

Geometricamente, a tangente ao grifico de f no ponto (I, 2) nio
estd determinada. E interessante ainda observar que f é contfnua

no ponto x = 1, pois f(1 4) = f(I =) = 2.

fix) A

/ G(f)

\
g

py

4 — Seja a fungio f: R —» R definida por:

£ Ix'+1,sex<0
X)) —
) |1,sex>o
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Examinemos a existéncia da derivada de f no ponto x = 0. Assim,
para todo x o 0:

fe) —f@ _ [rex<o

x 0,se x >0
Portanto:
tim J® —fO__ g, 10 =10 _,
z—0"- x z— 0+ X

ou seja, existe a derivada de f no ponto x =0 e f(0) = 0 (veja-se
o grifico de f a seguir).

4

5 — Sejaf: R+—>Rdada por £ (x) -—\/—esc]aceR_,_ — {0).
Entio:
I@—4©) _ Va-ve _ Va-ve Vi+ve _
z—e¢ z—c (z—o \/_ + \/—
1
S Vz+ Ve
para todo x € R, — {¢}.
Dessa maneira, podemos concluir que:

o 1@ — 1) 1 1

= = lim — = —
e z—c s=—e Vz + Ve 2Ve

uma vez que a fungio raiz quadrada é continua em R,.
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Examinando agora o caso em que ¢ — 0, notamos que:

f) — 1@ _ 1
x—0

para todo x =& 0.

, 1 . = .
Entretanto, lim —— = -0, donde se conclui que nio existe
g0 \/x

a derivada de f no ponto zero. Geometricamente, isto corresponde
ao fato de que na origem a tangente ao grifico de f é vertical.

"(X) A

G(f)

6 — Seja f: R — R dada por f(x) = ' x e sejac ¢ R — (0}.
Entao:

z—c¢ z—c (@B —cP) @ + 2P P  cP)
1
-
8 - IS clis 4 WS

! (z) _ j(c) _ xl/.! . cl[.! xt/s _ cl/.?

para todo x ¢ R — {c).
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Como a fungdo raiz ciibica é continua em R (demonstre isto) :

f@ -4 _ 1
=—te & =—c 3 ‘\'/GT
Quando ¢ = 0:
J@)—jk) _ 1
T—c¢c Vs
e, portanto:

im 1 — 1)

z—0 X — C

= 4w
isto é, f ndo é derivdvel no ponto x = 0.

7 — Seja f: R = R definida por:

fx) =

x.sen Lx' se x wk 0
0,se x =0

Examinemos a existéncia da derivada de f no ponto x = 0. Sa-
bemos que:

1
j@—j0 _** T

T T

para todo x £ 0.

Portanto, n3o existe a derivada de f no ponto x — 0, uma vez que
nio existe o limite de sen IT quando x tende para zero (ver exem-
plo 38 do Capitulo III).

Ainda com relagio a este exemplo, a figura que apresentamos no
Capitulo IV, referente ao exemplo 12, ji4 nos faria supor que a
derivada nio existe, porque a forma como f se aproxima da origem

ae s S . - {x)
permite ainda variagGes muito bruscas na relagio L’-— para que
x

cla admita uma tangente tnica na origem.
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8 — Seja agora f: R — R definida por:

. N {
f(x) _ x.sch, se x 3£ 0

0,se x =20

Examinemos a existéncia da derivada de f no ponto x — 0. Para

tanto, note-se que, para todo x & 0:

& —10) _ x sen 2
x — 0 x
. 1
e, portanto, lim x sen — = 0.
z—0 X

Geometricamente, o griafico de f deixa claro que ela é derivivel
na origem com derivada zero, porque f se aproxima da origem

“espremida” pelas pardbolas y = x* e y = — x?.

1(x)
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9 — Sejaf: R — {0} = R dada por f(x) = %e seja c €R — {0).

Entao:
1
f(z) — f(e) z* = _ _ctz=
T—c - r—c ¢ 2!
para todo x ¢ R — {0}, x o& c.
Portanto:
Pl 10 — 1@ _ 2
n S — =~ @

para todo ¢ € R — {0).

Passaremos agora a examinar a nogio de diferenciabilidade. No
contexto das fungbes de uma varidvel, como veremos a seguir, nio
h4 distingio entre as fungdes derivdveis e as fungdes diferencidveis.
Entretanto, a nog¢do de diferenciabilidade é mais 1til para certas
generalizagdes que faremos na Segio V.2

Defini¢éo 3 — Seja f: D - R, D =R, e seja ¢ € D um ponto de
acumulagdo de D. Diz-se que f é diferencidvel em c se f é derivdvel
em ¢ e se existe uma fungio r definida para todo k € R tal que
¢ -+ h € D com:

e+ h) =1@) + f).h + r(h) 0))
sendo:
l:'m T(h) =0
A—0 i

E importante notar que a restricio fundamental na definigio

adma ¢ a de que lim 7R
A—e0 h

esta condi¢io poderia ser interpretada como a defini¢gio da funglo
r (k). Em outras palavras, dada uma fungio f derivdvel em c, ¢
sempre possivel definir r (h) pela equagio (1). Nada garante, a
priori, que r assim definida ird satisfazer a restricio imposta pelo
valor que deve ter o limite acima.

= 0, porque a equagio (1) sem
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Exemplos:

10 — Seja f: R — R dada por f(x) == x* e seja ¢ € R. Entio,
para todo h € R temos:

F© = 2
fe+ k) —f@) — o).k =h
Portanto, a fung¢io r da Definigio 3 é r(h) — h3. Notese que
Ilkimo%,(f—) = 0, isto ¢, verifica-se a condi¢gdo imposta para que

f seja diferencidvel.

11 — Seja f: R, — R definida por f (x) = \/x. J4 sabemos que f
nio ¢ diferencidvel em x — 0, pois ndo existe a derivada neste ponto.
Entretanto, se c o< 0, entdo para todo h € R tal que ¢ 4+ h € R,
temos:

f'{e) =—2]W-
e+ B — 1@ —rcc)-h.=v—c+h—\/?—z_\';7

Portanto, a fungdo r da Definigdo 3 é dada porr(h) =~/c+ kh —

h
— e — 2

para todo k tal que h 4 ¢ > 0. Segue-se que:

Ve
tm = [V v e )-
uma vez que: '
i SR 0 - o

Pela observagio dos exemplos anteriores, o leitor ji terd percebido
o conteiddo do teorema a seguir.
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Teorema 1 — Uma fungio f: D - R, D = R, ¢ diferencidvel no

ponto ¢ € D, ponto de acumulagido de D, se, e somente se, f é deri-
vdvel em c.

Prova:

Pela prépria definicao, a diferenciabilidade de f implica a exis
téncia da derivada de f.

Por outro lado, se f é derivivel em ¢, entdo, qualquer que seja
h ¢ R tal que ¢ 4+ h ¢ D, poderemos definir a fungio r da seguinte

maneira:
r(h) = f(e+ h) —f() — f().h

Dai, obtém-se que:

r(h) _ fle+h) — f()

h h =1
¢, portanto:
lim ‘- I(C + 'h) —_ I(C) _ f'(C)] — 0
Ao n J

C. Q. D.

A definigdo de diferenciabilidade da fungio f no ponto c, expressa

pela equagio (1) e pela condigio lim (%) = 0, pode ser rees-

roo M
crita de maneira equivalente e que, em certos contextos, torna mais
simples a sua manipulagio, isto &, f é diferencidvel no ponto ¢ ¢ D,
c ponto de acumulagao de D, se, e somente se, para todo 2 € R tal
que ¢ 4- h € D, tivermos que:

fe +h) =f@ + 1@ h+ hoh
sendo que:

lim g(h) = 0 e () =0

A—0
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A equivaléncia das duas defini¢des pode ser verificada da seguiute
forma: dada a fungdo r (k), definiremos ¢ (h) = Ls:lL cehot0e
@ (0) = 0; dada a fungio ¢ (h), definiremos r (h) = h ¢ (h).

Passaremos agora a examinar as principais propriedades das fun-

¢oes diferencidveis, mostrando inicialmente que a diferenciabilidade
garante que a fungio é contfnua.

Teorema 2 — Se f: D - R, D &= R, é diferencidvel em ¢ € D, ¢
ponto de acumulagio de D, entdo f é continua em c.

Prova:

Da diferenciabilidade de f em ¢, segue-se que, para todo & ¢ R
comc 4+ h € D:

lim flc 4 B) = lim (©) + £()-h + r(0) = ()

A—0

o que garante a continuidade.da fungao f.
C. Q. D.

Dentre os exemplos anteriormente apresentados, jd vimos que
continuidade n3o & uma condigio suficiente para diferenciabilidade.
Além destes, convém ainda lembrar a fung¢3o valor absoluto, que é
continua em R, porém nido ¢ diferenciivel na origem, como pode
ser verificado, na pigina seguinte, com o auxilio do seu grifico.

Teorema 3 (Férmulas de Derivagido) — Sejam f: D — R e
g: D — R, D= R, diferencidveis em ¢ € D, ¢ ponto de acumulagio
de D. Entdo, as fungbes (f + g): D — R dada por (f 4 g) (x) =

=f(®) + g(x), (f8): D —> R dada por (fg) (x) = f(x) g(x) ¢

(f/g): D = R dada por (f/g) (x) = —;—%- se g(x) = 0 para

todo x € D sdo diferenciiveis em c. Além disto, (f 4+ g)’(c)
=f() +8@©), (8 () =1() g +fle) ge) e (f/R)"(c)
f'(c) gle) — f(e) g()
[g() I '

251



Ixd
G(1Ixl)

v

Prova:
a) tim (F+9) (z: - ij + 9) () = tim 1 (,: :{:(c)_ +
+tim 58 -y @4 ¢ 0

i e - W tim g(@) - 12210 € -J@
+fi"t’(°)M PO 0@+ g @) e

c) tim $10)@) — (1)) _

s z—c

- tin sy | LGB0 |
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1 I_ () j(x) j(c) j(C) . _g(x) - g(c).] =

_zh—-mc 0@ 9@ L —c z—c
_L@gl)—jl) g
lg @)* '
C. Q. D.
Note-se que, se f = (ag), onde a é uma constante, segue-se da

regra da multiplicagio que f' (¢) = a.g’ (c) . Mostremos também que,
se f: D —> R, D = R, é dada por f(x) = x", onde n é um numero
natural, f'(¢) = n.c"—! para todo ¢ € R. Isto se faz por meio do
principio da indugio: primeiramente, note-se que, se f (x) = x, entdao
f(x) = (1) .x-1 = l; suponhase agora que f(x) = x* e que
f'(x) = k.x*¥—? e mostremos que a férmula é vidlida para & 4 I.
Para isto, seja f(x) — x**+! e observe-se que f(x) = (x*)x e, pela
regra do produto acima e pela hipétese de indugdo:

F@=U) -2*Dz+2" ) =k"+2"=(k+1)2"

Pediremos ao leitor que, nos exercicios, calcule as derivadas de
algumas fungGes importantes.

Teorema 4 (Regra da Cadeia) — Sejam f: D - R, D = R, e
g V>R V c R, com f(D) = V. Se f é derivivel em ¢ € D,
ponto de acumulagdao de D, e se g é derividvel em b = f(c), ponto
de acumulagio de ¥, a fungio composta (g,f) é derivdvel em ¢ e

BN () = &) .F ().
Prova:

Como f e g sao diferencidveis em ¢ e b, respectivamente, temos
que, para todo k € R tal que ¢ + h € D e para todo k& € R tal que

b+ keV:

fle +h) =1© + F© -k + @h).h
sendo lim (k) =0 e @(0) = 0; ¢

g 4B =g®) + g®) .k + o ®) .k
sendo lim p(k) = 0 e p(0) = 0.

k—0
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Como f(D) |y V,se ¢ 4+ h € D, entdo f(c 4+ h) € V. Portanto,
se k= f(c + h) — fl&) = [F'(©) + @(W)].h, seguese que
b4 k = {f(c 4 h) € V. Portanto:
g+ h) =glic+hl=gb+k) =g®)+g® - k+ pk) - k=

=g+ O+ plflc+n -—g@Nflc+h —~10)]=

=g@® +lr O+ p{lf @+ WA @+ PWIR=

=g®) + G« J© - R+ g ®) - PW - h+o{ly @)+
+ M A - EQ+PW] A

Notese agora que lim [¢’(b) .@(h) + 2 ({[/'(c) + @ (h)].h)
[fFi) +9)] =0, h;rr?a vez que:

lim g (b) @(h) = 0, pela diferenciabilidade da fungfo f;
:hzn P E + @)k} = 0, pois im [ () + (W] h=0;e
# ¢ continua na origem com A (0) = 0.
Desta maneira:
gfc+ B =g(©) + g®) F©.h + alh).h
onde a(h) = g ®) -9) + P {f () +e®IR () +o®]}

Isto conclui a demonstragio.

C. Q. D.

Uma aplicagio simples da regra da cadeia generaliza a férmula da
derivada de um expoente, isto ¢, seja f: R — R dada por f(x) = x"
e seja g: R — R uma fungio diferenciivel. Entdo, f,g(x) = g(x)"
¢é diferencidvel e, para todo ¢ € R:

V8)'(e) =71 [8()] - €(c) =ng(e)~~*.g)

Assim, a derivada da fungio h: R — R dada por h(x) = (a, -
+a, x4+ a,x* 4+ ... + a,x")? no ponto x = ¢, é a seguinte:

W) =p-laot+az+...+6,2P" « (a;+ 20z +
+ ... 4na, 2°70
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Com auxilio da regra da cadeia e dos resultados do Teorema 3
podemos, de maneira bastante simples, verificar se uma dada fungio
¢é diferenciivel e, em caso afirmativo, calcular sua derivada. Como
j4 vimos no pardgrafo anterior um exemplo disto, a seguir descre-
vemos outra aplicagio da mesma natureza. Seja f: R — R definida

por:
sen ! se x g 0
f(x) = x '
0,se x =20
J4 vimos que f nio ¢é diferencidvel no ponto x = 0. Entretanto,

sex 9 0, f(x) = (h,g) (x), onde h: R - R ¢é dada por 2 (x) =
=senxeg: R — {0} - R é dada por g(x) = IT A fungio seno

é diferencidvel em R (ver exercicio 7) e a fung¢do g é diferencidvel,

pois ¢ o quociente de duas fungGes diferencidveis. Portanto, f é

diferencidvelem R — (0} e f (c) = (hog)'(c) =h'(g(c)) . g (c) =

= (cos i\ . (— L\, uma vez que h’(x) = cos x para todo
\ c \ 7

x € R (ver exercicio 8).

Teorema 5 — Seja f: D - X, D = R e X — R, e suponha-se
que existe a fungdo inversa f—¥; X — D. Além disto, admita-se que
f é derivdvel em ¢ € D, ¢ ponto de acumulagio de D, e que f—1 ¢

contfnua no 'ponto & = f(c). A fungio f—! é derivdvel no ponto
b se, e somente se, f’(c) wk 0. Neste caso, (f—1)’(b) = —”‘-l(-c)—
]

Prova:

" Suponha-se que f'(¢) £ 0. Queremos mostrar, entdo, que
n 1O =710

e TG
uma seqiiéncia que converge para b (esta seqiiéncia certamente
existe, pois b ¢ um ponto de acumulagio de X). Como f—? é con-
tinua em b, f-*(y,) converge para f~!(b) = c. Para cada n € N,
existe x, € D — {c) tal que y, = f (x,), ou seja, a seqiiéncia (x,) em

Para tanto, seja (y,) em X — {b]}
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D — {c) converge para c e, portanto, lim flo) — 109) _ f (o)

z—0 Xq — €
(Teorema 12 do Capitulo III).
Por fim, notese que:
S ') =70 _ mm—e 1
Yn — b j(zn) "‘f(C) j(zn) — j(c)
z, — ¢
. e « fTi(ya) — f~1(b)
o que significa que a sucessdo 5 5 converge para
. —
1
. Como (y,) ¢ arbitrdria, segue-se do Teorema 12 do Capi-
W Ow) g P
o) — 1) 1
tulo III que Iim = .
e T =0 7@

Suponha-se agora que (f—!)’(b) existe. Entdo, (f—Zf) é diferencis-
vel no ponto ¢ € D (regra da cadeia) e, como (f~%f) (x) — x para
todo x € D, seguese que I = (f~4,f)'(c) = (f—4) ' (b).f(c). Por-

I
tanto, f’(c) # 0 e (f_l)'(b) = =1

5]

C. Q. D.
Exemplo:

12 — Com o auxilio do teorema acima, é extremamente simples
estudar a diferenciabilidade (ver exemplos 5 e 6 anteriores) das
fungdes f: R —» R dada por f(x) = /x e gz R, —» R, dada
por g(x) = Vx.

Para tanto, considerese a fungdo h: R = R com h(y) = 9% h
é diferencidvel em R e k’ (y) .~ 0 para todo y £ 0, isto é h’ (y) = 3y*.
Como f = h—* é continua em R, ela é diferencidvel em todo ponto

= h(c) tal que k’(c) »& 0. Neste caso, f' (b) = _’IW = —;c'_ =

_ 1
8 Vb .
1
Similarmente, conclui-se que g’ (b)) = D =
@=""() 2%’

sendo g—!: Ry —» R, dada por g—!(y) = y* e b £ 0.
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Além disto, podemos concluir que nem f nem g sio derivdveis
o ponto x = 0, pois ') = 0 e (g=%’(0) = 0.

V.1.1 — O Teorema do Valor Médio

O Teorema do Valor Médio ¢ um dos resultados mais importantes
do célculo diferencial, em vista do niimero bastante grande de impli-
cagbes — tedricas e priticas — que possui. Para chegarmos 2 demons-
tragio do teorema, necessitaremos de alguma preparagao anterior
que envolva a caracterizagio dos extremos relativos de uma fungio
diferencidvel no interior de seu dominio. Ao final da apresentagio,
utilizaremos a conclusio do teorema para caracterizar os extremos
da fungdo (mdaximo ou mfnimo).

Definigdo 4 — Seja f: D - R, D = R. Diz-se que f tem um mdximo
relativo ou um mdximo local (minimo relativo ou minimo local) no
ponto ¢ € D se existe um nmimero real 8 > 0 tal que f(x) < f(c)
(f(x) = f(c)) para todo x € D tal que |x — ¢| < 3.

Dizse que f tem um mdximo relativo estrito (minimo relativo
estrito) se f(x) < f(c) (f(x) > f(c)) para todo x € D tal que
0< |x —¢ <8

Quando a fungio possuir um mdximo ou um minimo relativo (es-
trito) no ponto ¢, dizemos que f possui um extremo relativo (estrito)
no ponto c.

A figura a seguir ilustra estes conceitos. A fungao f tem um m4-
ximo relativo estrito no ponto ¢; e um minimo relativo no ponto c,.

Quando tratamos de fungGes que sio diferencidveis e os seus extre-
mos ocorrem no interior do dominio, o valor da derivada nestes
pontos é zero. Procuraremos demonstrar isto. Antes, porém, provemos
o seguinte lema:

Lema — Seja f: D - R, D = R, derivdvel em ¢ ¢ D, c ponto de
acumulagio de D. Entio:

a) se f'(c) > 0, existe um nimero real § > 0 tal que fx) >
> f(c) paratodo x ¢ Dccomec < x < c 4 §; e
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G(f)

O |— —————

2 X

b) se f(¢) < 0, existe um niimero real 8 > 0 tal que f(x) >
> f(c) paratodo x E Dcomc — 3 < x < ¢

Prova:

a) Sejaege > 0Otalque0 < ¢ < f(c). Como f é derivdvel em c,
existe () > 0 tal que:

f(x)x : ,c(r) — fl(c) < €
para todo x € D com 0 < |x — ¢| < & (¢).

Portanto, se x € Dec < x < ¢ 4 d, temos que:

0<r) —e< 1O 1O piy 4,

X — ¢

Como (x — ) > 0, f(x) > f(c).
b) Anilogo 2 prova do item *a”.
C. Q. D.
Com relagdo a este lema, observemos o seguinte:
a) Por um procedimento anilogo ao da demonstragio do lema,

pode-se mostrar que; se f'(c) > 0, f(x) < f(c) para todo x € D
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comc.— 8§ < x 5, ¢,.onde 3 ¢ um niimero real positivo. Se f' (¢) < 0,
f(x) < f(c) para todo x €D com ¢ & x £ ¢ 4 8, onde 8 é um
numero real positivo.

b) O lema acima,. conjugado com. a .observagio anterior, nao
garante que, se f’ () > 0, f é crescente numa vizinhanga do ponto
¢, porque o valor de § é sempre comparado com o mesmo valor
fixa f(c). Um exemplo de uma.fungio que satisfaz estas hipiteses
e que nio é crescente em nenhuma vizinhanga do ponto ¢ pode
ser encontrado em Lima (1976, p. 209).

c¢) Finalmente, sugerimos ao leitor reexaminar a demonstragiao
do lema e notar que a hipétese de que a derivada existe no ponto ¢
é muito forte. O mesmo resultado, com a mesma demonstragio, é
verdadeiro se se supGe apenas que existe a derivada lateral (isto é,
f'(c +) no caso “a” e f'(¢ —) no caso “b").

Teorema 6 (Miximo Interior) — Seja f: D > R, D =R, e seja c
um ponto interior de D onde f tem um miximo relativo. Se f ¢é
derivdvel em c, entdo f(c) = 0.

Prova:

Dado o lema anterior, é ficil ver que ndo podemos ter f'(¢) < 0
nem f' (¢) > 0.
C. Q. D.

E extremamente importante que este resultado seja bem enten-
dido. Em particular, o simples fato de que a derivada de uma fungio
se anula em um ponto nio garante que naquele ponto a fungdo
possua algum extremo relativo. Por exemplo, a func¢io f: R - R
dada por f(x) = x* é mondtona crescente €, no entanto, f' (0) = 0.

Uma outra observagio, na mesma linha da anterior, ¢ que os
extremos relativos (mesmo que ocorram no interior do domf{nio)
podem coincidir com pontos onde a fungdo nio ¢ diferencidvel, como
¢ o caso da fungio valor absoluto que tem minimo na origem.

Em conclusio, o Teorema .6 fornece apenas uma (importante)
condigdo necessidria para que um ponto interior do dominio de
fungio seja um extremo relativo. Posteriormente nos aprofunda-
remos mais nesta questdo e trataremos de mostrar que existe uma
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classe de fun¢des — as fungdes cdncavas e diferencidveis — para as
quais a condig¢io ¢ também suficiente.

Se a fungdo f possui derivada em todos os pontos de seu dominio
D, entdo podemos definir uma fungio f': D — R que associa a
cada x € D o valor da derivada de f no ponto x. Mais geralmente,
s¢e X = D ¢ o conjunto dos pontos onde f possui derivada, pode-se
definir a fun¢do f: X — R tal como acima (a fungio f' é chamada
funcio derivada primeira de f).

Teorema 7 (Rolle) — Seja f: [a, ] > R continua em [a, b], dife-
rencidvel em (a, b) e tal que f (@) = f(b). Entdo, existe ¢ € (a, b)
tal que f'(¢) = 0.

Prova:

Se f for constante em [a, b], entdo, qualquer que seja ¢ € (a, b),
f) =0

Caso contridrio, f atinge um midximo M e um minimo m (Teore-
ma de Weierstrass) em [a, b]. Como ela nio é constante, pelo menos
um deles é atingido no ponto ¢ ¢ (s, b). Logo, f () = 0.

C. Q. D.
Exemplos:

13 — Seja f: I - R, onde I ¢é um intervalo diferencidvel em I,
e sejam a €¢I e b ¢ I duas raizes de f, isto ¢, f(a) = f(b) = 0.
Entdo, a fungdo f: I = R tem uma raiz em (a, b). Note-se que
f/[a, b] satisfaz todas as hipdteses do Teorema de Rolle e, portanto,
existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

14 — Sejam f: I - R e g: I — R diferencidveis no intervalo I
e tais que f(x) . g’(x) — f(x). g(x) == O para todo x €1I. Entdo,
entre duas raizes de f existe uma raizde g, isto é,sea €I e b €1 sdo
tais que f (@) = f(b) = 0, entdo existe ¢ € (a, b) tal que g(c) = 0.
Note-se que, se g(x) w»& 0 para todo x € (a, b), entio a fungio

h(x) = ;((:)) ¢ bem definida em [a, b] e satisfaz as hipdteses do

Teorema de Rolle. Portanto, existe ¢ € (a, b) tal que h’(c) = 0,
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isto é, e g(C)[g;‘)l]fC) - €6) = 0, o que contradiz a hipé-

tese inicial,

Teorema 8 (Teorema do Valor Médio de Lagrange) — Seja
f:'[a, b] - R continua em [a, b] e derivivel em (a, b). Entdo,
f(b) — f(a)

b —a

existe ¢ € (a, b) tal que f (c) =

Prova:

Desenhemos inicialmente uma figura que nos indicars exatamente
o que deve ser feito para demonstrar o resultado. Do ponto de
vista geométrico, o resultado do teorema garante que em algum
ponto do intervalo aberto (a, b) a inclinagdo da tangente ao grifico
de f é paralela 4 reta que une os pontos (a, f(a)), (b, f(b)), cuja

5 f(b) — f(a)

equagio ¢ s(x) = f(a) + — = (x — a).

Para demonstrarmos o teorema, ¢ suficiente notarmos que a fun-
Gao @: [a, b] = R dada por ¢ (x) = f(x) — s(x) satisfaz as hipé-

f(x)“
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teses do Teorema de Rolle. Portanto, existe ¢ € (a, b) tal que
by —
PO =@ —s0 =10 =10 _,
C. Q. D.

Um enunciado equivalente para o Teorema do Valor Médio ¢
aprescntado no Teorema 9.

Teorema 9 — Sejam h € R, h > 0, e f: [a, a + k] - R continua
em [e, a 4 h] e diferenciidvel em (a, a 4 k). Entdo, existe 6 € R,
0 <6< 1 talquef(a+ h) =f(a) + f(a + 6h) h.

Prova:

Basta tomarmos b = a 4 h e notarmos que ¢ € (a, b) se, e so
mente se, existe § € (0, I) talquec = a 4 6(b — a).

C. Q. D.

Coroldrio 1 — Seja f: [a, b] - R continua em [a, b] e tal que a
derivada de f se anula em todos os pontos de (a, b). Neste caso, a
fungdo f é constante.

Prouva:

Seja x € [a, b]. f/[a, x] satisfaz as hipdteses do Teorema do Valor
Médio. Logo, existe ¢ € (a, x) tal que f(x) — f(a) = f'(c).(x —
— a) =0, isto ¢, f(x) = f(a) para todo x € [a, b].

C. Q. D.

E importante que se observe que o coroldrio nio ¢ verdadeiro se
o dominio de f nio ¢ um intervalo. Seja, por exemplo, f: [1, 2] -’
“ [3, 4] > R dada por f(x) = Isex € [1, 2] e f(x) = 2 se
x € [3, 4). Neste caso, f'(x) = 0 para todo x no dominio de f, c
esta n3o ¢ constante.

Coroldrio 2 — Sejam f: [a, b] — R e g: [e, b] - R continuas em
[a, b], deriviveis em (a, b) e tais que f(x) = g’(x) para todo
x € (a, b) . Neste caso, f (x) e g (x) diferem apenas por uma constante.
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Prova:

A fungdo h: [a, b] = R dada por h(x) = f(x) — g(x) ¢ cons
tante pelo Coroldrio 1.
C. Q. D.

Coroldrio 3 — Sejam f: (a, ) —» R e c € (a, D). Suponha-se que
f é derivdvel em (g, b) — {c}, continua em c e que existe lim f’ (x).

Entdo, f & diferencidvel em c e f(c) = lim f(x).
X~
Prova:

Sejam L = lim f (x) e (x,) uma seqiiéncia em (a, b) — {c} tal

que (x,) com.u;ée para c. Para cada n € N, f restrita ao intervalo

[c, xa] OUu [x,, c], conforme seja x,, > ¢ ou x, < ¢, satisfaz as hipoteses

do Teorema do Valor Médio. Entio, existe y, em (c, x,) ou (x,, ¢)

tal que f (x,) — f(c) = f' (¥a) (Xa — €), OU, ainda, M =
. —

= ") -

A seqiiéncia (y,) converge para c e, portanto, (f’(y,)) converge

para L. Dessa maneira, M converge para L. Como {x,)

Xn
¢ uma sucessdo arbitrdria, lim -M— =L = f(c).
C. Q .D.

Se n3o existe o limite de  quando x tende para c, nada se pode
afirmar quanto a existéncia da derivada no ponto c¢. Por exemplo,
a fung¢do f: R - R dada por:

xt . sen L se x 5% 0
f(x) = x
0,sex—=20
possui derivada em todo ponto x o& 0 e f' (x) = 2x sen L cos L
z z
Entretanto, ndo existe o limite de f quando x tende para zero,

. . i _.I___ e (y) = 1 sdo
pois as seqiiéncias (x,) = ! 5x ) ) = ( @n + 1),;-)
tais que x, £ 0, Yn 7= 0, lim x, = lim I = 0, lim f (xl) = —1I

e lim () = 1.
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Apesar disto, f é derivdvel na origem, como mostramos no exem-
plo 8, o que obviamente s6 acontece porque a fungio f ndo é con-
tinua na origem.

Considerando a fungio g: R — R dada por:

1
g(x) = xsenT,scx,‘O

0,se x =20

pode-se verificar que também n3o existe o limite de g’ quando x
tende para zero. Neste caso, no entanto, ndo existe a derivada de g
no ponto zero (exemplo 7).

Coroldrio 4 — Seja f: (a, b)) — R derivdvel em (a, b). Entdo,
se ¢ € (z, b) e f é descontinua em ¢, esta descontinuidade é de 2.2
espécie.

Prova:

Como ¢ é uma descontinuidade de f’, ndo existe (Coroldrio 3) o
limite de f quando x tende para c. Logo, as descontinuidades de §’
nio sio removiveis. Entretanto, como ¢ derivdvel em ¢, temos que

ree=) =10 =7E+).

Suponhase que L = lim f'(x). Entdo, por um procedimento
z—ct
andlogo ao adotado na demonstragio do Coroldrio 3 (considere-se
uma sucessio (x,) em (8, b) — {c} tal que x, > ce lim x, = ¢),
pode-se mostrar que lim f (x) = f (c4).
z—et
Da mesma forma, se lim f (x) = L', temos L’ = f' (¢ —).
—c”

Portanto, se existirem os limites laterais, eles deverdo ser iguais
entre si e também iguais a f’(c), o que contradiz a hipétese de
que f' é descontinua no ponto c.

Logo, as descontinuidades de f’ nio podem ser de 1.2 espécie.
C. Q. D.
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Coroldrio 5 — Sejam I um intervalo em R e f: I — R derivdvel
em I. Entdo:

a) f'(x) Z2 0 para todo x € I se, e somente se, f é ndo decrescente
em I; e

b) se f(x) > 0 paratodo x € I, f é crescente em 1.

Prova:

a) Sejam f'(x) = O para todo x € I e x, € 1, x, € I tais que
%y > x5. f][%1, 4] satisfaz as hipéteses do Teorema do Valor Médio.
Assim, f(x,) — f(x;) = ' (¢) (xs — x,) para algum ¢ € (x,, x,).
Como f'(c) = 0, f(xs)- = f(xi).

Por outro lado, dado um ponto c € 1, M = 0 para todo

x €1, uma vez que f é mondétona nio decrescente. Assim, f' (¢) =
W =@ <,
- =0.

z—e X —c
“ v

b) A demonstragio é a mesma da primeira parte do item “a”.
Note-se apenas que, sendo f'(¢) > 0, teremos necessariamente

f(xs) > f(xi)-

= lim

C. Q. D.

A reciproca da parte “b"” do Coroldrio 5 nio é verdadeira. Por
exemplo, a fungdo f: R — R dada por f(x) — x* possui derivada
nula na origem e é mondétona crescente, como j4 haviamos men-
cionado.

Também deve ser observado que valem resultados anilogos para
as funcdes monétonas nio crescentes e mondtonas decrescentes, isto
¢, sob as hipéteses do Coroldrio 5, temos que: a) f' (x) < 0 para todo
x €I se, e somente se, f é ndo crescente em I; e b) se f'(x) < 0
para todo x € I, f é monétona decrescente em 1.

Coroldrio 6 — Seja f: [a, b] — R continua em [a, b] e deri-
vivel em (a, b). Se existe & > 0 tal que f'(x) = 0 para todo
x € (a, b) ™ (a, a 4 3), entdo f tem minimo relativo no ponto a.

Prova:

Se x € (a, a + 3) m (a, b), f/[a, x] satisfaz as hipéteses do
Teorema do Valor Médio. Neste caso, existe ¢ € (a, x) tal que
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f(x) — f@ = f(¢) (x — a) = 0. Portanto, f(x) > f(a) para
todo x € (a, a 4 d) ™ [a, b]

C. Q. D.

Coroldrio 7 — Seja f: [a, b] = R continua em [a, b] e derivdvel
em (a, b). Se existe um niimero real 8 > 0 tal que f'(x) = 0
para todo x € (b — 8, b) ~ (a, b), entdo f tem mdximo relativo
no ponto b.

Prova:

Se x ¢ (b — d, b) ~ (a, b), entdo existe ¢ € (x, b) tal que
f) —f(x) =f() (b —x) =0
C. Q. D.

Coroldrio 8 — Seja f: [a, ] - R continua em [a, b] e derivavel
em (a, b). Se existir um nimero real & > 0 tal que f'(x) < 0
para todo x € (a, b) ™~ (e, a 4+ d), entdo f tem maximo relativo
no ponto a.

Coroldrio 9 — Seja f: [a, b] - R continua em [a, b] e derivivel
m (a, b). Se existir um nimero real & > 0 tal que f'(x) << 0
j.')ara todo x € (a, b) ~ (b — d, b), entdo f tem um minimo relativo
no ponto b.

Passaremos agora a procurar identificar condi¢Ges suficientes para
que num ponto x do dominio da fungio f ela possua mdximo ou
minimo relativo. Os Coroldrios 6-9 acima j4 nos dio uma condigao
desta natureza para os pontos extremos do intervalo onde a fungio
estd definida. £ conveniente inclusive tragarmos figixras representa-
tivas dos resultados destes coroldrios (pigina seguinte), uma vez que
estas idéias simples sobre extremos que nio ocorrem no interior do
dominio aparecem, de maneira um pouco diferente, em problemas
de otimizagdo mais complexos.

Exploremos um pouco mais estes coroldrios com o objetivo de
obter condigdes suficientes com relagio aos extremos da fungio. Ja
sabemos que, se f atinge um extremo no interior do dominio e
se ela é derivdvel neste ponto, a derivada é nula. Geometricamente,
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Coroldrios 6 e 7

ol

O P—————— e ——— e ————

Coroldrios 8 e 9
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a diferenga entre um méximo relativo ¢ um minimo relativo (ambos
interiores) & bastante &bvia. Os pontos ¢, e ¢, na figura a seguir
sdo maximos, pois a tangente ao grafico de f tem inclinagdo positiva

A sua esquerda e negativa 2 sua direita. O inverso acontece no ponto
¢, que é um mfnimo relativo.

fix)

oph————

€2
T \j/ k

O que se torna interessante, entretanto, é que a diferenciabilidade
de f no ponto onde ela tem extremo nio é importante, isto &, se
ela ¢é diferencidvel numa vizinhanga perfurada do ponto, o mesmo
comportamento da tangente caracteriza os miximos e os minimos,
como ilustra a figura a seguir.

F,
f(x)

l_/

€2
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Portanto, é possivel estabelecer um conjunto de condigdes sufici-
entes para identificar os extremos de uma fungio no interior de
seu domf{nio.

Teorema 10 — Seja f: [a, b] - R continua no ponto c € (a, b) e
diferencidvel numa vizinhanga ¥ de ¢, exceto possivelmente no ponto
c. Entdo:

a) f tem maximo relativo em c se existe um numero real § > €
tal que f'(x) = 0 paratodo x € ¥ m (c—3,¢) e f'(x) < 0
para todo x € ¥V ™ (¢, ¢ + d);

b) f tem minimo relativo em ¢ se existe um nuimero real § > 0
tal que f'(x) £ 0 paratodo x € ¥V m (c—38,¢c) e f'(x) =2 0
para todo x € ¥V ~ (c,c 4+ d); e

c) f ndo possui extremo relativo em ¢ se f ndo troca de sinal
em uma vizinhang¢a do ponto c.

Prova:

a) Pelo Corolidrio 7, qualquer que seja x € (c—3, ¢c) ™ V,
f(c) = f(x). Pelo Corolirio 8, para todo x € V —~ (¢, ¢ 4+ d),
f(c) = f(x). Logo, f tem méximo relativo no ponto c.

b) Utilize-se os Coroldrios 6 e 9.

c) Suponhase que f(x) = 0 numa vizinhanga perfurada W
de ¢ de raio 3. Pelo Coroldrio 7, f(c) = f(x) para todo x € (c —
— 8. ¢) ~ V. Pelo Coroldrio 6, para todo x € (¢, ¢ + &) ~ V,
f(c) < f(x). Portanto, ¢ ndo é um extremo relativo (o caso em que
f (x) < 0 demonstra-se analogamente).

C. Q. D.

Exemplos:
15 — Seja f: R — R dada por f(x) = x* — 5x 4 6. f é diferen-
cidvel em R e f'(x) = 0 se, e somente se, x — 5/2, o que significa

que, no ponto x = 5/2, f pode ter um méximo relativo, um minimo
relativo ou nenhum dos dois. Para tentarmos identificar a natureza
deste ponto, procuremos utilizar o Teorema 10. f(x) = 2x — 5
e, portanto, f'(x) < O para todo x < 5/2 e f/(x) > O para todo
x > 5/2. Concluise que f tem um minimo relativo no ponto
x = 5/2.
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16 — Seja f: R — R dada por f(x) = (x —I)4. f é diferencidvel
em R e f'(x) = 0 se, e somente se, x = 1. Como f'(x) < 0 para

todo x < 1 e f(x) > 0 para todo x > I, f tem minimo relativo
em x = 0.

Observemos que, com um minimo de raciocinio, poderiamos ir
um pouco mais além da constatagio de que, no ponto x = I, f tem
minimo relativo, porque f(x) = 0 em R e f(x) = 0 somente no
ponto x = I. Dessa forma, f(I) < f(x) para todo x € R — {1},
o que significa que f tem, na verdade, um minimo global (ou
absoluto) neste ponto. (Os extremos globais serdo cuidadosamente
definidos posteriormente.)

17 — Seja f: R - R dada por f(x) = (x — 1)3. f é derivavel
em R e f(x) = O se, e somente se, x. = 1. Além disto, f/(x) = 0

para todo x € R, o que significa que f ndo tem extremo no ponto
x = 1.

18 — Seja f: R —» R definida por:
x2/3
xt 4+ &8

Note-se que f é continua em R e diferencidvel para todo x w& 0.
No ponto x = 0, f ndo é diferenciivel, pois:

fx) =

im J® _ 4 1 = $(x)
TR Ty s T e =T
Os extremos de f, j4 sabemos, ocorrerio nos pontos onde f' (x) = 0

ou entio no ponto x = 0. Para todo x «& 0:

4 (4 — x%)
fix) = 3 x13 (x* | 8)*
e, portanto, f'(x) = 0 se, e somente se, x = 2 e x = —2. Além
disto, se 0 < x < 2,f’(x) > 0 e sex > 2, f(x) < 0. Portanto,
f tem miximo relativo em x — 2.

.De maneira semelhante, conclui-se que f tem miximo relativo
em x = —2,
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Falta-nos examinar o comportamento de f’ numa vizinhanga da
origem, ponto em que f ndo é derividvel (porém, ¢ continua). Note-se
que, se x € (—2,0), f'(x) < 0e sex € (0,2), f(x) > 0. Con-
cluimos, assim, que f tem minimo relativo no ponto x — 0.

19 — Seja f: R =& R definida por f(x) = e x4/, f é continua
em R e derivdvcl em R — (0). No ponto x — 0, f ndo ¢ derivavel,
pois:

lim = lim = - = o0
z—0 X 20 xe/3 +

Examinemos os candidatos a extremo da fungdo. Pode-se verificar

que f'(x) = e* (—;—xéﬁ— 4+ xt ) para todo x £ 0. Entio,

[ (x) = O se, e somente se, x = —I/3 e, além disto, f"(x) < 0
se x < —1/3 e f'(x) > 0se x > —I1/3. Disto se conclui que f
tem minimo no ponto x = —1/3.

Numa vizinhanga do ponto x = 0, a fungdo f’(x) n3o troca de

sinal, o que significa que f ndo tem mdximo ou minimo na origem.
20 — Seja f: R, — R dada por f(x) = \/x. Se x £ 0, f/ (x) =

1
= ———— > 0. Logo, f é¢ monétona crescentc em (0, ). Entre-
2\ x 8 )
tanto, se notarmos que f(x) > f(0) para todo x € R, — {0},
verificamos que f é mondtona crescente em seu dominio.

2] — Seja f: R = R dada por f(x) = x3 — 4 x* + 5 x | 8.
Como f é derivdvel em R, a pesquisa dos extremos resume-se a
examinar os pontos onde f/(x) — 0. Entio, teremos que f' (x) =
=3x* —8x+ 5,0quenos di f(5/3) =0 e f(I) = 0. Uti-
lizando conhecimentos anteriores sobre o trindmio do segundo grau,
podemos afirmar que: para x < I, f*(x) > 0; para 1 < x < 5/3,
f’(x) < 0;e parax > 5/3, f(x) > 0. Em sintese, o ponto x = I
é um ponto de miximo relativo e o ponto x = 5/3 é um ponto
de minimo relativo.
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22 — Seja f: R —» R dada por f(x) =—;—x-‘—x'+x+10.f

¢ derivdvel em R e f’(x) = 0 se, e somente se, x = I. Além disto,
como x — I é a unica raiz do trinémio f'(x) = x* — 2 x 4+ 1,
segue-se que f' niio troca de sinal numa vizinhanga de x = 1. Por-

tanto, f ndo tem mdximo-relativo ou minimo relativo neste ponto.

23 — Daremos agora um exemplo que mostra que as condi¢Ges do
Teorema 10 ndo sdo necessdrias para ocorréncia de extremos.

Seja f: R — R definida por:

x4 (2+sen—é— 56 x 540

f(x) =
| 0, se x = 0
Note-se que, se x £ 0, f (x) = 4 x? (2 + sen i) — x% cos =
\ £z T
e, como lim f’(x) = 0, {'(0) = 0, isto &, f é diferencidvel em R e f’
x—0

é uma fungio continua.

A fungio f tem um minimo no ponto x = 0, pois f(0) = 0 e
f(x) > O para todo x € R — {0). Entretanto, dada qualquer wvizi-
nhan¢a da origem, existem pontos A direita de zero com f’ maior
e menor do que zero. O mesmo se d4 com os pontos 2 esquerda de
zero em qualquer vizinhanga deste ponto.

Até o momento estivemos preocupados em extrair implicagdes
teéricas do Teorema do Valor Médio. Entretanto, existem algumas
aplicagGes interessantes deste resultado que permitem o estabeleci-
mento de certas desigualdades. Vejamos dois exemplos desta natureza.

24 — A desigualdade de Bernoulli generalizada é a seguinte: para
todoh > —ler>1, (1 + hr>=14 rh

Para demonstrar esta desigualdade, considere-se a fungido f: R - R
definida por f(x) = (! 4 x). f é continua e diferencidvel em R.
Dados x — 0 e h > —1, a fungio f/[0, k)], ou f/[h, 0], conforme
h > 0 ou h < 0, satisfaz as hipdteses do Teorema do Valor Médio,
o que significa que existe t € (0, 1) tal que f(x 4+ h) = f(x) +
+ f (x + th) h. Substituindo os valores, temos (I + h)* = 1 4
+ rh(l 4 th)r—1.
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H4 dois casos a considerar. Se h 2> 0, (I 4 th)*=* > 1, donde
obtém-se (I 4+ h)r>=21+47h.Se —1 < h <0, (I 4th)yr—1<l1,
rth (I 4+ th)*™=* > rh e, portanto, (I + h)* > 1 4 rh.

25 — Dados a > 0 e h > 0, verifiquemos que a e~ <
1 — e

<—% — <=¢&

Seja f: R — R definida por f(x) = e—°s. f/[0, I] satisfaz as
hip6teses do Teorema do Valor Médio e, portanto, existe t € (0, 1)

1 —ak i 1 — e i1}
tal que e = 1 — ah e—%), ou, ainda, — — a e~

Disto se obtém a desigualdade a partir dos seguintes fatos:

a) e~ % < 1, uma vez que ath > 0; e

b) e—?* > e—eh uma vez que a fungio exponencial e—e* ¢
monétona decrescente.

V.1.2 — A Férmula de Taylor

Seja f: D - R, D = R, derivdvel em D. J4 vimos que ¢ possivel
definir uma fungdo f': D —» R, chamada fungio derivada primeira
de f. Da mesma maneira, se f é derivivel em D ou em um sub-
conjunto X de D, podemos definir a fun¢io derivada segunda de f
pondo f': X — R, sendo f'(x) = (f)"(x). Em geral, dado um
nimero natural n > I, se a fungio derivada de ordem (n — 1) ¢
derivivel em um subconjunto X de D, podemos definir a fungio
derivada n-ésima de f pondo f™: X — R, sendo f(* (x) =—

= ()" ().
Defini¢do 5 — Seja I = R um intervalo e f: I — R:

a) dizse que f é n vezes diferencidvel no intervalo I quando,
para todo x € I, existe f(*») (x), sendo m um nimero natural;

b) dizse que f é n vezes diferencidvel no ponto ¢ € I se existe
um intervalo aberto J, com ¢ € J e tal que f é (n — 1) vezes dife-
rencidvel em I ~ [, e existe ff*) (c), sendo n um nimero natural;

273



c) dizse que f é de classe C" em I, n € N, se f é n vezes diferen-
cidvel em I e ff» é uma fungio continua no intervalo I, e neste
caso indicaremos f € C" (I), ou, quando o dominio estiver suficiente-
mente claro, simplesmente f € C* (convenciona-se, em geral, que
f € Ce significa que f é contfnua); €

d) diz-se que f é de classe C= quando f €C° e f € C* para todo
n € N.

Exemplos:

26 — O polinémio p: R — R tal que p(x) = a, 4+ a,x +
+ a;x* 4+ ... 4 a,x* (onde @, a,, ..., a, sio constantes reais) ¢
de classe C® Notese que p/(x) = e, + 2a,x 4 ... 4 na,x"—*
¢ ainda um polinémio. Mais geralmente, dado & €N, k < n, p®
¢ um polindmio e, portanto, derivdvel. Além disto, se & = =,
p™! (x) = n!a, (onde, por definigdo, n! = 1, 2, ..., n) e, portanto,
pnti (x) — 0 para todo k € N.

27 — A fungio f: R — R dada por:

1
x'senT,sexgéo

f(x) =

0,se x =0

¢ diferencidvel em R, mas nio é duas vezes diferencidvel em R.
Note-se também que [ ¢ CI.

28 — A fungdo f: R — R dada por f(x) = &* é de classe C®, uma
vez que ff*) (x) — e* para todo n € N.

O principal resultado desta subse¢io é a obtengio da férmula
de Taylor. E interessante observar que esta férmula é uma extensio
do Teorema do Valor Médio, onde o “acréscimo” da fungio

(f{c+ h) — f(c)) é aproximadamente calculado incluindo-se ter-
mos quadriticos, cibicos, etc.
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Teorema 11 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange) — Seja
f: [a, b] = de classe C* em [a, b] e (n 4 1) vezes diferencidvel no
intervalo (a, b). Entio, existe ¢ € (a, b) tal que:

2
J® =f@ +7@ (6 - a) +,-<a)u

+ ... 4+
(b ) n+ 1) b — )"'H
+1@) S g S

Prova:

Seja ¢: [a, b] - R definida da seguinte maneira:

s
0@ =10~ {1@+1@ - 6-D+r@lsTL e 4
n b—2r G—art'|
0@ =tk @+ D7 ]
onde %k é um numero real definido de maneira que (@) = 0. A

fun¢io @ é continua em [a, b], diferencidvel em (a, b) e tal que
@ (@) = @(b) = 0. Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a, b) tal
que @’ (c) = 0. Como:

(k—f""" @) - b—of

n!

Q') =

segue-se que k — f(*+1) (c) e que:

16 = 1@ + @) 6-) + ...+ 1) & ;_ia) + ") ((l; 'fai';tl
uma vez que @(a) = 0.
C. Q. D.

Uma formulagdo equivalente do teorema acima é a seguinte:

Teorema 12 — Sejam h € R,a € R e f: [a,a + h] - R de classe
Ch em [a, a + h] e (n 4 1) vezes diferencidvel no intervalo
(a, a 4+ k). Entao, existe § € (0, I) tal que:
h(ﬂ+l)

@+ =1@+r@ b+ T gy pern@on Lo
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Exemplos:

29 — Seja f: R - R definida por f(x) = (I 4 x)* A fungio
f € C= e, portanto, dados 2 € R e b € R, podemos “expandi-la" se-
gundo a férmula de Taylor. Observe-se que:

i) =21+ %);
["(x) = 2;e

ff*? (x) = 0 para todo n = 3.

Assim, obtém-se:

j) =f(@)+2 (1 +a) (b—a)+2—(b;,—“). =

=f@+2U+a)(®-a+ -0

Neste caso, expandindo até o termo de grau 2, obtém-se uma apro-
ximagdo exata do valor de f(b).

30 — Seja f: R — R definida por f(x) — e* e sejam a = 0 e
b € R. Como f € C=, a férmula de Taylor garante a existéncia de ¢
entre 0 e b, isto é, ¢ € (0, b) ouc € (b, 0) tal que:

S=e¢+e(b)+¢ b’ + °b_s+ + ¢ po+
£t T T e
onde n é um mimero natural qualquer. Por exemplo, se n = 5:

b’ b‘ b} G‘ R bd
5 T 24 * 720 T 7m0

b'
e"-1+b+—2—+

Tomando b = 1, a férmula acima nos permite aproximar o valor
do nimero e, pois se transforma em:

1 1 1 H e
e=1+1+E+y+4—,+ﬁ+—87
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e
&l

O termo é o erro de aproximagdo. Note-se que, quando n

(4
tende para infinito, tende para zero. Como ——— <
P P )Y

e
(n4+1)!

< temos que:

e
n4+11"

1 1 1 1 1
= { —_ —  — 4 e — A 1
e +1+£!+3.'+4!+6!+ +nl+ (2)
Sugerimos ao leitor comparar este exemplo com o exemplo 28 do
Capitulo III.

31 — Seja f: R —» R definida por f(x) = cos x. Uma vez que
f €C=, podemos “expandi-la” pela férmula de Taylor até o termo
que quisermos. Assim, tomando ¢ = 0 e b = x, temos que existe
¢ compreendido entre 0 e x tal que:

o 4 ) 7
z z x z
coo=l-gmt gt
Mais geralmente:
g 4 P 8 on
x z z n T
cosz=1—ﬁ+—,-—z-?-+-8—!+...+(—1) .+r(:1:)
2n !

onde r(z) = « (€08)™t(c), em que (cos)™*'(c) é a derivada

(@n+1)!

de ordem (2n 4 1) da funcdo co-seno no ponto c. Note-se que:

xll+l

xin+1
@n 4 1)!
converge para zero, pois:
2int1)+1 I
yim | —— I (2”+’)'|=0<1

IR
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Como |(cos)*+2(c)| < 1, r(x) converge para zero quando n
tende para infinito. Isto significa que:

| )

z’ I‘ 8 " ""
1—-—2—,+'4—!— !'+...+("I) 'W""" 3)

[~

converge para cos X.

Nos dois exemplos anteriores expandimos a fungdo f e observamos
que o resto da expansio até o termo de ordem n convergia para zero.
Isto significa que as expressGes (2) e (3) convergem para o nimero
e e para a fungao cos x.

Assim, dada uma fun¢do f € C™ no intervalo I, chama-se Série de

Taylor de f em torno do ponto a pertencente ao interior de I a
expressio:

(n)
2196 o =j@+r@ -+ L2

n=0

z—a)l+ ...+

") (z— a)*

n!

+ + ...

Toda fungdo f € C™ possui uma série de Taylor. Entretanto, nada
garante que ela seja convergente e, mesmo quando convergente, que
ela converge para o valor da fungdo no ponto x (isto ocorre se, €
somente se, o resto, em qualquer expansido finita, converge pira
zero). Quando a série de Taylor converge para f(x), diz-se que f
¢ uma fungio analitica. Mais precisamente, temos que f: I —» R, I
intervalo aberto, é uma fungdo analitica se, para todo a € I, existe
€ > 0 tal que, se |[x — a| <.g a série de Taylor de f converge
para f(x).

Nio entraremos mais a fundo no estudo das fung¢Ges analfticas
neste texto. Convém mencionar (sem procurar demonstrar) que

os polinédmios, as fungGes racionais, a fungio exponencial e as fungGes
sen e cos sdo analfticas,
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V.1.2.1 — Primeira.Aplicagio da Férmula de Taylor: Mdximos e
Minimos

Examinaremos agora o problema de determinagio de condigGes
suficientes para caracterizar os extremos de uma fungio. No Teo-
rema 6 ji nos deparamos com condigGes impostas sobre o compor-
tamento do sinal da derivada primeira numa vizinhanga do ponto.
Procuraremos agora estabelecer estas condig6es considerando as deri-
vadas de ordem superior da fungdo f. O resultado bdsico é o teorcma
a seguir.

Tecorema 13 — Seja f: [a, ] - R continua em [a, &], de classe
C*—! em (a, b), n = 2, e suponha-se que exista f(*) no ponto
x, € (a, b), onde se verifica o seguinte:

P@)=§@)=...="")=0 e ™(z)=0

Entio, podemos afirmar que:

a) sen é par e f(™(x)) < 0 (f™(x,) > 0), f tem miximo
(minimo) relativo no ponto x,; e

b). se n é impar, o ponto x, nio é de miximo nem de minimo.

Prova:

Considerando, 2 guisa de introdugio, o lema demonstrado imedia-
tamente antes do Teorema 6 e as observagGes que a ele se seguem,
podemos afirmar que:

a) se ff*(x,) > 0, existe § > 0 tal que f*—2) (x) < 0 para
todox ¢ (x, — &, x,) ™ (a, b) e f»=1(x,) > 0 para todo x € (x,,
Xo 4 8) ™ (a, b); e

b) se ff" (x,) < 0, existe > 0 tal que f(*—¥(x) > 0 para
todo x € (x, — 8, x;) ™ (a, b) e f(*»=1) (x) < O para todo x € (x,,
X + 8 m (a, ).

Suponha-se agora que f® (x,) > 0 e seja n um numero par.
Seja x € (xo — &, x,) m (g, b). A fungdo f/[x, x,] satisfaz as
hipéteses do Teorema de Taylor. Portanto, existe ¢ (x, x,) tal que:

— )

. (n—1) (z
J@) =J(=z,) +1 (c) —
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Isto significa que ff"—2}(c) < 0, poisc¢ € (x, — 8, x,) ™ (a, b) e
(x — x)*=! < 0. Logo, f(x) > f(x,) para todo x € (x, — &,
Xo) N (a, b).

Seja agora x € (%, x, + 8) ~ (a, b). Como f/[x,, x] satisfaz
as hipéteses do Teorema de Taylor, existe ¢ € (x,, x) tal que:

n—1f
_ (n—1) (z — =z,
@ =j@&)+17") “@=DI
Como ffa=1) (c) > 0,¢ € (o % + 8) ™ (@, b) € (x — %) "1 > 0,
segue-se também que f(x) > f(x,) para todo x € (X, X, + &) ™
~ (a, b).
Conclui-se que f tem minimo relativo (estrito) no ponto x,.

Suponha-se agora que n é um numero fmpar. Baseados nas obser-
vagdes acima, concluimos que ff»—=1(c) (x — x,)*—1 < 0 se
X € (xo — 8, %) &~ (a, b) e fr=(c) (x — x,)"=% > 0 se
X €(x xo + 8) ™ (a, b), isto &, f(x) < f(x;) se x € (x, — &,
X) ™ (a,b) e f(x) > f(x,) sex € (xo — d, x,) ™ (a, b). Em
conclusdo, f ndo possui extremo em x,.

O caso em que f/* (x,) < 0 pode ser tratado de maneira seme-
‘hante.

C. Q. D.

Fazendo n = 2 no teorema anterior, obtém-se o seguinte impor-
tante coroldrio:

Coroldrio (Condigdes Suficientes de Segunda Ordem) — Seja
f: [a, b] = R continua em [a, b], de classe C* em (g, b), e suponha-
se que existe f* no ponto x, € (a, b), onde {'(x,) = 0. Entdo, se
"(xs) >0 (f"(x,) < 0), f tem minimo (méximo) relativo em x,.

Exemplos:

— #x* 4 5x 4 8 ¢ de classe C=. Além disto, f’(x) = 6x — 8, ou
seja, f"(5/3) > 0 e f’(I) < 0. Baseados no corolirio anterior,
concluimos que f tem um minimo relativo no ponto x — 5/3 e um
mdiximo relativo no ponto x — I.

32 — Retomando o exemplo 21, observese que f(x) — x% —
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33 — Seja f: R — R definida por f(x) == x!. Claramente,
fEC=, ef(0) = [ (0) = f3(0) e ft(0) = 24.

Note-se que, neste caso, nada se pode afirmar sobre a natureza
do ponto x = 0 com base simplesmente no coroldrio anterior, por-
que f"(0) = 0 é um caso nao considerado.

Entretanto, o Teorema 13 ¢ aplicivel neste caso. Com base nele,
conclui-se que f tem minimo relativo, pois 4 é um nimero par e
f(ir0) > 0.

34 — Com base ainda no Teorema 13, conclui-se que f: R — R
dada por f(x) = x* nio tem mdximo relativo ou minimo relativo
na origem.

35 — Mais geralmente, seja n € N e seja f: R —» R dada por
f(x) = x Entao, f(0) = f'(0) = ... = f»~U(0) = Oe
f* (0) = n!.

Se n é par, a fungdo tem minimo relativo na origem. Se n é impar,
entdo, na origem, f nio tem mdximo relativo nem minimo relativo.
Neste caso (n impar), ¢ interessante observar que [’ (x) = n x*"—! >
= 0, isto é, f é mondtona nio decrescente (Coroldrio 5 do Teorema
do Valor Médio). Entretanto, como f' (x) = O se, e somente se,
x — 0, afirmamos que ela ¢é monétona crescente em R.

36 — Seja f: R — R definida por:

—1[.:’

¢ , S€ Z 7 U

Jx) =

0, se z=20

f ¢ uma fungdo continua em R. Se x £ 0, ela é a composta de duas
fungdes continuas. A continuidade na origem é conseqiiéncia de

que o lim e—%2* — 0. Quando x 5 0, f' (x) = —::; e—it, Além

=0

disto, pode-se mostrar que lim f'(x) = 0 e, portanto, ' (0) = 0.
z=0

Mais geralmente, pode ser verificado que f*) (0) = 0 para todo

n € N.

Este exemplo ilustra o fato de que as condigGes estabele-
cidas no Teorema 13 sio suficientes (porém n3o necessdrias,
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uma vez que f tem minimo relativo na origem) e encerra o estudo
de médximos e minimos que faremos nesta se¢ao. Entretanto, convém
fazermos um pequeno sumdrio destes resultados, de forma que pos-
sam ser melhor utilizados.

Consideremos a fungao f: [e¢, b] —» R. Sc f tem derivadas com
sinal constante em alguma vizinhanga de a ou b, entdo neste ponto
haverda um extremo relativo (Coroldrios 6-9 do Teorema do Valor
Médio) . Se x, € (a, &) e se f é derivdvel numa vizinhanga ¥V de x,,
exceto possivelmente em x,, 0 Teorema 10 estabelece condigGes sufi-
cientes — em fung¢do do comportamento do sinal de f numa vizi-
nhanga de x, — para a existéncia de extremos. Alguns casos t{picos
estdo apresentados nas seis figuras a seguir.

f'>o

—17 xo)=0 f<0

f<0 >0 >0

'>o0 f<0

>0

P o e e e

Em alguns casos, o estudo do sinal da derivada primeira pode
ndo ser uma tarefa computacionalmente simples ou analiticamente
interessante. CondigGes suficientes para identificagio de maximos e
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minimos relativos sio estabelecidas no Teorema 13 e seu importante
coroldrio.

Por fim, procuremos estabelecer condiges necessdrias de segunda
ordem para a ocorréncia de. extremos. Suponha-se que f satisfaz as
hip6teses do coroldrio do Teorema 18. Se x, é um ponto interior do
dominio de f onde ela tem miximo relativo, entdo deve-se ter
f’(x;) < 0. Se, por outro lado, f tem minimo relativo em x, (in-
terior do dominio), entdo f’(x,) = 0. Se f'(x,) = 0 (x, interior
do domifnio) e se x, nio é miximo relativo nem minimo relativo,
entdo " (x,) = O.

V.1.2.2 — Segunda Aplicagio da Férmula de Taylor: Fungdes
Concavas e Convexas

Nesta aplicagdo faremos uso da férmula de Taylor para caracterizar
as Fungéoes Concavas e as Fungoes Convexas, que desempenham papel
extremamente importante em toda a teoria de otimizagdo e também
na Teoria Econémica Moderria (nesta subsegdo trataremos do caso
das fungGes diferencidveis, ao passo que o caso mais geral serd estu-
dado no Capitulo IX).

No que se segue, procederemos da seguinte forma: inicialmente,
definiremos precisamente fung¢io cdncava e fungido convexa e exami-
naremos uma caracterizagio equivalente das mesmas; em seguida,
mostraremos que uma fungdo (duas vezes diferencidvel) é cdncava
se, e somente se, sua derivada segunda ¢ ndo positiva; por fim,
trataremos, brevemente, das fungdes estritamente cdncavas (conve-
xas) . Em todo o desenvolvimento enfatizaremos as fungGes concavas,
uma vez que os resultados andlogos para as fungbes convexas sdo
obtidos imediatamente a partir dos primeiros.

Definicdo 6 — Seja I um intervalo e seja f: I — R diferencidvel
em I. A fungio f é céncava (convexa) em I se, quaisquer que sejam
a€leb el tivermos f(b) < f(a) + f(a) (b—a) (f(b) =
=@ + f(@ (b—a).

Geometricamente, a defini¢do de fungdo cbéncava significa que,
se tragarmos a tangente ao grifico da fung¢io f num ponto a de
seu dominio, todo o grdfico de f fica abaixo ou coincide com a
tangente. Mais especificamente, a expressdo f(a) + f(a) (b — a) ¢é
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o valor no ponto b da fungdo linear que representa a tangente
ao gréifico no ponto a e f(b) é o valor da fungdo em & (veja-se a
figura a seguir).

w 1(b)
[0 TX 0 (-1 | S — f(a)+fla)(b-0)

" /

flo)}-——
1{a)

d

O | e e e e e —

I
I
I
I
I
I

o
Funco cdncovo Fungdo nSo- cincovo

A fungdo representada na figura 4 esquerda é concava. Entretanto,
a fungdo i direita nao o ¢, pois tragando a tangente no ponto a
encontramos um ponto b no grifico de f, onde f(b) > f(a) +
+ f(a) (b — a). Exemplos andlogos sao apresentados a seguir com
relagio as fungdes convexas. O grifico 4 esquerda representa uma
fungio convexa, enquanto no grifico a direita a fungao ndo ¢
convexa.

o) ——————— 1)

o) e — —— f(o)

[ -

(o) #f(c)(b-a)

s —
ab——

FungSo convexa Fun¢B80 ndo-convexa
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Exemplos:

37 — Seja f: R > R dada por f(x) = x*. A fungdo f é convexa,
pois, dados @ € R e b € R:

W¥=[b-0a)+a’=0-—0a+20b-a+ad"=0b-0a'+
+7(a) + (@) b — a) = f(a) + f'(@) (b — a)

O grifico de f estd desenhado a seguir.

t(x)|

v

O j———
o b———— e —

/

38 — Seja f: R, — {0) — R definida por f (x) = \/x. Mostremos
que f é uma fungio concava. Sejam a eR_,_ — {0} eb € Ry — {0).

Desejamos mostrar que \/b < VVa +

\i— (b — a), expressfo

que ¢ equivalente as seguintes:

2\/ab € 2a 4+ (b — a)
a-|-b

Vab < -
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Esta ultima desigualdade — a conhecida relagdo entre as médias
geométricas e aritméticas de dois nimeros positivos — pode ser de-
monstrada considerando-se que:

0< (VB — Vit =a— 2Jab + b

A
f(x)
G(f)
T x
39 — A fungio f: Ry — (0} = R definida por f(x) = ix- é
convexa. Sejam dados a ¢ Ry, — (0} e b € R, — (0}. Queremos
mostrar que —-— = -Ia— — TI'- (b — a). Equivalentemente, temos
as expressoes:
a 1
=7 ¢t-a
ou:
a b
5t =2
ou ainda:

a* — 2ab 4+ bt = (a - b)* >0
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Esta iltima expressio conclui a verificagdo da convexidade de f
(veja-se o grifico a seguir).

f(a)

¥

o) p— m——

\ x

Definigio 7 — A fungio f: D - R, D — R, tem um mdximo
absoluto ou um mdximo global (minimo absoluto ou minimo glo-
bal) no ponto x, € D se f(x,) = f(x) (f(x) < f(x)) para todo
x € D. Dizse que f tem um mdximao absoluto estrito ou um mdximo
global estrito (mfnimo absoluto estrito ou minimo global estrito) em
x, € D se f(x)) > f(x) (f(xo) < f(x)) para todo x € D — {x,}.

Em vista da Defini¢do 6, o seguinte teorema tem demonstragio
imediata (na formulagio deste resultado e nas demais partes desta
subsegdo, I designard um intervalo) :

Teorema 14 — Seja f: I - R uma fungdo cdncava e seja ¢ um
ponto interior de /. Se f’ (c) = 0, f tem mdiximo absoluto no ponto c.

Se observarmos que uma fungdo g: I — R ¢ convexa se, e so-
mente se, (—g): I —» R for uma fungio cdncava, obtém-se imedia-
tamente um teorema semelhante ao anterior para estas fungdes.
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Teorema 15 — Seja f: I — R uma fungio convexa e seja ¢ um
ponto interior de I. Se f/ () = 0, f tem minimo absoluto no ponto c.

Figuras ilustrativas destes resultados sio apresentadas a seguir, a
primeira referindo-se ao Teorema 14 e a segunda ao Teorema 15.

o
o|—=-——

B

Existe uma maneira alternativa de caracterizar as fungGes céncavas
utilizando a secante que passa por dois pontos quaisquer do grafico,
e nio sua tangente, isto é, uma fungdo é cébncava (convexa) se,
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e somente se, o seu grdfico fica acima (abaixo) da secante no
intervalo compreendido pelos dois pontos. Ilustramos a idéia nas
figuras a seguir.

-~
A ~
f(x) i f(bL~
I
f (o) |
»
//’ | |
| 1
a b x>
f(b) /-
|
I
f(a) l
_ 74 |
— | -
a b X

Lema: Seja f: 1 — R cbncava e diferencidvel em I. Entio.
I - R é uma funcio mondtona nio crescente.
Y
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Prova:
Sejam x ¢ I'ey € I, x > y. Como f é cbncava:

f) SFO) +F£O) (x — )
fO) SFE + £ 6 — %
Portanto, f(x) < f(x) + F() (9 — %) + ) (x — ), ou
seja, (x — y) ('G) — f(x)) > 0. Seguese que £'(3) = f'(x).
C. Q. D.

Analogamente, pode-se mostrar que, se f ¢ uma fung¢do convexa
(diferencidvel), f* é monétona n3o decrescente.

Teorema 16 — Seja f: I —» R diferencidvel em I. A funcgdo f ¢
cdncava se, e somente se, dados a € I e b €1, o gréfico de f fica
acima da secante que liga os pontos (a, f(a)), (b, f(b)). Em outras
palavras, para todo x € (a, b):

f(b) — f(a)

f(x) =2 f@) + - (x — a)

Prova:

Suponhamos, inicialmente, que, para todo x € (a, b), f(x) 2

2 f@) + _@b—__fa(d)_ (x — a). Entdo:

f(x) — f{a)

X —da

f(b) — f(a)
= b —ua

Por detinicio, f (2) = lim M. Além disto, como no

z—o o X — a

limite as desigualdades permanecem, segue-se que:

r@ > 18 1@

0 que mostra que f é céncava.



Suponhamos agora que f ¢ cbncava e sejama € I, b €1, b > a,
e x € (a, b). Entdo:
f@ <f® +£@& @— %
) Sf@x) + () (b —x
As duas desigualdades acima mostram que a tangente ao grifico

de f no ponto x estd acima do grdfico. Em particular, acima de
f(a) e f(b). Da primeira relagio, obtemos agora que:

f(a) — f(x)_ 2 fl (x)

a —

isto é, a inclinagdo da secante que passa por (a, f(a)) e (x, f(x)) é
maior do que a inclinagio da tangente no ponto x.

O e et et by v et v B v — ——

Substituindo f’(x) na segunda desigualdade, tem-se:

O — 10 <1 6 —»n <D IO 4y
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que diz que a inclinagio da secante que passa por (b, f(b)) e
(x, /(x)) ¢ menor do que a da secante que passa por (a, f(a)) e

(x, f(x)).

Finalmente, manipulando esta ultima desigualdade, vem:
) @—x) —f(x) @— %) =@ (b—2% —fx) (b—2)
ou:

f) (@ —x) —fx G —=x —f(x) (@—0b =2
Zf@ (b —x) —f(x) (b —2)

ou ainda:

fx) (b —a) =f(@) (b—x) —f(b) (@—x) =
=f@ (b —2a + (f@ — f(b) (¢ — )

Por fim, concluimos que:
@ 2@ + 1O =I0 oy

= f@@) + .’(b)b—:fa(a). (x — a)

C. Q. D.

Essa caracterizagao das fungdes cdncavas (e a correspondente carac-
terizagao para as fungdes convexas) pela secante ao grifico é inte-
ressante, pois independe da hipdtese de diferenciabilidade. No
Capftulo IX trataremos novamente das fung¢Ses cdncavas, e
nesta oportunidade estaremos interessados em propriedades mais
gerais, independentemente da diferenciabilidade da fungdo, e por-
tanto utilizaremos como defini¢io esta relagio entre o grifico e a
secante a ele.

Tendo em vista que no tratamento das fungdes com dominio
contido em R? a notagio mais conveniente nio é a do teorema
anterior, é 1til que o enunciemos utilizando notagdo mais usual.
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Teorema 17 — A fungdo f: I - R (diferencidvel) ¢ cbncava se,
e somente se, para todo a € I e b € e para todo 6 € [0, I], tivermos:

f(6a + (I — 6) b) = 6f(a) + (I — 6) f(b)

Prova:

Se f é cbncava, entido:

0 =@ + LB 1@

para todo a € I, b €1 e x € (a, b). Suponhase, sem perda de

generalidade, & > a. Pondo 8 = —;—: , segue-se que 8 € (0, 1),

que x = fa 4 (I —0) beque (x —a) = (I — 8) (b — a),
isto é:

féa + (I —6) b) = f(a) + (b)) —f(@)] I — 0)

Note-se que a desigualdade acima se verifica (como igualdade)
parad = Oou ¢ = Il e paraa = b.

Por outro lado, se vale a condig3do do teorema, entdo x € (a, b) se,
e somente se, existe § € (0, 1) tal que x = fa 4+ (I — @) b. Logo:

I 1@ _,

f(x) 2 f@) +

C. Q. D.

A figura da pigina a seguir corresponde a esta versio da defi-
ni¢do da fung¢io cdncava.

Teorema 18 — Seja f: 1 —» R de classe C' em I e duas vezes
diferencidvel em I. A fungio f ¢ cOncava se, e somente se, f'(x) < 0
para todo x € I.

Prova:

Se f é céncava, f é mondtona nio crescente, entio " (x) < 0
para todo x € I (Coroldrio 5 do Teorema do Valor Médio).
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f(@a+{1-8)b)
Of(a)+ (1-0)¢(b)

ol ————— e ———— —

Qa+(1-6lb

- Suponhamos agora que f”(x) < 0 para todo x € I e sejam
a €1,b €1coma < b. A fungio f/[a, b] satisfaz as hip6teses para
aplicacio da férmula de Taylor. Portanto, existe ¢ € (a, b) tal que:

) = f@) +f@ (b—a) 4 ;b — 9 <

<f@ +f@ (b —a

Logo, f(b) < 1(a) + f(a) (b — a), o que nos permite concluir
que f é concava,

C. Q. D.

Um teorema anilogo pode ser demonstrado para as fungGes con-
vexas a partir da observagio de que g é convexa se, e somente se,
(—g) ¢ concava.

Teorema 19 — Seja f: I —» R de classe C! em I e duas vezes
diferencidvel em 1. A fungdo f é convexa se, e somente se, f'(x) = 0
para todo x € L

Com auxilio destes teoremas, fica bastante simples verificarmos se
uma fungdo ¢ cdncava ou convexa.

Exemplos:
40 — A fungdo f: R —» R dada por f(x) — x* é convexa, pois
f'(x) =2>0.

294



41 — A fungio f: R, — {0} — R definida por f(x) = \/x ¢

1
cbncava, is f'(x) = — ——— 0.
pois " (x) v <
42 — A fungio f: R, — {0} - R definida por f(x) = % ¢é con-
. 2
vexa, pois f’(x) = - > 0.

43 — Seja f: R — R dada por f(x) = ¢**, a € R — {0). Entio,
f'(x) = a? . e** > 0, isto é, f é uma fungio convexa.

44 — A fungio f: R —» R dada por f(x) = ax3 + bx* + cx +
+ d, a 5« 0, ndo é c6ncava nem convexa, pois f’(x) = 6ax + 2b,
b

e esta expressio muda de sinal no ponto x = — S5
a

45 — A fungio f: R — R dada por f(x) — ax 4 b é cébncava e
convexa, pois f'(x) = 0.

Definicdo 8 — A fungdo f: I — R diferencidvel em I ¢ estrita-
mente cOncava (estritamente convexa) se, para todo a € I, b € I,
a = b:

f(b) <f@ + f@ (& —a) (@) >f@ + fl) (b —a))

Todas as figuras que apresentamos anteriormente, na verdade,
representaram fungdes estritamente cdncavas ou convexas. As fungges
que sio cbncavas, mas n3o estritamente céncavas, podem apresentar
trechos lineares em seus grificos. O mesmo vale para as fungdes
convexas que nao sao estritamente convexas.

Os principais resultados com relagio as, fung¢des estritamente c6n-
cavas sio os seguintes (demonstragdo a cargo do leitor):

a) sec € Iétalque f(c) = 0, entdo ¢ é um méximo absoluto
estrito de f;

b) [ é uma fung¢io mondtona decrescente; e

c) se f satisfaz as hipdteses do Teorema 18 e f'(x) < 0 para
todo x € I, entdo f é estritamente cOncava.
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Fungdo cdncavo que ndo € estritamente cdncava

Fungdo convexa que ndo € estritamente convexa

E extremamente importante a observagio de que nio vale a reci-
proca da proposigio “c”, isto é ndo é verdade que, se f & estrita-
mente cdncava, f”(x) < 0. Este fato é de natureza semelhante ao
que ocorre com a reciproca da parte “b” do Coroldrio 5 do Teorema
do Valor Médio. O exemplo disto ¢ a fungio f: R — R dada por

f(x) = — x4, que ¢ estritamente cdncava e, apesar disto, " (0) = 0.

Verifiquemos que f ¢ uma fungdo estritamente cdncava. Note-se,
primeiro, que f” (x) = — 12x* < 0 para todo x € R, ou seja, f é
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cbncava. Se f nio ¢ estritamente cdncava, entdo existem dois niimeros

reaisa e b, a 5& b, tais que f(a) = f(d) + (b)) (@ — b), isto é:
—at = — bt — b3 (a — b)

Manipulando esta expressio, obtemos o seguinte:

0=@0"—a*)— 4b° (b —a) = (b —a) [-3°+ ab + ab” +
+a)=b-a (@ -b)+b@ —-b)+b"@-bd)=
=b—a(@-b[@+a+d)+b@+b)+b]=

= — (@ —b)"[(a+ b)" + 2b"

Esta expressdo é anulada se, e somente se, 2 = b, o que contradiz
a hipétese inicial de que a.s& b.

Resta mencionar, ainda, que os fatos andlogos sio verdadeiros
para as fungbes estritamente convexas. Ndo os tornaremos mais
explicitos por julgarmos que jd foram suficientemente denunciados
no decorrer de toda a anilise anterior.

V.1.3 — Regra de L’Hospital

A Regra de L'Hospital é a maneira mais simples de tratarmos
certas formas indeterminadas. Para tornar a apresentagdao mais clara
procuraremos fazer — i guisa de introdugio — uma pequena apre-
sentagdo das chamadas formas indeterminadas, que sio as seguintes:

0
T,%,o.m,m—m.oa,wez-

Examinemos alguns exemplos de fungSes que apresentam uma

. . - . x x! x x cos 1)x . .
destas indeterminacgdes. Sejam —, —, — e ———— definidas
: x x x
em R — (0}. Em todos os casos acima temos que os limites do

numerador e do denominador quando x tende para zero sio iguais
a zero. Note-se, entretanto, que o comportamento destas funcGes
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numa vizinhanga da origem ¢ totalmente distinto. Assim, lim — =1,

£2—0 X
L]

. X P
lim — = 0 e os outros dois limites, quando x tende para zero,
—0 X

nio existem.

Em sintese, dadas f: D > Reg: D - R, D = R, com lim f(x) =

= lim g(x) = 0 (a podendo ser mais ou menos izr;'fainito) e
o lim f(x)

sendo g (x) & 0 para todo x € D, o fato de que —‘[;;:W € uma

indeterminagio do tipo % nio nos dd nenhuma informagdo sobre

o comportamento da fungao ;((’:)) numa vizinhanga de a.

Teorema 20 (Regra de L'Hospital) — Sejam f e g diferencidveis
em (a, b) e g/(x) 94 0 para todo x € (e, b). Suponha-se que

:z_r: g"((ﬁ) = L e que lzz.r: [(x) = iz_r.r:I g(x) = 0. Entdo,
o f(x)
T M

Prova:

Nesta demonstragdo faremos uso do Teorema do Valor Médio
generalizado, que estabelece que, se f e g sio fungGes continuas em
[a, b] c diferencidveis em (a, b), entdo existe ¢ € (a, b) tal que
[F®) —f@]1g () =[g®) — g(a)] f(c) (ver exercicio n.o 5).

Seja p um nimero real tal que L < p e seja r, ntmero real,
r € (L, p) . Como lim 1)

z—a § \x)
tal que F'o) < 1 para todo y € (a, c,).
I 40)

= L,dado e = r — L, existe ¢, € (e, b)

Sejam x € (a, ¢,), 2 € (a, €;) tais que x < z. f/[x, z] e gf[x, z]
satisfazem as hip6teses do Teorema do Valor Médio generalizado e,
portanto, existe £ € (x, z) tal que:

f6) —f@ _ FE)
() —g@ —g® <7
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Como g nio ¢ constante em (a, &), sempre podemos encontrar x
e z tais que g(x) == g(z), 0 que mostra que a expressao acima é
bem definida.

Portanto, lim M <7 , isto ¢, _f(_x) < ra
e —gm ST g <P
todo x € (4, c,).

Como isto vale para todo p > L, segue-se que _é((ix))- £ L para
todo x € (a, c,), e disto decorre que lim —,—(ig L.

zT—+0 \
Seja agora p € Rtalque p < Lesejar€ Rtalquep < r < L.
O
go

Portanto, dado ¢ = L — r, existe ¢; € (a, b) tal que >

para todo y € (a, c,) . De maneira andloga ao caso anterior, mostra-se

;((,;)) s L para todo x € (a, ¢,). Portanto, zlir: ;((xx)) = L

que

Em conclusio, lim f{x)

1—a (%)

Exemplos:

46 — Seja f: R — {0) — R definida por f(x) = -:— Observe-se

que f/ (0, 1) satisfaz as hipéteses do Teorema 20. Portanto, como

(=)’

iin; R :.2121; 1 = 1, entdo iiz:of(x) = 1.

47 — Seja h: R — (0} —» R dada por h(x) = —’:— A fungdo
h/ (0, 1) satisfaz as hipdteses para aplicagio da Regra de L’Hos-
pital e, portanto, lima h(xy = limo = 0.

48 — Seja f: R — {0) — R definida por f(x) — “’; TR

sen x

satisfaz as hipéteses do Teorema 20. Entdo, lim
—0
cos x

= lim = cos () = 1.
S B
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Fagamos agora algumas observagGes sobre a Regra de L'Hospital.

a) a Regra ¢ ainda vilida se L é mais ou menos infinito e se a
também nio é finito;

b) se, ao invés da hipdtese lim f(x) = lim g(x) = 0, tivermos

r—a z—a

que lim g(x) = o, ou lim g(x) = —oo, também vale a Regra

z—a z—a

de L'Hospital — para demonstragdo, ver Rudin (1964, pp. 94-5); e
c) por fim, convém observar que outros tipos de indeterminagio

podem ser reduzidos aos casos considerados acima por meio de trans-
formagGes adequadas.

Exemplos:

49 — Seja f: R, — {0} —» R dada por f(x) = x log x (log =
= logaritmo na base €). A fungio f ndo apresenta uma indetermi-
nagio dos tipos que podem ser tratados pela Regra de L'Hospital
quando x tende para zero. Entretanto, se notarmos que f(x) =
= —135/;— percebemos que o limite do denominador quando x

ende para zero é 4-co e, portanto (ver observagio “b™ anterior),
1/x

‘mx o x:lim—-—_——:lim-x:O.
-0+ 8 —0 —Ifx* —0
50 — Seja f: R —» R dada por f(x) — % f apresenta uma

indeterminagio da forma 1quando x tende para oo. Portanto, po-
-]

demos aplicar a Regra de L'Hospital, isto é, lim— = lim I? = 0.
g— @ z— @

51 — Seja f: R, — {0} » R definida por f(x) — x°. Esta fungio
apresenta uma indeterminagdo do tipo 0° quando x tende para zero
pela direita. Para aplicarmos a Regra de L'Hospital teremos que
efetuar algumas transformagées na funcio f. Inicialmente, conside-
remos h: (0, o) — R dada por h(x) = log f(x), isto é, h(x) =
= x log x. Portanto (ver exemplo 49), lim k(x) = 0.

20+
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Note-se, agora, que f(x) — eM® e que, pela continuidade da
funcdo exponencial:

lim A(2)

lim ¥ =& =g
z— 0t
Conclui-se, assim, que lim f(x) = 1.
z—0t

52 — Seja f: R — {0) — R definida por f(x) = (1 + _:_)'_

f apresenta uma indeterminagio do tipo 1< quando x tende para
+ . Entretanto, utilizando uma transformagdo adequada, pode-
remos resolver o problema de calcular o limite quando x tende
para 4o por meio da Regra de L'Hospital.

Seja f/ (0, 4+ «) e definamos h: (0, 4+x) — R por h(x) =
= log f(x) = x log (1 < 1/x). A fungio h pode ser ainda reescrita

da seguinte forma:

1
log (1 + -z—)
1

x

h(z) =

Podemos, portanto, notar que ela apresenta uma indeterminacfo
do tipo % quando x tende para infinito. Utilizando a Regra de

L’Hospital, obtém-se que:

—1jz*
lim h(x) = lim = 1
z— 4@ x>+t —1
z!
Tirando proveito da continuidade da fungio exponencial, obtém-
se que:
fim  Afs)
im f@z) =% =e

e
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V.2 — Diferenciabilidade de Funcgdes de p Variaveis

Nesta se¢io procuraremos estudar a nogido de diferenciabilidade
para fungées definidas em subconjuntos de R? com valores em R.
O leitor perceberd, ao longo da apresentagdo, que tal estudo apre-
senta semelhangas com o que fizemos na se¢do anterior. Entretanto,
existem dificuldades adicionais, principalmente em fung¢io da estru-
tura do espaco R” e, em menor escala, da notagdo mais pesada
que deverd ser adotada.

Para evitar muitas repeti¢des ao longo desta se¢do, sempre que
nos referirmos a uma fungio f — salvo mengao explicita em contrério
— estaremos tratando do seguinte: f: D — R, onde D é um sub-
conjunto aberto de R®. Da mesma forma, sendo D aberto, ¢ € D
¢ automaticamente um ponto de acumulagido deste conjunto. Tam-
bém omitiremos esta qualifica¢io no que se segue.

Definigio 9 — Seja f: D — R e seja ¢ € D. Diz-se que f possui a
i-ésima derivada parcial no ponto ¢ se existe o seguinte limite:

lim I(C + el'h) — f(C)

h—0 h

onde c = (c;, ¢4, ..., €,) eeg= (0, ..., 1, ..., 0) é o i-ésimo
vetor da base candnica de R? e h € R.

Caso exista, o limite acima ¢ a i-ésima derivada parcial de f no
ponto c.

Convém notar que a derivada parcial de uma fungdo é a maneira
mais simples que nos poderia ocorrer para generalizar a defini¢do
da se¢do anterior. Se escrevermos o limite acima explicitando os

componentes dos vetores, observaremos uma semelhan¢a muito gran-
de com o que fizemos anteriormente:

lim JUer, 60y ooey€iyenny )40, ... Ry ..., 0)—F((cry Coy.nny €y))

h—0 h

— lim j(C),cg,..., C|'+h,...,Cp)—j(CI: c!,---lcn)
h=—0 h
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Mais explicitamente ainda, a i-ésima derivada parcial de f no
ponto ¢ € D é a derivada da fung¢io de uma varidvel g H - R
definida por g((x)) = f(¢s, €3, - .., X .-, Cp), sendo H = {x, € R:
(€1, €5, <., % ..., c,) € D}.

Portanto, valem para as derivadas parciais todos os teoremas de-
monstrados na se¢do anterior. Por exemplo, se existe a i-ésima deri-
vada parcial no ponto ¢, a fungiio g é continua em ¢, (veremos
adiante que a existéncia das derivadas parciais ndo assegura a conti-
nuidade de f) e a regra da cadeia pode ser aplicada, assim como o
Teorema do Valor Médio, desde que sejam satisfeitas as hipéteses
correspondentes. Valem também as “férmulas” de derivagdo vistas
anteriormente.

Considerando uma fungio definida num subconjunto de R?*, sua
segunda derivada parcial num ponto (c,, ¢;) € a inclinagio da tan-
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gente 4 curva formada pela intersegio do grifico de f (que estd
contido em R®) com o plano perpendicular ao plano (x,, x,, 0) e
que passa pelo ponto (c;, 0, 0). Neste caso, a tangente trigonomé-
trica do é4ngulo 6§ ¢é a segunda derivada parcial de f no ponto
(€1, ¢y) .

Infelizmente, a existéncia das derivadas parciais de uma fungio
n3o garante muita coisa com relagio ao comportamento p-dimen-
sional da fung3o. Por exemplo, ela pode possuir todas as derivadas

parciais — e, portanto, ser continua em cada uma destas varidveis
— sem, no entanto, ser continua. Um exemplo disto é o seguinte:

53 — Seja f: R* — R definida por:

xy
fi,y) = | 9 "¢ (%, ) 5= (0, 0)

0, se (x,5) = (0, 0)

A fungdo f niio é continua na origem (exemplo 10 do Capitulo
1V). Entretanto, como:

z—0 x y—0 y

existem as derivadas parciais de f na origem e elas sdio nulas. Além
disto, as funcdes g, (x) = f(x, 0) e g4 (x) = f(0, y) sdo, obviamente,
continuas.

Fatos desta natureza, num certo sentido, deveriam ser esperados,
pois quando calculamos as derivadas parciais de uma fungio estamos
nas restringindo ao comportamento da mesma nas dire¢des dos eixos
coordenados em R?. Portanto, uma nogio mais geral de derivada

deveria levar em conta outras direges em R? (esta nogdo estd con-
tida na definigdo a seguir).

Definicdo 10 — Seja c € D e v € R? — {0}). Diz-se que f possui
derivada direcional na dire¢io v, no ponto ¢, se existe:

i 1€ T ) — 1)

t—0 t
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Caso exista, o limite acima é a derivada direcional de f na dire¢do
v (ou segundo o vetor v).

Esta derivada ¢ simplesmente a derivada no ponto ¢t = 0 da fungdo
(de uma variavel) f: 7 — R, onde ! é um intervalo em R que
contém a origem e A: I — D ¢ definida por A(t) = ¢ + tv. Geo-
metricamente, A(I) é a porgio do segmento de reta que liga os
pontos ¢ € ¢ 4+ v em R? que estd contida em D.

1(c+iv)

Para exemplificar, considere-se a fungio f: R? — R definida por
f(x,y) = xy esejam ¢ = (I, 1) e v = (I, 2). A fungio 1, neste
caso, é dada por A(t) = ¢c 4+ tv = (I 4+ ¢, 1 4 2t) para todo
t € R fA(t) = fiA()] = (I + ¢t) (I 4+ 2t) e, portanto,
(fA)’ (0) = 3 (ver figura na pigina seguinte).

Quando consideramos o vetor e; da base candnica de R? como o
vetor v da Definigdio 10, a derivada direcional na dire¢io e, ¢é
simplesmente a i.ésima derivada parcial da fungio. No exemplo
acima, quando tomamos v = (I, 0), fA () = (I 4 t) e, portanto,
(fA)’(0) = 1, que é a primeira derivada parcial de f no ponto
1, 1).

A notagio que serd utilizada para a derivada direcional de f
0
ov
consistente com a notagio, a i-€sima derivada parcial de f no ponto

segundo o vetor v, no ponto ¢, é

(¢). Dessa forma, para ser
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fo 6ftox ]

i

-|‘\_/5|/2 PN

. 2f
¢ deveria ser anotada —=!

(¢). Tal, entretanto, nio é a pratica

of
0%

s

usual, pois indica-se esta derivada por (c). Nao fugiremos
a esta regra, porém cabe uma adverténcia quanto ao seu uso. Fre-

qiientemente nos deparamos com a seguinte situagdo:

(xll

Xg, ..., Xy +..p Xg) . Neste caso, o x; tem duas fungGes diferentes (e
daf algumas confusGes que as vezes sdo feitas) : ele indica a diregao
segundo a qual estamos calculando a derivada e também ¢ um
componente do vetor que indica o ponto onde a derivada estd sendo
calculada. Num caso destes, adotar a notagio f,(x) parece uma boa
solugio salomdnica.

Exemplos:

54 — Seja [ definida no exemplo 53 e examinemos a existéncia
das derivadas direcionais de f na origem. Seja v = (v,, vo) € R? —
— (0} e considere-se:

.. f(tv)—f((O. 0» T i t' Uy Usg ] oy Lr Vi Vg ]
fﬂ t _52’:) ¢ t'(uf-}-u:)]} _zlﬂ t 1vf+v;
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Portanto, se v; = 0 ou v, = 0, o limite acima existe e & zero,
o que, como jd haviamos observado, corresponde 3 existéncia das
derivadas parciais de f. Entretanto, se v; 94 0 e v, o& 0, o limite
acima ¢é infinito (portanto, nio existe em R), significando que nio
existem as demais derivadas direcionais de f.

55 — Seja agora f: R* — R definida por:

r

X 2
Wyﬁ)“"' se (x,y) # (0,0)

0, se (x,y) = (0, 0)

f(x9) =

Examinemos a existéncia das derivadas direcionais de f na origem.
Dado v = (v;, v;)) € R* — {0}:

2 2
tim L (1) 10, 00 = tim L 0Ny 0t
t—0 vs)

= 1M ————

1—o t t ef o7+ 0" tmo o] + ¢ v}
o

Portanto, se v, & 0, o limite acima ser4 2 e sev, =200
Yy

limite é zero, o que significa que existem todas as derivadas dire-
cionais de f.

Apesar disto, f ndo ¢ continua na origem. Para verificarmos isto,

z 1

basta considerarmos a seqiiéncia (x,) = (_"T' T) em RS. Temos

que lim (x,) = (0, 0) e, no entanto, lim (f(x,)) = 1/2 5= {(0, 0).
56 — Seja f: R* - R definida por:

2xy o

_£*y ‘ 00

fx,y) = 3y x4+ se (x,9) 9= (0, 0)
1; se (.\‘J y) P (0‘ 0)

Dado v € R* — (0), a derivada direcional de f segundo v, no
ponto (0, 0) (se existir), é dada por:

jim 340 —tf(o, 0 _ g 1 |e v Ve _ ,}

I [
t=—0 t—0 ¢ v; + Vg
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Este limite existe em R se, e somente se, o terrno entre chaves é
nulo, o que ocorre se, e somente se, yv; = v,, significando que so-
mente existem as derivadas na dire¢io dos vetores v = (v, v,).

57 — Seja f: R —» R definida por f(x, y) = x!/3.y!/3 e sejam
v € R* — {0} e c = (0, 0). Entio:

1(tw) — 1(0 0) " s, e . ! i - vf* l
im —————> * =lim t . = hm { —un
A ¢—0 { ) t—o | @A |
O limite acima existe se, e somente se, y; — 0 ou v, — 0. Neste

caso, o limite é zero. Nas demais dire¢Ges, f nio possui derivada
direcional.

Considere-se agora o ponto ¢ = (0, c,):

im LT W) — 1) _ . (v, cattv) —JO, c) _

g0 ¢ (—0 i

Cpim 300 (et 0" ol (e + 0™
i—0 ¢ (=0 o3

O limite acima existe se, e somente se, v, — 0. Nos demais casos,
f ndo possui derivada naquela diregio.

J4 procuramos generalizar a nogdo de derivada de duas maneiras
e, no entanto, observamos que as tentativas sido insuficientes para
nos darem informagGes sobre o comportamento p-dimensional da
fungio. Para podermos provar resultados andlogos aos da segio
anterior para uma fungio definida num subconjunto de R?, neces-
sitamos de uma nogao mais forte, qual seja, a de diferenciabilidade.

Definicdo 11 — Seja f: D - R e seja ¢ € D. A fungio f é dife-
rencidvel no ponto ¢ se:

a) existem as derivadas parciais de f em ¢; e

b) para todo h = (hy, hy, ..., b)) € R? tal que ¢ 4+ A € D,
temos:

fle+h =1() + 3

onde lim 7 (h) = 0.
a0 [A]

(©) -y + . +- (©) by + 7 (B)




A -qualificagdo mais importante da definicgio acima é de que

A=O
mais rapidamente do que |k| e, dessa forma, a expressio f(c) -+

of af
(c) .h ..
=0 -
numa vizinhanga do ponto c. Na verdade, esta expressdo é a equagido
do plano tangente ao grifico de f no ponto (c, f(c)).

Formas equivalentes de apresentar a parte “b” da defini¢io de
diferenciabilidade de f no ponto ¢ sio:

lim _rr% = 0, o que significa simplesmente que 7 (h) tende a zero

(c) h, é uma boa aproximagio para f

a) paratodo h€RPtalquec | heD,temos f(c 4+ h) = f(c) +

+ 02{ ©.hy + ... + aa:, (¢) -hy + |h|.@(h), onde

lim (p(h) :06([)(0) =0;e
h—0
b) f é diferencidvel em ¢ € D se o limite abaixo existe e é nulo:

setn-1@-[-L@-nt ... +L @ n]
lim Tl ]

Denotaremos a expressio:

h
© -k + 2 (@ ha ot o @)y
por df (c) .h, onde:

g0 = (Lo Lo ..2Lo)

Xy O%s

é o vetor das derivadas parciais de f no ponto c. df(¢) é chamada
a diferencial de f no ponto c. Observese que, dados A € R?, w € R,
a ER e B cR, df(c) . (ah + Bw) = adf(c) .h 4 P.df(c) .w, isto
¢é, df(c) é a matriz (neste caso, um vetor / x p) de uma fungdo
linear de R* em R. A notacgdo df (c) .h, portanto, indica o valor
desta fun¢io no ponto h € R*.
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Com esta notagdo, a defini¢do de diferenciabilidade pode ser assim
reescrita:

fle+ B =1 + df(@ .k + r(h)

. r{h)
onde Alx_’::’ —lhl— = 0.

Voltando agora 4 nogdo geométrica associada a diferenciabilidade,
podemos visualizar uma fungdo diferencidvel num ponto como sendo
aquela que pode ser linearmente bem aproximada neste ponto. A
importancia disto ¢ que, em geral, ¢ mais ficil trabalhar com fungdes
lineares. A figura a seguir procura ilustrar este fato.
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Passemos agara a considerar alguns exemplos:

58 — Seja x,; R* — R dada por m; (x, ) = x. Dado ¢ € R,

existem % (c) e %’;‘ (¢) e para todo h € R*

Re(c 4+ B) = m(c) 4 O a"' () .hy + a"' ©) -ha

pois 7, (¢ + h) = ¢; + hy, 1 (c) = 1, ?"' (©)=1eY 3"‘ (c) = 0.

Logo, r(h) = 0 para todo h ¢ R* e conclufmos que x, ¢ uma
fungdo diferencidvel em todos os pontos de R®. Sua diferencial no
ponto ¢ € R* é d x,(c) = (4, 0).

59 — Seja f: R* - R definida por f(x, y) = xy. Dados ¢ € R*
e h € R*:

fle + h) = (ci+ k) (s + ki)

f©) =c ey
o/ _ of —
ey €) = ¢, € 2y () = ¢
Portanto, r(h) = f(c + h) — f(c) — -g—i- ) .hy —
— 2 &) h, = h, h
) (c) .hy = hy h,.
tim P he o, MR,

e = am =
vmo Bl a—o RIS
uma vez que:

hy _
V& + A3

e h, tende para zero quando # tende para zero.

N

60 — Seja f: R* —» R definida por:
_i'_%, se (x,y) # (0,0
0, se (x,y = (0, 0)
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f(x, ) =




J4 vimos que f possui derivadas - parciais nulas no ponto (0, 0).

Portanto, para todo h ¢ R?*, temos:

h; hy
h) = —————
r®) =

e assim o limite de i@. quando k tende para zero nio se anula

h
(para verificar-isto, corllsildere-se a sucessio (I/n, 1/n) em R*), Em
outras palavras, f nido ¢ diferencidvel.

Este exemplo é um dos casos em que, apesar da existéncia das
derivadas parciais, a fun¢do f ndo ¢ diferencidvel. E interessante
observar que, neste caso, as derivadas parciais nio sio fungGes con-
tinuas no ponto (0, 0). Para verificarmos isto, analisemos a primeira

derivada parcial, ou seja, %fx . Dado (x, y) & (0, 0):
of _ 0r — x') of _
o BN =Y it ¢ e 00 =0
. a (L 1
Considerando a seqiiénda (x,, y,) — { —. — ) em R3, temos
\2%n° n
ue of (Xn, ¥u) = 12 1, que ¢ uma sucessio divergente. Por
q ? (Xn Yn) = 35 ™ q g B -
tanto, nio existe o limite de _%.2- (x, y) quando (x, y) tende para
(0, 0), o que confirma que %’- nio é uma fungio continua.
x
61 — Seja f: R*» = R uma fungio linear. Como ji vimos, a cada
fun¢do linear existe uma matriz 4 associada tal que f(x) = A4.x

para todo x € R*. Neste caso, 4 é uma matriz 1 x p, isto é, um
vetor de R®. E fdcil ver que f é diferencidvel e que df () = A para
todo c ¢ R?, pois f(x + h) = f(x) + f(h) = A4.x 4+ 4.k
Logo, 7 (k) = 0 para todo h € R*, donde se segue que df () = A.
Passaremos agora a investigar algumas das principais propriedades
das fungGes diferencidveis.
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Teorema 21 — Se f é diferencidvel em ¢ € D, f é continua em c.

Prova:

f é diferencidvel em ¢ se existem as derivadas parciais f(c), i =

=1,2 ..,p ¢ef(c+ h = fc) + df(c).h + r(h), sendo

. (k)
lim T = 0, Desta tiltima condicio segue-se que lim r(h) = 0
b —r"- ¢ ¢ gue-se qu (h)

e, portanto, lim f(c 4+ h) = f(c).
A= 0
C. Q. D.

Teorema 22 — Se f é diferencidvel em ¢ € D, entio para todo
vERr — (0), v = (v, Vs, ..., ¥p), existe a derivada direcional

(c) = df(c) .v.

de f e, além disto,
Prova:

Como f{ ¢ diferencidvel em ¢ € D, qualquer que seja t € R tal que
¢ + tv € D, temos que:

fle+ ) =1 + df(Q) tv + r(tw), lim 'f:,j’l?- =
t—0
Assim:
fe + ) — 1@ re_

= df (@) .v + —

¢

donde se segue que:

lm fE€+ ) —10) _ I-df(c) v+ —'1:2)—] = df(c) .»

t—an & t—

uma vez que:

tim 0~ tim T8 =0
t—o+ ¢ 1—o+ LY

e:
. r(tv) r(tv)
lim lim v = 0
e == - M



Teorema.23 (Teorema do Valor Médio) — Seja f: D — R dife-
rencidvel em D. Sejam ¢ €D e h € R® tais que ¢ 4+ h € D e, além
disto, o segmento de reta que une os pontos ¢ e ¢ 4+ h estd total-
mente ‘contido em D. Nestas condigGes, existe 6 € (0, 1) tal que

flc + k) = () + df(c + 6h) .h.
Prova:

Seja h € R® e seja ¢: [0, 1] - R definida por ¢ (¢) = f(c + th).
Inicialmente, mostraremos que ¢ ¢ diferencidvel em (0, 7). Dado

te@©Nn:
s+ —¢@

lim
a0 9
n—0 L] ok

uma vez que f ¢ diferencidvel no ponto ¢ 4 th. Além disto, nestas
condigGes temos que:

of

> (c + thy = df(c + th).h

¥ =

Temos entio que ¢ ¢ continua em [0, 1] (f é diferencidvel em
D) e diferencidvel em (0, 1). Aplicando o Teorema do Valor Médio
para fungGes de uma varidvel, segue-se que existe § € (0, I) tal que
$(1) — ¢(0) = ¢ (6). ou, ainda, f(c + k) =-f(c) + df (c +
+ 6h) .A.

C. Q. D.

Antes de explorarmos algumas implicagdes do Teorema do Valor
Médio, devemos observar que, com a ‘mesma demonstragdo acima,
o resultado continua verdadeiro se admitirmos apenas que f é dife-
rencidvel no segmento de reta que une ¢ e ¢ 4 h, exceto possivel-
mente nos cxtremos, e que f é contfnua em todo o segmento (inclu-
indo os extremos) .

Coroldrio 1 — Seja f diferencidvel no conjunto aberto convexo
D e seja M € R tal que |df (c) | < M para todo ¢ € D. Entido, para
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todo xeDey €D, |f(x) — f(¥)| € M |x — y|- Em outras pala-
vras, f é Lipschitziana.

Prova:

Dados x €D ¢ y €D, o segmento de reta que une x a y estd contido
cm D (pois este é convexo) . Entlo, existe § € (0, I) tal que f(x) =

=f0O) +d@ +0 (x —9)-(x—1.
Portanto, |f(x) — f0)| = |[df(r + 8 (x — ). (x —N| S
S +6 x—M|Ix—ySMlx—y
C. Q. D.

Coroldrio 2 — Seja f diferenciivel no conjunto aberto conexo D

e seja df (x) = 0 para todo x €D. A funcio f €, neste caso, a fungio
constante.

Prova:

Seja ¢ € D e consideremos o conjunto D, = {x € D: f(x) =

= f(c¢) ). Queremos mostrar que D, ¢ um conjunto aberto. Como
D, ¢ ¢ (c € D,), seja x € D,. O conjunto D ¢ aberto e, portanto,
existe uma bola aberta B(x, ), r > 0, totalmente contida em D.
Como a bola é um conjunto convexo, por defini¢io, ela contém o
segmento de reta que une x a z, sendo z € B (x, r). O Teorema do
Valor Médio e a hipdtese de que df = 0 nos permitem concluir que
f(x) = f(z). Mas entdo z € D, e, sendo z arbitrario, B (x, r) = D,.
Logo, D, é aberto.

Seja agora o conjunto D — D; = {x € D: f(x) =& f(c) }. Como f
é continua, segue-se do Coroldrio 2 do Teorema 10 do Capitulo IV
que D — D, é aberto. Ora, mas D é conexoe D = D, \w (D — D,),
o que sé é possivel se D — D, = ¢.

C. Q. D.

Consideremos, como ilustragio, um exemplo em que o segmento
de reta que une os pontos ¢ e ¢ 4 h ndo estd contido no domfnio
de f ¢ mostrcmos que o Teorema do Valor Médio ndo se verifica.
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62 — Seja f: D - R, D = R* — {(x, y) : x = 3} definida por

fe9) = s esejam (u0) = @ 1) eh= (huh) = (2,0).

14 c c+h

l"

N
w
r'y

Claramente, o segmento de reta que liga c e ¢ 4 k nio estd em D.

Notese que f(¢) = —1, f(c + h) = 1 e df(c 4+ 6k) =
1 1 -1
-~ y 1 = —1 —— 2 o
((zo -0 (8- 1) ) Fortanto + (20 — 1)* @
+ 1

TI—-.O,ouseja,ZB'—Za-'}-Izo.

hY

‘Esta equagido nio tem raizes reais e, portanto, nio existe 4 que

satisfaca f(c + h) = f(c) + df(c + 6h) .h.

V.2.]1 — Teorema de Schwarz

Definicdo 12 — Seja f: D — R. Dizse que f é duas vezes diferen-
cidvel no ponto ¢ € D se f é diferenciidvel em D e se as fungdes
o

ox

: D —> R, i =12 ..., p, sdo diferencidveis no ponto c.




Quando f é duas vezes diferencidvel no conjunto D,‘existem p*

L
funcdes: L: D — R definidas por 0 __a_f_ (x),
LIRGLY 0% oxy
que s3o as (fungSes) derivadas parciais de segunda ordem de f.
Quando i »& { em L'f_, estas derivadas sio chamadas de deri-
0% 0%,

vadas mistas ou derivadas cruzadas.
A nogio de fungdo duas vezes diferencidvel num ponto ¢ € D

pode ser facilmente estendida. Por exemplo, diz-se que f é trés vezes
diferencidvel no ponto ¢ € D se f é duas vezes diferencidvel em D

2

e se as fungGes —;a%: D — R sdo diferencidveis no ponto ¢ € D,
i 0%y

Lij=12 ..., ¢

Definigao 13 — Seja f: D — R. Dizse que f é de classe C! em D,

indicase f ¢ C* (D) ou simplesmente f € C!, quando existem todas
as derivadas parciais em D e essas sio fungdes continuas em D. Se

f € C* (D) e se aa' €C! (D),i=12, ..., p, entdo dizse que

f é de classe C* em D, indicase f ¢ C* (D).

De maneira geral, diremos que f é de classe C* em D (f € C*
(D)), k = 1, se f possui todas as derivadas parciais em D e estas
sdo fungdes de classe C*—! em D. Diz-se que f é de classe C = quando
f é continua e f é de classe C* para todo k € N. Quando f é continua,
costuma-se também dizer que f € Ce°.

Exemplo:

63 — A fungdo f: R* —» R definida por f(x,y) = x y é de classe
C-= pois é continua e:

a) %f(x:y) =7 =% oy (. ) = x para todo (x, y) €R’
sio continuas;
2 _o o1 -9 _—Of _
b) ——3”. (x.v 7) —_— a ] (x’ y) ’ ax ay - 1 ¢
aya gx = 1 para todo (x,y) € R* sio continuas; e
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c) as demais derivadas parciais de ordem superior sdo nulas em
todos os pontos de R?2.

Veremos agora que, apesar de a existéncia das derivadas parciais
niio garantir a diferenciabilidade da fungio, se estas derivadas forem
contfnuas (isto é, f €C*) f serd diferencidvel (veja-se o exemplo 60).

Teorema 24 — Seja f: D - R, f ¢ C. Entio, f é diferencidvel.

Prova:
Seja ¢ = (cy, €5, -.., €) € D e seja dado ¢ > 0. Entdo, existe
d() > 0 tal que, para todoy € D, |y — ¢| < d(g), teremos

fey) — file)| < ET i=12 ...,p (i &a i-ésima derivada
parcial de f).

Seja agora x = (X, X5, ..., Xg), Z; = (Cpp X, --.p Xg), Zg =
= (€1, Cay X1» -3 Xp) s vauy Z; == (€2, €y -1y Cpy Xgp1s ovnp Xg)s = 0p
Zy_y = (€1, €os -2y Cy—y, X)), 2, = ¢ € fagamos z, = x.

Note-se que, se |z, — 2| < 8 (g), entdo |27 — 2| < 8(e), f =4,
2; ..., p. Além disto:

J@) = J(p) = [f(z) —J@)] + [f(z) — f )] +

+ o+ Sz = f2))]

Como D ¢ um conjunto aberto, existe bola de centro em z, = ¢
totalmente contida em D. Se x pertence a esta bola, entdo os z
também pertencem a ela. Como a bola é um conjunto convexo,
dados z,_; e z, o scgmento de reta que une estes dois pontos estd
totalmente contido em D. Seja entdo g: [¢;, xj] — R definida por
EO) =flen o oo s iy Xg_ss -0, xy) . g é uma fungdo continua
em [c;, x;] (pois as derivadas parciais existem) e diferencidvel em
(¢c;, x)) . Pelo Teorema do Valor Médio para fungées de uma varidvel,
existe E € (c, x)) tal que g(x) — g(c) = & (8) (x,—¢;). Logo,

tem-se:
f-n —If(z;) = fy(e) (¥ — ¢
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Portanto:

J(2) — f(2p) = (21 - ¢1) J1(21) + (25 — ca) fe (z0) +
+ e +(1p—cy)jﬂ (Exl)

ou, ainda:

J@) — ) ~ [(z: ~ ¢€1) 11(c) + (zg — co) fa(c) +
+ ...+ @ —c) = —c) U1G) — 1)) +
+ (22— o) [JeGe) —Je@l+ ... + (zp — ) [fp(z,) —Fp(0)] (4)

Reescrevendo uma vez mais com uma notagio mais compacta,
temos:

f(x) —f@) —df(e) . (x —¢) = r(x)

onde 7 (x) ¢, por defini¢gio, o lado direito da equagio (4).
Para terminarmos a demonstragio, devemos mostrar ainda que

Lim .hr (x) . = 0. Para tanto, seja x € D tal que |x — ¢| < 3. Entio,
z—c |* —
If;(z) — fi(c)| < €/p e, portanto:
r(z) |2 — el
< - ..
lz—c| |~ [z- ¢ [f:G1) = f1(0) | + +

+ |_|-’ti = zrll 1f5Go) = £, < 111G ~ 11 (0) | +

€

+ ... +Up(;n)—fp(c)| <p- D

=e
C. Q. D.

Este teorema é muito importante, pois em grande parte das apli-
cagdes as fungées que aparecem sdo de classe C! ou mesmo C*. Nestas
aplicagées, quase sempre é menos trabalhoso verificar que as deri-
vadas parciais sio continuas do que utilizar a definigio de diferen-

ciabilidade.
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Ex?mplos:

. .. xy
64 — Seja f: R* — {0} — R definida por f (x, = .
t - S f {.} por f(x,9) =z ¥
Verifiquemos que f é diferencidvel. Para tanto, note-se que:

af yl [—
X, = - e——
=9 =7 (x* + y7)4
e:
of . xt — y
-_— (%, =x . —
*:9) ' + )7
sio fun¢Ges continuas em R*! — {0). Pelo teorema acima, f ¢ dife-

rencidvel neste conjunto.
65 — A fungdo f: R* — R definida por f(x, y) = x* — y* €

diferencidvel, pois —g,— (x,9) = 2x e ?a’; (x, y) = —2y sio

fungGes continuas.

Teorema 25 (Schwarz) — Seja f: D - R, f € C? em D. Entio,
para todo ¢ € D:

My = 2

—_ _ ,1,7j=12,...,
0% 9% 0% 0%y © 4] P

Prova:

Consideremos inicialmente D — R? e indiquemos o valor de f
no ponto x = (x;, x,) € D por f(xy, x,). Sejam ¢ = (cy, ¢5) € D
eA(h k) =flei+ hca+ 8 —flenen+ k) —fle+ b
&) + f(cu ).

Note-se agora que:

2 ) . Ak k)
£ ax,) @ = 5o, @ = [Fm bm S

Como D ¢ aberto, existe B(c, r) = D, sendo r > 0. Sejam. (h, k)
tais que- (¢, + h, ¢ 4+ k) € B(c, r) e consideremos a fungio
g: [cs, ¢s + k] = R definida por gz) = f(c: + K, 2) — f{cu 2)-
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£ ¢ uma fungio continua em [c,, ¢, 4 k] e derivdvel em (¢, ¢4 4 k).
Pelo Teorema do Valor Médio para fungGes de uma varidvel, pode-se
afirmar que existe 4 € (0, 1) tal que A(h, k) = g(cs + k) —
— g(cs) = g (cs + 6Fk) .k

Portanto:

of
OXs

sk =[20 @+ hoat ooy —

2 Cwea + 08| &

uma vez que:

of

0%y

(C, + h) Cy ‘+‘ ak) -

g + 6k) =

Utilizando ainda uma vez mais o Teorema do Valor Médio, pode-
mos afirmar que existe y € (0, I) tal que:

o*f
A, b)) = ——— h, k) . hk
(k) = —Z— (&1 + Yh &1 + 0K)
Utilizando a definicio de o'f (¢), obtém-se:
Xy Ox,
£
2 (© = lim bim aG, k)
a:!:, 0z, k—0 A0 hi
= lim lim —i— (e: + vh; ¢y + 8k)
k=0 h—o 0Ty 8Z,
[N o*f
Como f € C*, segue-se que () = (o).

dxs 0%, Ox: O%s
O caso em que D = R? pode ser demonstrado de maneira andloga
ao acima.

C. Q. D.
Tendo em vista o Teorema de Schwarz, fica ficil entender por
o o'f
, lo 63, ————— (%, = — (x, =1,
que, no exemplo 2% 3 (% 9) 3y o% (x, »)

o que se segue imediatamente do fato de que f ¢ C*.
Um exame cuidadoso da prova acima revelard que, na verdade,
provamos o seguinte fato (um pouco mais geral do que o enun-

'
ciado) : se f é diferencidvel e a fungio o'f - D — R é continua
0x; 0%s
[} ' 2
em D, entdo existem a—f D> Re il = oY .
O%s 0%, O%s OX4 DXy DXs
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Um exemplo de uma fungdo que ndo possui as derivadas mistas
iguais é o seguinte: seja f: R* — R definida por:

2yt = 9% 0 0
1% y) = x* 5t » se (x,9) = (0, 0)

0, se (x,y) = (0, 0)
Para (x, y) == (0, 0):

of _, M —dxy
ax (xiy) —y - x‘_l__le yl+y4
e:
of x0 — 9yt x? —
o N = I rrey gy
Além disto:
of of
0,0) = —— (0,0) =0
o OO =7 00

Portanto, para todo (x, y) 7 (0, 0), ——gi— (x,y) e aa; (x, 5)

sio continuas. Elas também sio continuas na origem, pois:

. - 42 -
lim Y —3 y
@ 1~ 0 d+2sy +y

o — 4 2y~

= [im £ = 0
tz. 1= (0. 0) -2+
uma vez que:
i, .88 4
Iz‘ 42,1/: y L1l e lim z= lim y=0
2t + 2 2" o + o EN=0.0 (@ u— 00

Portanto, f é de classe C? e, em conseqiiéncia disto, é diferencidvel.
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Calculemos agora oY 0, 0) e of (0, 0). Por defini¢do:
2x 2y 2y ox

0, 0)= tim 1im 2BV =10, 1= 0 +10.0) _

aI al z—0 y—o0 zy
" =) @ -
= lim bm ————=-= lim U =]
z—0 yTﬂ ty(z""y’) 221:1 yz—?to ( +3/')
aﬂj z‘ _ y'
Ty OO M T
_of Y
1 , 0 — .. (0, 0). Tal acontece
sto mostra quie ——— 3% 3y (0, 0) » 3 o (0, 0)

porquej ndo é uma fungio de classe Ct. Na verdade, f ndo é duas
vezes diferencidvel no ponto (0, 0), como mostraremos a Seguir.
of
°

Note-se que no ponto (0, 0) a fungdo ——: R* - R possui as
' x

. . _ o'f
derivadas parciais >t 0,00 =0e > o% @ 0 = —1.

RIRS — R — 4 bt ko
(R  k%)*

Além disto, 2L (n, &) = 2 0, 0= o.
D% x

o/

Portanto, para que — se]a diferencidvel na origem, é necessirio

e suficiente que seja nu]o o limite abaixo, quando (h, k) tende
para (0, 0):

rh, k) _ kA — K — 4K+ k(R + k)
V' hE + kf "+ K" VR LRy

Se considerarmos a sucessdo (I/n, 2/n) em R* — {0}, veremos que:

i ( r(I/n, 2/n) ) -

v 1/nf + 4/n® / 50 - \/ 5
r(h, k) -
. ———2 . _ ndo ¢ zero quando (h, k) tende
e portanto o limite de N Ty Ty q (h, k)

para (0, 0).
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Para finalizar a discussio do Teorema de Schwarz, convém men-
cionar que é possivel demonstrd-lo mesmo quando f é duas vezes
diferencidvel. Entretanto, como o caso das fungGes de classe C* ¢
muito importante nas aplicagGes econdmicas, nos restringimos a
ele [ver Lima (1981)].

V.2.2 — Teorema de Taylor

Procuraremos, nesta subsegdo, desenvolver o Teorema de Taylor
para fungdes definidas em subconjuntos de R?P com valores em R.
Conceitualmente, a demonstragdo do teorema ¢ totalmente baseada
no Teorema de Taylor para fungdes de uma varidvel.

Procederemos inicialmente ao cdlculo das derivadas superiores,
guisa de preparagao para o teorema.

Sejam f: D — R, ¢ € D, h € R®. Para todo ¢t € R tal que
¢ 4 th € D, definamos ¢ (t) = f(c + th).

J4 vimos, na _demonstragio do Teorema do Valor Médio, que 4
¢ derivdvel em todo ponto onde f(c + th) o seja. Além disto:

S =df(c 4 th. h= % filc + th h

i=1

onde o simbolo ﬁ: ¢é utilizado para indicar a soma. Assim:
iml

P JicHh) he=11 (cHth) - hy+Js(c+th) - ha+ ... + Jo(c+th) by

im1
Consideremos agora a fungio:
a(t) = fi(c + th)

ondej {1, 2, ..., p}. Aplicando o mesmo resultado acima 2 funcio
a;, obtemos que, se f;(c 4 th) ¢ diferencidvel:

a's(t) = dfy(c + th).h (5)
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df;(c 4+ th) é o vetor das p derivadas da fungio f;, ou seja:

) 2
df,‘ (G + th) = (%z—' (C + lh), &.1:_22_ (C + th)l LRI
o

A Y
g EF R )= e+ ), Jayle + 1), -, Srile+ th)
Portanto, podemos escrever (5) da seguinte maneira:

os () = dfy(c + th) .h = X fy(c + th) .k
im]
Esta férmula vale para j = 1, 2, ..., b.
Agora, note-se que:
¢’ () = f: a; (¢) by
I=1
e, portanto:

s O=2% aon=F[F 16+ n]n-

j=1Lim}

= £ £ fis ) b by

j=1 =1

Considerando agora vy (t) = fi;y(c + th), obtém-se que y'y () —
= dfy(c + th) .h.

O vetor df,(c 4 th) tem como componentes as p derivadas par-
ciais da fungdo f;, ou seja:

dfsj (c + th) = (f15; (c + th), foij (c + th), ..., Jpi;i (c + th))

Por fim, obtém-se:

¢ W=3 £ viOhh= ,)?, é, (3; Juij (c+ th) hk) h; h; =

jeil im}

-2 )3 i.fk.'j(c+th)-hkh.-h,-

ket jmt imd
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Analogamente aos anteriores, obtém-se que:

=% % ... )51‘,..,....

$r=1 ig=1 Thm=t

(c+th) ’I," h;‘, caay h,'

] "*
onde:

3"
ax; 9z, dz; ... dx;

LY

f.',. L

Teorema 26 (Férmula de Taylor) — Seja f: D — R e suponha-se
que f € C¥ k > 1, em D. Se o segmento de reta que une ¢ e ¢ -
+ h € D, h € R?, cstiver contido em D, entdo existe § € (0, 1)
tal que:

fe+tB =10+ E 1,6 - b + p3) L i@ b bt o+
+— i f t fl, Tge ery Ty (G+9h) hi, h;

gy o
i' -f I‘l-l iy=!

!hl'

Prova:

Seja ¢: [0, 1] — R dcfinida por ¢ (1) = f(c 4 th). Por hipbétese,
¢ ¢é continua em [0, I] e de classe C¥ em (0, 1). Pelo Teorema de
Taylor para fungées de uma varidvel, existe § € (0, 1) tal que:

D=6 O+8O+ 6O+ ...+ 6@

Tendo em vista as consideragGes anteriores, segue-se que:
Je+ B =7@+ £ @k + 4 L )’: 7 ) hi by + ...+
=E % . £y,
iy=?

! sy=1igmt

(c+6h) he hi,..., ki

t',.. by L

C. Q. D.
Para encerrar, faremos uma observagio e daremos um exemplo.
A observagdo é a seguinte: as hipéteses do teorema acima podem

ser modificadas de maneira que tenhamos f € C¥—! e k vezes diferen-
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cidvel. A demonstra¢io é a mesma, pois o Teorema de Taylor para
fungGes de uma varidvel pode ser ainda aplicado a4 fungdo ¢.
Exemplo:

66 — Seja f: R* —» R definida por f(x, y) = e*. f € C= e, por-
tanto, podemos “expandi-la” segundo a férmula de Taylor até um
termo de ordemn tdo grande quanto se queira. Fagamos isto consi-
derando até as derivadas de ordem 3, sendo ¢ = (0, 0):

Jj@, 0 =1

% (z, y) =y ; -g% @ v =

' 2
%!f @ =y ¢"; ——:.f % (z, ¥) = aa ‘; (z, y) =™ (1 + zy);
l 3 9
j(x,y) ”’,aza (z, ) =¢° e"‘-gT{-(z,y)-z’e’V;
3’ oy ¥

—— = e m—— o e—— = v
ey OV =g GV = @Y=y e+l

3’ 6’] o'y Cw
T B V= e B W=y @) =z (8t )

Portanto:
T D) =1+ 1.0 0 - h+5,0,0)  kl + 5 U 0, 0) - K +

+ 20, 0, 0) Bk + 1, 0, 0) k') + - Ufuue OB, 6K) K +
+ 8f 4, (6h, 6K) W'k + S, (6h, 6k) hK' + f,,, (6h, 6k) K°] = 1 +
+ 101+ - 180 + - (06 ™ B + 3@k M (8 + ol 1K +
+ 8 (oh) & (8 + 01;] hE® + (6h)° &8'0%) )
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V.2.2.1 — Primeira Aplicagio da Férmula de Taylor: Miximos
e Minimos Relativos

Defini¢do 14 — Seja f: D —» R. Dizse que:

a) f tem miximo (minimo) relativo em ¢ ¢ D se existe uma
vizinhan¢a ¥ de c tal que, para todo x € V ~ D, f(c) = f(x)
(F(e) < f(x)). Se tivermos f(c) > f(x) (f() < f(x)) para todo
x €V ~ D, x o c, entio f tem mdximo (minimo) relativo' estrito
em c.

. b) f tem miximo (minimo) absoluto em ¢ € D se f(c) = f(x)

(1(c) < f(x)) para todo x € D. Se tivermos f(c) > f(x) (f(c) <
< f(x)) para todo x € D, x £ ¢, entio f tem miximo (minimo)
absoluto estrito em c.

Sempre que existe miximo ou minimo num ponto ¢ € D, diremos
que f tem um extremo no ponto c. Nosso objetivo é caracterizar os
extremos de uma fungio diferencidvel — quando eles existirem — e
apresentar condigdes (suficientes) que nos permitam identificar os
mdiximos e os minimos.

Dada uma fun¢io diferencidvel f: D — R, diremos que ¢ é um
ponto critico de f se df () = 0, isto é, se todas as derivadas dire-
cionais (em particular as parciais) se anulam no ponto c.

Teorema 27 — Seja ¢ € D um ponto onde f tem um extremo
relativo. Entdo, ¢ é um ponto critico de f, isto é, df (c) = 0.

*
Prova:

Seja v € R?, v 9« (0, 0), uma direg3o e seja ¢ (£) = f(c 4 tv) para
todo ¢t € R tal que ¢ 4 tv € D. Admitamos, para fixar idéias, que ¢
¢ um méximo relativo de f. Entio, existe § > 0 tal que, para todo
8 € (—30),¢(0) = ¢(2). Pelo teorema do maximo interior para
fungdes de uma varidvel, sabemos que ¢’ (0) = 0. Ora, ¢'(t) =
= df(c + tv).v e, portanto, ¢'(0) = df(c).v = 0. Como v ¢
arbitrdrio, segue-se que df(¢) = 0.

C. Q. D.

Intuitivamente, o fato de que df () = 0 significa (no caso de
D = R') que a aproximagio linear ao grifico de f no ponto
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{c, f(c)) ¢ horizontal, isto ¢, paralela ao plano do chdo. As figuras
a seguir ilustram trés casos possiveis: num deles, f tem mdximo
relativo; no outro, f tem minimo relativo; e, no outro, nfio existe

miximo ou minimo relativo.
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Tendo em vista que a condigdo df(c) = 0 é apenas necessiria
para a ocorréncia de extremos relativos, passaremos agora a estudar
as condigdes suficientes para que um ponto critico seja um mdximo
relativo ou um minimo relativo, ou nem m4ximo nem minimo. Fare-
mos, entretanto, uma pequena digressio para falar sobre formas

quadrdticas, uma vez que elas desempenham um papel central nas
condigoes a serem estudadas.

Defini¢do 15 — Uma forma quadritica Q é uma fungio Q: R* - R
definida por Q (k) = i i ay h; hy, onde a, sfio constantes

i=1 j-1
(reais) tais que ¢y — ay paratodo i, j = 1, 2, ..., p.

Exemplos:

67 — Q: R* - R dada por Q (hy, hy) = h} + h;hy 4 hsh, +
+4- hi = k% 4+ 2 h;h, 4 h; é uma forma quadritica onde os coefi-
cientes sio a,, = a,, — a,;, — a,; — l. E interessante notar que
esta forma quadritica pode também ser escrita, em forma matricial,
da seguinte maneira:

e = eon ][]

68 — Q: R* - R dada por Q(h,, hy) = h% 4+ h? é uma forma
quadritica - cujos coeficientes s30 a,, — @,y = I € a;3 = a5y = 0.
Escrevendo sob a forma matricial, obtém-se que:

e = ey 0]

Definicao 16 — Seja Q: R? —» R uma forma quadritica. Diz-se
que:

a) Q ¢é positiva definida se Q (k) > 0 para todo h € R®* — (0};
b) Q é positiva semidefinida se Q (h) = 0 para todo h € R?;



c) Q é negativa definida se Q (k) < 0 para todo k € R? — {0};

d) . Q ¢é megativa semidefinida se Q (k) < 0 para todo h € R?; e

e) Q éindefinida se existem h, € R® e h, € R* tais que Q (h,) < 0
e Q(hy) > 0.

Exemplos:

69 — Q: R* > R definida por Q (hy, hy) = (hs + hs)* = K} +
+ 2 h; hy 4 h} é positiva semidefinida, pois Q (hy, hy) > 0 se
h; ¢ —h, e Q (hy, hy) = 0 se hy = —h,.

70 — Q: R* — R definida por Q (hk,, b)) = h! 4 h} é positiva
definida, pois Q (k,, hy) > 0 para todo (hy, hs) 5= (0, 0).

71 — Q: R* - R definida por Q (h,, h,) = h{ — h; ¢é indefinida.
Por exemplo: Q(0,1) = —1 < 0eQ(1,0) =1 > 0.

Seja f uma fungio duas vezes diferencidvel no ponto x € D,
onde podemos definir a seguinte forma quadrdtica associada a fungdo

f: Q: R* - R dada por Q(h) = f f fy(x) .heh,. Esta é a

1= P

forma quadridtica fundamental para as condlqoes suficientes que
estudaremos a seguir. Para enfatizar que a forma quadritica acima
depende do ponto x, escreveremos:

Qix) = £ F £y - hhy

Esta expressao jd é nossa conhecida, pois é um termo da férmula
de Taylor. Em fungio disto, seu sinal serd extremamente importante

para nos dar informagdes sobre a natureza dos pontos criticos de f.

Defina-se a Matriz Hessiana de f{ por:

-fu (") f1s (") ------ fig (")-
far ()  faa(x) --.... fap (x)
H (x) =
@ fa(® e fon (3).
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‘Pelo Teorema de Schwarz (admitindo-se apenas que f é duas vezés
diferencidvel), f;(x) = fu(x) para todo i, j = 1, 2, ..., p, ist0
¢, a Matriz Hessiana de f é uma Matriz Simétrica. -

Pode-se verificar que:

g
Q(h; x) = (hy hy ... hy) H(xl.l:’
i

ou, mais simplesmente:
Q(h; x) = h H(x) h

A forma quadritica Q é chamada a forma quadrdtica Hessiana
de {.

Exemplos:
72 — Seja f: R* - R definida por f(x,y) = xy. Como f € C* (e,

portanto, duas vezes diferencidvel), podemos calcular a matriz hes-
siana de f num ponto (x, y) € R*. Baseando-nos no exemplo 63,

segue-se que:
o1

A forma quadrdtica hessiana de f é:

Q(hy hy; %, 9) = (hy hy) g ;] [ﬂ = 2h,h,

Note-se que esta torma quadritica é indefinida.

73 — Seja f: R* —» R dada por f(x,y) = x* 4+ y%. f€ C*' e,
portanto, podemos determinar sua matriz hessiana num ponto
(x, y). € R":

Hx, y) = [Z g]
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A forma quadraitica hessiana de f num ponto (x, y) € R? ¢&:

Q (ke he; x,9) = (hy h |-2 o] I-"‘-I 2hf + 2he

v ¥

Observe-se que esta forma quadratica é positiva definida.

74 — Seja f: R* —» R definida por f(x, y) = x* 4 2xy* 4 9y
Como f € C*, dado (x, y) € R*:

HEn = [fy :y+ 4::]

coursn = enfl, 70

No ponto (x,y) = (0, 0):

corenn = wn [ 1]]

¢ uma forma quadrética positiva definida. No ponto (x, ¥)
= (~1/2, —1):

Qe i =12 =) = [ 5 T[]
= 2h*— I6hsh,

¢ uma forma quadrética indefinida.

Condigées necessirias e suficientes para que uma forma quadritica
seja definida (positiva ou negativa) ou semidefinida (positiva ou
negativa) serio apresentadas a seguir..Iremos nos concentrar na
forma quadritica hessiana da fungdo f e a apresentaremos na forma
de determinantes de submatrizes de H (x). O leitor que nio estiver
familiarizado com cilculo de determinantes pode, sem perda da
seqfiéncia légica (mas, talvez, sem entender completamente alguns
dos exemplos), passar diretamente para o préximo teorema,
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Dada uma matri2 quadrada 4, designaremos por |4| ou det 4 o
seu determinante.

Seja H (x) a matriz hessiana da fungio f. Os menores principais
sucessivos de H (x) sdo:
a) menor principal sucessivo de ordem 1: H, = f;;(x):

b) menor principal sucessivo de ordem 2:

Ju (@) $12(2)

H=17.0 fu@

= f11(2) Jea(2) — f10(z) Sei (2)

c¢) menor principal sucessivo de ordem k(k < p):

fu@ fie@ ... Ju(2)
I (@) fea(2) .... fec(2)
H, = : ) .
Ja (@) Jra@@) ... Jik(2)
d) menor principal sucessivo de ordem p: H, — det H (x).

Com esta terminologia, temos agora os seguintes resultados:

a) a forma quadritica hessiana Q (hy x) é positiva definida se,
e somente se, H; > 0, H, > 0,Hy; > 0, ..., H, > 0; e

b) a forma quadritica hessiana Q (h; x) ¢ negativa definida se,
e somente se, H, < 0, Hy, > 0,Hy; < 0, ..., (1) . H, > 0.

Exemplos:

75 — A forma quadritica do exemplo 72 ndo ¢ positiva ou negativa
definida, pois H, = 0.

76 — A forma quadritica do exemplo 738 é positiva definida, pois
2 0
0

Os resultados acima sio apresentados sem demonstragdes, Imas
os interessados nelas podem consultar, por exemplo, Hadley (1967),
Debreu (1952) ou, em geral, qualquer livro de Algebra Linear.

H, =2 >0eH, = =41 > 0.
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Para caracterizarmos as formas quadriticas semidefinidas, neces-
sitamos do conceito de menor principal (notese que anteriormente
tinhamos menor principal sucessivo). Dada a matriz H(x) de f,
define-se o menor principal de ordem k como sendo:

fui@ fii@ ... Ju@)

Tii@ fi5@ ... fu@)
He=| : :

feil@ Jei@ ... Tr@

sendo (i, j, ..., k) uma permutagio qualquer de % inteiros perten-
centes ao conjunto (1, 2, ..., p). Para exemplificar, considere-se

a matriz:
a, a
A — I- It ll]
_ dg; Qgg

Os menores principais de ordem I de A sio:
A: = a,; € ag
Os menores principais de ordem 2 sio:

a;; Qg dgq Qg

A =

Rgy upgy d,, ay,

Vejamos um exemplo com uma matriz 3 x 3:
Qyr Qyy Qg
A =1 ay ey a,

_Qsy Gy Qg4

a) os menores principais de ordem 1 sdo a,,, a4 € ay4;

b) os menores principais de ordem 2 sdo:
— considerando as permutagGes de (I, 2), obtém-se:

Qy; ga gy Qgy

Gy Ay 8yp Qg



— considerando as permutacdes de (2, 3), obtém-se:

e
Q59 Qgy Qzs Qg

Qgy Qg4 a3y au|

— considerando as permutagdes de (I, 3), obtém-se:

Q11 Ay e Qss Gy

g, Q34 a,, &,

¢) os menores principais de ordem 3 sio:

Gry Gp G- Qse Gg; Qgs Qgs QGes Gy
Ggy Qgg QGgs |, Qg Qg1 Gys |, Gss Qass Qg |,
Qsy QGsg QAss Qsg Qs; Gss Qe Gis Oyt
Q39 Gse Qs Q39 Q31 Qgsg G;; @3 Gy
OGes Qge Qg 5 Qs Gy Gia|, Qs; Gss QAss
Qs Gre Gy Qes Qg; Qge Qg; Gg3 Qg¢

Com a terminologia acima, temos que:

a) a forma quadridtica hessiana Q (h; x) ¢ positiva semidefinida
se, e somente se, Hf 2> 0,k = 1,2, ..., p; e

b) a forma quadritica hessiana Q (h; x) é negativa semidefinida
se, e somente se, (—I)* H} =20, k=12, ..., p. (Para demons-
tragio destes resultados, ver Debreu (1952).)

Observe-se que é essencial que examinemos todos os menores prin-
cipais (e ndo apenas os menores principais sucessivos), como mostra
o exemplo a seguir. Seja:

a=l2 "1

Lo 1]

e seja a forma quadritica Q: R* — R dada por:

"

Q%JJ=@M0A[k]=M?0

Q ¢ positiva semidefinida e ndo é negativa semidefinida. Porém,
se examinarmos apenas os menores principais sucessivos, teremos
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A, = 0 e A, = 0, o que nos poderia induzir & conclusio errénea
de que Q é negativa semidefinida. Obviamente, isto nio acontece
se levamos em conta os menores principais: AT—=0eleATr=0¢€0.

Considerando os resultados “a"” e “b” anteriores, podemos, por
exclusdo, dizer que a forma quadrética Q (h; x) ¢ indefinida quando
seus menores principais nio satisfazem as condigGes estabelecidas
em “a” e “b”. Mais intuitivamente, Q (k; x) ¢ indefinida se-pelo
menos um dos menores principais tem sinal “estritamente contririo
ao esperado”. Por exemplo, se sabemos que HY > 0 e se H < 0
(para alguns dos menores em questdo), j4 sabemos que a forma
quadritica ndo é definida, Logb, ela serd indefinida.

Iremos agora tratar com algum detalhe o caso em que a forma
quadritica Q esti definida em R?*. Neste caso, temos que:

a) Q é positiva (negativa) definida se, e somente-se, f;; (x) > 0
€ f11(x) fre (x) > f1,(x) (Frui(x) < 0 € f1;(x) .fas(x) > f2,(x))se

b) Q ¢ indefinida se, e somente se, f;; (x). fyy(x) < f¢, (x).

A prova destas afirmativas é relativamente simples. Considere-se
a expressio Q (h; x) = fiy(x) h] 4 2f1s (x) hrhy + foa (%) hj. Obser-
vese o seguinte: se Q (h; x) é definida, entdo f,,(x) £ 0, pois,
dado h = (hy, 0), h; 5% 0, Q(h; x) = {,;(x) .h]; se Q ¢é indefi-
nida e f,;(x) = 0, entdo f,s(x) =« 0 e, em conseqiiéncia disto,
fir (x) -foa (x) — fu(x) < 0; & se fu(x) .fu(x) — fl,(x) < O e
fi1(x) = 0, entdo f,s (x) =& 0 e, portanto, Q é indefinida.

Para completar a demonstragio, falta-nos examinar os casos em

que f,; (x) =& 0. Nestas condigbes, Q (h; x) pode ser reescrita da
seguinte maneira:

N = 2 j'l(x) .f’.(z) }
Qh; 2} = j1:(z) {fl; + 2 ) hy hy + 2220 R
= 2 fn(x) J12(2)
= f11(2) !h + 2 {f“() h,) +
fu® 1 r. @ }
+ fu@ Fn) k Iu@) {(h’
;::f:; ) (fu (=) ) * Gu@) - @) _—ff,(z))]
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Portanto, se §;,(z) + fog(z) — fig (x) < 0, teremos Q (h; x) in-
definida. Reciprocamente, se Q (h; x) ¢é indefinida, f,, (x) . fea(x) —

~fis(@) < 0.

Além disto, para Q (h; x) ser definida é necessirio e suficiente
que fi;(x) . fu(x) > ff,(x). Neste caso, teremos Q (h, x) > 0
se fiu(x) > 0e Q(h; x) < 0sefy(x) < O.

Vejamos agora as condigGes necessdrias e suficientes para Q ser
semidefinida: Q é positiva (negativa) semidefinida se, e somente se,
fir (x) = 0, foy (x) 2 0efu(x) . faualx) = fi, (x) (ulx) €0,
fu(x) S O0efulx). fulx) —fL, (x) 2 0).

Consideremos, separadamente, dois casos.

Caso a: f,(x) = 0. Entdo, Q (h; x) = 2f;5 (x) hyhy —+ faq (x) hi.
Se Q (h; x) = 0 para todo h € R*, entdo f,3(x) = 0 e fg;(x) 20,
ist0 & fr, (x) 20, fas(x) 2 0 € fry(x). fas (x) — fia (x) = 0. Se,
por outro lado, esta ultima condi¢do se verifica, tem-se f,q4(x) = 0
e, portanto, Q (h; x) = 0 para todo h € R*.

Caso b: f,;(x) 5= 0. Se Q é positiva semidefinida, entdo (ver de-
senvolvimento feito acima) £, (x) . fas (x) — 13,(x) =0, f11(x) = 0
€ fsa(x) = 0. Por outro lado, satisfeita esta condigdo, Q é positiva
semidefinida em vista do desenvolvimento acima.

As condigGes necessdrias e suficientes para Q (h; x) < 0 para todo
h € R? sio obtidas de maneira semelhante.

Teorema 28 (Condigoes Suficientes de Segunda Ordem) — Seja
f €C*' em D e seja c € D um ponto critico de f. Se a forma quadritica
hessiana Q (h; c¢) é positiva definida (negativa definida), f tem mi-
nimo relativo estrito (mdximo relativo estrito) no ponto ¢. Se

Q (h; ¢) ¢é indefinida, entdo f n3o tem mdximo ou minimo no
ponto c.

Prova:

Suponhamos que Q (h; ¢) é positiva definida.

Inicialmente, note-se que a esfera § = {x € R*: |x| = I} é um
conjunto compacto. Além disto, dado x € R®, Q (h; x) restrito ao
conjunto S atinge um mfnimo, pois Q é continua e S é compacto
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(Teorema de Weierstrass). Seja h®* € S este ponto. Portanto, para
todo 1 € S, Q (h; x) = Q(h®, x).

Seja agora h € R» — {0}). Como

h
TA] € S, temos que:

Q(I—Zl-; SETIE

Como:

o(iz)= 2 B gy 2 2o Lo qtiw

i=1 i (Al [l A

segue-se que:
Qh, x) 2 |kt Q (A% x)

Concentremo-nos agora no ponto c € D. Pelo que acabamos de ver,
Q (h; ¢) 2= |h|* Q (h*®, c) para todo h € R®. Além disto, Q (h®,¢c) > 0,
pois Q é positiva definida. Como Q (h*; x) é uma fung¢do continua
de x (pois f € C*), existe § > 0 tal que, para todo h € R? com
|h| < & Q(h® c + h) > 0.

Seja agora h € R® tal que ¢ + h € D e tal que o segmento de
Teta que une ¢ e ¢ 4 h estd totalmente compreendido em D (tal h

existe porque D é aberto) . Pela férmula de Taylor, existe § € (0, 1)
tal que:

Fle+ B =1 + 5 Qi ¢ + ok)

(lembre-se de que df () = 0, uma vez que ¢ é um ponto critico de f).

Do que observamos na parte inicial da demonstragdo, vem que:
1
e+ h) =1 + 5 Qi ¢+ 0h) > f(9) +

L
2

Q (h*; ¢ + 6h)
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Restringindo, se necessario, h para que 0 < |h| < &, obtém-se,
por fim, que Q (h*; ¢ 4+ 6h) > 0, donde se segue que:

fle + B = 1@ 4 — il Q% ¢ + oB) > 1 (0

Como isto vale para todo h € R® tal que 0 < |h| < 8, f tem um
minimo relativo no ponto c.

Suponha-se agora que Q (h; ¢) ¢é negativa definida. Entio,
— Q(h; ¢) é positiva definida e é a forma quadratica hessiana da
fun¢do g: D — R dada por g(x) — —f(x). Pelo que acabamos de
demonstrar, g tem um ponto de minimo relativo em ¢. Ora, isto é o
mesmo quc dizer que f tem mdximo relativo no ponto c.

Suponha-se, por fim, que Q (h; ¢) ¢é indefinida. Neste caso, exis-
tem h, € R?* — {0) e hy € R*» — {0} tais que Q(h;; ¢c) > 0 e
Q (hy; ¢) < 0. Além disto, sendo D um conjunto aberto, existe y > 0
tal que, para todo t € (— vy, y), ¢ + th, € D e ¢ 4 th, € D. Ainda
mais, como Q (hy; x) e Q (hy; x) sdo continuas na varidvel x (f € C*),
Q(hy; ¢ 4 thy) > 0e Q(hy; ¢ 4 thy) < 0, onde, se necessdrio for,
tomamos um intervalo menor do que o intervalo (—y, y).

Pela férmula de Taylor, existe § € (0, 1) tal que:
St th) =J (O + 5 QUi e+ 8 th) =@+ £ Qlhu; o+

+ 6 thy) > f(c)

$lo+ the) = 1O + 5 Qhs; o+ 0 th) = (@ + 5 & Qlhsi ¢ +

+ 0 thy) < J(2

Portanto, em qualquer vizinhanga de ¢ existem pontos ¢ 4 th;
e ¢ 4 th, tais que f(c 4 th)) > f(c) e f(c + thy) < f(c). Logo,
f nio tem miximo ou minimo no ponto c.

C. Q. D.
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Exemplos:

77 — Seja f: R* — R definida por f(x,y) = xy(x — 1), f ¢ uma
fungio de classe C*. Seus pontos criticos sio dados pela solugio do
seguinte sisterna:

o ) =y@x—1 =0

ox
i *9y) =x(x—1) =0
oy
Portanto, os pontos em que df = 0 sdo: p, = (0,0) e p, = (I, 0).

Podemos agora verificar se as condigGes suficientes estabelecidas no
teorema anterior podem nos auxiliar na identificagdo de extremos:

2x — 17
H (x, = %
=) [Zx —1 OJ
Considerando o ponto p,, temos que H, = 0 e H, = —1 < 0.

Portanto, este nio é um ponto de midximo nem de minimo.

Da mesma maneira, no ponto p, temos H, =0 e Hy= —1 < 0,
isto ¢, p, também n3o é um ponto de miximo nem de minimo na
fungio.

78 — Seja f: RY — R dada por f(x, y,2) = x* 4+ y* — z*. Como
f € C?, procuraremos aplicar as condigdes suficientes estabelecidas
acima. O tnico ponto critico de f é (0, 0, 0). Além disto:

|‘2 0 0
H(x, 5 2 = 0 2 0
l_o 0 —2_
Note-se que:
2 0!
H,=2>0; H, = 0 2'=4>OCH_,=—3<0

Portanto, a origem ndo é um extremo relativo da fungio.
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79 — A fungdo f: R* - R dada por f(x, ) = x* 4 y* tem um
minimo relativo no ponto (0, 0). E ficil concluir que este é um
minimo absoluto, pois f (x, y) = 0 para todo (x, y) € R™.

80 — Seja agora f: R* — R definida por f (x, y) = x* 4 yb. f ¢é
de classe C* e o tinico ponto critico que possui é a origem. Entretanto;

H(0, 0) = [z Z]

Neste caso, as condigdes suficientes estabelecidas no Teorema 28
nao nos auxiliam na identificagado da natureza (maximo, minimo ou
nenhum) do ponto critico.

Tal como no exemplo anterior, é ficil concluir que f tem minimo
(absoluto) na origem, pois f (x, y) -=> 0 para todo (x,y) € R
Este exemplo ilustra o caso em que, apesar de a condigao suficiente

ndo ser satisfeita, o ponto critico é um extremo da fungdo, o que
significa que as condigdes suficientes ndo sio necessdrias.

81 — Modificando ligeiramente o exemplo anterior, pode-se ver
que também a condigdo (suficiente) para que o ponto nio seja de
miximo ou minimo ndo é necessiria. Considere-se f: R* — R dada
por f(x, y) = x% 4 y% f tem um unico ponto critico (0, 0) e:

H®, 0) = [3 3]

Entretanto, a origem nio é um ponto de mdximo ou de minimo,

pois:

10,9 <f0,0) < f(x0)

qualquer que sejay < 0 e x € R, o que significa que numa vizi-
nhanga (tdo pequena quanto se queira) da origem existem pontos
onde f é maior (ou igual) e pontos onde f é menor (ou igual) que
10, 0).

Tal como no caso das fung¢6es de uma varidvel, é possivel cstabele-
cer condigdes suficientes mais poderosas envolvendo o cilculo de deri-
vadas de ordem superior a 2. Entretanto, pela dificuldade pritica
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e operacional dos cdlculos daf advindos, e também porque nas apli-
cagGes econdmicas as condigGes suficientes de segunda ordem s3o
bastante potentes, ndo entraremos no estudo deste teorema.

~
—d

¢
v

(o,y) | (x,0)
®

Teorema 29 (CondigGes Necessdrias de Segunda Ordem) — Seja
f €C* em D e seja ¢ um extremo de f. Se ¢ é um minimo (mdximo)
relativo, Q (h; ¢) é positiva (negativa) semidefinida.

Prova:

Seja h€ RP e seja Lt € R tal que ¢ 4 th € D (t existe, pois D é
aberto) . Como ¢ é um ponto de minimo relativo, temos que:
a) df(c) = 0; e

b) existe § > O tal que, para todo ¢ € R, |t| < 8 fc+ th =
= f()-

Seja, portanto, 0 < |t| < 8 e ¢ 4 th € D. A férmula de Taylor
garante que existe § € (0, 1) tal que:

Fle + th) = 1) + -5 QUthi c + 6 th)
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ou, ainda:

fle 4+ thy — flo) = % Qthic + 6 th) =0

|
Portanto, -!— (h; ¢ 6 tk) = 0. Como Q é continua, segue-se
3 + g
que: .

lim Q(h; ¢ + 6 thy = Q(h; &) =0
1 —0

O caso em que ¢ é um ponto de miximo segue-se imediatamente
se considerarmos a forma —Q (h; ¢).

C. Q. D.

Examinemos por um instante as condigdes estabelecidas nos Teo-
remas 28 e 29. Para simplificar, escrevamos:

Q>0 (<0) e Q,20 (0)

quando a forma quadritica hessiana for positiva (negativa) definida
e semidefinida, respectivamente. Uma cadeia de implicagGes que vi-
mos é a seguinte:

Q. > 0 =—» ¢ minimo relativo—=» Q, == 0

J4 vimos que ¢ minimo ndo implica Q, > 0 (exemplo 80). Tam-
‘bém ¢é verdade que Q, > 0 ndo implica ¢ minimo, o que significa

que podemos ter Q, = 0 e ¢ ser um ponto que nio é de mdximo
ou de minimo. O exemplo a seguir mostra um caso destes.

82 — Seja f: Rt > R definida por f(x, y) = 3x% — x*® — 6yi.

Os pontos criticos de f sio dados pela solugdo do sistema:

g{‘ (x,y) =6x — 3x* =0
of
, L= =24y
2y ) Y
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Portanto, temos: P, = (0, 0) e P, = (2, 0). A matriz hessiana
de f é:

6 — 6x 0
H(x, y) = [0 _w]

No ponto P, = (0, 0), H (0, 0) ¢ positiva semidefinida. Entretan-
to, (0, 0) nio é um ponto de miximo ou de minimo de f, pois para
todo y ¢ R e para todo x < 3 temos:

f0,9) =— 6 <f(0,0) <f(x0)

Concluindo, o ponto (0, 0) n3o é de maximo ou de minimo e a
forma quadrdtica hessiana Q (h; (0, 0)) ¢ positiva semidefinida,
isto é, Q, =2 0 ndo implica ¢ minimo.

Apenas para completar o estudo de f e apresentar mais um exem-
plo de que midximo n3o implica Q, < 0, examinemos o ponto
critico P, = (2, 0). H (2, 0) é negativa semidefinida.

Verifiquemos agora que f tem mdiximo absoluto em P,. Note-se
que f(2, 0) = 4. E necessirio e suficiente entremostrarmos que
3x* — x% — 6y} < 4 para todo (x, y) € R*. Esta condigio — equi-
valente ainda a (3x* — x? — ¢) — 6y' < 0 para todo (x, y) ¢ R?
— ¢é satisfeita, pois — 6y% < 0 e 3x* — x* — 4 < 0, tendo em
vista que a fungio (3x* — x9) tem mdximo absoluto em x = 4 e,
neste ponto, seu valor é exatamente 4.

Nos Teoremas 28 e 29 também estabelecemos o seguinte:

Q. < 0 =» c miximo = Q, & 0

Q, indefinida =» ¢ ndo é miximo ou minimo

Observagoes andlogas 4 anterior valem neste caso, isto é, as impli-
cagdes contrdrias ndo sio verdadeiras. Além disto, se ¢ nao é maximo
nem minimo, @, pode ser indefinida, positiva semidefinida (porém
nio positiva definida) ou negativa semidefinida (porém nio nega-
tiva definida) .

345



V.2.2.2 — Segunda Aplicagio da Férmula de Taylor: Fungdes
Concavas e Convexas

Nesta aplicagdo da férmula de Taylor, faremos uma apresentagdo
semelhante ao que fizemos para fung¢Ses de uma varidvel. As defi-
ni¢des e os teoremas, com as devidas modifica¢Ges, sio os mesmos
j4 apresentados, de maneira que a leitura desta parte deverd ser
amena.

Defini¢do 17 — Seja D = R? um conjunto convexo e aberto e
seja f: D — R diferencidvel. Diz-se que f é uma funcdo céncava
(fungdo convexa) se, para todo x € D, y € D:

IO<IP+d@: -y (@25 +d@) - @—y)

Diz-se ainda que f é estritamente céncava (estritamente convexa)
se, para todo x € D, y € D, x = y:

I@Q<fW+dW)-—y) (F@>FQ+d@)-(=-1)

Esta definigdo é uma generalizagdo 6bvia da Definigdo 6. Note-se
jue o conjunto D é, por hipdtese, convexo, enquanto na Definigio 6
tinhamos um intervalo I (que também ¢é convexo). Uma expressio
como a que define a fungdo concava (fun¢do convexa) certamente
pode, se tomarmos os devidos cuidados, ser bem definida, mesmo
que D n3o seja convexo. Entretanto, neste caso, muitas das pro-
priedades interessantes desta classe de fungSes sio perdidas. Por
exemplo, considere-se a figura a seguir, onde f estd definida em
(a, ) w (c, d). Esta fungdo n3o ¢ cdncava (pela defini¢do anterior)
e, entretanto, sua derivada segunda é sempre negativa.

Teorema 30 — Seja f: D - R, D — R? aberto e convexo, € supo-
nha-se que f é diferenciivel em’ D. Uma condig3o necessdria e sufi-
ciente para que f seju cOncava é que, para todo § € [0, I] e para
todo x € D,y € D, tenhamos f(x + (I — 6) y) =2 6f(x) +
+ (U —8) f0O).
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A
f(x)

Y

Prova:
Sejam x € D, y € D e suponha-se que:
fx + (I —0) 3 Z6f(x) + (I —6) f0)
para todo § € [0, I]. Isto significa que:

floex—9 +5N—10) 2600F —10)]

Se 6 »& 0, podemos reescrever esta expressio da seguinte forma:

Portanto:

@—0 [

Ora, o limite acima ¢, por definigiio, a derivada direcional de f no
ponto y na dire¢io de (x — y). Como f é diferenciavel:

of
—a'(?_—y)'(}') =dfy) (x — )

e conclui-se que f é uma fungio céncava.

347



Suponha-se agora que f seja concava e sejam x € D, y € D e
6 € (0,1) (se 6 = 0 ouf = I, nada hd para demonstrar) . Entdo:

J@—fz+ (-0 YSUE~-0df@z+(U—-0y)-(z—v)
fy-Jjz+ (I -0 Y <(-0) dfez+ (-6 )+ (z~1)

Destas duas desigualdades obtém-se:

f@)—jez+ 1 -6y

I—8

Sdz+U-0y) z-y<

< 1) — J'(Gz_': 1-0)y

Considerando a primeira e a Wdltima expressio acima, segue-se a
conclusdo desejada.

C. Q. D.
Valem também os seguintes resultados:

a) f é convexa se, e somente se, para todo § € [0, I] e para todo
x €D, y¢€ D:

féx + (I —6) 3) < of(x) + (1 — 6) f0)
Prova:
f é convexa se, e somente se, —f é cOncava.

b) f é estritamente concava se, e somente se, para todo § € (0, 1) e
para todo x € D,y € D, x £ y:

f(6x + (1 —6) 3) > 6f(x) + (I — 6) f(¥)

Prova:

Se f(ox + (I — 6) 3) > 6f(x) + (I — 6) f(3) para todo
6 € (0,1) eparatodo x € D,y € D, x 9 y, entdo (pelo teorema

anterior) f(6x + (I — 6) 3) < f0) + 6df() (x — ). Seguese
que 6df () . (x —y) = f@Ox+ (I —8)y) —fO) > 6[f(x) —

— f()] A outra parte da demonstra¢io fica a cargo do leitor.
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c) f é estritamente convexa em D se, para todo § € [0, I] e para
todox €D, y€D, x oy f(0x + (I —8) 3) < 8f(x) + (I —
—6) 10).

Prova:

f é estritamente convexa se, e somente se, — f é estritamente
cdncava.

Como ji haviames mencionado anteriormente, grande parte da
atragdo que as fung¢bes céncavas (convexas) exercem deve-se ao seu
bom comportamento com relagio a miximos (mfinimos). Se ¢ € D
é um panto critico de uma funcdo céncava (convexa) diferencidvel,
entdo ¢ é um ponto de mdximo absoluto (minimo absoluto), o
que se comprova facilmente na Defini¢do 17. Além disto, quando
f é estritamente céncava (estritamente convexa), ¢ é um mdximo
absoluto estrito (minimo absoluto estrito). A verificagao desta afir-
mativa faz-se da seguinte forma: suponha-se f estritamente c8ncava
e suponha-se que c e ¢/, ¢ »& ¢/, sejam miximos (absolutos) de f.
Entdo, f(c) = f(¢'). Dado 6 € (0, 1), f(6c + (I — 8) &) >
> 6f(€) + (I — 8) f(¢) = f(c), o que representa uma contra-
digdo com o fato de que ¢ é um miximo absoluto de f.

Teorema 31 — Seja f: D - R, D — RP aberto e convexo e
f € C4. Entio:

a) f é concava se, e somente se, Q (h; x) (a forma quadritica
hessiana) ¢é negativa semidefinida “para todo” x € D; e

b) f é convexa se, e somente se, Q (k; x) é positiva semidefinida
“para todo” x € D. '

Prova:

a) Suponha-se que Q (k; x) ¢é negativa semidefinida para’todo
x € D. Seja h ¢ R® tal que x + k € D. Como D é convexo, o seg-
mento que une x € x 4 h estd contido em D. Pela férmula de
Taylor, existe 6 € (0, 1) tal que:

fe+h) = 1) + ) . h+ o Qb x + 0B) <
<) + dfx) .k

Portanto, f ¢ céncava.
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Suponha-se agora que f é céncava em D e que existam x, € D e
h, € R®» — (0) tais que Q (ho; x5) > 0.
Como Q é continua, existe § > 0 tal que, para todo y € D com

Iy — xo| < 8. temos Q (hy;y) > 0.Sejaa > Otal que 0 < |ah,| < 8.
“Para todo” 8 € (0, I):

Qaho; 7o + 8 (aho)) = @' Q (ho; 7o+ 8 ahg) > 0
A férmula de Taylor, por outro lado, garante que *“existe”

# € (0, 1) tal que:

120 + ak) = §(20) + df 30) + aho + - Q@ (who; 70+ 8 (aha)) =

= f(za) + df (z0) « aho + — Q (ho; o + 0 (atho) >
> f(z0) + dj (z0) * (atho)

Isto contradiz a hipétese de que f é céncava.

b) O resultado segue-se imediatamente de que f é convexa se,
e somente se, — f é cOncava.

C. Q. D.

Teorema 32 — Seja f: D - R, D — RP aberto e convexo e f € C*.
Entio:

a) se () (h; x) é negativa definida “para todo” x € D, f é estri-
tamente cOncava; e

b) se Q(k; x) é positiva definida “para todo™ x € D, f é estri-
tamente convexa.

Prova:

a) Dado x € D e dado 2 € Rr tal que x 4 h € D, existe
6 € (0, 1) tal que:

G+ = () +dfx) - h + 5 Qk x + 8K <
<f® + dfx) . A
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b) f é estritamente convexa se, e somente se, — f é estritamente
cdncava.

C. Q. D.
Exemplos:

83 — Seja f: R? — R definida por f(x, y) = xy. f nio é uma
funcio cOncava nem convexa em R?, pois a forma quadritica hes-
siana ¢ indefinida, isto ¢é:

H(x,y) = [? ;]

sendo H, = 0e Hy, = —1 < 0.

84 — Sejaf: D> R, D= R% = ((x,y) € R:x > Oey > 0)
definida por f(x,y) = x=. y8,a > 0, >0 e a4+ f 1. fé
uma fungio cbncava em D. Note-se, inicialmente, que f € C* em D

Examinemos a forma quadritica hessiana de f:

F) . - _
-a%(z, ¥) =o' —%(z, y) =Bz - P!

ala—1) 277 aﬁ-za_l-ya_' ]
-2

H(z, y) =
* [aﬁ 7 f! BB —1) z= ¢

Portanto:

Hi=ale-1) 2" <0 e -1 2% <0
ala—1) 2P f g™t T
aB 227 f ! BB 1) 2|

=af-z Pt 1 —a-p) 20
BB- 1) - g

af Ia—l yﬂ—l ala — 1) za—l yﬂ

Logo, Q(h; (x, y)) ¢ negativa semidefinida para todo (x,y) € D
e, em conseqiiéncia, f é concava.

HT =

>0
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Quando a + B < 1, a fungdo f é estritamente cbncava, uma
vez que Q (h; (x, y)) serd negativa definida.

Se a 4+ B =1, entio Q (h; (x, y)) ¢é negativa semidefinida, porém
nio é negativa definida. Baseados no teorema anterior nada pode-
mos afirmar com relagio & concavidade estrita de f. Entretanto,
sejam z = (x,x) € Dez = (x,x) € D,z w9k 2. Dado 8 €(0, 1),
jz + (I — 60) 2) =f(x + (1 —6) x,0x + (I — 6) x') =
= (x+ (1 —0) x)a (6x + (I — 6) x)i=a = 6x + (I — 0)
x' = 6f(z) + (I — 6) f(z'). Isto mostra que f ndo é estritamente
cdncava quando a 4 f = 1.

85 — A fun¢io f: R* - R definida por f(x, y) — x¢ 4 y¢ &
convexa. Note-se que f € C? é:
122" 0 ‘I
0 12 .

sendo, portanto, a forma quadritica hessiana positiva semidefinida.

H(z, y) =

E conveniente observar que a forma quadratica acima mencionada
nio é positiva definida. Entretanto, como verificaremos a seguir, f
¢ estritamente convexa.

Se f ndo é estritamente convexa, existem (a, b) € R*e (x,y) € RS,

(a, b) 5= (x,y), tais que:
fa b) + dfa b) . ((x3) — (a b)) =xb + y

isto é:
(@ —a) =4’ G- o)+ [~ ) — 40" w—D)] =0
ou, ainda:
@—a) [(z+ o) + 2" + (@~ b)' [(y+ 1) + 2" =0
Entretanto, esta igualdade é verdadeira se, e somente se, x — a

ey = b, 0 que é contrério A hipétese. Logo, f é estritamente c8ncava.
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V.3 — Derivadas de Fungdes de R’ em R°®

Faremos, nesta se¢io, uma breve extensio da teoria para tratar
as fungdes vetoriais, isto é, fungdes cujo conjunto de valores é um
subconjunto de R?, g == 1. A apresentagio se constituird na definigo
de diferenciabilidade, na demonstragio da Regra da Cadeia (que
ainda ndo demonstramos sequer para as fungdes de p varidveis) e
aplicagGes simples.

Seja D = R*® um conjunto aberto e seja f: D — Re. Recordemos
que f possui g fun¢Ges componentes f: D — R, isto ¢, dado x € D,
f(x) = (F(x). 1), ..., f2(x)).

Defini¢do 18 — Seja f: D — R?, D — R? aberto. Dizse que f
¢é diferencidvel em ¢ € D se:

oF
o%

a) existem as derivadas parciais

€©,i=12 ..., 9
ej=1,2,...,p;¢€

b) para todo h € Rr tal que ¢ 4 h ¢ D:

fle+h) =[() + Dfc) . h+r(h) ®)
sendo:
. r(h)
o O

e, por definigdo:

— ! 1 1
Y g2 .. L]

6.::, a_l" az,
o a’ o'
D@ =| {0 o ©... ox, )]

L% © % @ ... L @
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Observagdes com relagio & Definigiao 18:

a) Do ponto de vista formal, esta definigio é semelhante & Defi-
ni¢io 11. Entretanto, no presente caso, (6) é uma equagio vetorial,
isto é, representa, na verdade, um conjunto de g igualdades de
escalares. Note-se que Df(c) .h é um vetor cujos elementos sao
(df* (c) .k, dft(c) .k, ..., dfe(c) .h), e que r(h) é um vetor cujos
elementos sio r(h) = (r*(h), *(h), ..., M (h)).

b) A matriz Df (c) é chamada a malriz jacobiana de f no ponto c.

c¢) Em certos casos, é conveniente escrever a condigaio (6) da
definicio da seguinte maneira (equivalente):

fle + h) = f(c) + Df(e).h 4 |k p(h)

sendo lim p(h) = 0 e p(0) = 0.
A—0

d) J4 vimos, quando estudamos limites, que lim T =20

se,
<h A 0 hl
e somente se, lim 7\"('|) = 0. Segue-se desta observagdao que f é dife-
h=0

rencidvel no ponto ¢ se, e somente se, cada fun¢do componente f
é diferencidvel em ¢, i = 1, 2, ..., q.

€e) Quando D =R, f associa a cada t € D o vetor f(t) = (f*(¢t),
72(), ..., f2(t)). A diferenciabilidade de f é entdo equivalente a
das fungGes (de uma varidvel) f, i = 1, 2, ..., 9. Neste caso, indi-
caremos Df (t) simplesmente f*(¢) = ((f)’ (), ()’ (), --., (f)'(t)).
Por exemplo, considerese f: (—1, 1) — R?* definida por f(1) =
= (¢, t*). O conjunto de valores de f é o trecho da pardbola y = x*
compreendido entre os pontos x —= —1! e x = 1 (ver a figura a
seguir) .

Para cada t € (—1,1), /'(t) = (I. 2t). Por exemplo, ' (1/2) =
= (I, 1) representado na figura. Note-se que a inclinagio do vetor
(1, 1) ¢ igual a da pardbola y = x! no ponto x = 1/2, ou seja,
ele tem a mesma inclinagio da reta tangente & pardbola no ponto
x = 1/2 (equagdo desta reta: —I/4 4 x). Por esta razio, ele tam-
bém serd chamado vetor tangente. No préximo capitulo voltaremos
a este assunto um pouco mais cuidadosamente.
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Para enunciarmos a Regra da Cadeia necessitamos de saber multi-
plicar duas matrizes 4 e B, sendo 4 com m linhas e n colunas e B
com n linhas e p colunas. O produto 4.B é a matriz C de m linhas
e p colunas cujo elemento i, § é:

Cu= 2 @y bk] i,j:],z,..-,"
k=1

As propriedades do produto matricial que utilizaremos a seguir
sa0 (A.B) .C = A.(B.C) e A(B 4+ C) = AB + AC, desde que
seja possivel efetuar as multiplicagdes indicadas.

Teorema 33 (Regra da Cadeia) — Sejam D = R? e ¥ = R con-
juntos abertos. Sejam f: D — R9 e g: V — R* tais que f(D) <= V.
Se f ¢ diferencidvel em x € D e g ¢ diferencidvel em y = f(x),
entio g,f: D — R* é diferencidvel em x e D(gf) (x) =
= [g(f(x))]-Df (x)-

Prova:

Como f é diferencidvel em x, para todo h € R? tal que x 4+ h€ D
temos:

f(x+ k) = f(x) + Df(x) . h + |h| p(h), p(0) =0

lim (h) = 0

A—oO
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Da mesma forma, para todo k& € R? tal que y 4+ % € V temos:
go + k) =g0) + Dg0) - & + [k o(k), 6 (0) =0

lima(k) =0
k—0

Tomando & = f(x + h) — f(x) = Df(x) . h + |h| p(h),
obtém-se (apds algumas substituiges) :

gf(x + h) = gf (x) + (D [g(f(x))].Df(x)) - h + |h] y(h)

onde:

v =D [E¢(N] » () + IDIG) - T + p ()] o (DF(3)
.k o+ || p(B)

[
lim y(h) = 0
A= 0

sois Df (x) T;:T ¢ limitada e o(Df(x) . h + |h| o(h)) I.endel

zero quando h tende a zero e os demais limites s3o todos iguais a
zero.

Portanto, (g,f) é diferendivel no ponto x.
c' .Q' 1D.f
Um caso particular interessante da Regra da Cadeia é 6 ‘seguirite:
seja f: D - R9, D = R aberto, f diferencidvel em t € D, e seja
g V = R, V = Ru aberto, {(D) = V diferencidvel em f(t).
Entdo, g,f ¢ diferencidvel em ¢ e, indicaudo as derivadas parciais de
g POT g1, &9, - -+, o tem-se:

QoY O =dgU@®) - 7O = @ U, gD, .-, 2O+
SO YO YO = E e - Y Q

Como aplicagio imediata disto, seja f: D —» R, D = R? aberto €
diferencidvel em D e sejam ¢ ¢ D, h € R*. Definamos ¢ para todo
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t € R tal que ¢ 4 th € D da seguinte forma: ¢ (t) = f(c 4 th)
(note-se que ¢ = foA, sendo A(t) = c + th).

Pela Regra da Cadeia, ¢'(t) = > fo(c 4 th) . hy. Este resul-

tado jd tinha sido obtido na segao anterior por um procedimento
diferente do que desaevemos acima.

Outra conseqiiéncia da Regra da Cadeia é a seguinte: seja
f: D - R, D = Rr diferencidvel em ¢ € D. J4 vimos que % (c) =

= df(c) . v para todo v ¢ R* — {0}, sendo que, por defini-
f(c + tv) — f(c)
L

Gdo, —g{’- (¢) = lim . Suponha-se agora que

t—0
A:[—€,€] > D étal que A (0) = c el (0) = v, e considere-se também
a fungio foh: [—e, €] > R. f,) é diferencidvel e, pela Regra-da Cadeia,
(fd) ' (0) = af(h(0)) . N (0) = df (¢) . v, isto é, na definigio da
derivada direcional podemos considerar, se f for diferencidvel, qual-
quer A com as propriedades A(0) = ce X (0) = v.

Como uma outra aplicagdo da Regra da Cadeia provaremos agora
um resultado de extrema importincia pela sua utilizagio em Teoria
Econdmica: o Teorema de Euler para fung¢oes homogéneas.

Definicdo 19 — Seja f: RP —» R. Dizse que f é homogénea do
grau k se, “para todo” x € R? e “para todo” A > 0, f Ax) = A¥ (x).

Exemplos:

86 — Seja f: R* —» R definida por f(x, ) = x=.y8, a > 0 e
B > 0. Para qualquer A > 0 e (x,y) € R":

J0, M) = A2 Quf =3P o f =27t E (e, )
Portanto, f é homogénea do grau a 4 f

87 — Seja f: R* - R definida por f(x, y, 2) = ax 4 by 4 ¢z,
sendo a, b, ¢ constantes reais. Para todol > 0 e (x,y,7) € R

fQx, Ay, Az) = akx | bhy 4+ chz = M (x, ¥, 2)
Portanto, f ¢ homogénea do grau 1.
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88 — Seja Q: R® — R definida por Q(h) = £ T ay hhy,
fml jm1)
a; = ay para todo i,j=1,2,...,p.DadosA > 0e h € R

Qary = £ i, ay (k) (kY = M. Q(R)

i=-1 3 -
Logo, Q é homogénea do grau 2.

89 — A fungdo f: R —» R definida por f(x) = a 4 bx ni3o ¢
homogénea.

Teorema 34 (Euler) — Seja f: R? — R diferencidvel em Rr.
Para que f seja homogénea do grau k é necessdrio e suficiente que,
para todo x € RP, kf(x) = df(x) .x.

Prova:

Suponha-se que f é homogénea do grau k4.

Dado x € R?, seja ¢ (A) = f(Ax) para todo A > 0. Pela Regra
da Cadeia (f ¢ diferencidvel e (Ax) ¢é diferencidvel), ¢’(d) =

= f: fi(Ax) . x,. Como f é homogénea do grau k, ¢ (A) = A*¥f (x)
i=1

eg’(\) = k . A*—'f(x). Segue-se que, para todo A > 0:
i) = £ A0 x

Fazendo-se A = 1, segue-se que kf(x) — df (x) .x.
Suponha-se agora que, para todo x € R?, kf(x) = df(x) .x.

Seja h () = ‘M;‘)— e note-se que:

By = MR - TS0 S k()
;ii A& Ak‘f‘l’
df\a) -z Adja2) -z _ o
- )‘k _— Rk+l -
Portanto, h (A) é constante e, como h(I) = f(x), segue-se que
d(R) = A¥f(x).-
C. Q. D.
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Exercicios

1. Sejaf: D—> R,De=R,esejaa € Dum ponto de acumulagio
dos conjuntos {x € D: x > a} e {x € D: x < a}. Mostre que, se
existem f’(a 4) e f’(a —), entdo f é continua em a. D& um exemplo
para mostrar que a existéncia das derivadas laterais nio é necessdria
para a continuidade da fung3o.

2. Utilizando o Teorema do Valor Médio, mostre que, para
todo x > 0, e* > 1 - x.

3. Utilizando o resultado do exercicio anterior, mostre que, para
= 0 ( sugestdo: e > x \I
= ug o: T -m"—u—', .

4. Sejaf: R > Rl que |f(x) — (y)| £ (x — y)* para todo
x €R ey € R Mostre que f ¢ constante.

todo n €N, lim

Z=—d®

5. (Teorema do Valor Médio Generalizado) — Sejam {: [a, b] = R
e g: [a, b] > R continuas em [a, b] e diferencidveis em (a, ). Mostre
que cxiste ¢ € (a, b) tal que f'(c) [g(b) — g@] =g (c) [fb) —
~ [(@)]

Sugestio: se g(b) < g(a), considere ¢: [a, b] - R definida por

x) — — fla) _ &) — g _ _
¢(x) =1(x) — f(a) ) —g@ (O —f@)

6. Seja f: R, — R tal que: a) f ¢ continua em R,; b) f existe
em R, — {0};c) f(0) = 0; ed) f é monbtona crescente. Seja
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g: R, — (0} > R definida por g(x) = % Mostre que g é

monétona crescente e que f' 2= g.

7. Seja k: R —» R definida por h (x) — sen x. Mostre que h &
diferencidvel em R e que h’(x) = cos x. (Observacdo: neste e nos
problemas que se seguem utilize livremente seus conhecimentos an-
teriores sobre as funcdes trigonométricas, logaritmo e exponendal.
Em particular, lembre-se que elas sio continuas.)

a—b at b
S [- H — —_— 2 . ! ;
ugestdes: a) sen a sen b sen —z— . €05 —5 e b)
Em =X =,
50

8. Seja g: R = R definida por g(x) — cos x. Mostre que g
¢é diferencidvel em R e que g’ (x) = —sen x.

9. Seja f: (—mxn/2, x/2) —» R definida por f(x) = tgx. Mostre

. . . 1
que f ¢é diferencidvel neste intervalo e que f (x) = —r
10. Seja f: R, — {0} > R definida por f(x) = log x (log =
= logaritmo na base €). Mostre que f é diferencidvel em R, — (0}
, 1
e que f'(x) = -

Sugesto: lim (1 + LT= e.
%

2—4o \

11. Seja f: R — {0} - R definida por f(x) = log |x|. Mostre
que f é derivivel en R — (0) e que f'(x) = —:—

12. Seja h: [—x/2, /2] - [—1, 1] definida por h (x) = sen x.
Mostre que h possui uma inversa diferenciivel em (—I1, I) e que

3 1
a derivada desta inversa no ponto ¢ € (—1, 1) ¢é \/I— —

Sugestdo: ver o exercicio 5 do Capitulo 1V e o Teorema 5 deste
capitulo.

13. Seja f: (1, €] - [0, 1] definida por f(x) = log x. Mostre que
f possui uma inversa diferencidvel. Seja g: [0, 1] — [, €] a inversa
de f. Mostre que g’ (y) = g(y) para todo y € [0, 1].
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14. Identifique os pontos de mdximo e minimo relativos nas

fung¢Ges abaixo:
a) f:R—> R, f(x) = x? — 6x* 4 9x 4 5;
by f:R > R, f(x) = x*% (I — x);
o fiRy >R f(x) =Vx (x=1)%
d) f:R—> R, f(x) = (x* — 1)
e) f:R—-> R, f(x) =x*—3x* 4 3x 4+ 5; e
f) f:R->S R, f(x) = (x* — I)°

15. D& exemplos de:

a) uma fungio que possua miximo relativo em um ponto onde
a derivada segunda é nula;

b) uma fungio que possui derivada primeira diferente de zero
num ponto e derivada segunda nula neste ponto;

c) uma fungio cujos extremos ocorrem somente nos pontos onde
ela nio é derivdvel;

d) uma fungio definida num conjunto aberto que possui um
mdéximo absoluto e um minimo absoluto;

e) uma fungio diferencidvel que n3o seja duas vezes diferen-
cidvel;

f) uma fungdo de classe C*! duas vezes diferencidvel e que nio
seja de classe C*; e

g) uma fungio de classe C™ que ndo seja um polindémio.

16. Por que a fungio fr R — R dada por:

1,se x >0

f(x)={—1,sex<0

nio pode ser a derivada de nenhuma fun¢io definida em R?

17. Seja f: I - R uma fungdo diferencidvel no intervalo I e tal
-que f’ (x) << 0 para todo x €1. Mostre que, se f' ndo é identicamente
nula em nenhum intervalo contido em I, entdo f é decrescente.
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Sugestdo: sabe-se que f ndo é crescente; se ela ndo é decrescente
em ], entio existema € I, b €1, a < b, tais que f(a) = f(b), e
conseqiientemente f é constante em (a, b).

18. Justifique as passagens na demonstragio abaixo e complete
quando julgar necessirio:

Teorema: Seja f: I — R tal que f ¢ diferencidvel no intervalo

lejf:1—- R ¢éuma fungdo nio crescente. Mostre que f é concava
em I.

Prova:

Sejam x, €I, x, € [ tais que x; > x,.
Dado A € [0, 1], sejay = Ax; + (2 — Q) x,,

Note-se que:
M @)+ U =Ni(e) — @) =Mf(=) —f@I+ T =N [Jlze) — J @)
Existem nimeros reais a e b:
»<a<ye y<b<x
tais que:

J@ —f@)=Ff@ W—=2)=U—=N F(a) (s — z)
J(ze) — @) =7 ®) (e — ¥) = Af' ) (x5 ~ z)

Logo:
M)+ U =N flze) - F@) =AU =N (f'(a) — (b)) (x; — =0
Portanto:
ME) + =10 f(x) < T0)
para todo x, % X,.

19. Mostre que f: I — R ¢ estritamente cbncava se, e somente
se, para todoa €I, b €l,a v b, f(ha+ (I — W)b) > (@) +
+ (I — 1) f(b) para todo A € (0, 1).
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20. Com as hipdteses do teorema do exercicio 18, mostre que,
se [/ é decrescente, f é estritamente cOncava.

21. Mostre que, se f: I — R ¢ duas vezes diferencidvel em !
se f'(x) < 0 para todo x €1 e f/ nio é identicamente nula em
nenhum intervalo contido em I, entdo f é estritamente concava.

22. Verifique se as fungdes abaixo sdo cOncavas ou convexas:

a) f[:R—> R, f(x) = e

b) f:R; — {0) > R, f(x) = log x;

c) f:R - R, f(x) = x%

d) f:R = R, f(x) = x4

e) f:.R—> R, f(x) = —x}

f) f: R > R, f(x) = log (I + x*%);

® [ Ry —(0)> R )= (xV*+xlogx— 1)
h) f: R —> R, f(x) = e%, sendo a uma constante; €

iy f: Ry — {0} > R, dada por:

|2\/x,0<x$1
f(x) = 1+ x1<x<K5
—xt 4 Ilx — 24, x > 5

f €é estritamente concava? Por qué?

23. Examine a diferenciabilidade das fung¢ges abaij:o nos res
pectivos dominios:

a) f: R* - R dada por f(x) = < %, x >;

b) f: R? = R dada por f(x) = xy; e

¢ f: R* - R dada por:

2
oy = [T e N # 00

1,se (x,5) = (0, 0)
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24. Seja f: R* - R definida por:
23
!(X, )’) = l x3 +?‘ se (xs y) o (0, 0)

0, se (x, = (01 0)

Mostre que:

a) f é continua em R3;

b) f possui todas as derivadas direcionais no ponto (0, 0); e
c¢) f ndo é diferencidvel em (0, 0).

25. Seja f: R* - R definida por:

I xy sen

f(x, ) =
|

1
, S X 0
> y v

0,se xy =0

Mostre que:

a) f é continua em R3;

b) f é diferencidvel em todo ponto (cy, cs) € R? tal que ¢, o4 0
€ ¢y 9h 0;

c) f é diferencidvel no ponto (0, 0); e

d) f ndo é diferencidvel nos pontos (0, c,), ¢, -,6 0, ou (c,, 0),
c; 9 0 (existem as derivadas parciais nestes pontos?; existem as
derivadas direcionais?) .

26. (Teorema de Schwarz) — Seja f: D = R, D — R* duas vezes
diferencidvel em ¢ € D. Entao: '

af o'f

0%1 OXa © = %3 0%y

()

Sugestdo: dado ¢ € D, existe ¢ > 0 tal que (¢, — & ¢; + €) X
x (cg — €& ¢ + &) € D.

Seja ¢: (—e, €) — R definida por:
o) =fle,+ b ca+t) —fler+ 4 eo) — fler, s+ 8) + fler, Ca)
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Seja h(x) = f(x, cs + t) — f(x, ¢).
Entdo, ¢(t) = h(c, + t) — h(cy).
Logo, existe § € (0, I) tal que:

d
¢ (&) = h(c, + 62 ='{'6_:3, (cr+ 68 cg+1) — :z{ (es + 64, Cz)} .t
Assim:
2 it0t et = 2L o e+ 2 e e 8t 4
-y @ , €3 2z, (0 Cs ozt 1 O

&'
W (cr, eo) t+ Up (D)

sendo lim p(tf) = 0.

t—0
Portanto:
o) = —2T () 1 4y, limy@) = o0
ax' axl t—0
Assim:.
lim 28 _ 9T
t—o ! 0% TXy

Para finalizar, repetir tudo isto com a fungdo:
hG) =1l + 6 9) — flew )

27. Encontre os pontos criticos das fung¢Ses abaixo e identifique
os pontos de miximo, os de minimo e os que n3o sdo extremos
(todas as fungdes sdo definidas em RS?):

a) f(x,y) = xy(x — I);

b) fxy =+1) 0+ 2);

o f@xy) = x + 5

d) f(x,y) = x + y%
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€) f(x,y) = x¥ — 3xy%; e
H fx,y) =2x 4 ¢4y — xoys.

28. Dé um contra-exemplo mostrando que cada uma das afirma-
tivas abaixo é falsa:

a) se c é um ponto de mfnimo relativo estrito, entdo Q (k; c) ¢
positiva definida; e

b) se ¢ é um ponto critico, porém nio é um extremo, entdo
Q (h; ¢) ¢ indefinida.
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Capitulo VI
O TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA

Neste capitulo procuraremos discutir o Teorema da Fungiao Im-
plicita e alguns tépicos correlatos: o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange e o Método da Estdtica Comparativa.

Na primeira segio, dedicada ao Teorema da Fungio Implicita,
iniciamos com o estudo do vetor gradiente de uma funcio diferen.
cidvel e a definigdo dos vetores normal e tangente a uma “superficie”.
Demonstraremos apenas uma versao do referido teorema, qual seja,
quando a fungdo f tem valores cm R. O caso das fungGes vetoriais
serd enunciado, porém nao iremos provi-lo.

A segunda se¢io trata do Teorema dos Multiplicadores de La-
grange; a Segao V1.3 faz uma apresentagdo das condigdes de segunda
ordem para os problemas de otimizagio condicionada; e a Segio VI.4
apresenta os fundamentos do Método da Estdtica Comparativa.

VI.1 — O Teorema da Fungio Implicita: o Vetor
Gradiente

No capitulo anterior chamamos o vetor das derivadas parciais
de uma fungio diferencidvel f num ponto ¢ de df (c) . Naquela cir-
cunstincia, estdivamos mais interessados em enfatizar a linearidade
da derivada e de como isto poderia ser utilizado para nos fornecer
informagGes sobre o comportamento da prépria fungio numa vizi-
nhanga do ponto.
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O vetor gradiente de uma fungio diferencidvel é df (c) .1 A ter-
minologia diferente justifica-se pelo fato de que examinaremos este
vetor sob uma perspectiva um pouco diferente da anterior, isto &,
procuraremos nesta parte do estudo obter algumas informagées de
cardter mais dinimico sobre o comportamento de f. Utilizaremos,
indistintamente, uma das seguintes notagSes para indicar o gradiente
da fungdo f: D - R, D — RP aberto, diferencidvel no ponto c:

grad f(c), df (c) .

VI.1.1 — Caminhos Diferencidveis em R?

Antes de enunciarmos as trés propriedades bdsicas do vetor gra-
diente, faremos uma digressio para introduzir a no¢do de caminho
em R».

Definigdo 1 — Dados a € R, b € R, a < b, uma fungio continua
A: [a, b] - R? chama-se um caminho em R?.

E importante observarmos que na definigdo acima um caminho é
uma func¢io e nao um conjunto em R?. Entretanto, dado um cami-
nho A, A([e, b]) = R® (ou seja, a imagem de [a, b] por X) ¢é um
conjunto associado a ele. A este conjunto chamaremos uma curva
:m Re. Diferentes caminhos, porém, podem possuir idénticos con-
juntos de valores, ou seja, podem estar associados 4 mesma curva,

Exemplos:

1 — Seja A: [0, 1] > R? definido por A(t) = (t, t). A é um cami-
nho em R? e seu conjunto de valores é o segmento de reta AB, como
na figura a seguir.

2 — Seja y: [0, 1)2] — R# definida por y(t) = (2t, 2t). y & um
caminho em R?* (diferente de A do exemplo anterior) e, no entanto,
([0, 2/2)) =4 ([0, 1}).

3 — Seja A: [0, 2rr] — R* definida por A(t) = (cos ¢, sen t). A é
um caminho em R* e seu conjunto de valores é a circunferéncia

1 Isto ocorre apenas porque estamos utilizando o produto interno candnico
em RP, ao passo que, se utilizarmos um outro, perde-se esta quase identidade

entre a fungdo linear df e o vetor gradiente. Mais detalhes sobre isto podem
ser encontrados em Flemming (1977, Cap. IV) ou Lima (1981, Cap. 3).
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de raio 1 e centro na origem. Esta ultima afirmativa pode ser veri-
ficada notando-se que, se (a, b) € A ([0, 2x]), entdo a* 4 b* = I
e, portanto, (a, b) € S. Por outro lado, como seno e co-seno défi-
nidos em [0, 2n] sio fungSes sobre o intervalo [—1, 1], segue-se que,
se (g, b) € S, existe t € [0, 2x] tal que cos t = a e sen t = b.

4 — O caminho y: [0, 2x] —» R? definido por y () = (cos 2t,
sen 2t) tem o mesmo conjunto de valores que A do exemplo anterior.

Intuitivamente, podemos pensar sobre um caminho da seguinte
forma: a cada instante do “tempo”, A(f) nos informa a localizagdo
de uma particula cujo movimento se inicia no tempo a e termina
no tempo b. A imagem do caminho é a trajetdria desaita pela
particula. Como caminhos diferentes podem ter a mesma imagem,
isto significa que a particula pode descrever a mesma trajetéria
com velocidades diferentes.

No exemplo 3, para ilustrar esta idéia, fazendo t = =x/2, temos
A(l) = (0, 1), isto é, no tempo t — =m/2 a particula encontra-se
no ponto A da figura a seguir. Considerando, por outro lado, o
caminho y do exemplo, no mesmo tempo t = x/2 ela encontra-se
no ponto B da figura.
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Quando A: [a, b] - R? é um caminho diferencidvel (isto ¢, 1 ¢
diferencidvel), j& vimos que X () = (A;(t), A (), ..., A5(t))-
)’ é chamado vetor tangente ou welor velocidade do caminho A no

ponto t. Geometricamente, a denominagio de vetor tangente pode
ser justificada da seguinte forma:
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Dada a curva G, imagem de [a, ] por A, consideremos o seguinte:

%o =2(0); x =A(h); v=MN(0); y = A(0) + AN (0)

Note-se, agora, que:

lz—yl _,. IAGR) — 20 — V()]
Iz =] =
a0 Tz—%l  amo  [A®) —AO)]
AR —A(0) x(0)|

= Ii h = r _

m =0 - =0

A0 ‘ A(R) = A(0). l N (0)

se A’ (0) »= 0.
Isto significa que, se aproximarmos a variagio A(h) — A(0) pela

variagdo ao longo do caminho linear A (0) + h)\ (0), teremos para
I suficientemente pequeno uma boa aproximagdo. Obviamente, esta
¢ a esséncia da nogdo de diferenciabilidade.

Dado um caminho diferencidvel A: [a, b] — R®, diremos que o
vetor v € R? é normal (ou perpendicular) ao caminho 1 no ponto
c €[a, b] se < W), v>=0.
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Exemplos:

5 — Reexaminemos os caminhos dos exemplos 1 e 2. O vetor
velocidade do caminho A no ponto c € [a, ] ¢ X (c) = (I, 1) eo
vetor velocidade do caminho y no ponto ¢ é y'(¢) = (2, 2), o que

ilustra a idéia de que o ponto percorre 0 mesmo caminho com
velocidades diferentes. Na verdade, o caminho y d4 origem a um
deslocamento com velocidade duas vezes maior do que A.

I

¥(c)=2x(c)
7

6 — Nos exemplos 3 e 4, os vetores velocidade sdo, respectivamente,
V(@) = (—sen t,cost) ey () = 2 (—sen 2t, cos 2t). No ponto
t=mn/2,X(t) = (—2,0) e y'(t) = (0, —2). Representamos os
vetores velocidade na primeira figura da pdgina a seguir.

Convém fazermos uma observagio com respeito A representagio .
geométrica dos vetores. Sempre que nos referimos a um vetor, deve-
mos pensar nele como sendo um ponto de R®. Nas aplicagGes que
faremos a seguir é interessante que a isto adicionemos a noc¢do de
uma “seta” ligando a origem ao ponto de coordenadas x no-éspago
Res. Desta forma, dizer que x aponta numa diregio significa que
a “seta” estd sobre o caminho (linear) que define a diregdo (ver
segunda figura da pigina a seguir, onde o vetor x aponta na diregio
de v).
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v‘(mﬂk

Uma outra observagio Gtil é que, em geral, nas representacdes
geométricas costumna-se tragar o vetor velocidade do caminho A no
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ponto { a partir de A(¢), e nio da origem. J4 adotamos este proce-
dimento com os vetores A’ (nf2) e y'(x/2) no exemplo 6. Neste
caso, dizer que o vetor x aponta numa diregio v significa que a
seta com origem em A(!) estd sobre o segmento que une A(!) e

A(t) 4+ v

VI.1.2 — Propriedades do Vetor Gradiente

Consideremos uma fungio f: D - R, D — RP aberto e f € G?
em D (em geral, a hipétese de que f € C? pode ser substituida pela
diferenciabilidade de f) . Também admitiremos que seja dado x € D
tal que grad f (x) # 0. As trés propriedades que examinaremos sio:

a) O velor grad f(x) aponla numa direcdo ao longo da qual f
¢ crescente. Isto significa, em outras palavras, o seguinte: dado o
caminho A: (—¢, €) — D definido por A(t) = x 4 t grad f(x),
a derivada da fungdo (f;A) no ponto t — 0 é positiva. Mais geral-
mente, qualquer que seja A tal que A (0) = x e M’ (0) = grad f(x),
teremos (fd)’(0) > 0. )

Geometricamente, o resultado pode ser ilustrado como na figura
a seguir.

x + grod f{x) TR
Clto))
/7?/(mwd 1)
- e !

A demonstragio da propriedade é imediata: basta utilizarmos a
defini¢do de derivada direcional para uma fungdo diferencidvel,

isto €, -’a_gniadffT) (x) = df(x) . grad f(x) = |grad f(x)|* > 0.
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Exemplo:

7 — Seja f: R* - R definida por f(x, §) = x* — y*. Dados
c= (1,1), (grad f(c) = (2, — 2)) e o caminho A definido por
A(t) = (I + 2¢t, 1 — 2t) em alguma vizinhanga do ponto (0, 0),
verifica-se entdo que:

fh(t) = (I 42608 — (1 — 20)2 = 8

Esta é uma fungdo crescente. Em termos da figura anterior, temos
o seguinte:

g+grad f(c)

E importante observar que a dire¢io do gradiente nio ¢ a tnica
emn que f cresce. Por exemplo, f no ponto (I, 1) é crescente na
dire¢do do vetor ¢c; = (4, 0).

A segunda propriedade do gradiente refere-se i taxa de cresci-
mento da fungio.

b) O crescimento de f é mais rdpido na direcdo do gradiente,

of (x) = 0, entdo

isto ¢, dado v € R?, |v| = |grad f(x)|. e 30
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ogr
auxilio da Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

(x) =2 -‘aa-z{_ (x) . Demonstra-se isto facilmente com o

-%—(z) = <gradf(z), 0> < |grad f ()| [v]| =

=l grad f(z) | | grad §(z) | = < grad §(z), grad J(z) > =
-8
= Fgadim @
Exempla:

8 — Considerando a fungdo f do exemplo 7 e tomando v =
= (2\/Z, 0), observamos que |v| = |grad f(c) | f (c + ¢ grad f (c)) =
=8tef(c4+ tv) =1+ /2 .¢4 8.

E fécil ver que a derivada de f ao longo do caminho ¢ 4 tv, em
t =20, ¢ 4\/-5,_ que é menor do que 8.

f(c+tgrad f(x))
f{c+tv)

©) Por fim, o vetor gradiente é perpendicular & superficie de
nivel da fungdo f. Esta propriedade requer algumas explicagdes e
definigdes para que seja bem entendida.
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Definigdo 2 — Dada uma fungio f: X - R, X = R? chama-se
uma “superficie de nivel” ¢ de f ao conjunto N, = {x € X: f (x) = c),
isto ¢, N, ¢ a imagem inversa do conjunto {c}) pela fungdo f. Quando
D < R?, dizemos “curva de nivel”.

Exemplos:

9 — Seja f: R* > R definida por f(x, y) = x* — y'. As curvas
de nivel de f sdo as seguintes:

a) sec=20,f(x,y) = 0 se, e somente se, y = X OU y = —X,
e, portanto, N, = {(x, y) € R*: y = x ou y = —x);

b) sec > 0,f(x,y) = c se, e somente se, x = * \/y* + ¢ e,
portanto, para todo ¢ > 0, N, = {(x,y) € Ri: x = *=\/y' + c); e

c) sec <0, f(x,y) = cse, e somente se, y = = \/x? — ¢, ¢,
portanto, para todo ¢ < 0, N, = {(x,y) € R%: y = % \/x' — c).

No grifico a seguir representamos alguns destes conjuntos ou
curva de nivel.
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Observe-se que, se fixarmos um ponto (x, y) = (0, 0) e calcular-
mos o gradiente de f neste ponto, ele aponta para a diregao de
crescimento de f. Podemos utilizar esta informagao para saber, dadas
duas curvas de nivel, qual estid associada com um valor maior da
fungdo. Por exemplo, dado (x, y) € R* — {0}, grad f(x, y) =
= (2x, —2y). Portanto, temos o seguinte:

— se (x, y) estd no primeiro quadrante, o vetor gradiente aponta
para o sudeste, o leste ou o sul (os vetores (I) e (I’) sao represen-
tativos deste caso) ;

— se (x, y) estd no quarto quadrante, o vetor gradiente aponta
para o norte, o nordeste ou o leste (os vetores (2) e (27 s3ao repre-
sentativos deste caso) ;

— se (x, y) estd no terceiro quadrante, o vetor gradiente aponta
para o noroeste, o norte ou o oeste (os vetores (3) e (3°) sao repre-
sentativos deste caso); e

— se (x, y) estd no segundo quadrante, entio o vetor gradiente
de f aponta para o sul, o sudoeste ou o oeste (os vetores (¥) e (¢’)
sao representativos deste caso).

Em fungdo disto, podemos afirmar que uma curva de nivel mais
“perto” da origem corresponde a um valor maior da fungio se ¢ < 0
e a um valor menor da fungio se ¢ > 0 (este raciocinio fundamenta-
se no fato trivial de que duas curvas de nivel nio podem se cortar) .

10 — Seja f: R? - R definida por f(x, y) = xy. As curvas de
nivel de f sdo:

a) sec =20 f(x,y) = 0 se, e somente se, x = 0 ou y = 0,
e, portanto, N, = {(x,y) € R*: x = 0O ou y = 0}; e

b) para todo ¢ 5= 0, f(x, y) = c se, e somente se, xy = ¢, e,
portanto, N, = { (x, y) € R?: xy = ¢} para todo ¢ 0.

Uma anidlise semelhante 4 que foi feita no exemplo anterior
indica que o vetor gradiente aponta nas dire¢ées indicadas na
figura a seguir.
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Nc(c >0)

Nelceo)

\J

Nc(c< o)

N.(c>0)

11 — Seja f: R* & R definida por f(x, y) — x* 4 y*. Neste caso,
temos: )

a) N, = ¢ para todo ¢ <& 0;

by N,= ({0, 0)); e

¢) N, {(x,y) € R%: x3 4 y* — ¢} para todo ¢ > 0.

Voltemos agora a situagfo inicial. ou seja, onde D = R» ¢ aberto
e f: D - R é de classe C.

Definigio 3 — Seja N, a superficie de nivel ¢ de f e-seja x € N,
tal que grad f(x) w& 0. Se A\: (—¢, £) = N, ¢ um caminho dife-

rencidvel tal que 1 (0) = ~, entdo 1’ (0) ¢ um vetor tangente a N,
no ponto x.

Convéin observar que o caminho A tem valores'em N, o que sig-
nifica que f(A(t)) = c. De maneira mais intuitiva, um vetor é
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tangente a N, no ponto x ¢ N, se ele é o vetor tangente a um
caminho com as seguintes propriedades:

fA(@) =ced(0) = x
Exemplo:

12 — Considere-se a fungio do exemplo 11 e, também, o caminho
A: (—n/2, n/2) — N, dado por A(t) = (cos t, sen t). Um vetor
tangente A curva N, no ponto (1, 0) é A’ (0) = (0, 1), representado
na primeira figura da pigina a seguir.

Definicdgo 4 — Sejam f, N, ¢ x tais como na Defini¢gio 3.
Dizse que v é perpendicular (ou normal) a N, no ponto x se
< v, ¥(0) > = 0, qualquer que seja o caminho diferenciivel

A: (—&, g) > N.com A(0) = «x.
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No exemplo anterior, o vetor (I, 0) é perpendicular A curva de
nivel 1 no ponto (I, 0) pois < (4, 0), (0,1) > = 0.

Falta-nos tdo-somente demonstrar a propriedade “c" anterior, qual
seja, dado x € N, com grad f(x) 5% 0, o vetor grad f(x) ¢é per-
pendicular a N, no ponto x. Dado um caminho A que satisfaz os
requisitos da Defini¢do 4, obtém-se, utilizando a Regra da Cadeia,

que 0 = (fA)’(0) = < grad f(x), 2’(0) >, o que prova o resul-
tado desejado.

VI.1.3 — O Teorema da Fungio Implicita

Iniciamos o estudo do teorema com a apresenta¢ao de um exemplo
ilustrativo do problema que procuraremos colocar. Séja f: R* - R
definida por f(x,y) = x* 4 y? e consideremos a equagdo f (x,y) = 1,
isto ¢é, x* 4 9* — 1. Dados esta equagdo e um ponto (X, y.) € R?
tal que f (x,, 9,) = 1, desejamos indagar o seguinte: sob que con-
digdes é possivel garantir que existe uma fungio h: I — J, sendo I
um intervalo aberto de centro em x, e J um intervalo de centro
°m y,, tal que y = h(x) para todo x € I e f(x, h(x)) = 1.

Se examinarmos a curva de nivel ! de f, observamos que tal é
rossivel de ser feito num ponto como (a, b) da figura a seguir.

Neste caso, podemos, por exemplo, definir h: I — R tal que
h(x) = \/1 — x*. Entretanto, no ponto (I, 0) isto ndo pode ser
feito, pois, qualquer que seja o intervalo de centro em I/, o corres-
pondente intervalo de centro em 0 conteri valores positivos e nega-
tivos de y. Entretanto, note-se que neste ponto é possfvel dcfinirmos
uma fungdo g: J — I, onde J é um intervalo de centro em 0 e !
¢ um intervalo de centro em 7, tal que x = g(y) e f(g(y), y) = 1.
No caso especifico, o valor de g num ponto y ¢ J seria dado por
go) = V1—y.

O problema a ser estudado nesta se¢do pode ser colocado, de
maneira um pouco mais geral, da seguinte forma: dados f: R* = R,
c €R e (z, ) € R?tais que f (T, y) = ¢, sob que condigies podere-
mos garantir a existéncia de uma fung¢do h: I — J, sendo I um
intervalo aberto de centro em X e J um intervalo aberto de centro
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em y, tal que y = h(x) e f(x, h(x)) = c para todo x € I? Além
disto, sob que condigGes, se k existe, ela é diferencidvel e qual a
forma de sua derivada num ponto x € I?

A

Y

|

|
-1 P Y

a

CondicgGes suficientes para uma resposta afirmativa s questdes
de existéncia colocadas acima sdo fornecidas pelo Teorema da Fun-
¢io Implicita.

Teorema 1 (Teorema da Fungio Implicita) — Seja f: D —» R,
D — Re+1 aberto, de classe C*(k 3> 1). Se existe (y, x) = (3, X,
of

Xy, .., %) ERP+tal que f(3, X) = c e =5 (y, X) ¥ 0, entio
existe um conjunto aberto ¥ <= RP?, contendo ;, e uma funcio

h: V - R tal que f(h(x), x) = c paratodo x €V ey — h(x).
Além disto, h ¢ de classe C* em V e, para todo x € ¥V, temos

_gg_ (h(x), X) w 0 e:

- 2L w2
_6_ (I) = -
Xy

af
—_2 - (h (2)..
ay (=), =)
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Prova:

A demonstragdo serd feita em trés etapas: na primeira, garanti-
remos a existéncia de h; na segunda, mostraremos que ela é con-
tinua; e, por fim, na terceira, indicaremos que h € C* com derivadas
parciais da forma acima.

a) * Existéncia de h. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

%— (y, *) > 0. Como f € C!, existem V’ aberto em R? com Z €V’ e

J=@—¢cy+e¢e,e>0taisque Jx V'cDe%—(}'.x) >0

para todo (y, x) € J x V’. Isto significa que a fungio g, defi-
nida por g, (y) = f(y, X1, ..., X%,) é monétona crescente em J
para cada x = (x;, X, ..., X;) (fixo) em V’. Portanto, exis
tem y, € ¥, em J tais que g;(y,) < c e gz(y;)) > ¢ (vejase
figura a seguir). Além disto, como f é continua, existe V”, V"
aberto em R? com J x V" = D, tal que g, (y) < ce g-(ys) > ¢
para todo x € V”. Como g, é continua em [, existe (para cada
x€EV") %€ [Yer¥:] tal que g,(y*) = c (teorema do valor inter-
medidrio para as fungSes continuas) . Como g, ¢ monétona crescente,
y* é unico. Portanto, para todo x ¢ V” existe um unico elemento

y* € [Ye, 9] associado a ele tal que f(y*, x) = c. Isto define a fun¢ia
h do teorema.

Note-se, agora, que na argumentagio acima temos, na verdade, dois
conjuntos ¥’ e V”. O dominio de h, que serd denotado por V, ¢
o aberto ¥’ ™ V”. O conjunto de valores de h estd contido em

T = e, ¥:]-

4 — __—_.____—_-—1(’ x}
(v 21— (7.:"‘) 2’
(x,X)
- ——— + - (y,X)
-eie- ™) K] v
FUPALT b 3P
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b) Continuidade de h. A fungio h, portanto, estd definida da
seguinte maneira: h: ¥V — 7 = R tal que, para todo x € V,
f(h(x), x) = c. Mostraremos agora que h ¢ contfnua em V. Seja
p EV e (x,) uma seqiiéncia em ¥ que converge para p. A seqiién-
cia h(x,) possui uma subseqlléncxa que ainda denotaremos h (x,),
convergente para ¥ € J, pois J é compacto, Devemos, portanto, mos-
trar que y — h(p). Para cada » € N, temos f(h(x,), x,) = e¢.
Como f é contfnua em J x V:

c = lim f(h(x,), xs) = f(lim h(x,), lim x,) = f(y, p)
Como, para cada p € ¥, o elemento h(p) tal que f(h(p), p) = ¢
é tnico (isto é, h é uma fungdo), segue-se que y = h(p).

c) h é de classe C* em V. Mostraremos inicialmente que existem
as derivadas parciais de h e que:

J

o o (@), )
N (z) = — —aL—""""—" 1)
g 5 (@, )

para todo x € V.

Seja k; = h(x + te) — h(x), sendo ¢, o j-ésimo elemento da
base canénica de R? e t € R tal que x 4 te, € V. Entio, f (h (x 4 te),
x 4 te) = f(h(x), x) = ¢, isto & f(h(x) + k; x + te) —
— f(h(x), x) = 0. Notando que t pode sempre ser escolhido
(pois D ¢ aberto) tio pequeno que o segmento da reta que une
(h(x) + &k, x 4 te)) e (h(x), x) estd contido em D, podemos
‘afirmar (Teorema do Valor Médio) que existe § € (0, I) tal que:

:{’ (@) + ks =+ 01) by + L L (@) + 05 2+ 618) « 1= 0

h(x 4 te) — h(x)

Considerando agora a expressio :

, vem que:

.
7{— h(@) + 0k;; 2+ 0te)

1
3y

A(=+z¢',)_h(z) Ky
' ¢

‘ (b @ + 0k;; =+ sy)
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Quando t tende para zero, o limite acima existe e é igual 2 ex-
pressio (1), o que ocorre porque f é de classe CX.

Finalmente, para mostrarmos que h é de classe C%, basta notar

o4

-~

O0%;
de (1).

que é de classe C*—1, como se verifica facilmente a partir

C. Q. D.

Observagdes com relagio ao Teorema da Fungio Implicita:

a) O teorema fornece apenas condigdes suficientes, as quais,
entretanto, ndo sio necessirias. Seja a fungio f: R* — R definida
por f(x, ) = y* — x% A equagdo f(x, y) = O define, em torno
do ponto (0, 0), a fungdo h: R — R dada por A(x) = x e, no
2f
2
caso, f € C®e também k2 € C=.

entanto, 0,00 =10e —gf? (0, 0) = 0. Observe-se que, neste

b) Relembrando que o grifico de uma fun¢io g: X — R,
X = Rr,é o conjunto G (g) = {(x, g(x)) € R?+1: x ¢ X}, podemos
também enunciar o Teorema da Fungio Implicita da seguinte
naneira: seja f € G* no conjunto aberto D — R?+! e seja N, a
superficie de nivel ¢ de f tal que, para todo x € N, grad f(x) 55 0.
Entdo, N, é, numa vizinhanca de cada ponto x, o grdfico de uma
fungdo h: V — R, sendo V um subconjunto aberto de R”.

c¢) Com referéncia a observagio “b”, considere-se f: R* —» R
definida por f(x, y) = x* — y%. A equacdo f(x, y) = 0 nio ¢ o
grafico de nenhuma fungio em qualquer vizinhanga da origem (ver
exemplo 9).

Neste caso, entdo, falha a hipétese de que grad f(x) £ 0, pois
grad f(0, 0) = (0, 0).

Exemplos:

13 — Seja f: R* — R definida por f (x,y) = x®y 4 2y — 3x — 2y.
Note-se que, no ponto (x,y) = (0, 0), grad f(x,y) = (— 3, —2)
e, portanto, a curva de nivel zero de f é, numa vizinhanga da origem,
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o grifico de alguma fungdo h: ¥ — R tal que f(x, h(x)) = 0.
Para todo x € V:

2xy — 3

() = — PRI R

14 — Voltando ao exemplo inicial (a fungdo f: R* - R definida
por f(x, ) = x® + y?), temos que a curva de nivel I é a circun-
feréncia de raio 1. Qualquer que seja (x, y) tal que x* 4 3y = I,
teremos grad f(x, y) = (2x, 2y) s« (0, 0). Portanto, em qualquer
ponto a circunferéncia é localmente o grafico de alguma fungio.

Iremos agora enunciar o Teorema da Fungdo Implicita no caso
em que o conjunto de valores da fun¢do é um subconjunto de
Re, g = 1.

Sejaf: Dx ¥V —- R? D = R, V <= Rr e taisque D x ¥ seja um
subconjunto aberto de R¢ x R?. Dado um ponto (x, a) € D x V,
se f & diferencidvel neste ponto, entio a matriz Df(x, a) cujos
elementos sio as derivadas parciais de f é chamada a matriz jaco-
biana de f. Df(x, a) tem g linhas e ¢ 4 p colunas e pode ser
dividida da seguinte forma:

Df(x, @) = (D¥f(x; a); D*f(x; a))

387



onde:

3f' o
6—2" (3, ) """ a"' (zl a)
D' j(z; a) =
ar ap
E (.-":, ) ...... a:l" (t, i)
€:
Y 1 ' ]
@) (). G
DSl o) = | :

of af of (z, )
F(-"; a) dog (z, a) ---—E

mde f/ é a j-ésima componente da fungio f, isto é, para todo
(x,a) EDx V,f(x,a) = (f1(x,0), f1(x,a), ..., fO{x, @)).

No enunciado do teorema nos concentraremos na matriz Df (x; a) .
Note-se que ela é uma matriz quadrada com q linhas e q colunas.
Indicaremos por det D!f(x; a) o determinante desta matriz.

Por fim, convém ainda esclarecer o significado da afirmativa
f € C*. Isto significa que, para todo j € {I, 2, ..., q}, as fungdes
fl: D x V°'= R sao de classe C*.

Teorema 2 (Teorema da Fungdo Implicita) — Seja F: D x ¥ — R9,
D = Ry, V = R°, D x V aberto, de classe C*, k = 1, em D x V.
Se existe (x,, a;) € D x ¥ tal que F (xg, ag) = ¢, ¢ € R9, e det D'F(x,,
a,) = 0, entio existe um conjunto aberto U — R? contendo a, €
uma fungio H: U — R tal que F(H(a), @) = ¢, H(ay) = X,
e det D'F(H (a), a) =& 0 para todo a € U. Além disto, H ¢ de
classe Ckxem U e DH(a) = — [D!F(H(a), a)]-* D'F(H (a), a)
para todo a € U.
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Omitiremos a demonstragio do teorema. O leitor interessado pode,
por exemplo, consultar Bartle (1976), Lima (1970 e 1981) ou ainda
Rudin (1964).

Entretanto, é 1til nos voltarmos para o enunciado do teorema
para entendé-lo melhor. F(x, a) = ¢ é uma equagdo vetorial que
determina g equagSes reais, a saber:

1
Fl(zi, 2o, ..., Zg; ar, a9y ...\ ap) =&

F'(:r:,, Tgy ooy Tg; Qf, Qgy ..., Qy) = Cg (2

F(z,, Te, oo oo Ty, Qf) Agy - ..y a,)=c¢

O teorema afirma que, se num ponto (x,, a;) que satisfaz o sistema
acima o determinante de D'F (x,, a,) ¢ 0, entdo é possivel resol-
ver (localmente) o sistema (2) de forma que se tenha:

x; = Hi(a, ..., a)
Xg = HY(ay, ..., @)

x, = Hi(ay ..., a,)

Além disto, é possivel derivar-a fun¢do H no conjunto U, e a
derivada é dada pela férmula anterior (na verdade, H € C¥) . Observe-
se que [D'F (H (a), a) ]—* denota a matriz inversa de D'F (H (a), a) -
Algumas vezes nos cdlculos priticos, no entanto, é mais ficil
encontrar diretamente os elementos de DH (a).

Exemplos:

15 — Seja F: R* x R — R* definida por F(x,, x5; a) = (F!(x,,
Xy; a); F%(x,;, x,; a)). Suponhase que F € C% que no ponto
(X, %5, @) temos F (%, x,, @) = O e que:

o _ _ aF' -
O_x,- (fn Ze, @) 3_3’:- Gn z,,&')
det D'F (Z;, Ty, @ = det o - w0
GG, Ee®
_az, a:l.
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Entido, existe H € C%, H: V — R?, V = R, definida por H (o) =
= (H'(a), H*(a)), para todo a € V. Ao invés de calcularmos
DH (a) pela férmula dada no teorema, procederemos da seguinte

maneira:
F!(H! (o), H¥(a), a) = 0

F* (H!(a), H'(a), a) = 0

Por simplicidade de notagio, omitiremos a referéncia aos pontos
onde as derivadas abaixo sdo calculadas. Desta forma, obtém-se:

oF' aH' .. OF' dH" . __ OF
6.’5] da % &t’ da “ aa
oF* dH' .. oF® dH' , . oF*
oz, g2 Vo Tda YT

Neste sistema, as derivadas parciais de F! e F? sio conhecidas.
dH! dH*
o @ € 4=
o determinante da matriz formada pelos coeficientes das incégnitas
¢ nio nulo, vem (pela regra de Cramer) que:

"_ ar 0 aF' 0

(a) . Como o sistema é linear e

As incégnitas sdo

da aIS

oF* oF*®
dH' (a) = ‘__ %V g
da det (D'F (H'(a), H (a), a))

det

sendo todas as derivadas no numerador calculadas no ponto (H!(a),
FI* (a), a) . Da mesma forma:

- oF! ar!
e ¢ - . (-)’I
et oF® ) s
dH* L 9z, € - O (')J

= @~ a OF (H'(a), H (), a))
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16 — Seja I': R* x R — R* definida por F(x, y, a) = (*' a +
+ xy* 4+ ay; @® yx 4+ ay? x?). Consideremos o sistema definido por:

Fi(x,y,0) = x a+ x' + oy =3
Fi(x,y,a) = a*xy + ay? x* = 2

e examinemos a existéncia de uma solu¢gio H*(a), H*(a) numa
vizinhan¢a do ponto (1, I, 1) . Em caso de existir a solugio, calcule-se,
dH"

— ©)-

enta dH: e
% @ @

E suficiente para a existéncia da solugdo que det D'F (1,1, 1) £ 0,
o que, na realidade, ocorre, pois:

DiF(, 1, 1) = [g g]

Para calcular as derivadas da fun¢do H procedemos da mesma
forma que no exemplo anterior:

. o, dH' N1 o
(8 a+y)—d—+(21:y+a) — =— (2" + )
a doa
1 9
(a'y+2ay':c)dH +(a’z+2ayx')dfl =_@Bdlzy+z"y)
da da
Poértanto:
- s 5
de!
aH, o= ﬂ;l_=i=-e
doa det [ 4 3| 3
3 3.
4 —9]
dHs det |3 _4 __ 10
da del 4 3'| 3
3 s



VI.2 — O Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange

Nesta se¢io procuraremos desenvolver um método para identificar
pontos criticos do seguinte problema: dada a fungdo f: D - R
(D = R# aberto) de classe C* (k > 1) e dada uma superficie de
nivel ¢, N,, de { definida como a imagem inversa de alguma fun¢io
¢: D - R, ¢ € C* quais sio os pontos criticos de f restrita a
superficie N, isto é, f/N.

Seja, portanto, ¢ tal como acima, seja N, = (x € D: @ (x) = c)
e suponha-se que grad @ (x) < 0 para todo x € N,

Neste caso, entio N, é, numa vizinhanga de qualquer de seus
pontos, o grifico de alguma fung¢io k definida num subconjunto
aberto de R?—!. Um vetor tangente a N, no ponto x é, por definigdo,
) (0), onde A é um caminho diferencidvel no ponto t = 0, definido
da seguinte maneira: A: (—e €) = D, e > 0, com A(0) = x e
(9 }) (t) = ¢, isto ¢, um vetor ¢ tangente 4 superficie N, se ele
¢ tangente a algum caminho diferencidvel no ponto ¢t = 0 em que
1(0) = X.

Dado um ponto x, € N,, o conjunto de todos os vetores tangentes
A superficie de nivel N, no ponto x, serd indicado por ET (x,).
Por exemplo, considerando a figura a seguir, o conjunto dos vetores
tangentes a N, no ponto x, coincide com a linha reta passando pela
origem e com a mesma inclinagio de N, no ponto x, Mais
especificamente, suponha-se que N, ¢ definida pela equagio x y = 1
e que desejamos encontrar o conjunto dos vetores tangentes no
ponto (x, ¥) = (I, 1).

Mostraremos que ET (1, 1) = ((Z,, Z,) € R*: Z, = —Z,).

Seja (Z,, Z,) € ET (1, 1). Entio, existe um caminho diferencidvel
em ¢t = 0, A: [—¢, €] = N, definido por A(t) = (A:(t), A:(?)),
sendo A(0) = (1, 1) e X(0) = (Z,, Z,). Como a imagem de
[— e €] estd em N, A, (t). A, () = 1, isto &, o caminho A deve ter

rd y 4
a seguinte forma: A (¢f) = ()., OF EIE‘_‘)) Portanto, A’ (t) _=(l’1 @, -

- [;‘:(f;)]’ ) eN(@O) = (@, — Aj©0)), donde se segue que
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Y

ET(xp)

Z, = —2Z,. Acabamos de verificar que ET (I, 1) = {(Z,, Z,) €
€ R*: Z, = —Z,). Para provarmos que os conjuntos sio iguais,
tomemos agora Z = (Z,, Z,) tal que Z, = —Z,. Considere-se, por

exemplo, o caminho A: (—¢, €§) = N, dado por A(f) = (1 +

+tZ, _ , onde g é escolhido de maneira que I 4t Z, »& 0.
1412,

Segue-se, entio, que N (0) = (Z;, —Z,), isto &, X' (0) = (Z., Z,).
Enunciaremos agora a propriedade mais importante deste con-

junto ET (x,) . A demonstragao do teorema pode ser encontrada em
Lima (1981) e Flemming (1977).

Teorema 3 — Seja ¢: D — R, D = R? aberto, de classe C* (k = 1),
e seja N, uma superficie de nivel ¢ de ¢ tal que grad ¢ (x) o& 0
para todo x € N, Entdao, qualquer que seja x, € N, ET (x,) ¢
um espago vetorial de dimensio p — 1.

Dada a nogio de vetor tangente 2 uma superficie de nivel N,,
a defini¢io de wvetor normal segue-se naturalmente. Diz-se que

Z € R? é normal d superficie N, (definida tal como no Teorema 3)
no ponto x, s¢e L v,Z > = 0 para todo v € ET (x,) . Em particular



(propriedade “c” do vetor gradiente), grad ¢ (%,) ¢ um vetor
normal A superficie N,.

Teorema 4 — Dada a superficie N, (definida tal como no Teore-
ma 3), o conjunto dos vetores normais a N, no ponto x, é um
espago vetorial de dimensio 1. Em particular, qualquer que seja o
vetor » normal a N, no ‘ponto x, existe a € R tal que v =
= a grad @ (x,) .

Como também n3o demonstraremos este teorema, ver, para uma
demonstragio num contexto semelhante ao desta se¢do, Flemming
(1977) .

Para evitar repetigbes excessivas, a situagio tipica a ser estudada
agora ¢é a seguinte: temos uma fungio f: D — R de classe C* > 1,
em D que é um subconjunto aberto de RP?; temos também uma
superficie de nivel ¢, N, definida como ¢~%(c), onde ¢: D - R
é tal que ¢ € C* é grad @ (x) =& 0 para todo x € N,. Continuaremos
utilizando a notagdo f/N, para indicar a restrigio da fungio f a
superficie N,.

Definigio 5 — A fungio f/N, tem um mdximo (minimo) relativo
no ponto x, & N, se existe uma vizinhanga ¥V de x, tal que, para
todo x €V ~ N, f(x0) = f(x) (f(xs) < f(x)). f tem mdximo
relativo estrito (minimo relativo estrito) se f(x,) > f(x) (f(x) <
< f(x)) para todo x € ¥V ™ (N, — {x,}).

Teorema 5 — Seja x, € N, um ponto de mdximo (minimo) réla-
tivo de f/N,. Entdo, para todo v €ET (x,), < grad f(x,), v > = 0.

Prova:

Suponha-se que x, é um ponto de maximo de f/N,. Seja o caminho
(diferencidvel no ponto ¢t = 0) A: (—&, ) — N, tal que A (0) = x,.
A fungdo f)A: (—e. €) — R tem (em decorréncia do fato de que x, é
um méximo relativo) um miximo relativo (interior) no ponto
t — 0. Portanto, (fd)’(0) = 0 e, pela Regra da Cadeia:

)’ (0) = < grad (), V(0) > = 0
C. Q. D.
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Geometricamente, este resultado significa que o vetor gradiente
de f ¢ perpendicular & superficie de nivel N, nos pontos de mdximo
ou de minimo da funcio.

A

/grad f(x5)

X0

Nc=\P-1(CJ

-
=

Em vista deste resultado, definiremos os pontos criticos de f/N,
pela condigdo acima, isto é, x, € N, é um ponto critico de f/N, se
< grad f(x,), v > = 0 para todo » € ET (x,).

E interessante observar que a restrigio de f a N, pode ndo ser
efetiva, isto ¢, independentemente desta restrigio, f pode ter um
ponto critico num certo elemento x, € D. Por exemplo, se f: R* - R
é dada por f(x, y) = x* 4 y*% sabemos que ela tem minimo no
ponto (0, 0). Se delinirmos a superficie de nivel N, como ¢~*(0),
sendo ¢: R* = R, ¢ (x, y) = x 4 y, esta restricio é absolutamente
indcua. f teria um minimo, de qualquer forma, em (0, 0).

Entretanto, o caso contrdrio pode ocorrer, como ilustraremos mais
4 frente, isto ¢, f pode nao ter pontos criticos em D, porém f/N,
tem pontos criticos.
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Teorema 6 (Multiplicador de Lagrange) — Sejam: a) f: D — R,
D = R? aberto, fE C*, k 2 1;eb) Nya su'perﬂcie de nivel ¢ da
fungio @: D —» R, ¢ € C*, e tal que grad ¢ (x) = 0 para todo
x € N,.. Entdo, x, € N, é um ponto critico de f/N, se, e somente
se, existe um nimero real A tal que grad f(x,) = A grad ¢ (x,).

Prova:

Suponha-se que x, € N, é um ponto critico de f/N,. Por definigdo,
< grad f({x,), v > = 0 para todo v € ET (x,). Como N, é uma
superficie de nfvel de ¢, < grad @(x;), v > =— 0 para todo
v €ET (x,) . Portanto (Teorema 4), existe A ¢ R tal que grad f (x,) =
= A grad @ (x,) -

Por outro lado, se grad f(x,) = A grad ¢ (x,), entdo, para todo
veE ET(x), < grad f(x,), v > = < A grad @ (%), v > =
= A < grad @(x,). v > = 0. Logo, x, ¢ um ponto critico de f/N,.

C. Q. D.

Antes de passarmos aos exemplos, convém frisar que o valor
de A nos informa se f teria ou nd3o ponto critico na auséncia da
'estrigio N.. Se A 5= 0, é claro que grad f(x,) =& 0 e, portanto,
¥, ndo é um ponto critico de f em D. Por outro lado, A = 0 signi-
fica que a restrigio é indcua, isto é, x, é um ponto critico de f em D.

Exemplos:

17 — Seja f: R* - R definida por f(x, y) = x* 4+ »* e seja
@: R* — R definida por @(x,y) = x 4+ y e Ny, = ¢@—*(0). Por-
tanto, os pontos criticos de f/N, (note-se que f e N, satisfazem as
hipéteses do Teorema 6) sio encontrados resolvendo o sistema:

grad f(x,y) = kgrad @ (x, y)
x+9y=0

ou seja:

!
>

2x =
2y =
x4+ y=20

I
>

396



Como pode ser verificado, a tunica solugdo deste sistema é
x =y =0 e i = 0. Como haviamos mencionado, isto se dd por-
que (0, 0) é um ponto critico de f em R®.

18 — Sejam f e ¢ tais como no exemplo anterior e seja Ny, =
= @~ ?(2). Os pontos criticos de f/N, sdo dados por:

2x = A
2y = &
x4+ y=2

Observe-se que ) =& 0, pois, caso contririo, terfamos x — y = 0,
o que ndo satisfaz x } y — 2. Portanto, devemos ter A s£ 0, x 5£ 0
e y £ 0. A solugio do sistema é, entdo, x. =y = l e A = 2.

O valor de { no ponto (i, I) é 2. Podemos notar que f—* (2)!define
uma superficie de nivel da fun¢do f (que, na verdade, é a circun-
feréncia de raio \/2), na qual grad f(x, y) £ 0 para todo (x, y).
O Teorema do Multiplicador de Lagrange, entio, afirma que as
superficies N, e f—1(2) sio tangentes, uma vez que possuem vetores

normais que sdo proporcionais.

grad f(x,y]

grod Pl x,y)

v

N2
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Esta interpretagdo geométrica nos permite, em alguns casos, saber
se o ponto critico de f é um mdximo ou um minimo, ou nenhum
dos dois. No caso em questio, o gradiente f estd apontando na
dire¢do nordeste, o que significa que, 3 medida que nos movimen-
tarmos naquela dire¢do, o valor de f aumenta e, em conseqfiéncia,
(1, 1) ¢é um minimo de f/N,.

19 — Seja D = ﬂﬂf (interior de R% ) e seja f: D — R definida
por f(x,y) = x= . 98, a > 0 e B > 0. Considere-se a superficie
de nivel ¢, ¢ 35 0, N, da fungdo ¢: R* — R definida por @ (x, y) =
= px + gy, p > 0 e g > 0. Determinemos os pontos criticos de
f/N.. Convém observar que este é o problema tipico da Teoria do
Consumidor, onde f é uma fungio utilidade que representa as
preferéncias do individuo, ¢—7(c) a sua restricio orgamentéria e
P e g sdo os precos (dados para o ‘individuo) dos dois bens x e y,
respectivamente., No caso do consumidor, estaremos interessados nio
em todos os pontos criticos (caso exista mais de um), mas apenas
naqueles que maximizam f/N,.

Como f e N, satisfazem as hipdteses do Teorema 6, os pontos
criticos de f/N, sio aqueles para os quais existe A € R, que, junta-
mente com eles, é solugio do sistema:

Aaxa-lyf = p )
AB xayb—t =g O]
px + gy =c¢ ®)

As equagoes (3) e (4) sio obtidas de grad f(x, y) = Agrad (x,y)
¢ a equagdo (5) requer que a solugdo esteja em N..

Convém, inicialmente, observar que A £ 0 para que o sistema
admita solucdo. Além disto, sendo A £ 0, teremos x ob 0 € y & 0.
Dividindo (3) e (4), obtém-se:

_ B 6
9 = - P ©)
e, substituindo em (5), temos:
ac

e RS T @
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Para obtermos y, substitufmos (7) em (6):

S
i @

O valor de A é obtido de (3) ou (4).

A solugio pode ser visualizada geometricamente na figura a seguir,
onde AA é a curva de nivel da fungio f, cujo valor coincide com
o de f no ponto critico encontrado. Os vetores MN e MO repre-
sentam grad f(x, y) e grad @(x, y) (ndo é possivel identificd-los
exatamente, pois isto depende do valor de ). Também é importante
notar que grad @ (x, y) = (P, q), isto é que o vetor de precos é
perpendicular A curva de nivel da fungio f.

[:Y4
(«¢+ plq

Para finalizar o exemplo, podemos concluir que o ponto em ques-
tdo é de m4ximo, pois a curva de nivel de f 2 direita de 44 corres-
ponde a um valor maior da fungio (uma vez que o gradiente de f
aponta na direcao nordeste) . Na linguagem da teoria do consumidor,
as equagdes (7) e (8) sio chamadas de equag¢Ses de demanda dos
bens x e y.
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20 — O exemplo anterior pode ser generalizado. Suponha-se que
U: R, - R, U € C* (hipétese usual na teoria do consumidor) e
que grad U(x, y) > 0 (isto significa que as derivadas parciais
de U sdo sempre positivas). Seja ¢ > 0 a renda do consumidor e
P > 0eq > 0 os pregos dos bens x e y. Desejamos, entdo, encontrar
os pontos (x, y) € }i:_ tais que U/N, seja um iniximo, sendo

N,= ((x,y) € R:_ px + gy = c).

Os pontos de mdiximo sio dados pela solugio do sistema:

"U = ©)
‘;f *.9) = Aq (10)
Px + qy=¢ (11)

Com as hipéteses acima, 1 > 0. Portanto, grad U (x, y) estara
apontando na dire¢dao nordeste.

Antes de fazermos a figura deste exemplo, convém mencionarmos
que o problema acima pode nio ter solugio se nio se supde nada
sobre o formato da curva de nivel de f. Por exemplo, na situagio
a seguir (lembre-se de que U estd definida no interior de R} e N,
'é um conjunto totalmente contido em Rt %, € os pontos (c/p, 0) e
(0, ¢/q), em particular, nio pertencem a Nc) o problema de encon-
trar um maximo de U/N, ndo tem solugdo.

No ponto 4, o gradiente de U aponta na dire¢io nordeste. Os
pontos B, B’, C, C’ estio sobre N, e neles f tem valor maior do
que no ponto A. Isto ocorre, neste caso, porque N, niio é um con-
junto compacto.

Um caso usual na teoria do consumidor em que o exercicio acima
faz sentido é quando as curvas de indiferenga tiverem o formato
indicado na segunda figura da pigina a seguir.

21 — Seja @: R* - R, ¢ € C* (k = 1), e seja a superficie de
nivel ¢, N, de @ tal que grad ¢ (x) ¢ 0 para todo x € N, Seja
¥ g N, e suponha-se que existe x’ € N, tal que a distdncia entre
X e x’ é minima em relagdo a todos os pontos x € N,. Mostraremos
que x' — x é perpendicular a N, no ponto x’.
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grad U(x,y)

grad U{x,y}

Y
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Para tanto, seja f: R? — R definida por f(x) = < ¥ — x,
¥ — x >. Note-se que f ¢ C* e que ela tem minimo restrito a N,
no ponto x'. Portanto, grad f(x) = A grad @(x’) para algum
y€ R. Seja v € ET (x). Entdo, como < grad ¢(x), v > =0
e grad f(x') = 2 (x’ — X), seguese que < x — x, v > =

A
=T<gmdq>(x’),v > = 0.

Observe-se que neste exemplo partimos da hipétese de existéncia
do ponto x’, que, em geral, pode nio existir. Se N, é compacto, x’
certamente existirdA (Teorema de Weierstrass). Pode-se também
mostrar (exercicio 7) que, sob estas hipéteses, N, é fechado e, por-
tanto, existird o ponto x’.

22 — Seja f: R® —» R definida por f(x,y,2) = x —y 4+ 2ze
seja Ny, = @~ 7(2), onde ¢: R* —» R delinida por ¢ (x, y, 2) =
= x* 4+ y* + 2 z!. Encontramos os ponlos criticos de f/{N,. Temos
entio que resolver o sistema:

1, —1,2) =2 2x,29y, 42

xt 4+ yt L 220 = 2

o~

Notando inicidlmente que nenhuma solucio deste sistema ¢ pos-
' 1 _ 1,1

A )

Finalmente, obtém-se que A = =% i;— Os pontos criticos de /N,

sivel com A = 0, temos entdo: x —

sao:

(x 3. 1) = (VE[2, — /2]2, v2]2)

(x, % 2) = (—VZ]2 V2]2 —Z]2)

Existe uma maneira equivalente de enunciar o Teorema do Multi-
plicador de Lagrange que, alids, ¢ mais usual nos textos de Economia.
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Dados f: D —» R, ¢: D — R satisfazendo as hipdteses do Teore-
ma 6 e N, = {x € D: 9(x) = c), define-se a fungdo lagrangeana
da seguinte maneira:

L: DX R > R

tal que £(x,d) = f(x) + A(c — @(x)). E ficil ver que £ € Ck
se f e ¢ sdo de classe C*.

Teorema 7 (Multiplicador de Lagrange) — Sejam f: D- - R,
D < Re aberto, f €C* (k = 1), e N, a superficie de nivel ¢ da
fungio ¢: D - R, ¢ € G* e tal que grad @ (x) $ 0 para todo
z €N, Para que x, € N, seja um ponto critico de f/N,, é necessirio
e suficiente que exista A € R tal que (x,, A) é um ponto critico de
L, 1isto é, dL(x%; &) = 0.

Prova:

aL aL ar
4t ) = (B W, s 2, 2 )

Portanto, df(x,, ) = 0 se, e somente se, grad f(x,) =
= A grad @ (%) e @ (%) = c.
C. Q. D.

Consideraremos agora o caso em que, ao invés de uma rinica res-
tricdo, temos vdrias. A situagdo tipica é a seguinte: a) uma fungio
f:D— R,D = Re aberto, f € C¥, k > I; b) uma fungio ¢: D - R¢
(9 < p), de classe C*, ¢ € R% e ¢) um conjunto N, = @~ (c) =
= {x € D: ¢ (x) = c}, sendo que o posto da matriz Jacobiana 2
de @, Do (x), é igual a g para todo x € N,.

Dado o conjunto N, tal como definido acima, entio as defini¢Ges
anteriores de vetor tangente a N, e vetor normal se aplicam, isto ¢,
v € R®? é um vetor tangenie a N, no ponto x, se existe um caminho

2 O posto de uma matriz é dado pelo mimero (miximo) de linhas que

sio linearmcente independentes. A condigdo “¢” acima afirma que Dg(x) tem ¢
linhas que sio linearmente independentes.
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A: (—e, ) > N, tal que A(0) = x5, e V’(0) = v. Um vetor
z € R? é um vetor normal a N, no ponto x, se < 2, v > =0
para todo v € ET (x,) (ET (x,) é o conjunto dos vetores tangentes
a N, no ponto x,).

Teorema 8 — Dada @: D — R¢ tal como definida anteriormente,
segue-se entdo que, para todo x, € N, ET (x,) é um espaco vetorial
de dimensdao p — q.

Teorema 9 — Dada @: D — R? tal como acima, entio, para
todo x, € N, o conjunto dos vetores normais a N, no ponto x,
é um espago velorial de dimensio g e os vetores grad g, (X,),
grad ¢* (xg), ..., grad @9 (x,) (onde ¢': D — R ¢ a i-ésima coorde-
nada de ¢) formam uma base deste espago. 3

Teorema 10 (Multiplicadores de Lagrange) — Sejam f: D — R,
D < Rr aberto, f € C* (k 22 1) e N, a superficie de nivel ¢ da
fungio @: D - R? (g < ), ¢ € C*, sendo o posto de D (x) igual
a q para todo x € N, Entdo, para que x, € N, seja um ponto
aitico de f/N, devem existir ¢ niimeros reais A,, s, ..., A, tais
que grad f(x,) = A; grad @*(x,) + Ay grad @*(x;)) + ... +
+ A grad 9% (x,) .

Prova:

Apenas para facilitar a demonstragdo, recordemos que x, é um
ponto critico (por defini¢io) de f/N, se < grad f(x,), v > = 0
para todo v € ET (x,).

Suponha-se que x, é um ponto critico de f/N,. Portanto, grad f (x,)
é um vetor normal a N, que pode ser expresso como uma combi-
na¢3o linear dos vetores da base deste espago, isto &, existem A,,
As, ..., Ag tais que grad f(x,) = A; grad ¢! (x,) + A, grad @* (x,) +
+ ... 4+ 1, grad @%(x,).-

Suponha-se agora que existem 1,, A,, ..., A, tais que grad f (x,) =

= A grad @' (x)) + Ay grad @' (x)) + ... + A, grad @°(x)).
Dado um vetor v € ET (x,), é ficil ver que <grad f(x,), v > = 0.
C. Q. D.

2 Para demonstragdes destes teoremas, ver, por exemplo, Flemming (1977) e
Lima (1981).
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Encerrando esta se¢do, convém chamar a aten¢do para uma hipé-
tese feita no teorema acima, qual seja, ¢ < p. As figuras a seguir
mostram que, se tal ndo ocorre, o teorema nido é mais verdadeiro.
Nelas, a fungdo f ests4 definida em R* e ¢ é uma fungio de R!
em R? Observese que, no primeiro caso, existe um unico ponto
que pertence a N, no segundo, N, = ¢ e, no ultimo, temos na
verdade uma unica restrigdo.

~

wl(cl)

(977 )

N AN

\\ (o \
W 'c,) (927" (e) =te'1" ()
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VI.3 — Caracteriza¢gio dos Pontos Criticos de f/N,

Como ji sabemos, os pontos criticos de uma fungio f/N, podem
ser pontos de mdximo relativo, de minimo relativo ou nenhum deles.
Em vista disto, e do fato de que as consideragdes geométricas do
tipo que apresentamos na se¢do anterior nem sempre podem ser
feitas, procuraremos desenvolver condigGes necessirias e suficientes
para caracterizar um ponto critico de f/N,. Na Segio VI.4 veremos
ainda uma razio importante para nos preocuparmos com o problema.

A situagdo tipica nesta se¢do é ainda a seguinte: a fungdo
f: D - R, D — RP aberto, f € C* (k¢ = 2), a superficie N, =
= @~ 1(c), sendo ¢p: D - R9, g < p, @ € C* e o posto de D (x)
igual a ¢ para todo x € N.. O ponto x, é um ponto critico de f/N,,
isto &, grad f(x,) = A; 8rad @* (%) + ... 4 A, grad @t (x,), sendo
As, ke, ..., A, numeros reais e (x,) = c.

Definamos a fungdo lagrangeana, neste caso, da seguinte maneira:
£:D x Rt — R tal que £(x,}) = f(x) 4+ A (c; — @*(x)) +
4 oo A (cq— 99(x)) e A= (Ay, Asy ..., A). Podemos escre-
véla, ainda, de forma mais compacta: f(x, ) = f(x) —+
+ <he—gx >

Como f e ¢ sdo, no mfnimo, de classe C®, £ é também (no mi-
nimo) de classe C*. Definiremos a forma quadrdtica hessiana de £
por : R* - R tal que:

B, x) = £ £ 9L () hehy=h. £7(x) . k
i=1j=1 31: z;
onde £” (x) é a matriz hessiana de £ ignorando-se a varidvel 1, isto é:
-9 L a* £ 7
- (@) z ... —— (z)
dz, 0z, Oz, dz, oz,
L£5(z)= ] 2
9L . 0L . 3’ L
z () (z)
. 0z, oz, 0x, 0z, 'z

Teorema 11 (CondigGes Suficientes de Segunda Ordem) — Sejam
X, um ponto critico de f/N, e ¢ a fungdo lagrangeana. Entio:

a) se D (h; x,) é negativa definida sujeita 2 condi¢do de que
< grad ¢! (x)), h > =0,j=1,2, ..., q, entdo o ponto x, é um
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miximo relativo de f/N, ou, dito de outra forma, se Q(h; x) <0
para todo h € R? — {0} tal que < grad ¢/ (x,), h > =0, =1,
2, ..., q, X, ¢ um mdximo relativo de f/N,;

b) se Q(h; x,) ¢ positiva definida sujeita 3 condigdo de que
< grad ¢/ (x;). b > = 0,7 =1,2, ..., q, entdo o ponto x, é um
minimo relativo de f/N,: e

c) se Q(h; x) é indefinida sujeita 3 condi¢io de que
<grad ¢’ (x;), h > =0,7=1,2, ..., q, entdo o ponto x, nio é
um ponto de miximo ou de minimo de f/N,.

Teorema 12 (CondigGes Necessirias de Segunda Ordem) —
Se x, ¢ um miximo relativo (minimo relativo) de f/N, entio
O, x) <0 (B(h, x,) = 0) para todo h € R® tal que
< grad ¢/(x0), h > =0,j=12, ..., q.

Tal como apresentados acima, estes teoremas sio de dificil ope-
racionalizagdo. Entretanto, existe uma caracterizagio da forma qua-
drética com restri¢es lineares (como é o caso) em termos de deter-
minantes semelhantes ao caso que discutimos no capftulo anterior.

Sejam dadas as matrizes 4 e B, sendo 4 (n x n) e B(m x n) com
m < n. Formemos a matriz C da seguinte maneira:

o= [5.., i)

onde B’ é a matriz que se obtém trocando as linhas e as colunas
de B e 0 é a matriz m x m cujos elementos sio todos iguais a zero.
C, portanto, é uma matriz (m 4 n) x (m + n).

Define-se entdo o menor principal sucessivo de ordem r da matriz
C como:

-0...0 b” b_{j...blr-

0...0 bni bmg .. Omr
del C, = det yT=m+1Im+e...,n

byy bmi @y Gis ... Gy

. . . -

_ by, Omr ay,; Gy ... G _
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Convém observar que C, ¢, na verdade, uma matriz (m 4 r) x
x (m+4 7).
Teorema 13 — Seja A simétrica, isto &, a; = ay, para todo

bis oo bim] g que det B wh 0.

Gj=1L12..,neBmxm =[
) bn!---bnu

Entao:

a) h.A.h < 0 para todo h £ 0 tal que B.h = 0 se, e somente
se, (—I)".detC, >0, r=m+4+1,m+42,...,n;e

b) h.A.h > 0 para todo h s 0 tal que B.h = 0 se, e somente
se, (=)= detC, >0, r=m+4+1,m+ 2,...,n}

Poderemos agora modificar as condigdes suficientes de segunda
ordem, de forma a trabalhar com os menores principais de uma
matriz hessiana modificada. Sejam £ (x) o elemento genérico da
matriz £”(x) e ?; (x) a derivada parcial da k-ésima componente
da fun¢do @ com relagdo A varidvel j(k = 1,2, ..., 9 e j=1,
2, ..., p)- Definese, entdo, a matriz hessiana bordada de f/N, da
seguinte forma:

"0...0 i@ i@ ... 953

e

.
.
.

0...0 9@ 3@ ... PL()
B = 1) ... 03@  Lul) L@ ... L5,@)
i@  93z)  Lau(@ Las(@) ... Le(2)

0l 9t(E)  Ly@  Loa(®) ... £, -

Observe-se que f (x) ¢ uma matriz (p 4+ q) x (p + 9q) que
satisfaz as condigGes do Teorema 13, isto é, £”(x) ¢ simétrica e o
posto de Dg (x) é g. Portanto, temos o seguinte:

a) se (—I)"detH, > 0,r=q+ 1,9 + 2, ..., p no ponto
%, € N, entio x, é um mdaximo de f/N,;

4 Para uma demonstragio deste teorema, assim como caracterizagdes das
formas semidefinidas, ver Debreu (1952).

408



b) se (—1)2 det B >0 r= 9+ 1,9 4+ 2, ..., p, entdo
%, ¢ um minimo de f/N,; e

c¢) se um dos menores principais sucessivos tiver um sinal estri-
tamente contririo ao “esperado”, x, ndo serd um ponto de miximo
nu de minimo de f/N..

Vejamos algumas aplicagdes simples deste resultado.
Exemplo:

23 — Consideremos uma simplificagdo do exemplo 19. Seja
f: R* = R dada por f(x, ) = x y e seja ¢: R* - R dada por
(x93 =P%x+3%p>07>0Dadoc€R,c>0 ()
determina a superficie de nivel ¢, N,, de ¢. O ponto critico de f/N,
é (ver exemplo 19):

w055 %]

Vejamos se as condigbes suficientes de segunda ordem podem nos
auxiliar na identificagdo da natureza deste ponto critico. Neste caso,
temos p — 2 e ¢ = 1. A matriz hessiana bordada &, simplesmente:

0 9z, ¥) Pz, v)
AE v =| 9:(z v Lz, v) Lis(z, V)
_ @z, v) Lz, ¥) Laa(z, ¥) .

ou seja:
o 7 1
A y=|7 0 1
@ 1 o

Como g 4+ ! = p, basta-nos considerar det H, que coincide com
det A (x, y). Note-se, entdo, que det H(x,y) = 2P g > 0. Por-
tanto, este ¢ um ponto de miximo relativo de f.

O caso em que existe apenas uma restrigio (9 — 1) aparece
em muitos problemas econdmicos. Portanto, vamos particularizar
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ainda mais as condigdes suficientes acima para facilitar a sua efetiva
utiliza¢do:

a) se (—I)rdet H > 0, r = 2,3 ..., p, entio f/N, tem
miximo no ponto x,;

b) sedet H <0, r= 2 3, ..., p, entio f/N, tem minimo
no ponto x,; e

c) se um dos menores principais sucessivos tiver um sinal estri-
tamente contririo ao esperado, x, ndo é um ponto de miximo ou
de ‘minimo.

Na situagdo acima, o menor principal sucessivo de ordem r é o
determinante da seguinte matriz (r 4+ 1) x (r 4+ I):

0 @1 Ps ---Pp
P, L1 Liyg... Ly
Qs L g Lag ... Lo

- (p r ‘cr! ‘rl .C [ A
Vejamos mais alguns exemplos.

24 — Seja f: R* — R definida por f(x, y) = x* — y* e seja
N, = {(x,y) € R*: x* 4+ y* = ¢). Os pontos criticos de f/N, sdo
dados por:

2x =2)x

—2y=21)y

xt } =4
Note-se que ndo se pode ter A — 0 (pois neste caso terfamos
x = 0 e y = 0 nas duas primeiras equagGes, o que nio satisfaz

a terceira) e, além disto, x £ 0 ou y 5 0. Supondo que y o« 0 €
dividindo a primeira equagdo pela segunda, encontramos x y =
= — x y, o que significa que x = 0. Dal, temos que (0, 2) e
(0, — 2) sdo pontos criticos de f/N,. Da mesma forma, (2, 0) e
(— 2, 0) sio pontos criticos.
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Dado (x, ) € R*, a matriz hessiana bordada de f/N, é:

0 2 x 2y
Bixy) =|2x 2-—-21 )
2y 0 —2_22_

Para identificar quais sdo os pontos criticos, dentre os acima men-
cionados, em que f atinge miximo e em que f atinge minimo,
verifiquemos as condigGes suficientes de segunda ordem. Para tanto,
examinemos A (x, y) em cada um dos quatro pontos criticos:

a) Ponto critico (0, 2). A = —1):
|_ 0 0 4]
R 2=90 4+ o
|_ 4 0 o0

Necessitamos entdo, neste caso, apenas examinar o sinal de
det A, = det B (0,2) = — 6¢ < 0. Portanto; (0, 2) ¢ um ponto
de minimo relativo de f/Nj,.

b) Ponto critico (0, —2). A = —=1):

0o 0 —4
A -2 = 0o 4 0
_—4 0 0.
Como det B (0, —2) = —64 < 0, (0, —2) também ¢ um

ponto de minimo relativo.

c) Ponto critico (2,0). A= I):

l‘o 4 07
AR@20 =14 o 0
I_o 0 —4¢



Como det A (2,0) = 64 > 0, 0 ponto (2, 0) é um mdximo
relativo de f/N,.

d) E fidl ver que (— 2, 0) também é um ponto de miximo
relativo de f.

Sugerimos ao leitor fazer uma representagio grafica da solugdo
deste problema e verificar que se poderia ter chegado a esta con-
clusio por métodos geométricos.

25 — Seja f: R* > R dada por f(x,y,2) = x? — 92 — 2 e

seja Ny = {(x,y,z) € R: x* 4+ y* 4+ 2z — 4). Os pontos criticos
de f/N, sdo dados pela solu¢io do sistema:

2x — 2% x
—2y =2y
—2z =21z

x4+ y 4 20 =4

A solugdo deste sistema requer que L 3£ 0 e x £ 0, ou y £ 0 ou
z 54 0. Analisemos apenas o caso em que x & 0 (os outros dois
sio deixados ao leitor como exercicio). Neste caso, a solugio do
sistema nos d4 os seguintes pontos cxiticos: (2, 0, 0) e (— 2,0, 0).
A matriz hessiana bordada de f/N, é:

-0 2x 2 2z
2x 2 — 2) 0 0
B(x,y 2 =
2y 0 —2_2a o0
2z 0 0 —2 — 21_

Examinemos cada um dos pontos acima:

a) Em (2,0, 0), temos A —= I e:

-0 4 0 0~

~ 0 o0 0
A2 0 0 = o s o
0 0 —4_
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det H, =4 o ol|l=61>0
0 0 —+¢
e:
¢ 0 0
det Ay = (—1) 4det | g _4 o |=—256 <0
0 0 —¢

Portanto, (2, 0, 0) é um ponto de miximo local de f/N,.-
b) Em (— 2, 0, 0), temos:

det B, — 64 > 0

—4 0 0
det Ay = (—1) (—4) det 0 —¢ o0 |=—25<0
0 o0 —4

Portanto, (— 2, 0, 0) também é um ponto de miximo local de
fIN,.

VI.4 — O Método da Estatica Comparativa

Iniciemos a discussio do Método da Estitica Comparativa5 exa-
minando dois exemplos simples:

5 E importante observar que, nesta apresentacio, evitaremos discutir as
questdes mais polémicas relaconadas com as possiveis limitagles da Estitica
Comparativa. Procuraremos apenas mostrar quais sio-as peqas fundamentais (do
ponto de vista matemitico) que justiiam o método.
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26 — Imaginemos que, num mercado competitivo, sio dadas as

curvas de demanda e oferta do produto, especificadas da seguinte
maneira:

z° = h (p, y) (12)
' =9 (p) (13)

A equagido (12) descreve o comportamento da quantidade deman-
dada como uma fungio de preco do produto, p, e da renda, y. As

hipéteses usuais sob h sdo as seguintes: h: I;:_ — R, ¢é de

classe C! e g—}; @y < 0,% (p»y) > 0 para todo (P, y) € ﬁi

A equagdo (13) descreve o comportamento da oferta do produto
como uma fung¢do do prego. Admitiremos que g: 1.2.,. — R, éde
classe G' e que g > 0 para todo p € }%,,_.

Dado um valor de y, se existe (p*®, x*) € ft_,, x R, tal que
h(p®, y) = g(P*), dizemos que (p*, x*) é um equilibrio neste
mercado. A representagao grafica deste equilfbrio é usualmente feita
da seguinte forma:

P A
°
p e — —— . — — — —
h{p,y)
hip,y)
X" X0 xS~
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Considerando o equilibrio representado acima, uma questio que
se segue naturalmente é indagar como variam p* € x* quando y
varia, Neste exemplo simples, é ficil ver que um aumento de y
aumenta h para cada p, pois a fungio f(y) = h(p, y) é monétona
crescente. Este fato estd representado no grifico acima pelo deslo-
camento da curva h(p, y) para h(p, y'),"onde o preco e a quan-
tidade de equilibrio sdo superiores a p* e x*.

Este método gréfico, embora bastante popular nos textos de Eco-
nomia, em certos casos pode nio estar disponivel em fun¢do da
natureza do problema. Contudo, se examinarmos as hipéteses feitas
a respeito de s e g, veremos que elas nos permitem a utilizagdo
do teorema da fungdo implicita e, desta forma, uma resposta mais
analitica para a questdo.

S5e (p*, x*) é um equilibrio no mercado, entio h(p®. y) —
—g@*) =o.

Dadas as hipéteses acima a respeito de i e g, existe uma fun¢do
mVo>R, Ve I;.,_ aberto, n € C’, tal que A (x(¥), y) — glx(3) )= 0,
ou seja, de forma mais intuitiva, numa vizinhan¢ga do ponto de
equilibrio o prego de equilibrio é uma fungio de classe C! da renda.
Além disto, sabemos que:

-1

[%(r(y). 0 -2 o)

dnx
—_— - >0
dy dh
v [ s (=), v)
27 — Consideremos agora um modelo macroeconémico de uma

economia fechada e sem governo. Sejam as equagdes que descrevem
o equilfbrio neste modelo:

y=CO) +1() e
m = L(y, r) (15)
A equagio (14) é a de equilibrio no mercado de bens e servigos.

C: R, —» R, (afungdo consumo) descreve o consumo como fungdo
do nivel de renda e I: R, —» R, descreve o nivel do investimento
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como fungio da taxa de juros. Admitiremos que C € C* e I € C?
equel > g—;: >0 e.%:_—< 0 para todoy € R, e para todor € R,.
A equagdo (15) ¢ a de equilibrio no mercado de moeda. L: Iif‘_ -
— R (a funcio de demanda de moeda) ¢, por hipétese, de classe
L aL | o
Cle % <O0e "5 > 0 para todo (y, ) € R%. Na equagio (15),
m é o estoque real de moeda. Um equilibrio macroecondmico (quan.
do existe) é um par (y*, r*) tal que (14) e (15) se verificam,
dado um valor para o estoque real de moeda. A representagdo gri-
fica deste equilfbrio é a seguinte:

r 4

LM

]

[
|
|
|
I
|
I
I
1
yi

As curvas IS e LM sdo, respectivamente, as contrapartidas das
equagdes (14) e (15).

Dado o equilfbrio macroeconémico (y*, r®*), a pergunta que se
, segue naturalmente é acerca de como variam y* e r* quando varia
m. Considerese o sistema (I4) e (15) reescrito da seguinte forma:

Fln) =y —CO) —I(1) =0 14)
Gy, m) ==m — Ly, ) =0 (159
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Neste caso, a questio se resume em saber se (14) e (15°) deter-
minam y e r como fungdes diferencidveis de m e, em caso afirmativo,
qual o sinal destas derivadas.

De acordo com o Teorema da Fungio Implicita, se o determinante
jacobiano for diferente de zero, a resposta a4 pergunta colocada
(existéncia de fungGes diferencidveis) serd positiva. Note-se, por-
tanto, que:

;7 8C _ oI

det oy ar=(_ac.\ .iIL>g
oL 8L oy / ar/ ar By
_ay _ar_

Desta maneira, em uma vizinhanga do ponto (y®, r®) existem as
fungdes (implicitamente determinadas) y® — y® (m) e r®* = r® (m).
dy* e dr®
dm dm

que fizemos na Se¢do VI.1 (exemplos 15 e 16), isto é:

Para calcular

procedemos de maneira semelhante ao

oF dy* oF dr*
dy dm + ar dm 0

G dy* oG dr* - _@__G_
dy dm ar dm om

ou seja:

( aC' dy ar
{ — ==
ar

oL dy* 4G dr* _

onde as derivadas parciais de F e G sdo calculadas no ponto
(y*, r*). Deste sistema de equagGes, obtemos:

dy* _ — alfor >0
dm ~ {, _8CY\ (_ L _(a.r 3L \
U™ &%)\ o ar oy )
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ar* ("_

T -y)F)-EF

E interessante observar que, tanto no exemplo 26 quanto no

exemplo 27, foi possivel obtermos informagdes quantitativas sobre
as derivadas envolvidas, isto é, o método utilizado nos permitiu
determinar a diregdo da mudanga e também a sua magnitude.

Do ponto de vista da Teoria Econdmica, ¢ estes dois exemplos
sdo representativos das situagGes tipicamente encontradas. Em geral,
temos um sistema de equagdes que definem um equilfbrio — dados
os valores de alguns parimetros — e desejamos investigar como ele
se altera quando variam tais parimetros, isto é, temos um sistema
(para nio tornar excessivamente cansativa a exposigdo, evitaremos
explicitar o dominio das fungdes e as propriedades diferenciais das
mesmas, o que ja foi detalhadamente cdesenvolvido na Segdo VI.1):

F(x,a) =

onde x é o vetor das g varidveis endégenas (ou de controle) e a ¢é
um vetor de p parimetros. Dado que este sistema determina as g
%4
L

fungGes x, = h((a), qual é o sinal de

no ponto de equilibrio

inidal? J4 vimos que o Teorema da Fungido Implicita é, em geral,
o instrumento mais adequado para tentarmos responder i pergunta.
Quando se verificam as hipéteses do teorema podemos — pelos proce-
dimentos ja indicados — calcular as derivadas parciais de interesse,

8 Referdncias interessantes sobre o método da Estdlica Comparativa slo
Samuclson (1971), Intriligater (1971), Takayama (1974) e Silberberg (1978),
nos quais esta apresentagio se baseia.
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E 1til que procuremos estudar, desde a sua formulagio, a natureza
de um problema econémico bastante comum.? Para tanto, sejam:

a) F:DxV > R,Dc=RY, V < R,D x V aberto e F de
classe C* em D x V; e

b) g2:DxV > RgeC,k < g,declasse C* em D x V e
N, = {x € D: g(x, aq) = c} (notese que a ¢ tratado, por ora,
como uma constante) .

Nosso problema consiste, portanto, em determinar x®* € D que
maximiza F(x, @) com as restriges:

g:(x, a) = ¢,

gk (x, 0.) = i

Supondo que existe x® que resolve este problema, entdo ele deve
satisfazer o seguinte sistema de equagdes:

:F @* o) + ), :"' @ @)+ ... A a"" @* @) =0
1 Ty

aF ) 9
T @At G Dt AN @ ) =0

aF O . OGr , o -
£y (z* a) + A; 3z, z* a)+ ... + A 3z, @ a)=0
91(3.. a) = ¢

Gk (:c‘. a) = Cg

7 No que st segue trataremos da questio abstratamente. Aqueles que
preferirem podem materializar o problcma para o caso da teoria do consumidor
ou da produgio.
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que possui (9§ + k) equagBes e (g -+ k) varidveis e é o sistema
de equilibrio a que nos referimos anteriormente. Se quisermos agora
determinar como variam os x? em func¢io do parimetro a, ¢ sufi-
ciente que a matriz jacobiana deste sistema tenha determinante
diferente de zero. Em primeiro lugar, é legitimo falarmos da matriz
jacobiana, pois f e g sio fungdo de classe C5. Em segundo lugar,
note-se que as varidveis deste sistema s30 x;, X3, ..., Xg, Ay, Asy - . -, Mg
Portanto, a matriz jacobiana é encontrada derivando-se cada uma
das equagdes acima com relagdo a estas varidveis. Com um pouco
de paciéncia, o leitor se convencerd de que tal matriz é simplesmente
a matriz hessiana bordada de F/N, o que quer dizer que, se se
verificam as condigdes suficientes de mdximo (ou de minimo, quan-
do for o caso), o sistema de equilibrio acima admite uma solugio
em funcgio do parimetro a (esta solugio é de classe C? e as derivadas
pardiais el

oo
da ‘Funcdo Implicita) .

podem ser calculadas pela férmula dada pelo Teorema

Convém chamar a ateng¢do para o fato de que a solugio obtida
é de caréter local, sendo, entretanto, em muitos casos, possivel ga-
rantir pelo menos o sinal das derivadas de maneira global. Isto ¢
possivel nos exemplos 26 e 27 que utilizamos para iniciar esta segio.

Consideremos o problema de minimizagao de custos de uma firma
em competi¢io perfeita e suponhamos que ela utiliza os insumos
K e L para produzir Y segundo a fungido de produgio F: .l-’l: -
—- R, — {0),Y = F (K, L). Admitiremos que F € C?, com derivadas
parciais positivas, e que os pregos dos fatores (dados para a
firma) K e L sejam 7 e w, respectivamente. Seja ¥ > 0. Como
grad F(K, L) £ 0, a equagdo ¥ = F (K, L) define, em qualquer
ponto (K¢ L°), implicitamente uma fungdo L = k (K) tal que
Y=F(, k (K)) . Faremos a seguinte hipdtese adicional: para todo
(K, L) tal que Y = F(K, L), %%.— > 0 (onde %I:— indica a deri-
vada segunda da fungio k acima).

A firma procura determinar K*®, L* tais que resolvam o seguinte
problema: minimizar wL 4 rK com a restrigio Y — F(K, L).
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A fungio lagrangeana para este problema é:
LK, L;)) = wL 4+ K 4+ A(Y — F(K, L))

K* e L*, portanto (se existirem), devem ser uma solugio do
sistema:

2 oF _
T ).a =

Y _F(ke, L") =0

onde as derivadas parciais de F sio calculadas no ponto (K®, L®).
8

Dada a hipétese de que > 0, pode-se mostrar que as condigdes

dK:
suficientes de segunda ordem para mf{nimo sio satisfeitas. Portanto,
o sistema acima define, implicitamente, as fungées K (w, 7, Y),
L@, r, V) ¢ A@, r, 7), cujas derivadas podem ser determinadas
pela férmula do Teorema da Fungdo Implicita.

Cw, Y —=wL(w,7,¥) 4+ KW, L, ¥) ¢ a fungio de custo
da firma numa vizinhanga do ponto (K*, L®). Como L(..) e
K (.) sio diferencidveis (na verdade, C%), C ¢é diferencivel. A

fungdo -gg é o cusio marginal da firma. Uma propriedade extre-
o

mamente importante que se verifica em problemas como estes é que
oC
57
marginal da firma, o que ¢ uma conseqiiéncia do chamado Teorema
da Envoltéria que demonstraremos a seguir.

(w, 7, Y) = 1, isto & o multiplicador de Lagrange ¢ o custo

Consideremos o seguinte problema: maximizar (ou minimijzar)
F(x,a) com g(x,a) = 0,sendo F: Dx V - R,D —c Ry, V — R,
D x V aberto, F de classe C* em D x ¥V, e g: Dx ¥V —> R, g de
classe C* em D x V. Suponha-se que x®* maximiza F com a restrigao
g(x®*, a) = O e que as condigGes suficientes de segunda ordem
sejam satisfeitas. Entdo, existem fung¢des h: W - R, W <« R
aberto, tais que x;, = hy(a), # = 1,2, ..., q, i € C*.
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Teorema 14 (Teorema da Envoltéria) — Nas condigGes especifi-
cadas acima, vale o seguinte:

L s @ b @, By (@), @)

@* @) + AL (o o)
do

Prova:

Pela Regra da Cadeia:

dF oF
E-(z*’a)=8_a('x*' )‘—(a)-i' -+

oF
oa

+ (z* a) (a) + (z , @)

Além disto, g (ks (a), he(a), .-., he(a), @) = 0 é uma identidade
para todo a € W. Portanto:

dh,

"':i, (2*, @) '% @+ ... +2A == (% - (@) +

2 g" @* @) =0
o

Somando as duas equagGes acima e notando que:

oF .. o8 —
% (x*, @) +}~H("':d) =0

(pois x* é um mdximo), obtém-se o resultado desejado.

C. Q. D.

Intuitivamente, o Teorema da Envoltéria diz que o impacto total
de uma varia¢io em a sobre o valor de F pode ser medido, numa
!

! F
vizinhanga do equilibrio, pelo seu impacto parcial —g—, levando em
a

conta o seu efeito sobre a restricio, qual seja, A % Um caso
[

particular importante é o seguinte: maximizar F(x) com a —
— g(x) = 0.
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O Teorema da Envoltéria implica que:

dF

dg:l

isto é, A indica qual a variagio de F por unidade de variagio de a
numa vizinhanga do ponto de equilfbrio. Este resultado, aplicado
ao exemplo da firma que minimiza custos, garante que:

%(r,w,?) =2

A versio do Teorema ca Envoltéria para um problema de maxi-
mizagio sem restricio é a seguinte:

Teorema 15 — Seja x* um ponto onde a fungdo f: D x V — R,
D = Re, V = R, Dx V aberto, f € C%, tem um miximo (minimo)
relativo e no qual as condigdes suficientes de segunda ordem para
miximo (minimo) sdo satisfeitas. Entdo:

d
= 6o =2 6

Prova:

Pela Regra da Cadeia:

df _ oF dhy aF dh.g . oF  oF
da (@ @) = ax; da et dz, da + da  Oa

uma vez que x* ¢ um miximo (minimo) de f.

C. Q. D.

Intuitivamente, o resultado diz que, numa vizinhanga do ponto
de miximo, a variagdo de F, fixados os valores de x, é igual A varia-
¢do de F quando os valores de x se ajustam de maneira 6tima.

Consideremos um exemplo ilustrativo: seja x(x) o lucro de uma
firma expresso como uma fungio da quantidade produzida e sejam
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R (x) a receita, C(x) o custo da firma e ¢ um imposto pago por
unidade de venda. Entio:

a(x) = R(x) — C(x) — ix

A produgio que maximiza o luco da firma é x* em que
R’ (x*) = C’'(x*) 4 t. Se admitirmos que R" (x*) — C"(x®*) < 0
(condigdo suficiente para mdximo), entdo a equagio R'(x*®) —
— €’ (x*) = 1 define x* como uma fun¢io de ¢ numa vizinhanga
do equilibrio. Pelo Teorema da Envoltéria:

dr (x*) (t)
dt

_ on — °
=Sr ) = —x

isto é, a imposigio de um imposto reduz o lucro da firma, e esta
redugdo é a mesma, quer ela ajuste a quantidade produzida ou
n3o. Se chamamos de *curva de curto prazo” a curva de resposta
do lucro da firma quando x permanece constante e se chamamos
de “curva de longo prazo” a curva de resposta quando se permite
que a produgio se ajuste ao nivel étimo, o teorema garante que
estas curvas sio tangentes no ponto de equilibrio.
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Exercicios

1. Dados os caminhos abaixo, faga uma representagio da curva
associada, encontre o vetor tangente ao caminho no ponto especifi-
cado (e represente-o) e um vetor normal ao caminho:

a) A [—1,1] - R* dado por A(t) = (4,1 — %) ‘(ponto
1

T VZ
b) A:[—1, 1] - R* dado por A(t) = (t, 2t) (ponto t = 0);

c) AR — R*dado por A (f) = (cos’t, sen*t) (ponto t — n/4); e
d) A: [—1/2, 1/2)] - R* dado por A(t) = (1+t ! )

I4t¢
(ponto t = 0).

2. Dadas as fungdes abaixo, represente as curvas de nivel pedidas
e indique a dire¢do do crescimento da fungio:

a) f:R*— Rdadaporf(x,y) = xy (x — I) (curvas N, e N,,);

b) f: R* > R dada por f(x,y) = (x + 1) (y + 2) (curvas
N, e Nj);

c¢) f: R > R dada por f(x, y) = min {x, y} (curvas N,, N,
e N_j;

d) f: R* - R dada por f(x, y) = min {x% y} (curvas N,, N,
e N_j));

e) f: R! > R dada por f(x,y) = — xt — 98 (curvas N, e
N_j: e
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f) f R, — R dada por f(x,y) = max {x,y} (curvas N, Nye
N_,) .

3. Seja U: D> R, D = R’ aberto, U € C*, considere a superff-
cie de nivel ¢, N, da fungdo U e suponha que grad U(x, y) % 0
para todo (x, y) tal que U (x, y) = c. Pede-se:

a) Mostre — cuidadosamente — que N, define implicitamente
uma fungio k: ¥ - R (V = R aberto) em cada ponto (x, y) € N,.
b) Dado (s, 3) € Ny com S5 (x0, 72) 5% 0, mostre que:
au
dy__ a—z(zo, Yo)

dz v (%o, ¥o)
ay y YO

2 1
c) Calcule (se existir) :xv’ Qual a relagdo entre d‘xz €a

concavidade e/ou convexidade das curvas de nivel da fungio U?
d) Admita que as curvas de nivel de U sejam estritamente con-

dty
?

. 1 o sinal
vexas. Qual o sina P

Justifique.

4. Seja f: R* = R definida por f(x,y,2) = 2 — xy — y — z
Pergunta-se:

a) Dada a superficie de nivel zero, N,, de f, ela é o grafico de
alguma fungdo numa vizinhanga do ponto (0, 0, 0) € N,?

b) Qual o conjunto de vetores normais a N, no ponto (0, 0, 0)?

€) Qual o conjunto dos vetores tangentes a N, no ponto (0, 0, 0)?

d) Qual a equagio do plano tangente a N, no ponto (0, 0, 0)?

Defini¢do: Dado x, € N,, o plano tangente a N, no ponto x, é 0
conjunto dos vetores x € R? tais que x = x, + Z, sendo Z € ET (x,).

5. Seja f: R* — R definida por f(x, y) = xy. Pede-se:

a) represente a curva de nivel 1, N,, de f;

- b) encontre um caminho diferencidvel A tal que fA(f) = 1
para todo ¢ no dominio de &;
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c) represente os vetores A'(0) e grad f(1, 1); e
d) sendo Z, = (I, 1), encontre o plano tangente a N, no pon-
to Z,.

6. Utilizando o Teorema do Multiplicador de Lagrange, encontre
os pontos criticos das fungGes abaixo restritas a superficie N, e
identifique os pontos de maximo e de minimo relativos (sugestdo:
faca figuras):

a) f: R* > Rdada por f(x,y) — ax 4 by,a % 0 e b 9& 0,
e Ny, = a*({1}), sendo a: R* —» R definida por a(x, y) =
= x' +

b) f: R* - R dada por f(x,y) = x 4+ y e N, = a~*({1}).
sendo a: R* — R definida por a(x, y) = xy;

) f:R*=>Rdadaporf(x,y) =x*+y' eN_,=a"*({—1)),
sendo a: R* —» R definida por a(x, y) = y — x%;

d) f: R* > Rdada por f(x,y) =y — x* e N, = a~*({1)).
sendo a: R* — R definida por a(x, y) = x* 4 »*; e

e) f: R* > R definida por f(x,y) = xy ¢ N, = a~*({2)),
sendo a: R; — R definida por a(x,y) = x + ».

Mostre que a média geométrica de dois nimeros positivos ¢ menor
ou igual A média aritmética destes numeros e generalize para n
nimeros positivos.

7. Mostre que, sob as hipéteses do exemplo 21, N, é um con-
junto fechado e que, portanto, existe x’ € N, & distincia minima
de %
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Capftulo VII
INTEGRAL DE RIEMANN

A idéia bdsica deste capitulo ¢ familiarizar o leitor com os ele-
mentos bdsicos da Integral de Riemann, além de tentar caracterizar
também os principais aspectos do cilculo das integrais. O capitulo
estd organizado da seguinte maneira: na Se¢io VII.]1 apresentaremos
a definicdo e as principais propriedades da integral; na Segio VII.2
discutiremos o Teorema Fundamental do Cilculo Integral; e na
Secao VII.3 introduziremos a Integral de Riemann-Stieltjes.

VII.1 — A Integral de Riemann

Da nossa .experiéncia anterior com certos conjuntos regulares (par
exemplo, poligonos), sabemos calcular sua drea, mas quando consi-
deramos conjuntos mais gerais a defini¢do de 4reas é algo impredsa.
A Integral de Riemann que estudamos nesta segdo é uma forma
de se definir tais dreas. Tal como outros conceitos importantes
andlise, esta intcgral é um limite (de 4reas de poligonos) que nos
permitird chegar a defini¢io desejada.

Inicialmente, é interessante fazermos algumas consideracGes geo-
métricas simples para facilitar a compreensio do material que se
segue.

Suponhamos que a figura a seguir seja o grafico da fungao continua
f: [a, b] - R. Nosso objetivo é calcular a drea compreendida entre
o grifico e o eixo das abscissas no intervalo [a, b]. Urha aproxi-
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magdo para isto seria a soma das dreas dos retingulos R,, R, e R,
E claro, da observagio da figura, que esta nio é uma aproximagio
muito precisa, pois a verdadeira 4rea estd subestimada (a subesti-
magdo total é dada pela soma das partes hachuradas).

Uma maneira de diminuirmos este erro é considerarmos, ao invés
de apenas trés, um numero maior de retingulos (por exemplo,
cinco) . Considerando um nidimero ainda maior (10, 100, 1.000.000),
esta aproximagdo torna-se cada vez mais precisa.

Uma questio que se coloca imediatamente é a seguinte; por que
escolher os retingulos da maneira que fizemos anteriormente e nio
como indicamos a seguir? Neste caso, a drea estaria superestimada.
Porém, tal como anteriormente, esta superestimacio tende a ser me
nor com o numero de retingulos considerados.

A definigio da integral, portanto, baseia-se em aproximagdes
desta natureza. De maneira pouco precisa, a integral (quando exis
tir) é o limite da soma das idreas de retingulos quando o seu ni-
mero tende ao infinito.
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Feita esta discussio inicial, passemos a considerar a definigdo da
integral mais formalmente. Seja, portanto, f: [2, b] —» R uma
func¢do limitada (observe-se que, se f ndo é limitada, nem sempre
as dreas dos retangulos das figuras anteriores estardo definidas no
conjunto dos numeros reais). Uma “parti¢io” P do intervalo [a, b)
é um conjunto finito de pontos {a = ¢, <t <t < ... <L
Lty <ty = b).

Sendo f uma fungio limitada, em cada intervalo [¢,_,, ;] existem
M, = sup (f(x): x € [Lis, 4]} € my = inf {f(x): x€ [a_1 ]}
Denotaremos por M = sup {f(x): x € [a, b]} e por m =
= inf {f(x): x € [e, ).

Definicio 1 — A soma inferior de f na parti¢io P, S(f, P), é o
nimero real i m; (¢, — !,—;). A soma superior de f na partigio

i=1

P, 5(f, P), é o nomero real 3 M,(ts — tios).
=]
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E fdcil ver que nas duas figuras anteriores a aproximagio da
drea foi feita utilizando a soma inferior (no primeiro caso) e a
soma superior (no segundo caso).

Exemplo:

1 — Seja f: [0, 1] - R definida por f(x) — x e seja P =
= {0, 1/3,’2/3, 1} uma parti¢do de [0, 1]. A soma inferior é:

S(Hh,P) =0.1/34+1/3 (2/3—1/3) +2/3(1 — 2/3) =1/3
€ a soma superior é:

S5(¢,P) =1/3 (1/3) +2/3 @/3 — 1/3) +2/3(1 —2/3) =1/3

/3 2/3 1

Uma observagao simples que se segue das definices de soma
inferior e soma superior é a seguinte:

mp —a) <SP <SG P <MOb — a)
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Seja P uma partigio de [e, b]. Uma partigio pontilhada P*® de
[a, b] é a partigdo P de [a, b] e um conjunto de escalares §,, &, ..., E,
tais que ¢, < & < U

Defini¢do 2 ~ Seja P®* uma parti¢io pontilhada de [a, b]. A soma
de Riemann de f em P® é o numero real:

SEPY = T fE) (0 — tid)

=1
Dada uma partigio P, define-se a norma de P por:

IP| = max {|t; — &, [ty — ti}s -, |ta — ta_s}

Definic@do 3 — A fungio f: [a, b] - R ¢ integrdvel em [e, b] se
existe o seguinte limite:

lim S(f, P%)
|P|—0

Em caso afirmativo, o valor do limite é a integral de f em [a, b].
Procuremos explicitar mais cuidadosamente o significado da ex-
pressao:

lim S (f, P*)

|P]—0

uma vez que ele difere um pouco da definicio apresentada no
Capitulo III. Diremos que o limite acima existe e é igual a I se,
dado £ > 0, existe um nimero real § > 0 tal que, qualquer que
seja a particio P de [a, b] com |P| < 3§ e qualquer que seja a
particio P* (isto é, qualquer que seja a escolha dos escalares
EI: Eir R Em ‘i—l < Eri s t‘)' teremos:

IS¢, P*) — 1l < e )

Esta defini¢io difere da que foi apresentada no Capitulo III,
pois, dada uma parti¢gdo P com |P| < 8, existem virios valores
possiveis para S (f, P*), dependendo da escolha dos escalares. Isto
significa que S(f, P*) nio é uma fungio de P (ou |P|), e é neste
sentido que este conceito de limite é novo.
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Uma observagio que serd vilida para praticamente todo este
capitulo é a seguinte: se f nio é uma fung¢do limitada, ndo hid
possibilidade de que (1) se verifique para nenhuma partigio P,
pois sempre pode-se escolher os elementos de P* de maneira que
a soma de Riemann torne-se arbitrariamente grande.

A caracterizagdo das fungbes integrdveis pode também ser feita
utilizando-se as somas inferior e superior. Discutiremos agora alguns
resultados preliminares para obtermos esta caracterizagdo.

Inicialmente, note-se que, dada uma particgio P e uma particio
pontilhada (qualquer) P*, vale o seguinte: S(f, P) < S(f, P*) <
<3¢ p.

Sejag > 0dadoesejaP=(a=1t, < t;, < ... < t{y = b).
Como my = inf {f(x): x € [t 4]}, existe E; € [t;—4, -t;] tal que

mg > fE) —

> para todo i € {1, 2, ..., n}, isto é:

SU, PY= L J6) t—ti) < X mi(li— i) + e

ou seja, existe uma parti¢cio pontilhada P® para a qual vale o
seguinte: S(f, P*) < S(f, P) + e

Da mesma maneira, existe uma particio pontilhada P*®® tal que

S¢, P**) >3( P) — e

Dadas duas particGes de {a, 5], P e Q, dizse que Q ¢ mais fina
{ou é um refinamento) do que P se P = Q.

Sejam P e Q parti¢des de [a, b] definidas da seguinte maneira:
P={a=tl <t < ... b, < {4 < lgy ... t, =Db})e
Q={a=t<ti< .. <L <T <L Yysr< ... < ta=b)s
isto é, Q ¢ obtida incluindo-se um ponto na parti¢io P. Observe-se
agora que:

S8U, Q=8 P)=m' (=) +m" (r—tiy) — mi (& — b))

sendo m; = inf {f(z): z € lacn, &}, m' = inf {J(@): z € [r 4}
e m*=1inf {f@): z € [ties, — 71}
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Portanto:
m; & min {m', m"}
[H
ty — by = (Ls) + (r — 4y)

Destas observagoes segue-se que S(f, Q) — S(f, P) = 0.

Um argumento de indugido mostra que, se Q é mais fina do que
P, entio S(f, Q) = S(f, P). Da mesma maneira, pode-se mostrar
que 5(¢, Q) < 51, P) para todas as parti¢gées P e Q com P = Q.
Portanto, dadas P e Q, P = Q, vale o seguinte:

S6, P <S¢ Q <5(,.Q <S¢ P

Sejam agora P e Q duas partigGes quaisquer. Como P , Q é um
refinamento de P e de Q, seguese que:

50, P <3¢, Q @)

Definigdao 4 — A integral superior de f: [a, b] — R limitada é

o nimero real inf S(f, P). A integral inferior de f é o niimero real
P

sup S(f, P).

a2

Convém observar que tanto o inf quanto o sup na definigdo acima
sio tomados com relagio a todas as parti¢oes. Segue-se entio, de
(2), que as integrais superior e inferior sempre existem, pois a
soma inferior ¢ limitada superiormente e a soma superior ¢ limitada

inferiormente.

Indicaremos a integral superior de f em {a, b] por:

[’f(x) dx
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e a integral inferior por:

-/:b[(x) dx

Teorema 1 — Dada a fungio f: [a, b] = R, f limitada, temos que:

-_/..bf(x) dx g[hf(x) dx

Prova:

Pela defini¢io de Infimo, dado € > 0, existe uma partigio P de
[a, D] tal que:

b
_[f(x) dx + ¢ > 5(, P)

Da mesma forma, existe uma partigio Q de [a, b] tal que:

]
S e —e<s0.0

Portanto:

75 ~b
ff(x) dx +¢> 5S¢ P) 250, Q > ff(x) dx — ¢

v a

ou seja:

7'b b
_/ f (x) dx+25>ff(x) dx

para todo £ > 0, isto é:

S as> [ e as
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Teorema 2 — Seja f: [a, ] - R uma fung¢do limitada. Para que f
seja integrdvel, é necessdrio e suficiente que:

;/_‘bf(x) dx=_[.f(x) dx

Prova:

Suponha-se inicialmente que f seja integrdvel. Entdo, dado € > 0,
existe § > 0 tal que, para toda parti¢gio P com |P| < & e para toda
parti¢io pontilhada P*®:

IS(f, P*) — I| < ¢/3

sendo I o valor da integral de f em [a, b]. Pela definicdo de {nfimo,
existe uma particio P’ de [a, b] tal que:

7°b
S 1@ @ + o3>30, Py

Tomando, se for necessdrio, uma parti¢dio Q mais fina do que P’
(sendo, em conseqiléncia, |Q| < 8), segue-se que:

a —
L@ v >36 2300

ou seja:

-h .
E
£ 53560 - [ 10 a0

Temos entio que:

b
S 1@ dz—1|<

~b
[ i@e-50 0|+
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Por fim, note-se que existe uma soma de Riemann S (f, Q®) tal
que S(f, Q%) > §(f, Q) — &/3. Desta maneira:

8¢, Q- II<ISU, Q- ST @N+ISU, -1l <o+~

pois Q® é uma partigio pontilhada de [e, b] com |Q| < 8.

Portanto:

j.bf(x) dx — 1‘ <

para todo € > 0, isto é:

—/jhf(x) dx = I

De maneira semelhante mostra-se que:

[bf(x) dx = I

Suponha-se agora que I = sup §(f, P) = inf 3(f, P), isto é, que
P P

as integrais inferior e superior sejam iguais. Entio, dado € > 0,
existem particdes P e Q tais que:

1+71-e>§(f,1’)

1
I — 7 e < §(fr Q)
Seja agora V = P  Q e note-se que:

M <36, P < I+

.

SN 280,Q >1 — 5 ¢
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Portanto:

3. <1462 <80V + o5 o+ 5 ¢

isto é:
S, V) —S¢. V) <«

Este resultado garante que f ¢ integrdvel, como demonstraremos
nos Lemas 1 e 2 a seguir.

C. Q. D.

Lema 1 — Suponha-se que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
se P é uma partigio de [a, b] com |P| < 3, tem-se 5¢ P —
— S(f, P) < e. Neste caso, f é uma fungdo integrdvel.

Prova:

Note-se que, da condigio acima, segue-se que:
IS8 P) <SU.P) +e<i+e

‘ sendo I = inf S(f, P) e i = sup S(f, P).
P P

Logo, I < i 4 ¢ para todo € > 0, o que significa que 7 < i.
Portanto, I — i, uma vez que j4 provamos que I > i (Teorema 1).

-Assim, podemos escrever:

I4s=i+e>S8tP) +e>5¢P =8¢, P >
>S¢6,P >3¢0 P —e>1—c

qualquer que seja a partigio pontilhada P*. Entdo:
I — e <S(,P*) <I1+4c¢

ou seja, f é integrdvel.
C. Q. D.
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Lema 2 — Suponha-se que, para todo € > 0, existe uma particio
P de [a, b] tal que §(f, P) — S(f, P) < & Neste caso, f ¢ uma
fung¢do integravel.

Prova:
Seja M = sup {f(x): x € [a, b]} e seja P tal que:

5(G, P) — S(f, P) < ¢/2

Seja N o nimero de pontos da partigio P e seja Q tal que:

4
I < vy

Note-se que a particio Q contém, no mdximo, N — 2 intervalos
que contenham pontos de P em seu interior. Além disto, a parti¢ao
P U Q, que ¢ mais fina do que P e Q, tem norma menor do que |Q|.

Sejam §(f, Q) = EM;(t;, — t,-,) eSS, P w Q) = T M;(t, —
— t;_,). Observe-se agora que, se o intervalo (¢_,, t;) ndo contém
pontos de P, entdo ele aparece na soma superior referente a P, Q:

iy 7 s P
o 7 th ts ¢
; P
o 4 te PA @

Portanto:

SUQ-SU P Q=2 M;(t;—ti—)— = M;(t; — 4-)) =
=2 M; (4 — =) — 2 M (5 — t-1)

onde X* M,(¢; — ¢_,) é a soma referente aos intervalos de Q

que contém elementos de P (que sio, no mdximo, N — 2) e

Tee M; (t; - ¢;-_,) ¢ a soma dos elementos de P ., Q que nio

foram cancelados na subtragdo. Assim, notando que M; < M e que
(¢ — 4-1) < [Q], vem que:

S6Q —SHhPUQ < N—2) M. |Q < 2(N —2) M|
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ou seja:

3¢, Q <3¢ Po Q + 2(N — 2) M|Q|

Além disto, tem-se:

30,0 <SP Q +2v—2) MQI L3¢ P) +
+ 2(N — 2) M|Q|

pois P o Q ¢ mais fina do que Q. Logo:
S, Q<SU, P+2(N-2 MQ<5(f, P+

+2 T <50, P+ =

4 NWM+1) 4
Da mesma maneira:

SO Q 2508 — 5«

e, portanto:

5.Q —5¢.Q <307 —S56P + 5e<e

Mostramos entdo que, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que, se Q
¢ uma parti¢do com |Q| < 9, 5S¢, Q — S(f, Q < ¢ Pelo lema
anterior, f é integrivel.

C. Q. D.

Os teoremas anteriores mostraram a equivaléncia entre a definigio
de fungdo integrdvel dada no inficio do capitulo e o conceito defi-
nido a partir da existéncia do limite das somas de Riemann. Veremos
posteriormente que este ultimo enfoque ¢ mais adequado para o
tratamento da integral de Riemann-Stieltjes.
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Defini¢go 5 — Seja f: [a, b] - R, b > a, uma funcio integrivel
em [a, b]. Define-se entdo:

a) J(x) dx = — Jffbf(x) dx; e

Passaremos agora a discutir algumas das principais propriedades
das fung¢Ges integrdveis. Antes, porém, relembramos que o conceito
de limite que define a integral nio ¢ o mesmo que discutimos no
Capftulo III. Em vista disto, deve-se provar (e isto fica a cargo do
leitor) que a integral, quando existe, é unica.

Teorema 3 — Sejam f: [a, ] - R e g: [a, b] = R fungdes inte-
graveis em [a, b]. Entdo:

b
a) se f(x) < g(x) e para todo x € [a, b], f f(x) dx

7b
< [ g dx

b
b) para todo ntimero real %, kf & integrivel efkf (x) dx =

= k-/-bf(x) dx; e

¢ (f + g) ¢ integrivel em [a, U] e j F(x) + z2(x)) dx =

—ff(x) ax + fg(x) dx.

Prova:

)
a) Sejam [/ —Jff(x) dx e J = /'Og (x) dx e suponha-se que

I > J. Obtém-se, entio, uma conlradlgao com a hipétese f(x)
< g(x)-

b) A demonstragio é trivial.
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c¢) Com a mesma notagiao adotada em “a”, vem que, dado £ > 0,
existe § > 0 tal que, se |P| < § e se P* é uma parti¢do pontilhada:

IS, P®) — 1| < ¢/2
IS(g, P*) — 1| < ¢/2

Portanto:
|S(f,g,P') — +J’)[ < |S(f, P*) -—I| + |S(g, P* — I| <e

para toda parti¢io pontilhada P* com |P| < 8.
C. Q. D.

Teorema 4 — Seja f: [a, b] > R e ¢ € (a, b). Se [ é integrivel
em [a, b], entdo ela é integravel em [a, c] e [c, b] e:

[b fe ax = [ re0 ax + [ 16 a

Prova:

Sendo f limitada, existe & € R tal que |f(x)| < k para todo
e b
x € [a, b). Sejam [ =Jl f(x) dx e J =J[ f(x) dx. Dado £ > 0,
[ ] a

seja § tal que 0 < & < ;—k e seja P* uma partigio pontilhada de

[2, ] com |P| < . Seja [t,_;, t] o intervalo da particio P que
contém o ponto ¢ € note-se que:

S¢, PY = ,g FE) It — o) = g FE) 1~ 4o +
+ S i — tiod] + __i“ F&) [t - -4

Definamos agora:

Si= X FE) (4 — t-) +1© € — 4o

i=1

S=1@ -9+ T 16 @&— b
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Portanto, |S; — I| < % gee (S, —J| < -ﬁ—— £, quaisquer que

sejam as parti¢Ges pontilhadas de [a, ¢] e [c, b] com norma menor
do que & > 0. Portanto:

1
ISJ+SI_ (I+])|<T5

e, além disto:
IS(S, P*) — (S:+ So)l = f(&) = J @) (t: — ti-) <

<{FE)N+ 15O} s = i) < 8k - _4% = —:-

Finalmente, vem que:
IS¢, P*) — 0+ DI<ISKP*) — (S: + Saf +
+ IS+ SH—T+D|<e

qualquer que seja a parti¢io P®* com |P| < 3.
C. Q. D.

A reciproca deste resultado é também verdadeira, isto 6, se
,¢ [a, b] > R é integrivel em [a, ¢] [c, b], ¢ € (a, b), entdo f ¢
integrdvel em [a, b] e vale a igualdade do Teorema 4. A demons-
tragdo deste resultado é deixada a cargo do leitor.

Teorema 5 — Seja f: [a, b] — R integrivel e seja g: [a, b] > R
tal que f e g diferem apenas em um niumero finito de pontos. Entio,

g ¢ integrivel e:
’ b
f f(x) dx = f g(x) dx

Suponha-se que f e g diferem apenas no ponto ¥ € [a, b]. Dada
uma parti¢io pontilhada P*® de [a, b]:

Prova:

SU,PY) —S(he”) = £ &) —gE)] (e — ti-s)
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Note-se que:

a) seE s<cparatodoi € (1,2, ...,7n),S(f, P*) = S(f g*:
b) se¥ =cparake{l,2,...,n), entioS(f, P*) — S(f, g°) =
= (fe) —g()) (tx — tu_y); e

c) finalmente, pode ocorrer que § = &y, = c.

I ] 1
t—s L=c ly,

Neste caso:

S(f,P*) — S(g P*) =1[f(c) —g()] (tys— t) +
+ [fe) —gl)] (t — ti_y)

Em qualquer dos trés casos, no entanto, tem-se:
IS¢, P*) — S P*)| < 2(f] + lg@) - |P]

Desta observagio segue-se imediatamente que g ¢ integrivel e que:
b {3
[ f(x) dx = [ g(x) dx
Ja Ja

O caso geral pode ser demonstrado por meio do principio da
indugdo.
C. Q. D.

Defini¢do 6 — A oscilagao de f: [a, b] — R, limitada no conjunto
X = [a b, 6w (f, X) = sup f(X) — inf f(X).

Pode-se também caracterizar a oscilagio da fungdo através do
seguinte resultado:

-

Lema 3 — Seja f: [a, b] - R limitada. Para todo conjunto
Xeclob XsgpwlX) =sup {|((x —fO)]:x€Xe
y € X}.

Prova:

Dado X <« [a, b], qualquer que sejam x € X e y € X temos
f(x) < sup f(X) e f(y) = inf f(X). Portanto, f(x) — f()) <

445



< sup f(X) — inf f(X). Além disto, esta relagio independe de
ser f(x) maior, menor ou igual a f(y), e assim |f(x) — f(y)| <
< sup f(X) — inf f(X).

Por outro lado, dado ¢ > 0, existem x € X e y € X tais que:
f(x) > sup f(X) — €f2
fO) < inf f(X) + €2
Seguesse que:
/(=) —fO)| ZfX) —fO) > supf(X) —inff(X) —e (3

Temos, entdo, que sup f(X) — inf f(X) é um limite inferior
para o conjunto {|f(x) — f(») |- x € X e y € X}, como vimos
no primeiro pardgrafo desta demonstragdo. Além disto, a relagdo
{3) garante que, se ¥ é um limite superior do conjunto, v 2=
=2 sup f(X) — inf- f(X), pois caso contririo, escolhendo ¢ =
= sup f(X) — inf f(X) — v, existem x € X e y € X tais que
[f(x) — f(»)| > v, o que contradiz a hipbtese.

Em conclusdo, sup f(X) — inf f(X) =sup {|f(x) — f(O)|:x€ X
ey € X}.

C. Q. D.

Passaremos agora a examinar condigGes suficientes para a inte-
gralidade de uma fungio.

Teorema 6 — Toda fungio continua f: [a, ] — R é integravel.
Prova:

Sendo f continua num conjunto compacto, ela é limitada e uni-
formemente continua. Portanto, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que,
para todo x € [a, b], y € [e, b] com |x — y| < B, tem-se:

£
|f(") - f(7)| < T
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Seja P uma partigdo de [a, b] com |P| < §. Dado um intervalo
[ti—s t;] da partigio (isto é, ¢_, € P e & € P), segue-se que:

z
O—a

Ifx) — fO)| <

para todo x € [t_4, &) € ¥ € [ti—s t). Portanto, a oscilagio de f

neste intervalo, w,, satisfaz w; < . Entdo:

£
b—a
3 wi— b)) =S P) —SEP) <«
3 =1
Segue-se do Lema 2 que f é integrdvel.

C. Q. D,

Teorema 7 — Toda fungdo f: [a, b] —» R monétona limitada é
integravel.

Prova:
Seja P uma particgio de [a, b]. Entio:

/b b - ,

osf }(@ dz—fi(z) iz <8(, P)-5(,P)<
a a
<[ix (M _mi)] [P]
-
Suponha-se, para fixar idéias, que f é monétona nio decrescente.
Entio, M; = f(t) e my = f(t;_,) e, portanto:

0< f°f(x) dx — f“t(x) dx < (b)) — f(@) [Pl

Assim, dado € > 0, seja P tal que:

€

fF0) — (@)
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se f(b) £ f(a). Entdo:

Os.f‘f(x) dx—f&f(x) dx < ¢

Como a relagio anterior ¢ vdlida qualquer que seja ¢ > 0, con-

clui-se que:
[ f(x) dx = [b f(x) dx

Se, por acaso, f (@) = f(b), entdo f é constante e, em conseqiiéncia,
¢ integrivel.

C. Q. D.

Para encerrar esta segdo, apresentaremos uma condig¢io necessiria
e suficiente para que uma fungio f seja integrivel. Para tanto, preci-
saremos introduzir a no¢do de conjunto de medida nula.

Diz-se que X = R tem medida nula ou tem medida zero se,
para todo ¢ > 0, existe uma cole¢io, no maximo enumerivel, de

intervalos abertos I, Iy, ..., I,, ... tais que X < I, v I3 Y
VI~ VI~ e+ |+ -+ ]+ <0
Onde I, = (ﬂ!_, b,) e |I’I i b! —_— a,.

Teorema 8 — A fungdo limitada f: [a, b] - R ¢ integrdvel se,
e somente se, o conjunto de seus pontos de descontinuidade tem
medida nula.

Embora nio apresentemos a demonstragio deste teorema, convém
mencionar, no entanto, que o Teorema 7 é um corol4rio deste resul-
tado, pois todo conjunto enumerivel tem medida nula. Apesar disto,
julgamos interessante dar uma demonstragio independente para ele.

VII.2 — O Teorema Fundamental do Cilculo
Integral

O Teorema Fundamental do Célculo Integral — o mais impor-
tante desta segio — é a base para avaliagdo de integrais, uma vez
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que o cdlculo direto do limite que define a integral pode ser muito
complexo. Gragas a este resultado, serd possivel relacionar os con-
ccitos de integragdo e derivagdo e, a partir disto, obter métodos mais
operacionais de célculo.

Lema 4 — Seja f: [a, b] — R integrdvel. Entio, |f|é integrdvel e:

_/:bf(zJ dxl g’/f £ @) d=

Prova:

Observe-se que:
If&) | — Ol < If ) — fOI

e, portanto, qualquer que seja X = [a, b], w(lf|, X) < w(f, X).
Sendo P uma partigio de [a, b] e [4_,, t] um intervalo de P,
w(|f], [ti-2. ] S w ([, [t‘_,., t]) . o que significa que |f| é integravel.

Para mostrar a outra parte do resultado, observese que:
—fx)] < f(x) < |f(x)]

e, em conseqiincia do Teorema 3:

_flf(x)ldxsf.“f(x) d~<[’ IF()| d

C. Q. D.

Teorema 9 (Teorema do Valor Médio para Integrais) — Seja
f: [a, b] > R continua. Entdo, existe ¢ € [a, b] tal que:

f fx) dx = £(&) (b — a)

Prova:

Sejam M e m o méximo e o minimo de f em [a, b]. Se M = m
(isto é, f constante), qualquer que seja ¢ € (a, b) tem-se o resultado
desejado.
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Se f ndo é constante, entdo:

a) m < f(x), x € [a, b] e, pelo Teorema 3:
b
mb —a) < { fx) dx
- Ja
Além disto, como f nio é constante:
b
mb — a) < f fx) d
[ ]
b) M = f(x), x € [a, b] e, pelo Teorema 3:
(]
M — o) >f fx) dx
Como f n3o é constante:
b
M@ — o) >f f(x) dx
Segue-se, entdo, que:
1 b
m < b——a— —[ f(x) dx <M

Como f ¢ continua em [a, b], o Teorema do Valor Intermediirio
garante a existéncia de ¢ € [a, ] tal que:

b
b_]—a__/: f(x) dx. = f(C)
C. Q. D.

Consideremos agora uma fungio f: [a, b] - R .integrivel. Dado
t € [a, b], definamos:

F@t) = f'f(x) dx
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A fungdo F estd bem definida, uma vez que a integrabilidade de f
em [a, b] garante que f/[a, t] é também integrivel, como vimos
anteriormente. A fun¢do F é o que usualmente se chama a integral
indefinida de f. O primeiro resultado interessante que provaremos
é o teorema a seguir.

Teorema 10 — Seja f: [a, b] > R continua e seja:

F() = f"‘ fx) dx

Entdo, F é diferencidvel e, para cada t € [a, b], F'(t) = f(t)-
Prova:
Sejat €[a, b] e h € R tal que t 4+ & € [a, b]:
t+4 s
F(t+ h —F(@) =f f(x) dx—Jf f(x) dx

Pelo Teorema 4 e pela observagio que se segue 2 prova:

F(t + h) — F()) =/

¢

t+

y
f(x) dx

ou, ainda:

RN ZFO _ L

O Teorema do Valor Médio para Integrais garante a existéncia
decgl[t,t 4 H) (ou [t 4+ h,t], se h < 0) tal que:

F(¢+i2 —FO__

Como f é contfnua:

tim f(c) = f (1)
A—o0
isto é:
F () = f(0)
C. Q. D.
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A fungdo F do teorema acima chama-se a primitiva de f, E inte
ressante notar que, em geral, F é mais bem comportada do que f.
No resultado acima, F ¢ diferencidvel, enquanto f é apenas continua,

Nos exercicios, pede-se ao leitor que mostre que, se f é integrivel, F
¢ uniformemente continua.

Teorema 11 (Teorema Fundamental do Calculo Integral) — Seja
f: [a, b] > R continua e seja F: [a, b] - R uma primitiva de {.
Entdo:

fbf(x) dx — F(b) — F(a)

Prava:

Como F é uma primitiva de f:
f‘ f() dx — F(1)
a

Tomando-se { — a, obtém-se que:

¢é uma constante C.

C = —F(a)

e, portanto:
f' f(x) dx — F(t) = — F(a)

Fazendo t — b, obtém-se o resultado desejado.

C. Q. D.

Convém mencionar que esta é uma forma particular do Teorema
Fundamental do Célculo Integral. A versio mais geral requer apenas
que f seja integrdvel e que possua uma primitiva F. Entretanto, o
caso apresentado acima ¢é suficiente para um grande nidmero de
aplicagoes (pedimos ao leitor que demonstre esta versio mais geral
como um exercicio deste capitulo).
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Como aplicagio deste teorema, temos os seguintes resultados muito
uteis na avaliagdo de integrais:

Teorema 12 (Integragdo por Substitui¢gdio) — Sejam f: [a, b] - R
continua e v: [¢, d] > R de classe C* com v ([c, d]) = [, b]. Entio:

(@
J[ f(x) dx = ff(v(l)) v (t) dt

o(e)
Prova:

Seja F: [a, b] > R uma primitiva de f. Entdo:

,'-(‘)
f(x) dx = F(d) — F(())

Jo
Note-se também que Fyv é diferencidvel e, pela Regra da Cadeia:
(Fov)’ () = Flv()) . V() = f@®) - V()
qualquer que seja t € [a, b]. (f,v) (¢) . v/ (¢) é continua e tem como
uma primitiva F,v. Pelo Teorema Fundamental do Célculo Integral:
[d.f(v(!)) - V() - dt = (Fov)(d) — (Fov)(¢) = F(v(d)) — F(v(0))

Teorema 13 (Integragio por Partes) — Sejam f: [a, 4] > R e
g: [8, 8] & R fungGes de classe C*. Entdo:

]
- [ro s0 @

= f(b) g(®) — f(a) g(a)

(]
S0 g0 a=10 s
sendo:

f(x) g(x)

b
[ ]

Prova:

Observe-se que f . g é uma primitiva de fg 4 fg’. Portanto, pelo
Teorema Fundamental do Cdlculo Integral:

3 b
S roso +10em1d =16 50|
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Utilizando-se as propriedades operativas da integral, chega-se ao
resultado desejado.

C. Q. D.

Daremos alguns exemplos ilustrativos do uso dos teoremas acima,

Exemplos:

2 — Seja f: R —» R definida por f(x) = x. Como F: R -> R
'
dada por F(x) = —xé— ¢ uma primitiva de f, temos que:

(4 P) P
[ f (x) dx=—bé—— “2

paratodoa ¢ Re b € R.

3 —Sef:R— R édada por f(x) = x", n € N:

b bnts art!
[f(x)dx: 3T T nl

n+ 1
uma vez que F: R — R definida por F (x) — a .é uma pri-

nde1

mitiva de f.

4 — Seja f: R —» R definida por f(x) = 2x \/x® 4 1 e calcule-se
'
j f (x) dx. Para encontrarmos o valor desta integral, faremos uso
o "

do teorema da substituigio de varidveis. Para tanto, seja v: R - R
definida por v (f) = ¢* + 1 e h: R, — R definida por h(3) = /.
Note-se, entdo, que:

1 1 4
f J'(:c)dz=f 2zV 28+ 1 d:z:=f h(@)) - V(@) « dt =
0 0 0

~o (1) s 38 __ —
=l h(ﬂ)d0=[ ) dv=%ﬁ-|=%(\/8—\/13

0
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5 — Seja f: R > R definida por f(x) = x . e* e calculese

!
f f(x) . dx. Utilizaremos o teorema de integragio por partes para
[/]

determinar o valor desta integral. Para tanto, sejam ¥V: R — R
dada por v(x) = x e p> R = R dada por u(x) := e Entdo:

1 /‘J 1 b4
fj(z)dz= zedr=zx¢€ —f dz =
o Jo 0 (

=ec—(e—1)=1

VII.3 — A Integral de Riemann-Stieltjes

Relembremos a introdugdo feita na Segio VII.1, onde argumen-
tdvamos que uma soma de Riemann era uma aproximagdo da drea
de um conjunto. Esta aproximagio era feita por meio de ireas de
retingulos que, por sua vez, considerava como a medida da base
do retdngulo (ou de um intervalo da partigio) a diferenga entre
os extremos superior e inferior. A integral de Riemann-Stieltjes ge-
neraliza esta nogdo admitindo que a medida de um intervalo [x, ¥]
pode ser definida de uma forma diferente, como veremos a seguir.

Definigao 7 — Sejam f: [a, b] > R e g: [a, b] > R fungdes
limitadas e P= (e = t, < ¢ < ... < t, = b} uma partigdo de
[a, b]. Uma soma de Riemann-Stieltjes é um numero real dado por:

St &Py = T (&) B — ]

sendo P* uma parti¢io pontilhada de [a, b].

Como j4 haviamos mencionado, se a medida do intervalo [t;—,, ¢
é a diferenga entre os limites superior e inferior (isto é, g é a fungdo
identidade), a soma de Riemann-Stieltjes reduz-se a uma soma de
Riemann.

Definicao 8 — A fungio f: [a, U] - R ¢ integravel com relagio
a g: [a, b] — R se existc uin nimero real I tal que, para todo
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e > 0, existe um 3 > 0 tal que, para toda partigio pontilhada P*
de [a, b] com |P| < 3, tem=se |S(f, g, P*) — I| < e.

I ¢ a integral de Riemann-Stieltjes da fungdo f com relagio a g

b
Denota-se esta integral por f f(x) dg(x).
e

A relagdo entre a integral de Riemann e a integral de Riemann.
Stieltjes é a seguinte:

Teorema 14 — Sejam f: [a, b]] > R e g: [a, b] - R limitadas
e tais que f ¢ integridvel com relagdo a g. Se g € C! em [a, b], entio:

b (]
S 10 a0 = [ 160 ) ax

Prova:

Como g ¢ uniformemente continua, dado ¢ > 0, existe 3 > 0
tal que, para todo x €[a, b], y €[a, b] com |x — y| < 3, temse

1
) - 20| < & —=7—
[ go| i
Seja P uma partigdo de [a, b] com |P| < & e seja P® uma parti¢do
‘pontilhada de P. Entdo:

, sendo M = sup f[a, b].

(.6 P = £ (&) [t — gti-d)]

S(fg’, P*)

I 1 g® b — b

Tomando apenas o j¢simo termo em cada uma das somas e consi-
derando as diferencas, temos:

fE) B —gt-] — &) 8E) & — 40

O teorema do valor médio garante a existéncia de um mimero
¢ € (ty-1 t;) tal que a expressio acima pode ser reescrita como:

1E) & — ) @E) — g())
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e, portanto:

FE) 0@ — 0 (65 — t—) AL ‘.*” S - t-) S
e M
Qm(‘;—‘i—t)

Assim:
IS(f, g P*) — S(fg, P*)| K¢

Disto pode-se concluir que existe a integral de Riemann de fg’
e que a igualdade se estabelece.

C. Q. D.

Uma versio mais geral deste teorema (que ndo provaremos aqui)
requer apenas que f e g’ sejam integraveis ¢ la Riemann. Entretanto,
o ponto que desejamos enfatizar é que realmente a integral de
Riemann-Stieltjes é de aplicagio mais ampla do que a de Riemann.
Este fato tem interesse, por exemplo, em certas aplicagies em Esta-
tistica.

Teorema 15 — Sejam f: [a, b] - R e g: [a, b] - R, sendo uma
delas continua e a outra monétona. Entido, a integral de f com
relagdo a g existe.

Nio demonstraremos este resultado, assim como omitiremos as
demais provas desta seg@ao. Muitas delas resumem-se a uma adaptagdo
simples das demonstragSes da Segio VII.I.

Teorema 16 — Sejam fi: [a, b] > . Reg: [a,b] > R,i,j = 1,2,
tais que f; é integrdvel com relagao a g, Entdo, as integrais abaixo
existem e valem as igualdades:

% )
f (fi +Jo) (z) dgi(2) = J(..fl(z) dgs (z) + J{‘fs(z) dg; (z)
5 rb
ff: (=) d(g, + 9:)(1_?) = J{ Ji(z) dg, () + J{, 11 (@) dgs(z)

b b s
f cfi(z) dgs(z) = _/( J1(z) d(cgy) () = C_! f1(z) dgs(2)
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Exercicios

1. Seja f: [a, }] - R uma fungdo continua, nio identicamente
nula, tal que f(x) = 0 para todo x € [a, b]. Mostre que:

ry
./I.. f(x) dx > 0

2. Sejam f: [a, b] > R e g: [a, b] > R fungGes continuas que satis-
fazem f ¢ g e f(x) = g(x) para todo x € [a, b]. Mostre que:

[af(x) dx >[bg(X) dx

~a

3. Seja f: [a, b] > R integrivel em [a, b]. Mostre que F: [a, b] - R

definida por:
F(x) = f: f(t) dt

¢ uniformemente continua. Dé um exemplo para mostrar que F
pode ndo ser diferencidvel.

4. Seja f: [a, b] > R uma fungdo integrivel que possui uma
primitiva F: [a, b] - R. Mostre que:

b
f f(x) dx = F () — F(a)
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5. Seja f: R - R dada por:

0, sel L x <!
f(x)= f] ~=
1, sel x5 2

e seja g: R —» R dada por:

g(x) = 0, se 0 £ x<K !
1, sel < x <2

Mostre que:
1
[ 16 dgeo =0 7 1) dgey =1

nio existe a integral de Riemann-Stieltjes de f com relagdo a g no
intervalo [0, 2].
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Capftulo VIII
TEOREMAS DE SEPARAGAO

A idéia central deste capitulo é mostrar que, sob certas condigGes,
é possivel separar dois conjuntos convexos. Esta idéia (simples e
bastante intuitiva) é uma pega bdsica no desenvolvimento da teoria
de otimiza¢do quando se deseja englobar casos nio considerados nos
teoremas anteriores. Ela também desempenha papel importante
nos teoremas sobre eficiéncia alocativa do mecanismo competitivo,
uma vez que a existéncia do referido hiperplano é equivalente, no
caso da Teoria da Concorréncia Perfeita, 3 existéncia de um prego
relativo compativel com o equilfbrio, isto é, um prego que “suporta”
(ou, se quisermos, financia) aquele equilibrio.

E interessante chamar a atengio para o fato de que, num certo
sentido, a idéia de separagdo de conjuntos convexos j& foi utilizada
no Teorema do Multiplicador de Lagrange, quando caracterizamos
os pontos criticos de uma fungio f/N, com base na existéncia de
um plano tangente, ET (x), A superficie N,. Isto significa que,
localmente, o plano tangente divide o espago R? em duas regides:
uma contendo a superficie N, (ou, mais precisamente, uma parte
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da superficie N;) e a outra que nido contém N, Na terminologia
deste capitulo, ET (x) é um hiperplano suporte para a superficie N,

Felizmente, o essencial no argumento acima é a existéncia do
hiperplano, e ndo a sua unicidade. No caso em que N, é obtida
como imagem de uma fungdo de classe C?, esta unicidade estd
garantida, embora ela nio seja o ponto fundamental da questio.
No caso geral dos teoremas de otimizagio, tem-se algo como na
figura a seguir. N, é um conjunto convexo que pode ter “bicos”,
porém a existéncia (n3o a unicidade) do hiperplano suporte ests
garantida.

A estrutura deste capitulo é a seguinte: na Segio VIII.1 estudamos
algumas das propriedades topolégicas dos conjuntos convexos, com
o intuito -de fornecer o material bésico utilizado na Segio VIII.2,
que discute os teoremas de separagio e algumas implicagDes.

VIII.1 — Estrutura Topolégica dos Conjuntos
Convexos

Iniciaremos a se¢io observando que convexidade é, como ji disse-
mos anteriormente, uma hipétese que desempenha papel relevante
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tanto na Teoria Econdmica como na Teoria de Otimizagdo que
estudaremos. Entretanto, esta é uma propriedade muito delicada,
pois podemos perdé-la facilmente. Por exemplo, R? é um conjunto
convexo, porém R? — {0} n3o ¢ convexo. Conexidade, por outro
lado, é uma hipétese um pouco mais robusta, porém com implicagbes,
em geral, menos potentes do que as de convexidade. !

O primeiro resultado a ser demonstrado é que todo conjunto

convexo é conexo (ver nota 1 para exemplo de um conexo que
nio é convexo).2? O lema a seguir ¢ basico no estudo da conexidade.

Lema 1 — Seja A um conjunto de {ndices e sejam 4; = R, 3 € A,

o As # ¢ entdo A =~ A, € um con-

conjuntos conexos. Se
1 lea

junto conexo.
Prova:

Suponhamos que B e C formam uma desconexdo para A. Como

~ A% 4, existe a € M Aa e admitamos que a € B. Para cada
€A ' seA

3 €A B ™ Ay e C ™ 4; sio tais que:

(BN As) N (C N As) = ¢ (uma vezque (BNAYN(CNA)=
=¢);e

(B A (C ™ As) = As (uma vez que (BN A) L (CMA) = A).

Além disto, B ™ A, % ¢ (e€BM A‘) e, portanto, devemos ter
C ™ As= ¢ (Agé conexo). Entio, para todo 8 €4, 4; = BN As=
= B e, em conseqiiéncia, C — ¢. Ora, mas isto contradiz a hipdtese

de que B e C formam uma desconexido para 4.
C. Q. D.

1 Scgue-sc da apresentagio que faremos que R’ é um conjunto conexo.
Afirmamos que R* — [0} ¢ também um conjunto ecnexo, ¢ > I.

2 O lcitor ndo intercssado em aprofundar seus conhecimentos sobre conexi-
dade pode passar diretamente para o Teorema 2.
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Teorema 1 — Seja X — R? um conjunto convexo. Entdo, X é
conexo.

Prova:

Se X — ¢, entdo X é conexo. Suponhamos, entdo, X »& ¢.

Seja a € X e, para cada x € X, definamos:
lo,%] = (o + 1 — 6) % 0< 6 <)

onde [a, x] é o segmento da reta que liga a a x. Notese que

a [a, x] #£ ¢, pois a pertence a esta interse¢cdo. Note-se também

que, por defini¢gdo de conjunto convexo, [a, x] = X para todo x € X

e, portanto, ij [a, x] = X. Por outro lado, seja z € X. Como X é
z

convexo, [a, x] = X. Assim, x ¢ \é/x [a, x], ou seja, X = ;/x[a, x].
[a, x] é um conjunto conexo, pois é a imagem do intervalo [0, 1]

pela fungdo continua f: [0, 1] —» R? definida por f(A) = M +
+ (I — %) x. Pelo lema anterior, X é conexo.

C. Q. D.

Como dissemos anteriormente, segue-se do teorema que R? é um
‘onjunto conexo. Este fato tem uma implicagdo interessante.

Coroldrio 1 — Seja A = R? um conjunto que é aberto e fechado
em Re. Entdo, A = R? ou 4 = ¢.

Prova:

Se A £ RPe A 5 ¢ entio 4 e EA formnam uma desconexio
para R».

C. Q. D.

Este coroldrio tranqiiiliza-nos bastante com relagdo A possibilidade
de existirem muitos conjuntos que, tais como ¢ e R?, sejam abertos
e fechados ao mesmo tempo. Certamente, a existéncia de um niimero

muito grande deles tornaria a classificagdo menos atrativa do ponto
de vista analitico.
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Voltemo-nos agora mais especificamente para os conjuntos con-
vexos.

Teorema 2 — Seja X — R? um conjunto convexo. Entio:
a) X ¢é convexo; e

b) seacX (interior de X) e b € X (fecho de X), toda combi-
nagio convexa de a e b que seja diferente de b pertence a b4

Prova:

a) Sejam x € X e y € X e as seqiidncias (x,) e (y,) em X tais
que lim x, — x e lim y, = y. Como X é um conjunto convexo,
6%, + (I — 6) y, é uma seqiiéncia em X e converge para 6x -+
+ (I — 6) y para todo 6 € [0, 1]. Como X ¢é fechado, o limite de
6x, + (I — 6) y, pertence a X.

b) Sejama ¢X,b cXez= (I —6) a4 6b,6€(0,1). Como
e é um ponto interior de X, existe B(e, ) — X. Iremos mostrar
que B(z, (I — 64) ¢) = X. A figura a seguir resume os pontos
essenciais da demonstrag3o.
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Seja x ¢ B(z, (I — 6) €),isto ¢, |[x — 2| < (I — 6) & Notese
que, qualquer que seja r > 0, B(b, 1) ~~ X é um conjunto nio
vazio e que contém pelo menos um elemento diferente de b, pois
um conjunto convexo nio possui pontos isolados, a n3o ser que
tenha um tnico elemento. Como X =£ ¢, tal ndo ¢ o caso.

Consideremos, por motivos que ficardao mais claros a seguir, a bola:

B(b21t1-0c—lz—zI)

e seja d € X um ponto pertencente a esta bola. Entdo:

0b —d < (I —6) e— |x — z|
Note-se agora que:

[z~ -0 a+ad]|<|z—(1—6)a—6b|+|6b—06d!'<
<lt—z|+06|b—d|<|z—z|+(—-—0ec—|z—2|=—-0c¢

Portanto, considerando a primeira e a tltima destas expressdes,
obtém-se:

=1+s("_9d)_“ <e

Assim, o ponto v = T=8 (x — 6d) € B (g, £). Além disto,

x= (I —6) v 4 6d¢ X, pois é uma combinagao convexa de dois
elem;nos de X. Logo, B(z, (I — 6) &) € X, o que mostra que
ze X.

C. Q. D.

As principais implica¢Ges do teorema si6 resumidas nos trés coro-
ldrios que se seguem. Entretanto, demonstraremos antes o seguinte:

Lema 2 — Seja X —= R°? um conjunto. Entdo:

a) FrX=X~CX;e
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Prova:

SeX = ¢, Fr X=¢ef=¢.Logo,FrX=x'ﬁﬁ'e.além
disto,X:f(e&:q,.

Suponhamos, entdo, que X £ ¢:

a) SeX =R, FrX=¢eX = ¢, entio Fr X = X ~ CX.
Se X #£ R?, entdo Fr X £ ¢ (caso contririo, X seria aberto e fe-
chado) . Seja x € Fr X e suponhamos que x € X. Entdo, x € Xe

também é um ponto de acumulagio de EX. Se x ¢ X, ele serd um

ponto de acumulagio de X e também se verifica x € CX. Portanto,

FrX « X ~ CX.

Por outro lado, como X 5% R», X o ¢ e CX g& ¢. Também nido
se pode ter X ~ CX = ¢, pois todo ponto de X seria ponto inte-
rior (e, portanto, X seria aberto) e todo ponto de CX seria ponto
interior (e, portanto, CX seria aberto), o que ¢ uma contradigio.
Seja x ¢ X ~ CX. Entdo, se x € X, x ¢ ponto de acumulagio de
CX e, portanto, é um ponto de fronteira de X. Se x ¢ X, entdo ele
¢ ponto de acumulagio de X e pertence (obviamente) a CX, o que
também quer dizer que x € Fr X. Logo, X ~ CX = Fr X.

b) Como X = X, segue-se que 3( = X.
C. Q. D.

Vejamos agora os coroldrios do Teorema 2.

Coroldrio 2 — Seja X = R?, X £ ¢, um conjunto convexo e
° . - . .
seja a € x. Nestas condigdes, existe, no mdximo, um ponto de fron-
teira de X em uma semi-reta que parte de a.

Prova:

Suponha-se que b e ¢ sejam pontos de fronteira de X e estejam
sobre a semi-reta que parte de a. Pelo lema anterior, b ¢ X e ¢ € X.
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Segue-se, entdo, que ¢ — fa + (I — @) b para algum 0 < § < 1.
Ora, mas isto contradiz o Teorema 2.

C. Q. D.

O resultado acima ¢ bastante intuitivo do ponto de vista geomé-
trico (as figuras a seguir ilustram o fato).

Coroldrio 3 — Seja X = Rr convexo, Entio, % é convexo.
Prova:

Se X — ¢, ele é convexo. Caso contririo, sejam x € Xe Yy € X.
Como, por exemplo, x € X, temos 6x 4 (I — 6) y € b para todo
0 < 6 < 1. Logo, R é convexo.

C. Q. D.
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Coroldrio 4 — Seja X — RP convexo e tal que % % ¢. Entdo,
.
X=X

Prova:

-

J4 mostramos que X = X (incidentalmente, notese que esta in-
clusio independe da convexidade de X). Seja, entdo, a € X. Para
todo b€ X, 00+ (I —o)beR 6¢ (0 1)

Portanto, toda bola de centro em b contém pelo menos um ponto
(diferente de b) pertencente ao interior de X, o que significa que &

¢ ponto de acumulag3ao de R e portanto, b € 2.
C. Q. D.

Deve-se observar o seguinte quanto aos Coroldrios 3 e 4:

a) Nio vale a reciproca no Coroldrio 3, isto é, D¢ pode ser con-
vexo, apesar de X ndo ser convexo (na figura a seguir, 4 ndo é

e
um conjunto convexo, porém A ¢é convexo).

Ll

b) Com relagio ao Coroldrio 4, considere-se o seguinte: seja
X=[0,1v {2) = R. Entio, X =X e X = [0, 1], o que mostra
que, se a hipétese de convexidade de X ndo ¢é satisfeita, entdo ndo

é verdade que X contém X.

Ainda com relagdo ao Teorema 2 e seus coroldrios, é interessante
relaciond-los com alguns fatos mais gerais sabre conjuntos conexos,
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o que serd feito a seguir. O leitor que ni3o estiver interessado pode

passar diretamente para a segdo seguinte sem perda da continuidade
do assunto.

Proposi¢io — Se X — R® é conexo, entio X é conexo.
Prova:

Mostraremos que, se X nio é conexo, entio X nio & conexo.

Se X nio é conexo, entdo existem 4 — R?, B — Rf abertos tais
s
que:

AnX#%¢, BNX#%¢ 0]
A~NX) BN"X)=(A~B~X=¢ @
ArXHvBrX)=(AvB X=X ®)

De (2), segueseque (A " B) "X =(4 AX)NBNX) =¢
Além disto, se x € X, x € X e, por (3), x € (A U B). Logo,
x€(AY B~ X,istoé, X = (4 v B) ™ X e, como X contém
este conjunto, temos:

AvVYB)"X=A~"X)VB"NX)=X

Finalmente, notese que 4 ™ X = A4 ™ (X v X) =
=ANX)vADX) =4

Portanto, temos 4 ~ X £ ¢ ou 4 m X' £ ¢. No primeiro caso,
nio hd o que provar. Suponha-se, entdo, que 4 ~ X’ 5£ ¢ e seja
z€ A~ X’ Como A é aberto, existe uma bola B(z,r) = 4,r > 0.
Como z € X', B(z, 7) » X é um conjunto que contém pelo menos
um elemento y diferente de z. Entdo, y € 4 ™ X.

Da mesma forma, B ™ X ok ¢. Portanto, A e B formam uma
desconex3o para X.

C. Q. D.
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Nio vale um resultado semelhante ao Coroldrio 3 para os con-
juntos conexos. Por exemplo, o conjunto X a seguir é conexo, porém
Re desconexo, is A e B formam uma desconexdo para ele,

po pa

Também ndo vale o seguinte: £ conexo implica X conexo (ver
a figura a seguir, onde o conjunto X é a reunido dos conjuntos ¥
e Z, sendo que o interior de Y ¢ vazio).

D/

o a
X ndo ¢ conexo e, no entanto, X = Z é conexo.

Por fim, o Coroldrio 4 também nido vale para os conjuntos conexos
(basta examinarmos a figura a seguir). O conjunto X ¢é a reunido

de Z e Y; X é conexo, X £ ¢ e, no entanto:
- -
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Estes exemplos servem para ilustrar o fato de que a convexidade
¢, na realidade, uma hipétese que tem implicagdes topolégicas bem
mais fortes do que a conexidade. Como o Teorema 2 e seus corolarios
irdio desempenhar um papel importante no que se segue, é inte-

ressante sabermos que nio se pode deixar de lado a hipétese de
-onvexidade muito faclmente.

VIII.2 — Teoremas de Separagio

Definigdo 1 — Seja a € R®, a 5« 0,® e seja A € R. O conjunto
Hf = {x € R*: < a, x > = 1) ¢ chamado um hiperplano normal
a a.

Exemplos:

1 —Sejama = (I,1) ¢ R* e A = 0. O hiperplano Hj ¢ uma linha
reta que passa pela origem.

3 a 9 0 significa que existe pelo menos um i € (4 2, ...,p)parao qual
@ o9& 0.
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2 — Mais geralmente, dado a € R* — {0} e X € R, o hiperplano
H$ é uma linha reta em R*.

- .
/

3 —Sejaa=(I,2,1)ed = 10. O hiperplano Hf, = {x € R*:x, +
+ 2 x, + x4 = 10} é um plano em R:.

4 — Sejam f: R? — R uma fun¢ao de classe G* e N, uma superfice
de nivel de f para o qual grad f(x) 5 0, x € N,. Dado um ponto
x, € N, ET (x,) ¢ o conjunto de vetores tangentes a N, no ponto x,.
Sabemos que ¥ € ET (x,) se, e somente se, < grad f(x,), V > = 0.
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(0,0,10)

(10,0,0)

(0,5,0)

Portanto, ET (x,) = Hg™’“?. Definese o plano tangente a
N, no ponto x,:

T(x) = {x€R?:x =%, 4+ V, V€ ET(x;)}

Desta maneira, T (x,) é o hiperplano HY, sendo a = grad f(x,)
e A = < grad f(x,), x, >, pois x € T (x,) se, e somente se,
< grad f(x)), x — x, > = 0.

Considere-se a fungio f: R? — R definida por f (x, y) = xy. Sejam
(%6, %) = (1, 1) e N, o subconjunto da superficie de nivel I situado
no primeiro quadrante. Pelo que acabamos de ver, ET (I, 1) é o
conjunto de vetores V € R* tais que < grad f(1,1), (V,,Vs) > =0,
isto é, ¥V, = —V,. Da mesma forma, T (I, I) é o conjunto dos
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vetores (%, y) tais que < grad f(I, I), (x,y) — (I, 1) > =0,
isto é, x 4+ y = 2.

4

AN

Ny

T(1,1)

ET(1,1)

Note-se que, neste exemplo, 7 (I, I) é o unico plano tangente a
N, em (1, I), o que, essencialmente, se deve 2 hipdtese de que f
¢ uma fun¢do diferencidvel neste ponto.

5 — Seja f: R®* —» R definida por f(x, y) = min {x, y}. f nio
¢ diferencidvel nos pontos (¢, ¢;) € R* com ¢; = ¢,. O conjunto
dos pontos tais que f (x, y) = 1 est4 representado na figura a seguir.
E importante notar que pelo ponto (I, 1) passa uma infinidade de
hiperplanos que ‘“separam” o plano R?* em duas partes: uma que
contém a curva e outra que nio a contém,

Na Definigdo 1 afirmamos que Hf é um hiperplano normal a ea.
Isto significa que, dados x € Hf ey ¢ H}y, < a, x — y > = 0,
isto é, a é um vetor perpendicular a x — ¥y, quaisquer que sejam
x e y pertencentes a HY .

O hiperplano H¥ divide o espago R? em dois subconjuntos H§ . =
={x€ER: < ax > >AMNeBi_={x€R: < ax>K1),
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que sdo conjuntos convexos e fechados. Segue-se desta afirmagdo que
Hs ¢ um conjunto convexo e fechado.

N

A partir de agora, sempre que nos referirmos ao hiperplano Hy
estaremos admitindo que q £ 0 e A € R. Casos especiais serdo expli-
citamente mencionados.

Definicdo 2 — Sejam X e Y subconjuntos de R? e H} um hiper-
plano. Diz-se que HY “separa” X e Y se X — H%, e Y = H}- (ou
vice-versa) . Isto significa que, para todo x € X, < a, x > =2 1 ¢,
para todo y € Y, < a, ¥y > X A. Se valem as desigualdades estritas,
dizse que X e Y estio “estritamente separados” por H} (ver figura
na pigina seguinte).

£ importante notar que nem sempre é possivel separar dois con-
juntos por um hiperplano. A figura abaixo mostra um caso em
que isto nio ¢é possivel (observe-se que o conjunto X ndo ¢ convexo).

Y
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Defini¢do 3 — Seja X um subconjunto de R? e seja Hy um hiper-
plano. Se X = Hy, ou X = Hj_ e se existe x ¢ X tal que
< a, ¥ > = A, dizse que Hy é um hiperplano suporte para X.

Hf é um hiperplano suporte para o conjunto X na figura a
seguir, sendo < a, ¥ > — A Entretanto, ndo existe nenhum hiper-
plano suporte para X que passa pelo ponto %’, 0 que, uma vez mais,
¢ conseqiiéncia do fato de X ndo ser um conjunto convexo.

Lema 3 — Seja X — R?, X £ ¢, um conjunto fechado e seja
a € R*, a ¢ X. Existe X € X tal que f: X — R definida por f(x) =
= |x — a| atinge um minimo no ponto ¥. Se X é um conjunto
convexo, ¥ é unico.

Prova:

Seja B[a, 8] uma bola fechada de centro em a tal que B[a, 3] "N
N X 5£ ¢. O conjunto 4 = B[a, §] ™ X é compacto e f/4 é continua.
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Pelo Teorema de Weierstrass, existe X € 4 tal que f (%) < f(x) para
todo x € 4. Na verdade, tem-se f(z) = f(Z) para todo x € X, uma
vez que, se x € X — 4, f(x) > d.

Suponha-se agora que X é convexo e sejam X ¢ X e ¥ ¢ X, ¥ % X,
tais que f(¥) = f(¥) < f(x) para todo x € X. Como X é convexo,

1 _. 1 .
- + 5 ¥ ¢ X. Além disto:
1 _ 1 = 1 _, 1= -
j(—g—z+7:c) =|?z+7z—a <|z-q
Entretanto, como f atinge minimo em X:

T G-0+G-al=F-d

‘%5+%§—a
ou seja:

IG—a) + G—a)|=2F—q a>
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Como a Norma Euclideana satisfaz a identidade do paralelogta.
mo, * podemos escrever:

IE-a)+G-a'+|G-a)- E—0a)' = 2{F— o+ z-d}

Como [F—a|=F—a|.|F—a) + ®—a + [F-FH=
= 4 |x — a|*. Esta igualdade e (1) implicam que [x — %] =0,
o que contradiz a hipétese de que ¥ < ¥X.

C. Q. D.

A demonstragio da segunda parte do lema — unicidade de %
quando X é um conjunto convexo — pode ser ilustrada pela figura
a seguir. Se ¥ e X estio A mesma distincia do ponto a e se X ¢é
convexo, entio o ponto médio do segmento ¥, ¥ estar4d mais préximo
de e do que ambos.

~

— %

A apresentagdo dos teoremas de separagdo serd feita segundo a
seguinte estratégia: inicialmente, demonstra-s¢ o teorema em um

4 Identidade do paralelogramo: dados z € R? ¢ z' € R™

e 421" 4 s~ 2| = £ |[z}* + [o*}°}
Prova:
|2t~z = <2, 2 > —8<2, 2> + <2,2>
42 =<2, 2 > 4+2<2 2>+ <z,2>
el —gl' + |z 42/ = 2 <2l 2! > +8<2 2> =2]lel* + 2t}
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caso particular, e a partir dele as hipéteses vio sendo eliminadas,
até que se chegue ao teorema mais geral.

Teorema 3 — Seja X — R?, X »& ¢, um conjunto convexo fechado
e seja a € R?, a ¢ X. Neste caso, existem a € R* — (0} e A € R
tais que < a, 2 > < Ae <a x > > ) para todo x € X, isto ¢,
o hiperplano Hf separa os conjuntos {a} e X.

Prova:

Seja x o ponto (lema anterior) A distincia m{nima de . Tomemos
a=¥—ael =< a ¥ >. Entio:

<o, 8> =<,84+7-T>=<a,a-I>+
+ <, T>=—-—<aqa>+A<A
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Para verificarmos a outra afirmativa do teorema, sejam x € X e
Zg = 0x 4+ (I — 6)2, 6 € (0, 1I]. Como ® estd a uma distdnda
minimades, < ¥ —a, ¥ —a> K < x — a6, % — a>. Além
disto, sendo x, ¢ X, a desigualdade acima é uma desigualdade
estrita. Portanto:
<¥T—a ¥—-a><<0z+{1—-6)F—q,z+(1 -6 2—a>=
=<0(z—a+(UI~-6 T—a) 6(x—a)+ (-6 (F—a)>=

=0'<z—a z—a>+260—-0<z—a E—a>+
+(-6'<2—qg E-a>

Esta desigualdade pode ainda ser reescrita da seguinte maneira:
0<6 |z—af'+20(l -0 <z—a FT—a>+0 (-2 [E—af

Como 6 > 0:

0<6blz—a*+2(1—-60<z—0a Z—a>+0—-2 E—a

Esta desigualdade vale para todo § € (0, I]. Calculando o limite
quando 6 tende para zero, obtém-se:

0€2<r—aX—a>—-22—a*'=2<z—-Z,T—a>
Utilizando a defini¢io de a e A, segue-se imediatamente que:

<, z>>2<a,E> =\
C. Q. D.

O resultado acima garantiu-nos a existéncia de um hiperplano Hy
suporte para o conjunto X. Entretanto, nio se pode, no caso geral,
garantir sua unicidade, como j4 haviamos mencionado anteriormente.

Suponha-se, no teorema anterior, que possamos tomar o ponto @
como a origem. Entdo, existem a € R? — {0y e A€ER tais que
< @, x > = A para todo x € X. O que ¢ interessante é o fato de
A poder ser escolhido de modo a se tornar um numero positivo.
Para tanto, basta que a e A sejam definidos da mesma maneira que
na demonstragio do teorema.
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Coroldrio 5 — Seja X — R?, X £ ¢, um conjunto convexo e
fechado tal que 0 ¢ X. Entdo, existem a € R? — (0} e A > 0 tais
que < a, x > 2 A para todo x € X.

A demonstragdo do teorema seguinte envolve o relacionamento
entre a fronteira de um conjunto e a fronteira de seu fecho. Seja,

por exemplo, 4 = (— o, 1) o (2, 3) U (3, =) e observese
que Fr A = (1, 2, 3} e Fr 4 = (I, 2). Portanto, nio ¢ verdade
que, em geral, Fr A = Fr A. O lema a seguir mostra que uma das

inclusGes é sempre verdadeira.
Lema 4 — Seja A = R». Entdo, Fr A = Fr A,

Prova:

Lembrese de que Fr A = A ~CAd e Fr 4 = Zf\ﬁComo
A=A, segue-se que CA <= CAe, portanto, C4 = CA. Consequen-
temente, Fr 4 = Fr A. Como A < 4, seguese que CA = CA e
portanto, CA — CA. Consegiientemente, ['r 4 = Fr A.

C. Q. D.

Procuraremos agora mostrar que, se X ¢ convexo, a fronteira de X
coincide com a fronteira de X. Estabeleceremos inicialmente certos
fatos importantes para a argumentagao. 5

Seja X — R’ um conjunto convexo, nio vazio, que contém a
origem, Sejam x,, x;, ..., X (k < p) vetores pertencentes a X
e tais que: a) eles formam um conjunto de vetores linearmente
independentes; e b) se z € X, {x,, x,, ..., X, 2} é um conjunto
de vetores linearmente dependentes. Denotaremos por L (X) o espago
vetorial (de dimensio k) gerado por eles.

Admitiremos (sem demonstrar) os seguintes fatos:

a) Sejam x;, Xy, ..., X, vetores linearmente independentes de
, k < p. Podemos entdo escolher (convenientcmente) p — k
velores de RP, Xyy1;, ..., Xg, de modo que x, x,, ..., x, seja

ainda um conjunto linearmente independente.

6 O leitor ndo interessado em detalhes muito técnicos pode passar direta-
mente para o Teorema 4.
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b) Se E = R? é um espago vetorial de dimensdo h < p, E ¢
um conjunto fechado e o interior de E é vazio.

Lema 5 — Se X — R? é um conjunto convexo, ndo vazio, tal

que 0 € X, entio X — L(X) e, se L — RP é um espago vetorial
que contém X, L(X) = L.

Prova:

Se z € X, por hipétese, z, x,, x,, ..., x5 sdo linearmente depen-
dentes. Logo, existem numeros reais a,, a;, ..., ax tais que z =
=a; %x; + -.. + a; x,.

A segunda parte da afirmagio decorre da observagio “a” anterior.

C. Q. D.

Lema 6 — Seja X = R° um conjunto convexo, nio vazio, que
contém a origem e tal que L (X) = Rr. Entdo, R 5 9.

Proua:

Como L (X) = Rp®, existe um conjunto de vetores linearmente
independentes x,, x,, ..., x, pertencentes a X. Dado x € R9, existem
numeros reais A, Ay, ..., A; tais que:

x = ih"c

i=i
Como estes niimeros reais Ay, ..., &, sdo tinicos, podemos definir

uma fungio A: R? — Rr tal que a cada x "associa A(x), sendo
A, (x) tais que:

X = t A(x) -x

i=t

Mostremos que A é uma fungio linear. Seja T: R? — R definida
por T(Ad) = A.X, onde X ¢é a matriz cujas linhas sdo x,, x4, ..., x,’
X possui uma inversa, X—1, e, portanto, A(x) = x.X—% Logo, i
¢ linear e, em conseqiiéncia, contfnua.

Seja agora:

={zeRN@>0i=18...,p]|" {zER’: t A(@) <1
s f

U= {.x €RULG) >0i=12..,pe £ *'(”)<1} B
f=1 }
’
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U é um conjunto aberto, tendo em vista a continuidade de A, (ver
Coroldrio 4 do Teorema 10 do Capitulo IV).

Para finalizar a demonstragdo, falta apenas verificarmos que

U= X. Se x € U, podemos escrevé-lo como uma combinagdo convexa
dos p 4 1 elementos 0, x;, X4 ..., X, de X da scguinte mancira:

z = (1— i M(z)\)'0+‘_2_5’ A (2) - oz

=]

C. Q. D.

Lema 7 — Seja X — R? um conjunto convexo, nio vazio, que
contém a origem. Entdo, se X =< ¢, 2 ok &.

Prova:

Observe-se que L (X) é um conjunto fechado. Portanto, X =L(X).
Como X £ ¢, o tinico subespago de R? que contém X ¢ R. Seguese
do lema anterior que X o= ¢.

C. Q. D.

O resultado do lema anterior ndao depende, de nenhuma maneira,
do fato de que o conjunto convexo X contém a origem, pois, se
X ndo contém a origem, o conjunto convexo X — {a}, onde a € X,
contém a origem a e, se ele tiver interior ndo vazio, certamente
X #£ ¢

Estamos em condig¢Ges de estabelecer o resultado desejado.

Lema 8 — Seja X — R? um conjunto convexo, n3o vazio. Entdo,
Fr X = Fr X.

Prova:

Seja x ¢ Fr X. Se x ¢ Fr X x¢ X'.—, isto é, existe uma bola aberta
B(x,d) = 2, 8 > 0. Como X é convexo e X 5% ¢, X € X (Corola-
rio 4 do Teorema 2 anterior). Sendo x um ponto de acumulagio
de }.(, existe ¢ E}E, c 5% x,tal que c €B(x,d). Sejnd = 2x — ce
notese que |x — d| = |x — 2x 4 ¢| = [c — x| < 8.

Ent3o, d € B (x, 9) = X. Assim, temos d € X, ¢ € Xex =
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=3 (c 4+ d) . Pelo Teorema 2, x ¢ X. Isto, entretanto, contradiz a

hipétese inicial de que x ¢ Fr X.
C. Q. D.
Teorema 4 — Seja X um subconjunto convexo de RP?, nio vazio,

e seja a € R?, a ¢ X. Neste caso, existe a € R* — {0} tal que
<a,x>2<a,a>parat0110xex.

Prova:
Consideremos dois casos:

Caso a: a ¢ X. Como X ¢ convexo, pelo Teorema 3, existem
a€R? — {0} ed€R tais que < g, x > = A para todo x € X e
<aa> <i Como X = X, paratodox € X < a,x >>< a, 8>

Caso b: a ¢ X. Como a € X, a ¢ um ponto de fronteira de X e,
portanto, um ponto de fronteira de X. Entdo, existe uma seqiiéncia

(a,) em E X tal que lim (a,) = a. Paracadan €N (pelo Teorema

3) existe @a € R? — {0} tal que < an, x > 2 < @ 8, > para
todo x € X. Em particular, < ap * > = < a,, a, > para todo
x € X.

Em geral, a seqiiéncia (a,) nio é convergente. Entretanto, a

seqiiéncia a:, = O ¢ limitada, pois, para cada n &N, af. €S =

= {y € R?: |y| = 1)}. Seja (u_"*) a subseqiiéncia convergente e
seja a = lim (a, ). Como S é compacto (em particular fechado),
a €S, isto &, a 5 0.

Podemos também verificar que < a., x > = < a., a, > se, e
somente se, < aj, x > 2 < a’, a, >. Considerando as subseqiién-
cias (a:‘) e (a,..), concluimos que < a, x > = < a, @ > para
todo x ¢ X.

c. Q. D.

Comparando os enunciados dos Teoremas 3 e 4, verificamos que
a diferenga essencial entre eles é que no segundo supde-se que X
¢ um conjunto fechado. Em termos dos resultados, isto significa que
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nio mais podemos garantir que X e {a) possam ser estritamente
separados por um hiperplano. Consideremos um exemplo bastante
ilustrativo do fato. Seja:

X={(x9»)eER0<x<2 0<y< 2} (2 2))}

X é um conjunto convexo, ndo fechado, e o ponto (2, 1) ¢ X e,
no entanto, é impossivel separar X e ( (2, 1)} estritamente.
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Teorema 5 — Sejam X — R? e Y = R? conjuntos convexos tais
que X ~ Y = ¢. Entdo, existem a € R? — {0} e A € R tais que
<ax>ZAparatodox € Xe < a,y> < Aparatodoy €Y,
isto é, o hiperplano Hf separa os conjuntos X e Y.

Prova:

O conjunto § = 1.X 4 (—1).Y € convexo (Teorema 11 do
Capitulo II) e 0 ¢ S. Pelo teorema anterior, existe a € R? — (0}

tal que < a, s > 2= 0 para todo s € S. Portanto, para todo x € X
e para todo y € ¥:

<ax—y>2=20

ou, ainda:
<ax>=2<ay> ®

Sejam ¢ Ye Z = (z ¢R: z = < a, x >, x € X). Entido, para
todoz¢€Z z 2 < aq ¥y >, isto é Z ¢é limitado inferiormente e,
portanto, existe inf Z. Seja A — inf Z e note-se que A = < a, ¥y >
para todo y € Y (caso isto nio fosse verdade, A ndo seria inf Z).

Concluimos, assim, que < @, x > =2 A= < a,y > para todo x € X
e para todo y € Y.

C. Q. D.

Algumas vezes, o resultado deste teorema é apresentado da seguinte

maneira: dados os conjuntos X e Y tais como no Teorema 5, existe
a € R* — (0} tal que:

inf<ax>2ulay>
z€X vEY

Este resultado pode ser obtido a partir da demonstragao do teorema
anterior. Basta mostrar que, se X' = sup < a, y >, deveremos ter
yE€Y
VA

Geometricamente, o resultado do Teorema 5 pode ser ilustrado
pela figura a seguir.
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Sejam X e Y dois conjuntos dados. Se ocorrer que RXRAY =y,
entdo, necessariamente, X ~ Y = ¢, pois ¥ — Y. Entretanto, a
implicagdo contrdria, em geral, ndo é verdadeira. Considere-se, por
exemplo, X = [I,3] eY = {2}  [3, 4]. Neste caso, XA~?= ¢ e
contudo, X ~ ¥ = {2}. Mesmo se Y é um conjunto convexo, isto
pode acontecer, pois basta formar X tal como acima e Y — (2}.

Entretanto, se Y é convexo e ¥ £ ¢, isto ndo poderi ocorrer.

Lema 9 — Sejam X e Y subconjuntos de R? e suponha-se que Y
é convexo e ¥ £ ¢. Entdo, XY= ¢ se, e somente se, X~Y=¢.

Prova:

Se X = ¢, nada hid para demonstrar. Portanto, suponhamos
b4 9 ¢ € mostremos que, se XA~Y # ¢, entdo X~ ¥ ¥ $.

Se y € X ~ Y, existe uma bola aberta By, d) = X,3 >0,
pois X ¢ aberto. Uma vez que y também pertence a Y, sendo este
convexo, y € 4 (Coroldrio 4 do Teorema 2). Portanto, existe § € f’,

F 54y, tal queF € B(y,8). Paratodo 6 € (0,1], 65+ (I — 6) ye ¥
(pelo Teorema 2). Como B (y, 8) é um conjunto convexo, §y -}

+ (I —6yy€EB (3, 8),ist0é, 65 + I —6) ye X ~P.

A outra implicagio segue-se das observagdes anteriores.

C. Q. D.
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Teorema 6 — Sejam X e Y subconjuntos convexos de R” tais que
i;é.*ekr\ Y = ¢. Entdo, existem a € R* — {0} e A € R tais
que<ax>=2Aparatodox € Xe < a,y > K Aparatodoygy.

Prova:

Como X e Y sio convexos, entdo existe @ € R? — {(0) e AeR

taisque<a,x>2).paratodoxE)’(e(a.y)slpara
todo y € Y.

SejaX¢€ X tal que X ¢ %. Como X ¢ convexo, b 4 (Coroldrio 4
do Teorema 2) e, portanto, existe uma seqfiéncia (x,) em X tal

que lim x, — ®. Assim, para cada n € N, < a, x, > = L. Passando
2o limite, < a, ¥ > = L

C. Q. D.

Em fungio das consideragdes feitas anteriormente ao Teorema 6,
. Vi -
podemos afirmar que, se Y 5% ¢, a condigio XAY = ¢ ¢ neces
siria e suficiente para X ~? = ¢ Temos entio o seguinte:

Coroldrio 6 — Sejam X e Y subconjuntos convexos de R? tais
queﬁ,ﬁ#u. Y#peX Y = ¢. Entdo, existem a € R? — (0} e
MéRtaisque < @, x> 2 AparatordoxeXe< ay>24
para todo y € Y.

Até o presente momento, ndo estivemos preocupados em determi-
jar o sinal dos componentes do vetor a, normal ao hiperplano de

leparagio Hf. Em muitas aplicagGes econfmicas, garantir o sinal
destes elementos é crucial. Por exemplo, se @ é um vetor de pregos,

gostariamos, pelo menos, de que a € R%, — (0}, isto é, nao tivesse
componentes negativos.

Teorema 7 — Seja X — R’ convexo e tal que X M R; = ¢
Entdo, existe a ¢ R} — (0} tal que < a, x > & 0 para todo x € X.

Prova:

Pelo teorema anterior, existem a € R* — (0} e A € R tais que
<ay>=kparatodoy€ R’, e < @, x > < A para todo x € X.
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Como 0 € R®, seguese que 0 = < a, 0 > 21 2 < q, x >. Isto
significa que < a, x > K< Oparatodox € X e < a, y > =20
para todo y € R%. (Seja z € R® tal que z = By, f > 0. Entdo,

<az> =|3<a,y>21=)<a,y>>—§—-paratodo
[§]
B> 0.5ep — co, seguese que < a,y > = 0)
Finalmente, @ tem que pertencer a R?, pois, se por acaso a; < 0

paraalgum j € {1, 2, ..., p}, terfamos < qa, e; > < 0, o que contra.
diz < a, y > =0,y €R,.

C. Q. D.

Coroldrio 7 — Seja X — R? convexo e tal que X R = ¢
Entio, existe a€ R3 — {0} tal que < a, x > = 0 para todo x € X.

Prova:

(—=X) N R% = ¢ e portanto, existe a € R% — {0} tal que
< az> < 0 paratodoz € (—X). Se x € X, entio x = —z
para algum z € (—X) e, portanto, < a, x > = 0.

C. Q. D.

As duas figuras a seguir jlustram o conteiido geométrico dos dois
resultados acima.

Ainda podemos tornar mais forte o resultado anterior, garantindo,
sob certas condigdes, que a € 1’{’+ Isto serd obtido como coroldrio
do desenvolvimento que faremos a seguir sobre cones convexos. Neste
processo demonstraremos o Lema de Minkowski-Farkas, que desem-
penha um papel muito importante na Teoria da Programagio Linear.

Definicgo 4 — Seja K — RP? um conjunto nio vazio. K é um
£one convexo se:

a) paratodoxcKeyeK x4+ 9y€K;e
b) para x cKede€R;,Ax €K

SR* = |z € R*: 2, <0,i€ ]1, 8, ..., pli.
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Exemplos:

6 — R* é um cone convexo.

7 — R?, é um cone convexo.
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8 — Dado a € R? — (0}, o hiperplano Hy é um cone convexo.

Dados x e y tais que < a, x > =0 e < a, y > = 0, tem-se
<a x4y > =0 Além disto, se A€ R, ese < a, x > = 0,
<audx > =A< ax> =0

9 — O hiperplano Hj, A 52 0, ndo é um cone convexo, pois, por
exemplo, 0 ¢ HY.

. I
10 — O conjunto C = {(x, y) € R:_: -5

cone convexo. Para verificar isto, sejam (x, y) € C, (x,y) €C e
,0 e R+:

x YK x} éum

3) a(x) € C, pois o (@) <ayaxe
.1
b) (x+x,y+y) €Cpois (x+ %) Sy +y <x+¥.

Geometricamente, C é o subconjunto de R'+ compreendido pelas
retasy = x ey = I1/2 x.

N\
N\
\

ro|—

\\\ NN
\\\ \\§\C§\\}‘}\
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\
\
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Il — Seja K um cone convexo e sejam x € K e y € K. Dado
60 €[0,1),6xc K, (I — 6)y €EK e, portanto, x 4~ (I — 6)y €K,
isto é, K é um conjunto convexo ndo vazio.

12 — Sejam K, e K, dois cones convexos. Entio, K, ~ K, ¢
um cone convexo. Mais geralmente, qualquer interse¢io de cones
convexos é um cone convexo.

Definicado 5 — Seja K = R? um cone convexo. O cone convexo
dual ou cone polar convexo de K é o conjunto:

K* = {y ERP: < x,9y > 22 0 para todo x € K}

Em outras palavras, X* é o conjunto de todos os vetores de R®
que formam ingulos agudos ou retos com todos os vetores de K.

Exemplos:

13 — Se K = R*,, entio K = K*.Scy€ K*, entdo < x,y > 20
para todo x € R%, . Em particular, < e,y > =9 >20,i=1,2,...,p.
Por outro lado, se y € R’ , é claro que < x,y > = 0 para todo
x ER:_.

14 — Seja C o cone convexo do exemplo 10. Neste caso, C* =
=R, UAUB,onded =((2,v)ER:2z220,v <0ev =2 —2)
2B = {(z,v) € R: 2z 0 e v = —2z}. O conjunto C* cstd
representado na figura a seguir.

Verifiquemos mais cuidadosamente que C*® ¢ realmente o cone
convexo duel de C. Seja (z, v) € C*. Se (z, v) € R7P, entdo
zx 4+ vy 22 0 paratodo (x,y) € C. Se (z,v) € A, 2x 4+ vy = 2x —
— zy = z(x — y) = 0 para todo (x,y) € C (notese que (x,y) €C
implica x 22 ). Por fim, se (z, v) € B, zx 4+ vy = zx — 22y =

=z2(x —2) = % (-% —y) = 0 para todo (x, y) € C (note-se

que (x, y) € C implica -g- — y < 0). Portanto, C* é um subcon.

junto do cone convexo dual de C.
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Por outro lado, suponhamos que (z, v) pertenga ao cone convexo
dual de C. Tem-se entdo que, para todo (x,y) € C, 2x 4 vy = 0.
Esta condigdo ¢ satisfeita somente em um dos seguintes casos:

a) (z,v)ER';
b) z20,v< 0ev=—z (pois,se v < —z 2x 4 vx <
< 2x — zx = 0 para (x,x) € C); e

) zK0,v>0ev = —2z (pois, se v < —2z, 22x + vx <
< 2zx — 2zx = zx < 0 para (2x, x) € C).

Isto completa a verificagio de que C* é o cone convexo dual de C.
Teorema 8 — Seja K um cone convexo. Entio:

a) K* é um cone convexo; e

b) X* é um conjunto fechado.

Prova:

a) K" 54 ¢, pois 0 € K¥. Além disto, se y € K®, y' € K* e se
AeR,,temos < x, 7+ 9y > =<%y>+<x¥Y >=20
e<ley>=l<x)y>;0'
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b) Seja (y,) uma sucessio convergente em K® e seja y = lim (y,).
Para cada n ¢ N, < x, y» > =2 0 para todo x € K e, portanto,
< x,9 > 2 0 para todo x € K. Isto mostra que y € K® ¢, em
conseqiiéncia, que K* é fechado (Teorema 10 do Capitulo III).

C. Q. D.

Teorema 9 — Seja K = RP um cone convexo. Entdo:
a) K = K®® (K*®* = (K*)*); e
b) K é um cone convexo fechado se, e somente se, K = K**.

Prova:

a) K** = (z¢€ R?: < 2,y > = 0 para todo y € K®). Se
x €K e x ¢ K*®, entdo existe y € K® tal que < x,y > < 0. Isto
¢ uma contradigdo, pois y € K® se, e somente se, < x,y > =0
para todo x € K.

b) Suponhamos que a ¢ XK. Como K é um conjunto convexo
fechado, existem a € R* — {0} e A € R tais que < a, x > =1}
para todo x € K e < a,8 > < A (Teorema 3). Como 0 € K ¢
<a,0>=0,segueseque A < l0e< aa> < 0.

Seja B € R, — (0). Entdo, como K & um cone convexo, para

A
todo x €X,p x€K. Logo, < a, p x > >4 oy, ainda, < a, x > ?-F-.

Como B ¢ arbitrdrio, < a, x > = 0 para todo x € K, isto é,
a €K® Como < a,a > < 0, a ¢ K*®, Portanto, K** < K.

A outra implicagdo é trivial, pois (K*®) ® é fechado pelo teorema
anterior.

C. Q. D.

E interessante observar que a hipdtese de K ser fechado ¢ crucial
para o resultado acima. Se X nio ¢ fechado, nio podemos, utilizando
o método de demonstragio acima, garantir que < a, a2 > < 0, uma
vez que o Teorema 4 nos daria apenas < a, a > < 0, o que ¢
insuficiente para garantir que a a ¢ K*°,

Entretanto, independentemente do método de demonstragio, se
K nio ¢ fechado, nio é verdade que K*® < K, como mostra o
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seguinte exemplo: seja K = {(x, y) € R%}: (x, y) = (0, 0) ou
x> 0ey > 0). K é um cone convexo, mas nio é um conjunto
fechado. £ fdcil ver que K* = R} = K*°.

Definigao 6 — Seja X = R® um conjunto finito, isto é, X =
= (x4 X3, ..., X3}, X; € RP. Chama-se cone convexo poliddrico ge-
rado por X ao conjunto K (X) = (z€ R?: z = i ap %o = 0

f -]
i=12, ..., n).
Exemplos:

15 — R4 é um cone convexo poliédrico gerado por (1,0) e (0,1).

16 —~ Dados x = (1,1) ey = (I, 1/2), K(x, y) = {z € RY:
(fz) = @+ B a+B/2,a>0;p20)ist06K(x,y) =C
do exemplo 10.

17 — Seja C = {(x, y) € R%: % x <y < x}. Se considerarmos
combinagdes lineares de vetores de R* com coeficientes ndo negativos,

4 -~ y .« .

C ndo pode ser gerado por um nimero finito de elementos de R?,
isto é, existem cones convexos que n3o sio cones convexos polié-
dricos.

Lema 10 — Dado X = (x,, ..., x,} = R?, K(X), o cone convexo
poliédrico gerado por X é um conjunto fechado.

Prova:

Seja f: R» x RY — R» definida por f(z; @5, @y, ..., @Qy) = 2 —
- }u"_ @ x,. f é linear e, portanto, continua e f—({0})) = K (X).
Pe]t; -Ctorolério 5 do Teorema 10 do Capftulo 1V, K (X) é um con-

junto fechado.
C. Q. D.

Alguns corolirios do Teorema 9 sio apresentados a seguir.

Coroldrio 8 (Lema de Minkowski-Farkas) — Sejam a,, a,, ..., a,
pertencentes a R? e b € R* — (0). Para que < b, x > > 0 para
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todox cR?tal que < a, x > 2 0,i =1, 2, ..., n, é necessdrio
e suficiente que existam numeros reais nio negativos, que nio se
anulam simultaneamente, d,, 45, ..., A, tais que b = 1, a, +

+l|d'+ e +)"nan-
Prova:

Para simplificar a notagdo, indicaremos por 4 a matriz cujas linhas
sdo a,, a,, ..., a, Neste caso, 4 é uma matriz n x p.

Suponha-se, inicialmente, que b = A.4, onde A = (As, As, -+
cews MJERY — {0). Entio, < b, x > = < A4, x > =
=<hAx> 20, umavezque <a,x > =20,i=12,...,%

Suponha-se agora que < b, x > 2> 0 para todo x € R? tal que
A.x > 0. Seja K o cone convexo poliédrico gerado por ay, ay, ..., a,.
Entdo, K é um conjunto fechado e K = K**. Se y € K°,
< x,9 > = 0 para x € K. Considerando os vetores a,, as, .-, da
concluise que 4 y =2 0. Em conseqiiéncia da hipédtese feita,
< b,y > = 0. Como y¢c K* ¢ arbitririo, segue-se que b € K**, ou
seja, b pertence ao cone convexo gerado por a,, @4, ..., G

C. Q. D.

O Lema de Minkowski-Farkas pode ser enunciado de uma forma
alternativa que se presta melhor a uma visualizagdo geométrica:
dados a,, ay, ..., a, em R? (ou, equivalentemente, a matriz A, n x p)
e b € R? — (0}, exatamente uma das alternativas a seguir se verifica:

a) existe x CR? lal que < b, x > < 0e < a, x > =20,
i=1,2,...,, n (equivalentemente, A.x 2= 0); ou

b) existem numeros reais A;, Ay, ..., Ay, N30 negativos e que
n
ndo se anulam simultaneamente, tais que b = 3 A a; (ou
=1
b = M),

Geomelricamente, devemos analisar duas situa¢cses. O caso “a” tem
as seguintes caracteristicas: x pertence ao cone convexo dual K* do
cone convexo K gerado pelos vetores a;, 8y, ..., a,; € b normal ao
hiperplano HY ndo pertence a K** — K, pois forma um dngulo
obtuso com x (notese que b pode ou ndo pertencer a K*).
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O segundo caso tem as seguintes caracteristicas: b pertence ao cone
convexo K gerado por a,, a,, ..., a,; e, se “a” ndo se verifica, entdo
para todo x € R? tal que < a, x > =20,i =12, ..., n,
< b, x > =0, isto é, o cone dual K* estd totalmente contido em
um dos subespagos determinados pelo hiperplano Hj.
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Coroldrio 9 — Se K = R* é um cone convexo fechado tal que
K ~ (B} — (0)) = ¢ existe p € RS tal que p € —K*.

Prova:

Se (—K*) M }‘25, = ¢, entdo existe um hiperplano Hg (Teore-
ma 7), a€ R} — (0}, tal que < @, x > < O para todo x € —K*,
isto é, < @, ¥ > =2 0 para todo y € K®. Isto significa que a € X**

e, como K é fechado, a € K. Temos, entio, uma contradi¢io com
a hipétese de que K ~ (R% — {0}) = ¢.

C. Q. D.
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FExercicios

1. Seja H} um hiperplano. Mostre que: a) H§ é um conjunto
fechado; e b) H§, e Hy_ sio conjuntos convexos fechados.

2. Seja U: Ri — R uma fungio utilidade definida por U (x,y) =
= xy. Dado o vetor (x, y) = (I, 1), existem pregos (p, g) € R — {0)
e uma renda m > 0 tais que o consumidor estaria maximizando
utilidade neste ponto? Sua resposta serfa diferente se a fungdo utili-
dade fosse V: R% — R definida por V (x, y) = min (x, y}?

3. Seja E = R® um espago vetorial de dimensdo k < p. Mostre
que E é um conjunto fechado e que £ = ¢.
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Capitulo IX
OTIMIZAGAO

Nos capitulos anteriores nos deparamos com problemas de carac-
terizacdo dos extremos de fungGes diferencidveis (na maioria das
vezes de classe C?) em subconjuntos de R». Neste caso, o instru-
mental fornecido pelo Célculo Diferencial é de extrema utilidade,

pois nos permite uma caracterizagio razoavelmente simples destes
pontos.

Neste capitulo procuraremos estender a teoria ji estudada nas
seguintes dire¢Ges: incorporar as restricies em forma de desigual-
dades; abandonar as hipdteses de diferenciabilidade; e analisar pro-
blemas de caracterizagdo de extremos (globais) para fungdes c6nca-
vas e, posteriormente, para uma classe mais geral de fungGes, quais
sejam, as fung¢des quase-cOncavas.

E interessante notar que, ao contrdrio do que ocorreu nos capi-
tulos anteriores, estaremos mais interessados em caracterizagGes glo-
bais, ao invés de locais, o que nio impede, entretanto, que fagcamos
um rdpido resumo dos principais resultados locais jd obtidos (ver
Segio I1X.2).

Como as fungGes concavas e quase-cdncavas tém papel fundamental
nos teoremas deste capitulo, realizamos, na Se¢io IX.1, um estudo
de suas principais propriedades. Diferentemente do que foi feito
anteriormente para fungdes cfncavas, a apresentagdo é geral, isto é,
ndo se supde a diferenciabilidade das mesmas. A Secio IX.3 contém
os principais resultados do capitulo.
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IX.1 — Fungbes Concavas e Quase-Concavas

No que se segue vamos nos restringir a2 mengdo das fungges
cébncavas e quase-cOncavas, Resultados anilogos — em geral envol-
vendo mudangas 6bvias nos enunciados e demonstragées — valem
para as fungGes convexas e quase-convexas, que nio serdo tratadas

explicitamente (deixamos a cargo do leitor interessado os enunciados
e as respectivas demonstragGes) .

Definigdo 1 — Seja X — R? um conjunto convexo. Dizse que
f: X - R é uma fungdo cbncava (convexa) se, dados x € X,
yEXede[0, 1), f(6x + (I — 8) y) = of(x) + (I — 0) f0)
(f6x + I — 6) 3 < 0f(x) + (I — 6) f()). Dirse que
f ¢ estritamente cOncava (estritamente convexa) se, dados x € X,
yEX, xwy, e0¢€(0,1), f(0x-+ (I — 6 y) > 6f(x) +
+ @ —06)10) (@Ex+ T —6)y) <6f(x) + (I —10)fO)).

J4 exploramos alguns aspectos geométricos da nogiao de concavi-

dade. Entretanto, existem ainda algumas rela¢Ses geométricas bas-
tante importantes.

Teorema 1 — Seja X — R*® um conjunto convexo e seja f: X = R:

a) se f é cbncava, entdo para todo a € R o conjunto N: =
= (x € X: f(x) =2 a)} é um subconjunto convexo de R?; e

b) para que f seja céncava é necessdrio e suficlente que o con-
junto E = {(x,a) E R x R: x € X, a €R e f(x) 2> a) seja um
subconjunto convexo de R#+! (nota: o conjunto E ¢é chamado de
Epigrafe de f).

Prova:

a) Sejam a € R, x€EN+teye N+ (se N+ = ¢, nido h4 o que
demonstrar) . Como f é c6ncava, f(o::,l + il 0) y) = 6f(x) +
+ (I —6) f(O) = a. Logo, x + (I — 6) yEN:.

b) Suponhase que f seja cbncava e sejam (x, a) € E, (3, B) € E
e 8 €[0, 1] (observese que E 5 ¢, pois G (f) = E). Entdo, f(8x +
+ (@ —6)y) 26f(x) + I —6) fO) = 6a+ (I —6) p- Logo,
6x + (I — 8) y 6a + (I — 6) B) € E.
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Por outro lado, suponha-se que E seja convexo. Dado x € X, o
ponto (x, f(x)) pertence a E, ou seja, o grafico de f estd contido
em E. Sejam agora x € X e y € X. Como E é convexo, o ponto

(0x + (1 — 6) v, 6f(x) + (1 — 6) f(y)) pertence a E, qualquer
que seja 6 € [0, 1]. Dai, concluimos que:

fex + (I —6) y) = 6f(x) + I —6) f0)

para todo x € X,y € X e 0 € {0, 1]. Logo, f é cdncava.
C. Q. D.

A parte “a” deste teorema significa o seguinte: dada uma super-
ficie de nivel a da fung¢io céncava f, o conjunto dos pontos para
os quais o valor de f é maior ou igual a a é convexo (isto estd
ilustrado na figura a seguir pela regiio hachurada).

e

=

1'
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Com relagio a este resultado, é importante lembrar que sua
recfproca nio é verdadeira. Por exemplo, a fungio f: R - R dada
por f(x) = x* n3o é cObncava e, no entanto, dado o € R, o conjunto
N} ¢ convexo, qualquer que seja a. Um outro exemplo ainda é
dado por f: }qf:_ — R definida por f(x, y) = x* y, que ndo é cén-
cava e, no entanto, N;" é convexo para todo a € R.

A parte “b" do teorema diz que o conjunto de todos os pontos

situados abaixo ou sobre o grifico de f é convexo (a figura a seguir

ilustra esta idéia para uma fun¢do c6ncava definida em R, com
valores em R).

Gx

Teorema 2 — Sejam X — Re, X convexo ndo-vazio, m € N €

f(x )ﬂ

11 fas --., fm fungBes concavas definidas em X com valores em R.
Dadosa, 2 0,0, 20, ..., a, = 0, a fungdo f: X — R definida por
f= (s fr+asfs 4+ ... + am fn) é cOncava.
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Prova:
Sejam x € X,y € X e 0 € [0, I1]. Entdo:

fFz+ (I —-0)yY=a,f z+{T=0)y+ ... +
+ am fm 0+ (2 —6) ¥) =6 (a f1(2) + ... +amjm(z)')+
+ -0l fi )+ ... +anSaW) =06f(@) + (I —0) f@¥)

C. Q. D.

Teorema 3 — Seja X — RP um conjunto convexo nio-vazio ¢
seja f: X — R. A fungdo f é cOncava se, e somente se, qualquer
que seja a combinagdo convexa de m elementos de X, }, x; 4 ...
+ A Xm, tivermos f(hy X3 4+ ... 4 An X)) = A f(x) + ... +
+ A f(xm) -

Prova:

Se a desigualdade acima vale para todo m 2> 1, entdo f(A x, 4+
4+ I — &) x)) ZAf(x1) + ( —1) f(xs) paratodorg [0, 1] e
para todo x; € X e x; € X. Portanto, f é cdncava.

Suponha-se agora que f é céncava. Entdo, E é um conjunto con-

vexo e, dados x, € X, ..., X, € X, 0os pontos (x;, f(x,))
-. (%m, f(xm)) pertencem a E. Segue-se entio que (A, x; - ... +
+ A Xmi A f(x)) + ... + Am f(xm)) € E, quaisquer que sejam
A =204,20 .., 20cmd, +r+ ... +A, =1 (Teo-
rema 12 do Capfitulo 1I). Segue-se daf que f (A, x; + ... + Aa x,) =
= A fx)) + ... + An f(xm)-

C. Q. D.
Teorema 4 — Seja X — R?, X £ ¢, um conjunto convexo aberto
e seja f: X — R uma fungiao cdéncava. Entio, f é continua,

Prova:

Seja x° € X e seja By [x° 0] uma bola fechada (norma do mixi-
mo) contida em X. Sejam x!, x%, ..., x*" pertencentes a B, [x°, 8]
com a seguinte propriedade:

EREAES.
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paratodoi = 1,2, ...,pej= 1,2, ..., 22. Chamemos de V ao
conjunto destes pontos, que sio os “vértices” da bola.

%2

ox°

© x?

Seja agora a = min {f (x%),i =1, 2, ..., 2?}. Entio, NI é um con-
junto convexo que contém V e, em conseqiiéncia, By [x%, 8] = N;",
uma vez que By [x%, 8] é o “fecho convexo” de V.1?

Tomemos agora a bola B [x°, 3] (Norma Euclideana) e um ponto
x € B (x°, d). Sejam x° 4 p e x° — p pontos sobre o segmento que

passa por x e x° situados a uma distdncia (euclideana) & de x°,
isto ¢, |u| = 8.

1 Demonstragio a cargo do leitor.

508



O ponto x pode ser escaito como uma combinagio convexa de
x°e x® 4 px = x4 tp=1t (x24p) 4 (I —t) x° sendo

[x —

t = 5

. Da mesma forma, x® = x — tj, ou seja:
xX0( 4+ t) =t(x2 —p + x

ou, ainda:

"°=—1—_'|_I—t"+ﬁ7("'—ll)
Sendo f uma fungio cdncava, temos:
f) 2@+ + (=0 fE) 2+ (-1 f) )
Esta wltima desigualdade obtém-se lembrando que:
%° - u € By [x° 8]
e que:
By [#°, 8] = Na
Da mesma maneira, temos:

f(x) + ta

iyt @

9 = F&) + g 16— >

T Ft + t
De (1) e (2), concluimos que:
tla@—fx9)) <f(® — @) & —tla— f(x9))

ou:;

Fe — 109 < E2 L ja — 10|

Dado ¢ > 0, se tomarmos & = ¢ teremos |f (x) —

s
la — f(x) [’
— f(x*)| < 8 para todo x € X com |x — x°| < ¥
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Goroldrio: Se X = R® é convexo e % wh ¢ esef: X — Réchn.
cava, entio f ¢ continua em b'd

As fungbes cdncavas ndo sio necessariamente continuas em todo
o dominio, como mostra o seguinte exemplo: seja f: R, — R defi-
nida por:

1,se x > 0
x) =
fx) {0,sex=0

f ¢ uma fungdo céncava, porém nio é continua em x — 0, que
¢ um ponto de fronteira do seu domfinio.

Teorema 5 — Seja X — R? convexo e sejam f,, f,, ..., fn fungdes
cobncavas definidas em X com valores em R. A fungio f: X -» R
dada por f(x) = min {f,(x), fa(x), ..., fm(x)} & cbncava.

Prova:
SeE={(x,a):x€X,a€Ref(x) Za)e E,= {(x,a): x€X,
a€Refi(x) Z2a),i=1,2,...,m entio E = hE.. Como E;

i
¢é convexo para cada i, seguese que E é convexo.

C. Q. D.

Os resultados anteriores, além de caracterizarem algumas das pro-
priedades importantes das fungGes cncavas, também mostram que,
num certo sentido, elas sio bem comportadas em relagio a certas
operagdes, como as combinagGes convexas nio-negativas e a defini¢do
da fun¢do minimo. Existe, entretanto, uma operagio (de grande
interesse na Teoria do Consumiidor, por exemplo) que nio preserva
a concavidade da fungdo, qual seja, a composigio de uma fungdo
céncava e uma fungdo mondtona crescente. Mais precisamente, seja
f: X > R (X = R convexo) uma fungio céncava e seja F: R - R
mondétona crescente. A fun¢do F,f: X —» R ni3o é, necessariamente,
céncava. Por exemplo, f: }Q’ — R dada por f(x,y) = 2 log x 4
+ log y é céncava e, no entanto, h: IE' — R dada por h(x,y) = x*¥y

nio é cOncava, apesar de que h = F,f, sendo I': R — R definida
por F(z) = e*
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O principal objetivo do pardgrafo anterior é alertar o leitor para
um problema que aparece na Teoria do Comportamento do Consu-
midor. Admite-se que, se as preferéncias do individuo podem ser
representadas por uma certa fungio utilidade U, entdo elas também
podem ser representadas pela fungdo F,U, onde F é monétona
crescente. O exemplo anterior serve para mostrar que a hipétese de
concavidade é muito restrita no contexto da teoria. Uma implicagao
disto é que no estudo dos problemas de otimizagdo deveremos consi-
derar explicitamente uma classe de fun¢Ges que é fechada em relagdo
A composi¢io com fun¢ées monétonas crescentes: a classe das fun-
¢oes quase-concavas.

Apesar destas observagdes, vale o seguinte resultado sobre compo-
sicio de fungbes cOncavas:

Teorema 6 — Sejam X < R? um conjunto convexo, f: X - R
uma fungdo céncava e F: R — R mondétona crescente e cOncava.
Entdo, F,f: X —- R ¢é cdncava.

Prova:

Sejam x € X,y € X e § € [0, I]. Entdo:

F,f(6x + (1 —6) y) =F((6z + (1 — 6) y)) 2 F (8f(z) +
+ (I —06) f(y)) Z6F(f(z)) + (1 — 6) F(f(y))
C. Q. D.

Teorema 7 — Seja f: R? - R uma fung¢do homogénea do grau 1.
Entao, f é cOncava se, e somente se:

fx+9 2f& + 10 (3)
para todo x € R* e y € R>.

Prova:

Se f é concava:

I I 1 1

Tic+n = {7+ 59) 2510 + 510
para todo x € R? e y € R®.
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Por outro lado, suponha-se que f satisfaz (8) e sejam (x, a) € E
e (y, B) € E. Entio:

fx+9) 21 +f0) >a+ B

fAx) =Af(x) Z2Aa

para todo A > 0. Assim, (x +y,a + B) €EEe A x, L a) €E, 0

que, por sua vez, significa que E é um conjunto convexo e, portanto,
f é cdncava.

C. Q. D.

Trataremos agora das fungdes quase-cdncavas e de algumas pro-
priedades importantes desta classe.

Defini¢do 2 — Seja X — R? um conjunto convexo e f: X — R.
Diz-se que f é quase-céncava se, paratodo x € X,ye€ X e @ ¢ [0, 1],
f(6x + (2 — 8) y) = min {f(x), f(y) }. Dizse que f é estritamente
quase-c6ncava se, para todo x € X, y € X, x oo y, e 0 € (0, 1),
f6x + (@ — 6) ) > min {f(x), {()).2

Geometricamente, esta defini¢io significa que, dados dois pontos
pertencentes ao dominio da fungdo quase-cdncava f, o seu valor ao

longo do segmento que une estes pontos n3o ¢é inferior ao menor
dos valores de f nestes dois pontos:

y f

ox +(1-0)y (x] tex+(1-0)y)  1(y) R

2 Pode-se definir fun¢Ses quase-convexas como sendo aquelas em que —f
é quase-cdncava. Tal como anteriormente, vamos nos restringir as fungdes

quase-cdncavas, deixando ao leitor a tarefa de enunciar ¢ dcmonstrar os resultados
para as quase-convexas.

512



Exemplos:

1 — f: R - R definida por f(x) = x é quase-cdncava, pois a
média geométrica de dois nimeros é sempre n3o inferior ao menor
deles.

2 — Toda fungdo céncava é quase-concava. Se f: X —» R é con-
cava (X = R? convexo) esex € X,yec X e 6 €[0, I]:

f6x + (I —6) 3) Z 6f(x) + (I —06) fO) = min {f(x),f0))
3 — A fungdo f: R — R dada por f(x) — x* é quase-cOncava,

porém nio é cbncava, isto é a reciproca da afirmativa feita no
exemplo anterior ndo é verdadeira.

4 — Mais geralmente, seja f: R — R mondtona. Entio, f é quase-
concava. Suponha-se que f é monétona nio decrescente e sejam
x€R,yER, x> 1y,e 6€ [0, I]. Entdo:

xZ260x+ (1 —6)y2y

e, portanto:

fx + (1 —6) y) 2 @) = mn {f(x), f0))}

Uma das propriedades mais importantes das fungGes quase-cdnca-
vas é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 8 — Seja X = Rr convexo e f: X - R. Uma condigio
necessiria e suficiente para que f seja quase-concava é que o con-
junto N: = {x € X: f(x) = a} seja convexo para todo a € R.

Prova:

Suponha-se que f seja quase-céncava. Sejam a € R, x € N,
y € N} (se N} = 4, nada h4 para ser demonstrado) e 6 € [0, 1].

Entao:

f(6x+ (I —6) y) Zmin{f(x),f0)} 2 a

Logo, 6x + (1 — 6) y € N4 -
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Por outro lado, seja N;" convexo para todo a € R. Se x € X,
y€X efl) > f0), temos:

a) me é convexo; e
b) x¢ Nl.tv)-
Portanto, para todo § € [0, I], f(6x + (I — 6) y) =2 f()-
C. Q. D.

Teorema 9 — Sejam X — R? convexo, f: X — R quase-cdncava
e F: R -5 R monétona nio decrescente. Neste caso, a fungio
Ff: X - R ¢ quase-cdncava.

Prova:
Sejam x € X, y € X e 8 ¢ [0, I] e suponha-se que f(x) = f(y).
Entao:
Ffz+(1—0y)=F[foz+ I —6) )] = F[f@¥)] =

= min {F.f (), F.F(y))
C. Q. D.

Para finalizar a se¢do, demonstraremos um teorema que estabelece
condigGes suficientes para que uma fungio quase-cdncava seja con-
cava.

Teorema 10 — Seja K = R? um cone convexo e f: K — R tal
que f(x) > 0 para todo x € K — {0); f é homogénea do grau I
e f(0) 2 0. Entdo, f é cdncava se, e somente se, f & quase-cOncava.

Prova:

Devemos apenas demonstrar que, sob as hipéteses acima, f quase-
cdncava é suficiente para que ela seja cdncava, isto &, para todo
x€EK,yeKedgelo1I]

f6x + (I —0)y) =2 6f(x) + U —0) ()

Se x = y, nada h4 para demonstrar. Suponha-se, entio, que x Y,
que x 3£ 0, que, se y = 0, f(y) > 0 e, finalmente, que f(x) = f(¥)-
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Portanto, como f(y) > 0, ;g)) = 1. Seja a € (0, 1] tal que

af(x) = f(y). Como f é homogénea, f(a x) = af(x) = f() &
como f é quase-cdncava, para todo f € [0, 1]:

@)+ (U -Byl2flaz)=f@)=Ftad+(-HIW=
=28/ +U-BIW )

Seja 6 = T— ﬂﬂ: o Entdo, temos o seguinte:

a) 6§ < 1.

b) 6 > 0, pois (! —a) < I e, em conseqfiéncia, I — f +
+Ba>o0.

€) @6 assume todos os valores no intervalo [0, 1]. Para verificar
isto, observe-se que a é fixo para cada x € K e y € K. Consideremos,
__Pe
T—f+pa
g ¢ uma fungdo continua definida num intervalo, g(0) = 0, g(I) = 1
e, portanto, g [0, 1] = [0, 1] (Teorema do Valor Intermedidrio).

entdo, a fungdo g: [0, I1 - R definida por g(f) =

d) Como f é homogénea do grau I:

1 1 —
j(————(ﬁa) e ey Ul y)—
=_—4fzdhﬂz+u—mﬂ

De (4) obtém-se, finalmente, que:
féx + (2 —6) y) = 6f(x) + (I —6) f0)

paratodo x €K,y c K e 6 € [0, 1].

Devemos agora consideraro casoem que x & 0,y =0 e f(y) = 0,
onde temos que, para todo § € (0, I]:

fx+ (I —6)y) =f(6x) =6f(x) =6f(x) + (I — 6) f()
Se 8 =0,f(6x + (I —8)y) =f0) =6f(x) + (I —6) ().
C. Q. D.»

8 Para esta demonstragfio e generalizagdes deste resultado, ver Newman
(1969) .
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IX.2 — Programacio Classica: Revisdao

Como os resultados desta se¢io ja4 foram, em sua maior parte,
discutidos nos capitulos anteriores (especialmente no Capitulo VI),
faremos, portanto, apenas um breve sumdrio dos resultados, concen-
trando-nos no problema sob o ponto de vista de maximizagio de

uma fungdo sujeita a um conjunto de restri¢Ges definidas por igual-
dades.

Suponhamos, entido, que desejamos resolver o seguinte problema:
dado f: D - R, D aberto em R? e f € C%, k > 2, e dada a fungio
g D > R9, g < p, g € C* desejamos encontrar x* = (z:, z:,
. :r;) € R’ tal que x®* maximiza f(x), x € D, sujeito a:

gi(x) = ¢
8 (x) = ¢4
.;S'a (x) = cg

onde ¢ = (¢4, €y, ..., ¢;) € R? é um vetor (dado) de constantes.

Admitindo que a matriz jacobiana de g tem posto g, as condigdes
de primeira ordem (¢ p o) devem ser satisfeitas, isto é:

AL vy O B By oy =
.F.(z,k)—-éz—'(x‘) x;-a(ﬂ)lq d:c,- (Z*)—O

i=12 ...,9p

2;:; x*% N =¢ —g (x*) =0

i=1,2 ...,¢

sendo L: D x R? — R definida por L(x, ) = f(x) + Ac(c: —
— &) — .. — Ko — 8 (%))

Uma condigio suficiente de segunda ordem para que x*® seja real-
mente uma solugio local para o problema é que os p — g menores
principais sucessivos da matriz hessiana bordada de f com a restrigdo

g(x) = c sejam de sinais alternados, sendo o sinal do primeiro
(_1) a1,
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Exemplo:

5 — Seja f: D > R, D = { (x5, x5) € R%: x, > 0}, definida por
f(xs, %) = 2 \/x; + x; e seja g: D — R definida por g (x,, x,) =

1 = .
=5 x; 4+ x;. Procuremos, entio, resolver o seguinte problema:

maximizar f(x,, x,) = 2 vV, 4 %, com —;-. X, + x4 = 2.
A fungio lagrangeana do problema é:
L(x;, x5 ) = 2 Vxx+?‘l+l(2——;—'7‘1—xn)

As condigdes de primeira ordem sao:

— = ——A=0
dx; vz
aL
= 1 — =
Fr A=0
oL 1
N
A solugdo deste sistema é x; = 9, x, = —1 e A = 1. Portanto,
o 1nico ponto critico de f com a restri¢gio acima é x®* = (9, —I),

sendo o valor correspondente de A — I. A matriz hessiana bordada é:

-

0 13 1
B@=| 18 —1/2z o
1 0 0.
Portanto, x* — (9, —I) ¢é realmente um miximo local da fungao,
1
uma vez que det }q(x) = IO > 0.

. Geometricamente, a solugdo do problema é dada pelo ponto onde
a curva de nivel 5 de f é tangente & reta 1/3 %, 4+ x4, = 2.

Para encerrar esta pequena revisio, relembramos o significado
do multiplicador A, que pode ser interpretado como o acréscimo 2
fungdo objetivo (no caso, a fungdo f) por unidade de variagio na

517



le

v

constante que determina a posi¢do da restrigdo g. Convém enfatizar
que esta interpretagdo tem cardter apenas local.

IX.8 — Programacio Codncava*

Estudaremos agora um problema que generaliza o Problema da
Programagdo Cldssica em virios sentidos. A sua estrutura bésica ¢
a seguinte: dadas uma fungio cdncava f: X - R, X = R» convexo,
e um conjunto convexo C, deseja-se encontrar o miximo de f/C,
isto ¢, procuraremos escolher um elemento x® € C tal que f(x*®) 2>
2 f(x) para todo x € C.

4 Esta secio estd baseada em Takayama (1974, Cap. 1).
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As seguintes observagGes auxiliardo o leitor a colocar numa pers-
pectiva exata os Problemas de Programagio Cldssica e de Programa-
¢io Cdncava:

a) o fato de admitirmos que C seja um conjunto convexo nos
permite incorporar restri¢Ges em forma de desigualdade, o que ndo
foi feito quando estudamos o método do Multiplicador de Lagrange;

b) pela prépria maneira que o problema foi formulado acima,
percebe-se que o interesse principal encontra-se na busca de maximos
globais;

¢) a hipétese de diferenciabilidade ndo é necessiria (na verdade,
nio se supGe sequer a existéncia de derivadas parciais); e

d) a hipétese de que o numero de restri¢es é menor do que o
de varidveis também deixa de ser importante no presente contexto.

Uma primeira visdao grifica é apresentada a seguir, onde o con-
junto C é a 4rea hachurada e L,, L,, L,, L; sdo curvas de nivel
de f. O ponto x® é o mdximo de f/C se se supde que as curvas
de nfvel de f crescem na direcdo da seta.
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Este, obviamente, é apenas um dentre os possiveis tipos de pro-

blemas que se apresentam. No que se segue procuraremos caracterizar
analiticamente a solugdo dos mesmos.

Iniciamos com a generalizagio de um teorema de mdximo para
fun¢Ges concavas (ndo necessariamente diferencidveis) .

Teorema 11 — Seja f: X - R, X = R? convexo, cOncava. Se
x®* € X é um méximo local de f, entdo ;4' ¢ um miximo global.

Prova:

Existe § > 0 tal que, para todo x € X com |x — x*| < 3§, temos
f(x) < f(x*).Sejaz€ X,z 9 x® e seja § €R, 6 € (0,1) tal que
6 |z — x*| < . Pela concavidade de f:

foz+ (I —6) x*) = 0f(x) + (I — 6) f(x*)
ou seja:
f@—x*) 4+ x%) — f(x*) 2 0(@) — f(x*))

Como |(6 (z — x*) + x*) — x*| < &, segue-se que:
02 f0O@E—x%) 4+ x*) — f(x*) = 6( (@) — f&*))
isto &, f(x*) = f(2).
C. Q. D.

Coroldrio — Nas condi¢des do teorema, se f é estritamente con-
cava, x* ¢é 1iinico.

Prova:

Se Z € X, T x*, ¢é um miximo global de f, entdo f(Z) = f(x*)
e, para todo 6 € (0, I), f(6x + (I — @) x*) > 6f(@) +

+ (I — 0) f(x*) = f(x*). Isto contradiz o fato de que x® é um
miximo global de f.

C. Q. D.

Nosso principal objetivo a partir de agora é demonstrar os Teo-
remas de Kuhn-Tucker, Uzawa e Kuhn-Tucker, Uzawa, Slater, os
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quais sio os resultados mais importantes desta segdo. Para tanto,
demonstraremos um teorema inicial que desempenha papel de desta-
que no que se segue.

Teorema 12 — Seja X — R? um conjunto convexo, X w& ¢, €
sejam f,, fs, ..., fi fun¢es cOncavas definidas em X com valores
em R. Se, para todo x € X, tivermos f, (x) < 0 para algum i € {I,
2, ..., k), entdo existem k nimeros reais p, 20, ps =0, ..., pp =2 0

comp, +py 4 ... 4+ pp > Otaisque p, f,(x) +pPsfa(x) + ... +
+ P fi(x) < 0 para todo x € X.

Prova:
Para cada x ¢ X, seja:

Z, = {(zh Ze, ..., 2) € R 2; <f:(x),i=128, ..., k}

O conjunto Z, estd representado na figura a seguir pela 4rea
hachurada.

(f(x), fo(x1)

Observe-se que: a) Z, £ ¢, pois, por exemplo, (@, a, ..., a) € R*
tal que a = 2 min (f, (x), fs(x), ---, fu(x)} < O pertence a Z, e,
caso a = 0, entio (—I1, —1, —1, ..., —1) € R* pertence a Z,;
eb) 0 ¢ Z,, pois fu(x) < 0 para algum i € {1, 2, ..., R).

521



Definamos agora o conjunto:

Z=la\E/sz={l=(zh 2g ..., zk)e Rk:g ZEX, z; <
<fil@), i=1, £..., k}

DadoszE€Z ez €2, existem x €X e x' € X tais que < f;(x) e
ol < fi(x),i=12, ..., k. Portanto:

bz, + (1 —0) z; < 8f;@) + (I — ) f. (&) < f:e (62 + I — O)T)

para todo § € [0, I]. Assim, Z é um conjunto convexo que satisfaz
zZ N~ I.Ef, = ¢. Existe, portanto (Teorema 7 do Capitulo VIII),
peR_"_‘,p 7 0, tal que < p, z > < 0 para todo z € Z.

Sejam agora x €¢ X e g, = (I/n, I/n, ..., I/n) € R*. Entio,
fi(x) —I/n < fi(x), i =12, ..., k, isto é:

}@) —en= (i@ —1In, fs() = 1n, ..., fu(z) - IIn) € Z
para todo n- € N. Logo:
<DPf(x) —ea> K0

ou seja:

<P‘f(x) ><<P15n>
para todo n € N. Portanto, < p, f(x) > < 0.

C. Q. D.

Para simplificarmos os enunciados e demonstragdes que se seguem
adotaremos as seguintes notagdo e terminologia:

a) Defini¢do: seja X um conjunto convexo nio-vazio e sejam
81, v --., B funcdes definidas em X com valores em R. Dizge
que g: X - R* g(x) = (g, (x), Ga(x), ..., G (x)), & cOncava

(quase-cdncava) se, para todoi =1, 2, ..., k, g é cOncava (quase-
cbncava) .
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b) Desigualdades vetoriais: sejam x ¢ R» e y ¢ R». Diz-se que:

xZ2ysexg 2y i=12 ...,k x> ysex >y para todo
i=1,2, ..., k e seexiste j € {1, 2, ..., k} tal que x;, > 9y
x> >ysex; >y, i=12, ..., kex=9ysexy=9,1i=1,
2, ...,k

¢ Dada a fungdo g: X — R* (em geral, g serd céncava ou
quase-cdncava nos teoremas que se seguem), definese o conjunto
N, = {x € X: g(x) = 0).

Teorema 13 (Kuhn-Tucker, Uzawa) — Sejam X <= R* convexo,
f: X > R cbébncava e g: X — R* céncava. Suponha-se que x* ¢ um
méximo de f/N,. Entdo, existem um nimero real o, > 6 € um
vetor 1 € R® coma, + T, + ... + & > 0 tais que:

@fx) +<LgE) ><ar(x)

para todo x € X. Além disto, < 1 g(x® > =0.

Prova:

Considere-se o sistema:

gx) =0
f(x) —f(x*) >0
Como x® é um m#ximo de f/N,, ele nio tem solugdo. Além disto:
gx) > >0

f(x) — f(=x*) >0

também ndo possui solugﬁo em X, isto é, dado x € X, ou g (x) < 0
para algum { € {1, 2, ..., k) ou /(x) — f(x*) £ 0.Como feg
sdo cdncavas, existem q, > 0 el€ R+ com a, 4+ % +...+8K>0
(teorema anterior) tais que:

o (f(x) —f(x") + <Xgkx >0 ®)
para todo x € X.
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Tomando x = x* em (5), vem que < A, g(x*) > < 0. Como
g(x*) > 0 e €RY, seguese que < X, g(x*) > = 0. Portanto,
<X g(x* > =o0.

C. Q. D.

No teorema acima, tudo que se pode garantir é que q, = 0 e
que pelo menos um dos nimeros a,, A;, As, ..., hx & estritamente
positivo. Se, no entanto, fosse possivel garantir que o, > 0, a expres-
30 a0 f(X) + < M g(x) > < a, f(x*) poderia ser reescrita da

seguinte forma: f(x) 4+ < A g(x) > < f(x*), onde XA = %I

O lado esquerdo da expressio j4 é conhecido, pois é simplesmente
o valor da fungio lagrangeana do Capftulo VI no ponto (x, }).
Esta maneira de apresentar o teorema é, sem divida, mais Wtil nas
aplicagGes. Entretanto, as hipéteses do Teorema de Kuhn-Tucker,
Uzawa nido sio suficientes para garantir que a, > 0. Para verificar-
mos isto, considere-se o seguinte exemplo — ver Takayama (1974,
p. 70) —, devido a Slater:

6 — Seja f: R —» R definida por f(x) — x e g: R — R definida

por g(x) = —x*. O ponto x* = 0 é o miximo de f restrita ao
conjunto dos pontos x € R que satisfazem g (x) = 0. Além disto,

? f(x)=x
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f e g sio cBncavas, como requer o teorema. Portanto, existem
a, 3= 0 e X = 0 tais que:

@& f(x) +Xg(x) < a f(x°)

para todo x € R, isto é, @, x — & x* < 0 para todo x € R. Clara-
mente, isto nio pode ocorrer, a menos que q, — 0, pois, se a; > 0,
necessariamente 1 > 0 (f = 0 significa @, x < 0 para todo x € R,
o que é um absurdo) e, portanto, x(a, — & x) < 0 se x < 0

oux?Oex?%—cx(a,—Ix) >Ose0<x<-%-,

'Conclui-se, portanto, que a; x — T xs < 0 para todo x € R se,
e somente se, a, — 0.

) tox-Ax®

v

«Q

O que procuraremos fazer agora é identificar uraa hipétese sufi-
ciente para garantir que @, > 0, conhecida como condigdo de Slater
e que diz que, para que a, > 0, é suficiente que g(ista T € X
tal que g(Z) > 0. Notese que isto ndo se verifica no exemplo
anterior.

525



Antes, porém, introduziremos a nogdo de ponto de sela da fungio

lagrangeana. O enfoque do problema de otimizagdo sob este aspecto
¢ de grande utilidade prdtica.

Definigdo 3 — Seja L: X x A - R, X = R*, A = R Dizse que
(x;X) € Xx A éum ponto de sela de L se L(x,%) < L(x, %) <
< L(x, ) para todo (x, ) € X x A.

Em ouuas palavras um ponto de sela de L é um ponto onde

L (x,2) atinge um thiximo absoluto com relagio a x e L (x, 1) um
minimo absoluto em .

Exemplo:

7 — Seja f: R* » R definida por f(x, j) = x* — y*. A fungio
f(x, 0) tem minimo absoluto no ponto x — 0. Da mesma forma,
f(0, y) tem miximo absoluto no ponto x = 0. Portanto:

10,9 €70, 0) < f(x, 0)

para todo (x, ) € R (0, 0) é um ponto de sela de f.

Teorema 14 (Kuhn-Tucker, Uzawa, Slater) — Sejam X = R¢?
convexo, f: X — R concava e g: X —» R* cébncava. Suponha-se que
existe 7 € X tal que g () > > 0 (condigao de Slater). Entio,
se x®* é um miximo de f/N,, existe X € R% tal que a fungio lagran-
geana L: X x R > R definida por L (x,1) = f(x) 4+ < & g(x) >

tem um ponto dc sela em (x®, i) € X x R%, isto ¢, para todo
x € X e para todolERi:

Lx,2) < L(*%17 < L(x*% 2
Prova:

Pelo Teorema 13, existem a, => 0 ¢ X € R* com a, +T., + %5+
4+ ...+ k> 0taisqueaf(x) + < K g(x) > < alf(x*) para
todo x € X. Se ¢ = 0, tomando % € X, temos < A, g (T) > <o
o que € uma contradigio, pois g(T) > > 0 e &, > 0 para algum

i—=1,2, ...,k Portanto, ay > 0 e podemos entio definir 1.‘ -:‘—..
i=12 ...,k
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Falta apenas mostrar que (x®, X) é um ponto de sela de L(x, 3).
L(x, %) < L(x* ) para todo x ¢ X segue-se imediatamente do
teorema anterior.

Por outro lado, observe-se que, para todo A € R:,, L(x* ) =
=f(*) + <Lg(x*) > =4 + <Lgk? >=1x",
uma vez que g(x®) = 0e < A g(x*) > =0.

A condi¢do chave para garantir que a, s« 0 é a condigdo de
Slater. Geometricamente, ela significa que existe pelo menos um
ponto que satisfaz todas as restrigies, simultaneamente, na forma

de desigualdade,

I\\

E importante observar que, se x® é um miximo de f/N,, entda
L (x®, 1) é um ponto de sela da fungdo lagrangeana. Entretanto,
o raciocfnio usualmente feito a nivel introdutério para explicar a
légica do multiplicador de Lagrange, em que se argumenta que

“\“\\\\\\\m
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L(x, 1) atinge um mdiximo, é perfeitamente correto, uma vez que
isto é exatamente o que acontece na defini¢do de ponto de sela.

Um outro resultado importante na teoria da programagio céncava
¢ a reciproca do Teorema 14, a qual, na verdade, vale sob hipdteses
muito mais gerais do que as daquele teorema e &, em esséncia, um
resultado mais elementar,

Teorema 15 — Sejam X = R? f: X —» R e g: X — R¥. Suponha-se

-~

que (x* 1) € X x R} é um ponto de sela da fungio lagrangeana L.
Entido:

a) x* é um miximo de f/N,; e
) <hgl* >=0.
Prova:

Temos que:

Lx, ) < L(x*, N < L(x*% M)

para todo (x, A) € X x R%. Portanto:
<hg" >< < b glx®) > (6)
para todo A € R'_‘,_.
Se A € RX, pre R:_ para todo § > 0. Entdo, dado A € R%:

<hgx*) > <BLEE® >=p<Ag(x* >

o que significa que, para todo f§ > 0:

-%<1gW)><<LgW)>

ou seja, < A, g(x*) > > 0 para todo A € R%.
Tomando-se sucessivamente os vetores da base canfnica de RE,
obtém-se que g, (x*) = 0,i =1, 2, ..,, k, e, portanto, x* € N,.
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Tomando-se A = 0 em (6), obtém-se < A g(x*) > < 0 e, por-
tanto, < e g (x*®*) > = 0 (pois, pelo resultado do parégrafo anterior,
<Lg(*) ><0).

Por fim, de L (x, A) L (x*, 1) para todo x € X segue-se que:
F) + <hg@) > + <hgh®) >=f"

Portanto, f(x®) — f(x) = < A g(x) > para todo x € X. Se
X ENg, entio g(x) =2 0e L A g(x) > = 0, donde se segue que
f(x®*) = f(x) para todo x € N,.

C. Q. D.

Uma aplicagdo interessante dos resultados acima é a demonstragio
da relagio que existe entre equilibrio competitivo e eficiéncia no
sentido de Pareto. Os teoremas que demonstram estas implicagGes
podem ser obtidos quase imediatamente a partir da caracterizagio
do ponto de sela. £ também possivel provar a existéncia do equili-
brio competitivo com o instrumental do Teorema de Kuhn-Tucker,
Uzawa, Slater. Nio apresentaremos estes resultados aqui, uma vez
que eles requerem um desenvolvimento longo para estabelecer pre-
cisamente as defini¢Ges e as hipéteses, mas o leitor interessado pode
consultar Takayama (1974, pp. 285-91).

Vejamos agora versdes mais especificas do teorema de programagio
cdncava. A versdo que se segue, onde se supée que f e g sio dife-
rencidveis, ¢ de extrema importincia em aplica¢Ges econémicas, como
veremos posteriormente.

Teorema 16 — Sejam X <= R* aberto, f: X - R e g: X » RE
diferencidveis em X. Entio:

a) Se (x*, i) € X x R% ¢ um ponto de sela da fungio lagran-
geana, valem as seguintes condigdes:

grad, L(x* %) = 0 (7

g(x*) = 0e <X g(x*) > =20 ®@)
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onde:

r ]
gred, L{z* A) = (iL- (z*, )\), .. L (x*, )\))
621 :c,
b) Se X é convexo, f e g sio cOncavas, e se (x*, i) € X x R:_
satisfazem (7) e (8), entdo (x® 1) é um ponto de sela de L.

Prova:

a) Da definicgdo de ponto de sela, sabemos que L (x, i) <
< L(x* ), isto é x* é um mdximo de L (x, 1) . Portanto, pelo
teorema do méximo interior, grad L (x*, 1) = 0. Do Teorema 15,

obtém-se imediatamente que < % g(x*) > = 0. Por fim, de
L(x* 1) < L (x*, 1) seguese que < 1, g(x®) > = 0 para todo
AE Ri. Tomando-se sucessivamente os vetores da base candnica de
R, conclui-se que g(x®*) = 0.

b) Como grad, L (x*, A) = 0, x* ¢ um ponto critico da fungio
cdncava L (x, ) =f(x) + < i, g(x) >. Como L (x, ).) é cOncava,
x® ¢ um miximo, isto é, L (x, 1) < L (x* 1) para todo x € X.

Por outro lado:
L0 =f(=*) (%) + <hgl®) > =L%N
uma vez que g(x*) = 0e i = 0.
C. Q. D.

Teorema 17 — Sejam X <« R? convexo e aberto, f: X - R e
g: X — Rk fungbes cOncavas e diferencidveis. Suponha-se que existe
X € X tal que g@) > > 0 (Slater). Entdo, x* é um miximo de

fIN, se, e somente se, (7) e (8) (ver enunciado do Teorema 16) se
verificam,

Prova:

Se (7) e (8) se verificam, (x*, 5:) é um ponto de sela de L.
Logo (Teorema 15), x* é um mdiximo de f/N,.
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Por outro lado, se x* é um miximo de f/N,, pelo Teorema 14,

existe 1 € R tal que (x*, A) € X x R ¢ um ponto de sela dc L.
Portanto, (x*, A) satisfaz (7) e (8).
C. Q. D.

Um caso particular importante nas aplicagdes econdmicas é quando
sdo incluidas condigdes de ndo negatividade no conjunto de restri-
¢bes, o que ja estd incluido, formalmente, nos teoremas anteriores.
Entretanto, ¢ interessante tratid-lo explicitamente, em vista do sig-
nificado econémico que pode ser atribuido ao novo conjunto de
condigbes que caracteriza a solugdo do problema.

Sejam f: R - R e g: R* — R* fungdes cOncavas e diferencidveis
e suponha-se que existe ¥ € R» tal que g(Z) > > 0. Seja x* € R?
uma solugio para o problema: maximizar f (x) com g(x) =0, x = 0.

Neste caso, existe (A, i) € R% x R% tal que:

(x*. (. i) € R} x (R} x R%)

¢ um ponto de sela da fungio lagrangeana Z: R* x (RX x R}) -» R
definida por:

Lz, (0 ) = 1@+ < O, 1), @), 2) > = f@) + <\, 9@ >+ <\, >
Pelo Teorema 16, temos que:
grad, L(x*, A @) = 0;
€(x*). %% = 0; e
< i), €%, x%) > =0

Daf, obtém-se:

< p%hx*>=0¢€ x* =0

ou seja, ji x} = 0 para todo i € {1, 2, ..., P}

Em outras palavras, se x? > 0, iy = 0O ¢, se x* = 0, p; > 0.
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Além disto, note-se que:

L - . ) ~ 9
S G ) =l @+ <R gL (9> =0

i=12,...,p. Sexf > 0, a condigio acima reduz-se a:

@™ > =0

oL _oF .. ~ dg
L= e @+ <

Ly

e, se x* = 0, entdo:

a-fl *y af % Y ag L r—
a_r‘(z)_ a.‘E.- ("D)+<A; ar" (x)>+“l—0>

af
Z or

~ d
@) + <A 5 @) >
Portanto, se x*® resolve o problema proposto inicialmente, existe
f € R'_‘,_ tal que:

oL

- %0 <0,i=12 ...,k ©)
+ oL . N A
xiﬁ‘—(x,l)_o,z_l,Z,...,k (10)
x*>0,g(x*) 20e<hgkx® >=0 an

ondeL:R_’i_xRi—)RédadaporL(x,l) =f(x) + <Ag) >

Por outro lado, suponha-se que (x*, i) € R% x RX satisfaz (9),
(10) e (11). Defina-se p. € R% da seguinte maneira:

~ _of
—P"__

> Of
- A == (x*
%) + < b = %) >
Neste caso, grad, Z(x‘, (-)1, IJ.)) = 0, (g(x*), x*) =2 0e
< (LR, (g(x*), x*) > = 0. Portanto, (x*, (A, p)) é um ponto
de sela da funcio I. (Teorema 16), o que significa (Teorema 15)
que x* resolve o problema de maximizagio inicial.
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Resumindo, podemos afirmar que x® € R} é uma solugdo para o
problema: maximizar f(x) com g(x) = 0, x = 0, onde g satisfaz a
condigio de Slater se, e somente se, existe 4 € R%. tal que (9), (10) e
(11) sdo satisfeitas.

Em outras palavras, isto significa que nio é necessdrio introduzir
explicitamente os multiplicadores para as restri¢des de nio-negativi-
dade, desde que as modificagGes acima sejam feitas.

Vejamos uma aplicagdo deste conjunto de condi¢Ses para o exame
de um problema econémico [cf. Branddo e Schuh (1979) ]. Imagine-
mos que um individuo deseja dedicar-se a uma atividade agricola
para a qual conhe¢a a fungio de produgdo. Seja g: Ii:. — R tal
que a cada par (h, t) associa o valor q (h, t), onde h é a quantidade
de terra utilizada e ¢t a quantidade de trabalho. Estamos supondo,
apenas para simplificar, que q estd definida somente no interior de
R%. Maior generalxdade pode ser conseguida se definirmos g na
[rontelra de R%, o que, entretanto, nio alteraria, em esséncia, a
argumentagio e as conclusdes.

Admitiremos que este individuo ndo possui terra e que ela devers
ser alugada e paga como uma percentagem r da produgdo. Aién|
disto, a decisdo quanto ao uso de fatores é tomada conjuntament
pelo dono da terra e pelo parceiro (ou seja, o individuo que aluga
a terra segundo o sistema acima), de forma a maximizar uma média
ponderada das rendas de cada um deles, sendo os pesos uma medida
do poder de barganha de cada um na negociagio do contrato.

Também faremos a hipstese de que g é uma fungio cncava, dife-
rencidvel e homogénea do grau 1.

Matematicamente, o problema é formulado da seguinte maneira: &
maximizar A, v q(h, t) + A[(I — 1) q(h, &) — wt] com
(! —7) qh,t) —wt =20, h* — h 20,0 < r < I, onde
Ay > 0e), = 0 sdo os pesos a que nos referimos anteriormente, k
é a quantidade de terra alugada, ¢ é a quantidade de trabalho apli-
cado na terra alugada, h* > 0 é a disponibilidade total de terra e
w > 0 é o saldrio (suposto dado).

5 Pela definigio de g, sempre teremos A > O e t > 0.
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Como &, > 0 e A, 2= 0, a fun¢do a ser maximizada é uma combi-
nagdo linear ndo negativa de fungdes cncavas e pode-se também
verificar que a condig¢do de Slater é satisfeita.

Seja, entdo:

Lt h; Ngy M, o) =N 7 gh, ) + g [(1 — 1) gq(h, £) — wt] +
+2A [ —7) gh, ) —wll + 7, B* —Rh) +2As (1 — 1)

Portanto, para que o problema tenha soluqao é necessario e sufi-

ciente que existam k> 0,1t > 0, s =20, l‘ >0ed = 0 tais que (as
derivadas sio avaliadas neste ponto) :

gf —Der 4 (o R (I —1)]=2 __i‘=o (12)

L -
=B+ MR @ —f)]—%i——

—_ (L—I-X,) w =20 (13)

O = hi- WMk —R=0 9
L

r — %r =0 (15)

d—1 qh t) —wt =0 (16)

MIE—7) ght) —wi] =0 a7

h* —h>0 (18)

M — R >0 (19)

I—r>0 (20)

(I —1 =0 (1)

r208,=20%=0ce =0 "(22)

Observe-se, inicialmente, que r — 1 é impossivel, pois (16) nio

seria satisfeita (a menos, é claro, que w = 0). Portanto, de (20),
r< e de (21), As = 0.
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Por outro lado, é interessante analisar as implicagées de uma solu-
¢do com r > 0, pois este é o caso mais relevante empiricamente.
De (14), obtém-se, imediatamente, que A, = A, 4 A, €, de (12), que

%9 _ 1}

—~. Desta ultima equagio concluimos que, se h®* > h,

R T %,
09 __ . . - .
?ﬁ_ = 0, isto é, se a disponibilidade de terra for excessiva, seu

produto marginal, em equilfbrio, serd nulo. Admitindo, como ¢

usual, que -%%- > 0, garantimos que a solugio do problema sera

tal que h = h*, com i, > 0.

Da equagio A, = Ay + s podemos obter que 1, = A, (pois
L>0,o0 que significa simplesmente que, para poder “forcar”
r > 0, o dono da terra deverd ter um poder de barganha nao
inferior ao do parceiro.

— w. Em outras

Por fim, de (18) e 4, = A, + 2, temos g:’

palavras, é interesse tanto do proprietdrio da terra quanto do parceirc

que a mao-de-obra seja utilizada de maneira eficiente (observe-se
que isto ocorre mesmo que A; = A,)-

T E interessante ainda observar que, se r > 0, segue-se, da equagao
(16) e da hipétese de que a funcio de produgio é homogénea do

29 h .
- —. Isto, automaticamente, garante

rau I, que 0 < »r < ——

que —g%— > 0. Em outras palavras, independentemente de qualquer

hipétese técnica sobre o produto marginal da terra, este serd positivo
quando r o for, o que significa que a escassez da terra estd associada
com a possibilidade de cobrar um aluguel positivo da mesma.

Retornando ao argumento principal, é interessante caracterizar
esquematicamente as seqiiéncias légicas estabelecidas nos teoremas
anteriores. Para tanto, consideremos as seguintes condigGes:

A) x* é um miximo de f/N,;
B) (x*, .i) ¢ um ponto de sela de L(x, 1); e
C) (x* 1) satisfaz (7) e (8) do Teorema 6.
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Entdo, temos o seguinte:

a) A — B sob as hipéteses de concavidade e a condigio de Slater;

b) B —» A4 (ndo sdo necessdrias as hipéteses de concavidade nem
a condigdo de Slater) ;

¢) B — C sob a hipdtese de diferenciabilidade; e

d) C — B sob as hipdteses de diferenciabilidade e concavidade.

Para finalizar esta segdo, procuraremos estender os resultados ante-
viores para as fungGes quase-céncavas. Os resultados a seguir — apre-
sentados sem demonstragio — sio devidos a Arrow e Enthoven
(1961) ; ver também Takayama (1974, Cap. I).

Definicao 4 — Seja C, = N, ™~ R% um conjunto de restrigges.
A varidvel x; € R é uma varidvel relevante se existe X € C, tal que
x > 0.

Teorema 18 — Sejam f: R® — R quase-concava e diferencidvel e
g: R® > R* quase-cébncava e diferencidvel. Seja C, = Ny ™ Ri e
suponha-se que existe (x*, i) € R x R% tal que:

grad, L (x*®, -):) < 0; < x®, grad, L (x*, i) > =0

<lLgEx" >=0g(x% =0

Entdo, x* é um miximo de f/C, se uma das condi¢des a seguir
se verifica:

a) Lf.

- (x*) < 0 paraalgum i € (1,2, ..., p);
0%t

b) -2:— (x*) > 0 para alguma varidvel relevante;
g%

c) grad f(x®) =< 0 e f é duas vezes diferencidvel numa vizinhanga
de x*: e

d) f é cOncava.

536



Teorema 19 — Sejam f e g tais como no teorema anterior e su-
ponha-se que existe ¥ € RY. tal que g(z) > > 0 (Slater). Entdo,
se x* é um mdximo de f/C,, existe l € R+ tal que:

grad, L (x*, l) < 0; <€ x*, grad, L (x*, l) > =20
ShgEt) >=0 gx*) =0

desde que uma das condi¢des abaixo se verifique:

a) g é cbdncava; e

b) grad g;(x*) =< 0 para todo j € {I, 2, ..., k} tal que
g(x*) =o0.

Como aplicagio destes teoremas, examinemos o problema bdsico
da teoria do consumidor. Seja U: R* - R uma fun¢do de utilidade
diferencidvel tal que U /R € quase-cdncava e considere-se o proble-
ma: maximizar U (x), x € R", com < p, x >  m, x = 0, onde
p = (Py, Py, ..., P) > > 0 é o vetor de pregos dos bens
Xy, X3, ..., x, € m > 0 é a renda do consumidor. Note-se que, neste
problema, todas as varidveis sio relevantes. Admita-se, além disto,

que existe i € {1, 2, ..., n} tal que v (x) > 0 para todo x € R"}.

Temos, entio, que U é quase-cdncava, a fungdo g(x) = m —
— < p, x > é quase-concava (na verdade, ela é c6ncava) e a con-
di¢do de Slater é satisfeita. Para que o problema tenha solugio, ¢é
necessirio e suficiente que exista (x*, i) € RY x R, 1al que:

grad, L (x*, /) 0; < x*, grad, L(x*, l) > =
Am — < p,x*>) =0 e m— < px*> ?

onde L: R" x R, —» R é dada por L(x,}) = U(x) + (m —
- < P; x >)'
Reescrevendo as condigées acima, temos:
oU
0%

(%) — WP <0,i=12,..,n (23)

2 (L =) —p) =0 @4
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m— < p,x*> 20 (25)

Am — < p,x*>) =0 (26)

x> 0,320 @7
= .. oU

Observe-se agora que ), > 0, pois ~ (x*) > 0 para algum
'

it €{1,2 ..., n} — equagio (23) —, o que significa que m —
— < p, x* > = 0 — equagbes (25) e (26). Além disto, para todo

oy (x*) > 0.
!

%

i€{l,2,...,n) tal que x:-' > 0, necessariamente

Isto significa que, em equilibrio, o consumidor s6 consome bens
cuja utilidade marginal seja positiva se existir pelo menos um deles

U
para o qual sempre C >0
t
. * U - Y
Note-se agora que, para todo i tal que x; > 0, TR (x*) = AP,
‘
- =1/ - = .
e se x; = 0, v (x*) < AP. Geometricamente, estas duas
o*t
possibilidades estdo ilustradas a seguir.
L "
A * B~ %
Solucso inferios Soluc@o de fronteira ou de conto

538



No caso 4, x; > 0 e x4 > 0. Logo:

U

7
aU P,
52y &)
No caso B, x, — 0 e, portanto:
oU | o -
ax, (x.) ‘<‘ LP.
donde se obtém:
v , .
A
F173 = P,
Fr (=*)
se:
aU @) % 0
]

Uma hipdtese que ¢ suficiente para evitar a ocorréncia do caso B
é que as curvas de nivel da fun¢do U sejam assintdticas aos eixos
coordenados. Tratamentos elementares da teoria do consumidor for-
mulam, em geral, o problema de maximizagdo acima da seguinte
maneira: maximizar U (x) com m — < p, x > = 0.

Esta formulagdo ¢ equivalente A anterior se se admite que
U
o%¢

que as curvas de indiferenca sejam assintéticas aos eixos.

(x) > 0 para algum i € {1, 2, ..., n} e para todo x ¢ R} e
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Exercicios

1. Sejam X = R’ um conjunto convexo, A um conjunto de indi-
ces, fa: X = R fungdes cOncavas para todo A € A e suponha que o
conjunto F(x) = {fy (x): A € A} ¢ limitado inferiormente para
todo x € X. Mostre que a fun¢io f: X — R definida por f(x) =
= inf F(x) é cbncava (sugestio: suponha inicialmente que A é um
conjunto finito).

Pergunta-se ainda:

a) vale um resultado semelhante para as fun¢Ses quase-cénca-
vas?; e

b) vale um resultado semelhante para as fung¢Ses estritamente
cbncavas? (sugestio: sejam X = (0, 7) e f,- X — R definidas por

fa(x) = n > 2).

z
Vz

2. Sejam X =R um conjunto convexo e f: X — R. Mostre que f
¢é quase-cdncava se, e somente se, para quaisquer A, =2 0,2, >0, ...,

oM =20comp; 4+ A+ ... F A =1ex€ X, x,€X, ...,
e.., Xy € X — sendo n € N arbitrdrio -— tem-se:

JO Z Azt ...+ N 2) Zmin {F(z), ..., Haw)

3. Seja f: R? - R. Mostre que, se f é homogénea do grau 1, {
nio pode ser estritamente céncava.

4. Demonstre que By [x2, 8] é o fecho convexo de ¥V (Teorema 4).
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5. Considere o problema: maximizar f(x) — 1 — x* com g(x) =
=—x' — x4+ 220

Pede-se:

a) encontre a solugio deste problema (sugestio: faga uma fi-
gura) ;

b) encontre os ntmeros a, € %; do Teorema de Kuhn-Tucker,
Uzawa; e

c) por que ¢ possivel, neste caso, que &, = 0?

6. Considere agora o problema: maximizar f(x) = 1 — x* com
4 x—220.

Pede-se:

a) qual a solugio do problema?; e

b) se x*® é a solugdo encontrada acima, existem a € R, e A€ R,
com a 4+ A > 0 tais que, para todo x € R, a(! — x*) + A(x* +
+x—2) <al — (x0)%?

Por qué?

7. Resolva: maximizar f(x) — x com g(x) = I — x* > 0.

Encontre os nimeros a, e A, do Teorema de Kuhn-Tucker, Uzawa.

8. Seja f: X —» R codncava e tal que x® é o méximo de f em X.
Seja g: X — R* cdncava tal que x* € N,. Mostre que, neste caso, os
multiplicadores P VR % do Teorema de Kuhn-Tucker, Uzawa
podem ser nulos e a, > 0.

9. Sejam f: R » R dada por f(x) = x e gz R - R dada por
g(x) = — x* 4 2x — 1. Considere o problema: maximizar f(x) com
gx) =0

Verifique que a condigdo de Slater ndo é satisfeita e que ndo se
pode ter a; > 0 no Teorema de Kuhn-Tucker, Uzawa.

10. Seja a fungio U: R, x R — R definida por U (x, y) =
= log x 4+ y.

Resolva: maximizar U(x, y) com px + gy < m, x =0,y = 0,
sendo p, g e m constantes positivas (observagio: estabele¢a condigaes
para que se tenhay > 0 e y = 0 na solugdo e represente grafica-
mente as respectivas solugges) .
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Capitulo X
OTIMIZACAO DINAMICA

Os problemas de otimizagio que estudamos nos capftulos anterio-
res tém uma caracteristica comum do ponto de vista matemdtico: o
conjunto formado pelas restrigGes é um subconjunto do Espago Eu-
clideano R?. Neste sentido, o processo de otimizagdo constitui-se,
essencialmente, na escolha de um vetor de R? (isto é, um vetor
cujos componentes sdo niimeros reais) que satisfaga as referidas res-
trigGes.

Do ponto de vista da Teoria Econémica, este conjunto de métodos
é 1til na solugdo dos chamados problemas estdticos de otimizagio,
tais como a alocagdo de uma dada renda no consumo de diferentes
bens e servigos, a escolha de quantidades de fatores que minimizem
o custo de uma firma, etc.

Entretanto, existem problemas econ8micos que requerem para sua
solugdo métodos ndo considerados anteriormente. Por exemplo, a
questio de determinagio do consumo e da poupanga de um individuo
durarite seu ciclo de vida difere dos problemas anteriores, pois, ao
invés de procurarmos um vetor com componentes reais para sua
solugdo, desejamos encontrar uma fungio (ou, mais informalmente,
uma trajetéria) que a cada tempo ¢ associa o nivel de consumo dos
virios bens e a poupanga do individuo.

A diferenga bdsica estd no fato de que as solugSes sio agora fun-
¢oes, e nido vetores de R?, o que significa que o conjunto de restrigdes
é um subconjunto do espago de fungGes. Uma vez que as técnicas
anteriores ndo sdo apropriadas ao tratamento de tais questGes, neces-
sitamos desenvolver métodos mais sofisticados que envolvam elemen-
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tos de Andlise Funcional para que se possa compreendé-los adequa.
damente.

Como o material desenvolvido no texto é insuficiente para propi-
ciar uma andlise mais profunda do assunto deste capitulo, adotaremos
uma perspectiva diferente acerca do que vimos fazendo até aqui.
Ficaremos satisfeitos em introduzir o leitor no Problema de Controle
e na apresentagio da condigio necessdria (de primeira ordem) para
um 6timo, a chamada equagio de Euler. Em seguida, desenvolvere-
mos um problema econdmico ilustrativo da técnica. 1

Os principais ingredientes de um Problema de Controle sio os
seguintes: um conjunto de varidveis, chamadas Varidveis de Controle,
para as quais desejamos encontrar uma trajetéria 6tima durante um
certo intervalo de tempo; e um conjunto de Varidveis Estado, cujas
trajetérias sio dadas e descritas por Equagdes de Movimento. Além
destes elementos, o problema caracteriza-se pela otimizagio de um
certo objetivo, o qual, convém observar, nio é em geral uma fungio,
pois depende das trajetérias das varidveis do problema. Em vista
disto, ele é chamado o funcional objetivo.

Ao invés de fazermos uma descri¢gio abstrata do problema de

controle, procuraremos ilustrar por meio de uma aplicagdo econd-
mica a natureza da questio.

X.l — O Modelo Neoclassico de Crescimento
Otimo

Suponhamos que uma economia produz um inico produto Y uti-
lizando dois fatores — capital (K) e trabalho (L) —, de acordo
com a seguinte fun¢do de produgio: Y = F (K, L). Admite-se que F
tem as seguintes propriedades:

a) F é de classe C* no interior de R:_ (como estamos interessados
em examinar somente as solugdes com X > 0 e L > 0, nio nos
preocuparemos em definir F na fronteira de R%);

1 Qutras referéncias para posterior aprofundamento sdo: Intriligator (1971),
Takayama (1974), Arrow e Kurz (1970) e Cass e Shell (1976).
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b) F é homogénea do grau I em K e L;
¢) as produtividades marginais do capital e do trabalho sio posi-

. . F F
tivas, isto &, Fp == %1{— S>0eFre= %L- > 0 para todo (K, L) no ‘
interior de R%; e

d) para todo (X, L) no dominio de F, tem-se:

F F
%K_'EFKK<OC gL’EFLL<o

Este conjunto de hipdteses permite reescrever a fungio de produgio
da seguinte maneira: y = f (k), sendo y = I ¢ k wm T A fungdo
f tem as seguintes propriedades:

a) a produtividade marginal do capital é f (k) e a produtividade
marginal do trabalho ¢ f(k) — kf'(k); .

b) f"(k) < 0 para todo k € Ry — {0);% e

c) limf(k) = 0,lim f'(k) = « e lim f'(k) = 0.

k—o0 k—0 k=@

Geometricamente, o grifico da fungdo f pode ser caracterizado

como na figura a seguir.

v

2 As propriedades “a’’ e “b’ decorrem das propriedades de F.
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Passemos agora a descrever outras relagdes do modelo. O equi-
librio no mercado de produto requer que:

Y=C+1

sendo C o nivel de consumo e I o nivel de investimento. Admitamos
agora que a depreciagdio do estoque de capital é uma proporgio
constante do estoque, p, e que a parcela da renda liquida poupada
¢ uma constante s. Entdo, tem-se que:

I =K 4 pK
C=(—s (¥—pK
o dK - ’ -
sendo K = de © Cescimento de estoque de capital, ou seja, o
investimento liquido.
O crescimento da forga de trabalho ¢, por hipétese, dado pela

relagao:

Lty = L, ev

o que significa que a taxa de crescimento de L é constante e igual
an.

Algum trabalho algébrico com as equagSGes acima nos permite
escrever que:

b= sf(k)y — ak

; d
sendo & = = © A = sp + 7. Esta é a equag3o de movimento do

modelo sob a hipdtese de consumo feita acima, a qual se deve a
Solow, e o modelo que estamos examinando é conhecido como o
modelo de crescimento de Solow.

E ficil observar que a equagio de movimento k = sf(k) — Ak
tem uma propriedade interessante. Para que o estoque de capital
esteja em equilibrio, teremos k — 0, ou seja, sf (k) — Ak. Este

equilibrio pode ser interpretado economicamente como a igualdade
entre poupanga e investimento no modelo, pois sf (k) é o volume
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da renda per capita dedicado A poupanga e Ak é a necessidade de
“gastos’” para manter o estoque de capital.

Além disto, qualquer desvio deste equilibrio tem a caracterfstica
de fazer com que o sistema volte ao equilibrio de longo prazo.
Por exemplo, se num determinado instante tivermos sf(k) > A&,
tem-se o estoque de capital crescendo a uma taxa positiva, até que
as necessidades de reposi¢io fagam com que se restabelega a igual-
dade. Um raciocfnio semelhante aplicase ao caso sf(k) < Ak

A representagio geométrica deste equilibrio é feita nos diagramas
a seguir. Convém lembrar ao leitor que as hipéteses anteriores ga-

rantem — como pode ser demonstrado — que o equilibrio existe
e é tnico.
Ak
f(k)
sf(k)
|
I
k™ k
; |
|
|
l
|
C*:- |
I
i S k



O ponto k* é o equilibrio do estoque de capital. No diagrama
inferior representamos o nivel de equilibrio do consumo c®.

O modelo de Solow ¢é interessante e possui uma série de implica-
¢oes importantes. Entretanto, tendo em vista o nosso objetivo de
apresentar o modclo neocldssico de crescimento 6timo, deixamos
de explorar mais detalhadamente estes aspectos.

Ao invés de admitirmos que o consumo seja uma proporgio cons-
tante da renda liquida, adotaremos a seguinte hipdtese: existe uma
fung3o utilidade, U, que depende apenas do consumo per capita, c,
com as seguintes propriedades: U definida em R, ¢ de classe C?;
U > 0;,e U'(c) 0.

Neste contexto, a equagio bdsica de movimento é dada por
k = f(k) — Ak — ¢, sendo que agora A = p + 1.

O problema de crescimento 6timo pode entido ser formulado da
seguinte maneira:

7
Maximizar f e~ U(c(t))adt
[
com:

k(ty = f[R()] — M() — c(2)
k(©0) = k,

R(T) =%

sendo p uma taxa de desconto do futuro (em geral, p < I) e k, e 3
niveis dados do estoque de capital no inicio e no fim do perfodo.
Note-se também que T, o perfodo final, é especificado a priori.

Na formulagdo acima, ¢ (f) — o nivel de consumo per capita — é
a varidvel de controle, k() é a varidvel estado e a equagio de
movimento é k. O valor presente da utilidade do consumo é o fun-
cional a ser maximizado.

Em outras palavras, na formulagdo acima procura-se determinar
uma trajetéria de consumo per capita que maximize a utilidade
ao longo do periodo em consideragao, sujeita & condigao de factibi-
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lidade dada pela equagio de movimento e pelas condi¢es inicial
e final. 8

X.2 — A Equagio de Euler

Discutiremos agora a condi¢do necessdria para resolver (maximi
zar ou minimizar) um problema de controle tal como o que apre
sentamos abaixo:

b .
Maximizar (ou minimizar) J = j fle x(t), x(t)] dt
com as restrigdes:

x(@) = a
x() =B
Admitiremos que f é de classe C* e que x & % sio fung¢des conti-

nuas. ¥ Suponha-se que x () é uma trajetéria que resolve o problema
acima. A equagio de Euler requer que X (f) satisfaga:

2L owzm i) -+ [ L s m.i(r))] — 0
ox

onde () = &%

Escrita de maneira menos compacta, a equagio de Euler requer
qQue ao longo da trajetéria 6tima:

2 g
L 030,20 - 52 6 30, 50) -~ (,30,20) -
2 z0- ‘” « 50, xa»%' -

3 Existem virias aplica¢des interessantes da teoria de controle a problemas
econ0micos. Por exemplo, uma aplicagio macroecondmica interessantc quanto
20 problema da divida externa étima pode ser encontrada em Guedes (1980).

4 Na verdade, % n3o necessita ser continua, mas apenas continua por partes,
A hipétese de continuidade acima evita esta questio de continuidade por partes.
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Examinemos alguns casos particulares da equagido. Suponha-se,
inicialmente, que f nio dependa explicitamente de x. Neste caso,

temos a condigdo:

of
ox

que ¢ a mesma do problema de otimizagio estdtica. Isto pode ser
entendido se imaginarmos que a auséncia de x na fungdo objetivo
equivale a retirar a ligagdo entre os virios “tempos distintos”, trans-

formando o problema dindmico numa série de problemas estdticos.

Se f ndo depende explicitamente de x, a equagio de Euler é:

a [ af , - ~
W{?{(ﬂ,x(‘))}—o

Integrando esta equagdo diferencial, obtém-se:

= constlanle

Se f ndo depende explicitamente de t, entio temos, como apre-
lentado a seguir, a versio da equagio de Euler. Observe-se inicial-

mente que:

df _ o dz  of df

dt Bz dt | o: dl

Pela equagio de Euler, obtém:se:

e, portanto:

df d a_f d:l:
dr o dt \ 3% dt
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Integrando esta Gltima equagdo, vem:

FGEW, ) = ((s 0, 3 (:))) c8E L onstante
iz dt

Como ilustragdo, procuremos caracterizar a equagio de Euler
para o problema do crescimento dtimo discutido na se¢io anterior:

T
Maximizar f e—rt U(c(t))dt
[

com:

k(y = flk(®)] — (@) — c()
k(©) = k,

k(T) =%

Este problema pode ser reescrito da seguinte forma:

Maximizar f e=pt U(F(k()) — A(k(t)) — k(1))

com:

k (0) k,
KD = F

A equagdo de Euler impée que a seguinte relagdo deve ser satis
feita:

SO R
ak at |ag

sendo h (¢, k, k)

e—et U(f(k) — Ak — k).
Portanto, temos o seguinte:

h
—gTze—P'.U'. " — N
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___i P ) =PI _ —P YT (4 h — X\ b — L) —
= '—dt[e Ul=pU —e U (f kk—\k—k)

= pe—pt U: _ e—pt U' c‘
(]

dk

sendo &k = 2t

Finalmente, a equagio de Euler ¢:

¢l = — o FEO) — @ +9)]

Procuremos explorar o conteiido econémico desta condigdo. Se
chamarmos ¢ = U’(c), podemos identificar ¢ com o “valor” da
taxa de acumulagio de capital para a economia. Note-se que
k = f(k) — Ak — c e, portanto, dado k, se desejarmos aumentar a

taxa de acumulagio de capital num determinado instante, sacrifi-
camos o nivel de consumo por um montante equivalente. Neste
sentido, ¢ pode ser interpretado como o “valor” — ou o “prego-
sombra” — da acumulagdo de capital.

Observe-se agora que:
g =U"() . ¢

e, portanto:

9 _ U@ )
q U’ (c)

Desta maneira, a equagio de Euler nos di:

(k) +—g—=x+p

Esta expressio é mais simples de interpretar.

O lado esquerdo é o valor, para a sociedade, de manter uma
unidade de capital: o produto marginal do capital mais o ganho
de capital associado. O lado direito é o custo marginal de se reter
capital: A, que é um fator de depreciagio mais o crescimento da
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forga de trabalho, e p, que ¢ o custo dos juros (ou seja, do sacrificio
de consumo presente com vistas ao consumo futuro).

Portanto, podemos ver que a equagio de Euler, no contexto do
modelo, tem um significado econémico interessante, pois d4 uma
versio dinimica para uma igualdade bem conhecida nos modelos
estdticos.

Com esta ilustragdo simples do uso da equagio de Euler, encerra-
mos nossa breve introdugio aos métodos de otimizagdo dinimica.
Infelizmente, como j4 haviamos mencionado, o instrumental mate-
mitico desenvolvido nos primeiros capitulos do texto ndo nos permite
ir muito além do que fizemos acima.
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A dire¢d0o gue a teoria econémica vem
tomando nos ultimos tempos requer
dos profissionais do setor um tipo de
formagdo matemdtica mais safisticado. Este
trabalho objetiva apresentar, precisamente,
0 material basico de andélise matemética
ndo somente a esses profissionais, mas
também a estudanies de economia dos
niveis de pés-graduagao e graduagao nos
uitimos perfodos.

Na tentativa de tornar 0 assunto mais
atraente que oS usuais livros de anélise
matematica, os 16picos escolhidos sao
abordados de maneira objetiva, detendo-se
em dois aspectos fundamentais: os
resultados (teoremas) e a crescente
utifizagdo das técnicas de arqumentagac,
linguagem e terminologia desta ciéncra.
Além disso, um outro tema de extrema
refevancia - a andlise convexa - ¢ discutido,
no presente volume, com o grau de
detathamento na maioria dos casos nao
encontrada em outros textos de andlise
matemaética.

Mesmo sem ter a pretensao de
originalidade em maternatica, este livio do
Prof. Antonio Salazar Pess6a Brandédo & de
fundamental impontdncia para os
profissionais e estudantes de economia,
que nele encontrardo assuntos relevantes
tratados de maneira objetiva e atraente.



