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PREFACIO

A Programagio Linear é hoje o instrumento de Pesquisa Opera-
cional mais comumente empregado na resolugio pritica de proble-
mas decisérios objetivos e de certa complexidade. Isto se explica,
por um lado, pela versatilidade do instrumento e, por outro, pelo
nivel relativamente pouco sofisticado dos seus fundamentos mate-
mdticos. Estes fundamentos — Andlise e Resolugio de Sistemas de
Equagdes Lineares — sdo objeto de estudo no Capf{tulo I do texto. O
Capfitulo II estabelece o que é um problema de Programagio Linear
e como se resolve um tal problema. No Capfitulo III ¢ feita uma
coletinea de aplicagdes de Programacgdo Linear sob a forma de exer-
cicios propostos ao leitor. Estes cxercicios englobam situagdes per-
tinentes a operagdes agricolas e industriais, transportes, investimen-
tos, politica e planejamento econdmico, satide ptblica e outras. O
Capitulo III contém, ainda, aplicagGes de Programagio Linear em
situagdes nio-lineares e em andlise de riscos. Por fim, o Capitulo IV
destina-se, principalmente, embora n3o exclusivamente, aos estudan-
tes e profissionais de Economia. Dualidade, Andlise de Sensibilidade
e Planejamento Descentralizado s3o apresentados nesse capitulo.

Este livro reflete o contetido da disciplina ministrada pelo autor
nos Cursos de Mestrado em Economia e em Economia Rural do
Centro de Estudos e Pesquisas Econdmicas da Universidade Federal
do Rio Grande do Sul. Dado que Programacgdo Linear nio é matéria
-obrigatdria em muitos cursos de gracduagio em Economia no Pais, o
texto é desenvolvido a partir do pressuposto que o leitor nio tem
e«conhecimento anterior do assunto.



O autor agradece o apoio recebido do Instituto de Planejamento
Econdmico e Social (IPEA), da Secretaria de Planejamento da Pre-
sidéncia da Republica, que, através do Programa Nacional de Pes-
quisa Econémica (PNPE), foi decisivo na materializagao deste tra-
balho.

Agradece, ainda, sem resultar ¢m comprometimento, ao colega
Carlos Mielitz Netto, a um revisor anénimo indicado pelo IPEA
e as turmas de poés-graduagio do IEPE pelas criticas e sugestGes e,
a Solange Gongalves, Marilda Barbosa e Marcia Barbosa pela dedi-
cagdo e paciéncia no trabalho de datilografia.

Porto Alegre, maio de 1982

Fpcar Aucusto LANZER



Capitulo I

ALGEBRA E RESOLUCAO DE SISTEMAS
LINEARES

Neste capftulo serdo discutidos aqueles conceitos basicos de sis-
tema de equagdes lineares que fundamentam a resolugio de pro-
blemas de Programagio Linear.

I.1 — Notagio Algébrica e Elementos
de Algebra Linear

Um sistema linear de m equagées ¢ n incégnitas pode ser repre-
sentado por:

e Z+ Qe+ ... +0 =0,
Qg Ty + Qe Te+ ... + Qzq Tp, = be
Ump Ly = Qe IE-—"‘ G- F Uy L = bm

Nos casos empiricos, os coeficientes a; e os coeficientes b, sio nume-
ricamente conhecidos.

O que se entende por solugdo de um sistema? Uma solugdo é um
conjunto de nimeros {x¥, x}, ... x*} que, substituindo o conjunto
de incdgnitas {x;, x,, ..., x,} do sistema, é capaz de satisfazer todas
as equagdes do sistema. Em outras palavras: o conjunto {x¥, x%, ...,
x*} ¢ uma solugdo do sistema se, e somente se, por substituicdo de
{%4 X ..., x,}) em cada equagdo do sistema, gerar como resultado
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das operagdes indicadas no lado esquerdo das igualdades um valor
igual ao cxistente no lado direito das mesmas.

Certos sistemas lineares ndo tém solugido; outros apresentam ape-
nas uma solugiio, enquanto que outros ainda possuem muitas solu-
¢oes. O estudo das condigdes de existéncia ¢ unicidade de solugGes de
sistemas lineares, bem como o de outras questdes teéricas e praticas
envolvendo tais sistemas, é parte de uma drea da Matemdtica conhe-
dda por Algebra Linear. O objetivo desta se¢do é o de revisar alguns
aspectos bisicos de Algebra Linear e, paralelamente, estabelecer uma
convengiio notacional que ser4 seguida ao longo de todo o texto.

O conceito fundamental da Algebra Linear é o de vetor.

Um vetor de dimensdo n consiste em um conjunto ordenado de n
companentes que pertencem ao conjunto de ntmeros reais. !

Todos os vetores usados no texto serdo simbolizados por tipos em
negrito. Exemplo:

r, b, a; 2y
Te be (7] 225

x=|. ,b=|. (ya, =] . =1 . y efts .5 .
Ly bm Qg zn;’

Eventualmente um vetor poderd ser representado pelo seu elemento

tipico:
X = (_rJ) . h ==z (h,) , 4 = (ll,,) ' ZJ = (Z,'j) i ele ...

Sob o ponto de vista geométrico, um vetor é simplesmente um
ponto definido pelas suas coordenadas. Uma representagio grafica
atil na interpretagio de algumas operagdes vetoriais envolve o uso
de segmentos de reta orientados com origem no ponto de coordena-

1 Na verdade, cste conceito ¢ o de um “vetor-R’’. No conceito mais geral
do “vewor-§’ os clementos pertencem a um sistema algébrico S qualquer. Como
o objeto principal do 1exto ¢ desenvolvido upenas no sisteina de numeros reais,
todos o cunceitos e operagdes usados no texto serio limitados a este sistema.
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das (0, 0). Entretanto, deve ficar claro que o vetor é o ponto termi-
nal do segmento de reta e ndo o segmento propriamente dito (Figu-

ra 1.1). O ponto de coordenadas (0, 0) é chamado de vetor nulo e
simbolizado por g,

Figura 1.1
Representagdo Grdfica do Vetor x

b —— — — — —

>
~n
ay

A igualdade de dois vetores requer igualdade entre todos os ele-
mentos da mesma posi¢io nos dois vetores. Portanto, y = x se, e
somente se, y, = Xy para j = 1, 2, ..., n. Em decorréncia desta defi-
nig¢do, a igualdade entre dois vetores sé é possivel se ambos forem

da mesma dimensio.

A multiplicagdo de um vetor por uma constante ou escalar é defi-
nida como se segue: ao multiplicar um vetor a m-dimensional por
um escalar x obtém-se um vetor m-dimensional h cujos elementos

]



se relacionam aos de a através da expressio b; = a;x. Portanto, se
b = ax. entio (b)) = (a;x), isto é:
Q.

al . b’
a; 2 be
ax = . Fr = . = > =
[N L @y € bm J

Se b = ax, diz-se que b é um multiplo de a, com coeficiente de
multiplicidade igual a x. A Figura 1.2 apresenta uma interpretagio
grifica da multiplicagao de um vetor bidimensional a por um esca-
lar x. O vetor resultante b se situa sobre a reta determinada pelos
pontos0 e a. A distincia Ob ¢ igual a x vezes a distincia Qa:

a

~

L)

o0b = \’bf + b  (Pitdgorus)
= Y(za)*® + (zap)*
= \lxg (a® + a?)
= z0a c.q.d.
Figura 1.2
b=ax(x=>1)
d, A
e e b=a.x
l
Hhi————7a Il
| |
! | 5
a, b,=a,. X d2



Exercicio: Faga graficos de b = ax, atribuindo valor numérico aa
e localizando b nas seguintes situagées: (I) x =0,5; (2) x=—2;
B)yx=2; ¢ x=1; 5 x=—1.

A soma de dois vetores m-dimensionais d4 como resultado um vetor
da mesma dimensio. Mais especificamente, se z; e z, s3o vetores de
dimensio m e se o vetor b é definido como b = z; 4+ z;, entido
(b)) = (z;; + z,). A Figura 1.3 representa os vetores bidimensio-
nais z,, z, e b, sendo este ultimo o vetor resultante da soma dos dois
primeiros. A localizagdo do ponto — ou vetor — b é dada pela ex-

tremidade da diagonal de um paralelograma formado com base nos

segmentos 0z, e 0z

Figura 1.3
Representacdo Grdfica de b=z, +2,

dy A




Em vista das defini¢Ges de igualdade entre vetores, multiplicagdo
de um vetor por um escalar e de soma de vetores, podemos repre
sentar um sistema linear de m equagGes e » incégnitas como:

i (37} i i (7] @in i b’
a 7% b‘
- T + _” ze+ ... + . Ty = 2
- Gmt - - Gnf O — - bm -

ou, mais sinteticamente:
~ m
a,z; +8,z,+ ... +a,2,=b onae a;, e R

Observe que: (1.9) R= designa o conjunto de todos os vetores
m-dimensionais e (2.°) como a igualdade entre vetores s6 ¢ definida

para vetores da mesma dimensdo, nio h4 necessidade de explicar a
dimens3o de b.

Em termos de sistemas de equagSes os vetores 8, serdo chamados
de “vetores de coeficientes” do sistema; o vetor b serdA chamado de
“vetor de constantes” do sistema.

Na terminologia de Algebra Linear, se um vetor b é definido
como

b=a,::,+az:c,+ aos +a,,:l:,‘,

dizse que o vetor b é uma combinagio linear dos vetores a,, 8,
ey 3,. Em outras palavras, para que b seja uma combinagio linear
dos vetores a,, a,, ..., &,, é necessirio que ele seja o resultado de
uma soma de vetores que sio multiplos de a,, a5, ... , 3, (Observe
que a; x; ¢ um vetor miltiplo do vetor a; com coeficientes de
multiplicidade igual a x,.)

O conceito revisado a seguir, qual seja, o de dependéncia linear
de um conjunto de vetores, é crucial para estabelecer-se se um sis-
tema de equagdes tem ou ndo solugdo (ou solugdes) .
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Um conjunto de vetores m-dimensionais a,, a,, 83, ..., 8, € linear-
mente dependente se existirem escalares k,, ky, ..., k, nio todos
nulos, capazes de satisfazer 3 seguinte combinagiio linear:

8./.',+ll_- kn‘*‘..."l“ﬂ"k":o (l‘l>

Por outro lado, se a unica maneira de obter o vetor nulo como
resultado de uma combinagio linear de a,. a,, ..., 8, se reduzir a
ky = &k, = = k, = 0, dizse que aqueles vetores formam um

conjunto com independéncia linear.
Observacades:

a) Vamos considerar o caso em que no conjunto a,, 8,, ..., 8,
existam dois vetores iguais: por ex.: a, = a,. Neste caso, a combi-
nagio linear expressa em (l1.1) poderia ser obtida fazendo
ky = — 1L, k=1 ki =k = ... =k, = 0. Assim, o conjunto
apresentaria dependéncia linear.

b) Vamos considerar o caso em que no conjunto a,, &,, ..., a,
existam dois vetores que sio muiiltiplos entre si: por ex.: a, = 3a,.
Neste caso, a combinagdo linear expressa em (1.1) poderia ser obtida
fazendo k, = 1, k, = — 3 e os demais k; iguais a zero. Assim, o
conjunto apresentaria dependéncia linear.

c¢) Vamos considerar o caso em que um dos vetores do conjunto
8,8, ...,8 possa ser obtido como uma combinagio linear de
dois (ou mais) outros vetores do conjunto: por ex.: 8 = 38, 4 58_
Neste caso, a combinagio linear expressa em (1.1) poderia ser obti-’
da fazendo k;, = I, ky = — 3, k, = — 5 e os demais k, iguais a
zero. Assim, o conjunto apresentaria dependéncia linear.

Certos conjuntos de vetores apresentam independéncia linear de
maneira 6bvia. Considere, por exemplo, o conjunto de vetores uni-

tdrios de RS:
1 l’ 0 I’ 0
=| 0 =31 0

! P )y M2 = N
0 I_o Lz

7



Claramente, o conjunto {3y p2e 1y} apresenta independéncia linear,
pois a combinagdo linear {y, ky + p2 ke + p3 ks = 0, isto é:

I’J'I 0 0 0
0 k[+ 1 k.+ 0 k3= 0
LO_' 0 1 0

s6 pode ser obtida se k; = k;, — ky = 0.

De outra parte, a presenga de um vetor nulo em um conjunto
de vetores qualquer determina dependéncia linear no conjunto (ve-
rifique porque).

Qual o nimero miximo de vetores de R™ que podem ser contidos
em um conjunto com independéncia linear? A resposta a esta ques.
tdo, cuja prova matemitica pode scr verificada em textos de Algebra
Linear, é: m. Portanto, uma condigdao necessdria para que um con-
junto de vetores m-dimensionais tenha independéncia linear é que
o niimero de vetores no conjunto seja igual ou menor que m. Qual-
quer conjunto de vetores de R" contendo mais do que m vetores
apresentar4d dependéncia linear. Isto leva ao seguinte coroldrio: dado
um conjunto de m vetores m-dimensionais que possua independéncia
linear, qualquer outro vetor de R™ poderd ser expresso através de
uma combinagdo linear dos vetores pertencentes ao conjunto dado.
Um conjunto de m vetores m-dimensionais que apresenta indepen-
déncia linear é chamado de base para R*.

Vamos supor que {a,a,. --»8) seja uma base para R™. Consi-
dere o vetor m-dimensional b. ]J4 sabemos que b pode ser expresso
como uma combinagio linear de vetores que compdem uma base
para R™. Vamos provar que esta combinagao linear ¢ \inica. A prova
é feita por contradigdao. Suponhamos que b possa ser representado
com duas combinagdes lineares diferentes dos vetores da base
(nl. 8, ..., an}, isto é:

b=a,z,+az+ ... +a, 1,

b

n|U1+aeﬂt+ SO _l"am'ym



Subtraindo a primeira equagdo vetorial da segunda, lado a lado,
obtemos:

b—b=0=a, W —z)+8¥Ys—2) + ... + 8 (Yn — Tm)
(1.2)

Agora, dado que partimos do pressuposto que (8,8, ...,a_ ) era
uma base para R™, isto é, um conjunto de m vetores m-dimensionais
com tindependéncia linear, entdao, pela prépria defini¢ao de inde-
pendéncia linear, (1.2) sera verdade se, e somente se, x;, =y, (j = 1,
2,...,m). Assim, fica demonstrado que o vetor b, pertencente 3 R™,
tem uma representagdo nica a partir dos vetores que compdem uma
base para R™. 2

Para completar esta rapida revisio de elementos de Algebra Linear
precisamos ainda falar sobre transposi¢io ¢ multiplicagdo de vetores
e sobre matrizes e operagSes com matrizes.

Até aqui examinamos alguns aspectos da dlgebra de vetores tra-
balhando sempre com vetores que se apresentavam em forma de uma
coluna de elementos ordenados. Os vetores, todavia, podem-se apre-
sentar em forma de uma linha de elementos ordenados. A operagao
através da qual um vetor-coluna ¢ transformado num vetor-linha, e
vice-versa, ¢ denominada transposi¢do. Embora a distingio entre ve-
tores-linha c vetores-coluna nio seja representavel geometricamente,
ela é importante para fins de operagGes algébricas com vetores. Assim:
(1.°) a igualdade entre dois vetores sé serd definida se os dois ve-
tores forem ou vetores-linha ou vetores-coluna; (2.°) a multiplica-
¢do de um vetor-coluna ou um vetor-linha por um escalar d4 como
resultado um vetor-coluna ou um vetor-linha, respectivamente, e (3.°)
a soma de dois ou mais vetores sé6 ¢ definida se todos forem ou ve-
tores-linha ou vetores-coluna. Sob o ponto de vista notacional, dis-

2 O leitor deve observar que acabamos de estabelecer que, se as colunas de
coeficientes de um sistema de i equagées ¢ m incognitas sc constituircm numa
base para R"™, o sistera lerd solugao e esta solugio serd unica. Os aypectos da
verificagdo pradtica se um arranjo de vetores numéricos se constitui ou ndo
em uma base serio examinados adiante, em conexio com um método de
resolugdo de sisternas lineares.



tinguiremos o vetor x-coluna de vetor x-linha pelo uso de um apés-
trofe neste tltimo:

£

Iy
x=| . |lex =(z;,24,..., 2o

L2

O vetor x’ ¢ lido como x-linha ou x-transposto. De outro lado, o
transposto de um escalar é o préprio escalar.

Em decorrénda das regras até agora estipuladas, temos:
a) se y=*kx ,entio y = (kx)’ = kx’

b) se z=x+y ,entdo 2’ =(x+ y) =x"+Yy
9 se y=(x)y .entio y=x

O produto-interno ou produto-escalar de dois vetores a e b, simbo-
lizado por a’b, ¢ definido como:

ab=(a0a...a)[ b |= i a; b;
1@
be
- ba

Observe quea’b ¢ um escalar. Observe, também, que, pela prépria

defini¢do de produto-interno, a'b = i a; b; = }E‘, b; a; = b'a.
=1 =]

Exercicio: Verifique os seguintes produtos-internos (ambos estdo
corretos)

(11018) 4.1=10 (_ngpl)l-5 = — 4
1 1
. L«

10



. . 2
Consideremos agora os vetores-linha a', a% ..., a" e o vetor-coluna
x (todos ¢ R"):

l -
a8 = (ay, Gz ..., Q) Ty
2 _ ”
a = (aﬂl Qpsy . . ., am) Lo
e x =
8™ = (@pmsy Omo, - -+ 5 Gon z,

Em vista da defini¢io de produto-interno temos:
1
8 X=a;% + a2+ ... + a2,

2
8°X =agy Tyt agrg+ ... + Gy 2,

amx=amlzl+amlzl+ i s +amn'tn

E evidente que a'x é uma notagdo compacta para representar a -
ésima equagao de um sistema linear. Observe que, neste caso, o
vetor a! seria a i-ésima linha de coeficientes do sistema, enquanto
que o vetor X seria o vetor de incégnitas do sistemna.

Uma matriz é um conjunto, ou arranjo, de vetores da mesma
dimens3o. Uma matriz de dimensio (m X n) tem m linhas e n
colunas. Vamos definir uma matriz A, de dimensio m X =, através

de suas linhas:

A= , onde a' = (@, G, .... Q) ; (=18 ....m)

co e

(Observe que a; é o elemento situado na i-ésima linha e na j-ésima
coluna)
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A seguir, estabelecemos a regra de multiplicagio de uma matriz
A, (m X n), por um vetor x, (n X 1):

a a x a,,.z:,+a,,z,+...+a,,.x,,

2 4

a a~x Qg Ty + QgaZp + ... + as =z,
Ax=| ., [x=]| ., =

a™ _a™x_ QX F Qs + ... + Gy T, _

Devemos notar que o resultado do produto de uma matriz (m X =)
por um vetor (n X J) € um vetor (m X 1). Portanto, se A ¢é
(m X n) ex é uma coluna (n X 7), entio Ax é uma coluna

(mx 1.

Exercicio: Verifique as seguintes multiplicagées (ambas estio

corretas) :
'401'! 3 |'l.4:] ~d 27 I'I:] 187
.320d 4 |=L17l;{380|Lef=] 8
-2 61 11

(2X8) (8X1) (2X1) (8X2) (8X1) (8X 1)

Em vista das regras revisadas até aqui, podemos representar um
sistema de m equagdes e n incégnitas que tem o coeficiente a;; na
i-ésima equagio multiplicando a j-ésima incégnita e que tem b como
termo constante no lado direito do sinal de igualdade da 'i-ésima
equagdo, simplesmente como: Ax=b (A: m X n;x:n X I). Observe
que n3o ha necessidade de especificar a dimens3o do vetor b, pois
pela definigio de igualdade entre vetores, b deve ser da mesma
dimensio de Ax, isto é, m X 1.

As operagdes de multiplicagio de uma matriz por um escalar e de
soma de duas (ou mais) matrizes sio definidas de modo analogo as
mesmas operagdes com vetores:

kA = k. (a;;) = (ka;,)

A+B= (aij') + (bij) = (a.-,- + b.'j)

12



A muliiplicagio de duas matrizes A e Bdi como resultado uma
matriz C cujo elemento tipico ¢ é o produto-escalar de a! (a i-ésima
linha de A) por b, (a j-ésima coluna de B):

a “(hyby.cc b) (a' b)) (a' b,) ... (a" b,)
o (a® by) (a® by) ... (a* b,)

a
AB = = =
a™ | (a™b,) (@™ b,)... (a™ b,) |
" €11 Crs .. €pn |
= C31 C2¢2 . .. C2y =C
- Cmt Cmg + « « Cmn -

Observe que o nimero de linhas de A ndo precisa ser igual ao
nimero de colunas de B. Porém, para que os produtos-internos
¢y = a' b sejam definidos, é necessirio que a' e b, tenham o mesmo
nimero de elementos. Conseqiientemnente, se A é (m X p) e B é
(9 X n), o produto AB s6 serd definido se p — q. Se esta condigio
s¢ cumpre, a matrizresuitado existe ¢ é de dimensio (m X n).

Exercicio: Verifique os resultados abaixo (ambos estio corre-

tos) :
"1 38 471!+ —1 0 57 [% 2 516]
lozz][e 1 3 1| Lo 11 5
4 0o —1 2|

(2 X8 (3 X 4) (2 X 4)
-1 61T 0 2 1 -8 -6 20 ? 27 -
0 —2 L—I 31 5 :=[ 2 -6 —2 —10
_ 8 1_ _ —1 9 4 =4
(83X 2) (2 X 4) (8 X 4)

Para concluirmos esta se¢do precisamos rever os conceitos de ma-
triz identidade e de matriz inversa.
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A Matriz Identidade de ordem n, simbolizada por I., é um arran-
jo dos n vetores unitirios de R* ordenados de modo que a unidade
de cada um ocupe a diagonal da matriz.

lh=[“l#2'--}‘n]= 0 01...0

A matriz-identidade tem a propriedade de que, se pré ou pés-mul-
tiplicada por uma matriz A qualquer, dd como resultado a prépria
matriz A. Se A é (m X n), entio I_A - AI = A. Quando o

subscrito de I for 6bvio no contexto, ele nio serd empregado.

A inversa de uma matriz A de dimensdo (n X n), quando existe,
¢ uma matriz da mesma dimensio de A tal que, pré ou pds-multi-
plicada por A, gera como resultado uma matriz-identidade. A inversa
de A, quando existe, é simbolizada por A-1. Assim: AA-! =
=A'A=1L

A inversa de uma matriz A de dimensio (n )} n) sé existe se as
n colunas (ou linhas) de A formarem um arranjo com independén-
cia linear, isto é, se A for uma base para R*.

Consideremos o sisterna de n equagBes e n incégnitas: Ax = h.
Se A-! existe, ao pré-multiplicarmos ambos os lados do sistema por
A-1 obtemos:

AT"Ax=A""b
ou

Ix=A""b

ou
' =A""'b

14



A tultima expressio é a solugio do sistema Ax = b quando A-!
existe. Que A—1 b é a solugio de Ax = b ¢ facilmente demonstrado;
substituindo x* por x em Ax = bvem:

AA"'h=b
ou

Ib=b
ou

b=b e .. Xx*=A-1p satisfaz Ax = b

Nesta segdo foi estabelecida a notagao algébrica que serd usada
ao longo do texto. Foi verificado também que a condigdo para que
um sistema (m X n) tenha uma solugdo 1inica é que a matriz de
coeficientes do sistema seja uma base. Ndo serdo revisados métodos
numeéricos especificos para verificagio de se uma matriz é uma base,
ou de inversio de matrizes, pois isto nio é vital para o entendimento
de Programagiao Linear. O tinico método numérico de resolugao de
sistemas que serd estudado no texto é a Redugdo de Gauss-Jordan.
Este método nos permitira encontrar a solugio x* - A-1p, de modo
muito eficiente (quando A-! existir) ou, eventualmente, nos per-
mitird determinar de modo bastante singelo se uma solugio nio
existe e porque nio existe. Todavia, antes de examinarmos a Redu-
¢ao de Gauss-Jordan, é conveniente fazermos uma andlise grifica de
sistemas de equagdes.

I.2 — Solugbes de Sistemas Lineares:
Interpretagio Grafica

Nesta segdo iremos examinar sistemas de equagdes lineares e suas
soluges sob o ponto de vista grdfico. Para tanto a andlise se res-
tringird a sistemas de duas equagdes ¢ duas incégnitas. Na primeira
parte a anilise grdfica serd desenvolvida no espago — ou sistema de
eixos — das incégnitas do sistema enquanto que na segunda parte
a andlise serd desenvolvida no espago a que pertencem as colunas
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de coeficientes do sistema (R?). O objetivo desta secdo é o de dis-
cutir condig¢des de existéncia e unicidade de solugées em sistemas
lineares a nivel intuitivo.

Vamos iniciar com a andlise gréfica do seguinte sistema ilustrativo:

|3.r., +1z;=9 (2.1.1)

@.1
ll.t, + 232 = 8 (2.1.2)

Para representarmos o sistema (2.1) no espago das incégnitas é
conveniente isolarmos x, e reescrevermos o sistema como:

1
(2.11) Ty = 3 - -5-13 (21'1)
lz, = 8 — 2z, (2.7.2)

A seguir colocamos as retas (2.1’.1) e (2.1°.2) no sistema de eixos
x, x, (Figura 2.1). O ponto de interse¢aio das duas retas, x*, evi-
dentemente pertence a duas equagées. Portanto, suas coordenadas
(£ = 2 ; 1p = 8) se constituem na solugdo do sistema.

Agora, se o sistema (2.1) tivesse mais uma equagdo, ficando entio
com trés equagdes e duas incégnitas, teriamos duas possibilidades
em termos de existéncia de solugdo: (a) se a equagdo adicional
determinar uma reta que passa pelo ponto x*, o sisterna continuard
tendo a mesma solugdo de antes e a nova equagio serd redundante,
isto é, n3o acrescenta nenhuma informag¢do nova ao sistema e (b)
se a equagdo adicional determinar uma reta que ndo passa pelo
ponto x*, entdo ndo existird um ponto comum as trés equagdes e o
sistema ndo terd solugdo, isto é, o sistema se torna inconsistente. De
modo geral, um sistema com mais equagdes do que incégnitas apre-
senta ou alguma redundincia (informagio desnecessiria para de-
terminar a solugdo) ou alguma inconsisténcia (informagdo contra-
ditéria que impede a existéncia de qualquer solugdo para o sistema) .

Por outro lado, as possibilidades grificas para um sistema de duas
equagoes e duas incégnitas sdo as seguintes: (a) as equagdes do sis-
tema determinam duas retas n3o paralelas; neste caso, o sistema
tem uma solugdo unica que é dada pela intersegdo das duas retas;
(b) as equagGes do sistema determinam retas paralelas; neste caso
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Figura 2.1
Resolucdo Grafica do Sistema (2.1)

o

9‘\} Xp

o sistema ¢ inconsistente e n3o tem solugdo e (c) as equagdes do
sistema determinam uma tUnica reta; neste caso, uma das equagdes
¢ redundante e o sisterna tem uma infinidade de solugdes possiveis.

Exercicios: a) QO sistema abaixo nio tem solugdao (verifique
graficamente) :

6

|8z, + 2z,

|62, + 42, = 10

Observe que o lado esquerdo da segunda equagdo ¢ igual ao lado
esquerdo da primeira equagdo multiplicada por dois; no lado direito
da igualdade, todavia, esta multiplicidade ndo existe.
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b) O sistema abaixo tem uma infinidade de solugdes (verifique
graficamente)

lsz, + 0z, = 6
|62; + 4z = 12

Observe que a segunda equagdo ¢ igual & primeira multiplicada por
dois, lado a lado; arbitrando qualquer valor para x,, por ex., x‘;_, e
computando x} = 2 — (2/3) .x}, obtemos uma solugdo para o sis-

tema.

Vamos agora fazer uma interpretagdo grifica do sistema (2.1) no
espago das colunas de coeficientes do sistema, isto é, em R?. Para
tanto escrevemos o sistema (2.1) como uma soma de dois vetores
numericamente conhecidos que, multiplicados por escalares cujos
valores queremos determinar, gera como resultado um vetor que
também ¢é numericamente conhecido. Assim:

- 9-
L2 ] B [3 !

Fagamos z,=ax G =1,2). O vetor z, sendo multiplo de a,se
situa sobre a reta que passa pelo ponto 0 e pelo ponto a,. Resolver
o sistema (2.1°) equivale a responder i seguinte pergunta: onde,
exatamente, devem-se situar os vetores z e z, para que sua soma
seja o vetor b? Recordemos o processo grifico da soma de dois ve-

% 3
(2.1") a, 2, + a2, = b, onde a, = l- F ], a, =

tores visto no inicio da segio anterior. Naquele caso eram dados
dois vetores e, a partir daf, o vetor resultante da soma ficava deter-
minado através da construgdo de um paralelograma com base nos
vetores dados. O caso presente, todavia, ndo é exatamente o mesmo;
agora a localizagdo do vetor resultante b ¢é conhecida, bem como
as dire¢des de z, e z, (uma vez que z e z, sdo multiplos dos vetores
conhecidos a, e a,). A Figura 2.2(a) representa esta situagio.

A resolugdo do sistema, que consiste em localizar os vetores z, e
z, sobre as diregdes Oa, e Oa,, respectivamente, ¢ apresentada na Fi-
gura 2.2(b): por b tracamos uma paralela a 0a, até encontrar a
diregdo 0a, — localizando z, no intercepto — e, novamente por b,
tracamos uma paralela a 0a até encontrar a diregdo 0a,, localizando
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Figura 2.2 (a)

Representagdo Grdfica da Informagdo
Contida no Sistema ( 2.1%)

¢4 /

9

Figura 2.2 (b)

Resolugdo Grdfica do Sistema (2.1*) pela
Localizagdo de z,ez,




z, no intercepto. Uma répida inspecdo da Figura 2.2 (b) nos permite
concluir que o vetor z, deve ser igual a duas vezes o vetor a, (de
onde: x, = 2), enquanto que o vetor z, deve ser igual a trés vezes o

vetor a, (portanto: x, = 3).

Fazemos ainda as seguintes observagdes conclusivas: (a) se o vetor
b se encontra dentro do cone determinado por a 0a,, a solugdo do
sistema a x, + a,x, = bserd ndo-negativa e (b) se os vetoresa e
a, se situam sobre uma mesma dire¢do, entdo o sistema pode: ndo
ter solugdo (se b ndo se situar também sobre a diregdo de a, e a,)
ou ter infinitas solugdes (se b se situar sobre a diregdo de a, e a,).
Observe que estes dois 1ltimos casos tém correspondéncia, respecti-
vamente, com os casos de inconsisténcia e de redundéncia vistos an-
teriormente.

Exercicio: Analise os sistemas (a) e (b) do exercicio anterior
em R!.

Nas préximas se¢Ses enfocaremos aspectos priticos da resolugio
de sistemas de equagdes lineares.

I.3 — Resolugio de Sistemas Lineares pela
Redugio de Gauss-Jordan

A resolugdo de um Problema de Programagio Linear tipicamente
¢ obtida através da resolugdo seqiiencial de um grande niimero de
sistemas de equagSes simultineas. Assim sendo, é 1til dispor-se de
um método eficiente para resolver tais sistemas. O método conhecido
por Redugdo de Gauss-Jordan preenche este requisito, motivo pelo

qual o estudaremos com certo detalhe nesta segio.

Como intréito & Redugio de Gauss-Jordan, vamos revisar o con-
ceito de operagGes elementares em um sistema e o conceito de equi-
valéncia de sistemas.
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Uma operagio elementar em um sistema de equagies consiste em

substituir uma equagdo do sistema por outra equagio de tal modo
que a solugdo do novo sisterna seja a mesma que a solugdo do sistema

original. Operagdes elementares de interesse para fins de resolugio
numérica de um sistema sdo: (a) a substituicio de uma equagio
qualquer por ela mesma multiplicada por um escalar nio-nulo e (b)
a substitui¢io de uma equag¢io qualquer pela equagdo resultante da
soma dela prépria com alguma outra equagdao do sistema multipli-
cada por um escalar nido-nulo. As operagdes elementares ndo alteram

as raizes, ou solugdo, do sistema.

Se um determinado sistema &, ou pode ser, obtido de outro sistema
através de operagoes elementares, dizse que os dois sistemas sdo
equivalentes. Em outras palavras, sisteinas equivalentes contém a

mesma informagiio em termos de suas rafzes.
Exemplo: Consideremos o sistema (I), abaixo:

Iz, + 0z, = 8 "1 0 . 8
(M ! 2 ou :
Ox, + 1z =06 _0 1 - §

A solugao (6bvia) do sistema (I) é x, = 3 e x, = 5. A notagdo
matricial introduzida 210 lado do sistema explicito é chamada de
“matriz expandida do sistema”. Esta notagiio serd utilizada intensi-
vamente adiante, pelo que o leitor deve desde logo se familiarizar

com a mesma.

Vamos a seguir somar a primeira equagio de (I) com a segunda
multiplicada por 2 (lado a lado):
1z + Oz + 2(0x;, + Ix) = 8 + 2(5)
ou
1.1'[ + 2.1:, = 13
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e, a seguir, substituir a equagio assim obtida pela primeira equagdo
do sistema (I). O resultado é o sistema (II), abaixo:

an Il:r,+2:r,—-13 ou [1 gf 13]
| 0z, + 12 = 5 01 5

Uma rdpida verificagio assegurara ao leitor que a solugio de (II)
¢ a mesma de (I), isto ¢, x, = 3 e x; = 5.

Continuando com o exemplo, vamos agora somar a segunda equa-
¢io de (II) com sua primeira equagio muliiplicada por — 3 (lado a

lado) :
0x; + Ire + (— 8) (Ix) + 2x9) = 6 + (— 3) (13)

ou
C 3.51 — Hxg = — 34

e a seguir, substituir a equagdo assim obtida pela segunda equagio
do sistema (II). O resultado ¢é o sistema (III), abaixo:

(m)l Iz, + 2z, = 18 [ 12 13]
— 82, — brs= — 84 L8 -5 — 8.

Mais uma vez poder4 ser verificado que a solugio do sistema (III)
continua sendo a mesma que a dos sistemas (I) e (II), isto é, x, = 3
€ X, — 5.

Portanto, os sistemas (I), (II) e (III) sdo equivalentes.

Exercicio: Procure obter o sistema (I) a partir do sistema (III)
através de operagdes elementares, isto ¢, realizar o caminho inverso
do realizado no exemplo.

Observag¢do: Se desconhecfssemos o fato de que os sistemas do
exemplo anterior sdo equivalentes e procurdssemos resolvé-los in-
dependentemente, verificarfamos que o sistema (I) tem uma solugio
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dbvia, enquanto que alguns cdlculos seriam necessirios para resolver
os demais sistemas. Por que a solugdo do sistema (I) ¢ dbvia? Sim-
plesmente porque a matriz de coeficientes do sistema estd reduzida
a um arranjo de vetores unitdrios. O sistema (I) é uma espécie de
“chapa de raios-X" dos sistemas (II) e (III). Na pratica, em geral,
temos que partir de sistemas como (III) e, de alguma maneira, li-
vrarmo-nos das “superfluidades” que dificultam enxergar sua so-
lugio. Para tanto, poderiamos realizar operagGes elementares numa
seqii¢ncia tal que, ao término da computagio, obtivéssemos um
sistema equivalente ao original porém com a matriz de coeficientes
reduzida a um arranjo de vetores unitdrios. Assim, a exposi¢cao das
rafzes procuradas seria completa. O método de Gauss-Jordan con-
siste cxatamente na sistematizagdo desta seqiiéncia de operagoes ele-
mentares.

Em vista da observagiio acima conclui-se que, para avangarmos
um passo na resolugio de um sistema, dcvemos cncontrar um con-
junto de operagdes elementares que transformem o sistema dado em
um sistema equivalente no qual o nimero de vetores unitdrios pre-
sentes na matriz de coeficientes seja incrementado. A consecugio
deste objetivo serd ilustrada a seguir com um exemplo algébrico
envolvendo um sistema de trés equagGes e trés incégnitas. Consi-
cleremos, entdo, o seguinte sistema:

Q; Qe Qi |
Ax = ¢ ou (A:¢) ou Qe Upz Qg3 . Cg
Qg Qgp Q3s . Cs

Vamos admitir que A seja uma base para R* e que o coeficiente
a,, seja diferente de zero. A segnir vamos definir uma matriz T
como:

1 —alae; O
T = 0 I/ag. 0
_0 —agelay 1 _|
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Por fim, vamos pré-multiplicar ambos os lados do sistema (A:¢)

pela matriz T e obter:

(TA)x = Tec ou (TA:Te) ou

Qpy Qy3 QogQre | CeQys |
gy——— 0 g ———— | ¢ —
Qeg Qgg : Qee
teifaes 1 Qeslugs - Calaas
Qg Ag2 G2g G3s - Cg Q33
Qg — ———— 0 Qg ———— - Cg~
Uye Qg2 : Q3¢

Vamos provar que os sistemas (A:c) e (TA:Tec)sdo equivalentes.
Se assim e, a pré-multiplicagdo do sistema orig'ina] por T deve cor-
responder a algumas operagGes elementares. De fato, a transforma-
¢do de (Aic) em (TAITe) envolve: (a) substituicio da primeira
equagdo pe.:la cquagio resultante da soma dela prépria com a se-
gunda equagio multiplicada por (— a,,/a,',), (b) substituigio da
segunda equagio por ela mesma multiplicada por (//a,,) e (c)
substitui¢do da terceira equagio pela equagdo resultante da soma
dela prépria com a segunda equagio multiplicada por (— dg,/a,,) -

Todas estas operagGes sio realizadas simultaneamente.

O sistema (TA:Tc) apresenta um vetor unitdrio na segunda co-
luna da matriz de coeficientes. Assim, em relagio ao sistema inicial,
o sistema (TA:Te) representa wn passo na diregiio desejada, qual
seja, obter um sistema equivalente ao inicial com a matriz de coelfi-

cientes reduzida ao arranjo de vetores unitdrios.

Exercicio: Dado o sistema algébrico:

@y Q9 Q13 . €
(A:c) ou | Cer G Qg . ¢,
Qs; Qgp Agg - Cy
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e, admitindo-se que a,, = 0, encontra o sistema (RA :Rc), onde R
é definido como:

lla,, O O'I
R =| —agfa, 1 0
- nzday, 0 1 I

Verifique que o sistema (RA:Rc) pode, alternativamente, ser
obtido do sistema (Aic) pela réalizagio simultinea das seguintes
operagoes elementares: (a) substituigio da primeira equagio por
ela mesma multiplicada por (//a,,), (b) substituigio da segunda
equagido pela equagdo resultante da soma dela prépria com a pri-
meira equagdo multiplicada por (— a,,/a,;) e (c) substituicio da
terceira equagio pela equagio resultante da soma dela prépria com
a4 primeira equagio multiplicada por (— a;/a,). Observe que a
primeira coluna do sistema (RAZRc) € um vetor unitdrio.

Alguma reflexdo sobre os resultados algébricos obtidos no exem-
plo e no exercicio anterior permitem a elaboragio de um algoritmo
para resolver sistemas e equagies simultaneas.

Vamos supor que, dado o sistema de n equagdes e n incégnitas
representado por (A:a ), queremos passar a um sistema equiva-
lente (B:b _ ) no qual a j-ésima coluna de B seja um vetor unitdrio

. n
contendo a unidade na sua i-ésima linha. O coeficiente a;,; de A
serd chamado de "pivé”. O sistema (B:b ) € obtido do sistema

(Aza ) pela aplicacio das seguintes regras:

1.2 — Os elementos b,, da matriz (B:b situados na linha i,

t. e, a linha do pivo, serio dados por:

n-|-|)’

bl’p = a,-,,/a,i,- (I" = 1, 2, PRV 1§ + ’)

23 — Os elementos b,;, da matriz B, situados na coluna j, i. ¢, a
coluna do piv6, sio nulos (com exce¢io do elemento b, que ¢ uni-
tario) .

25



32 — Os elementos by, da matriz (B-:bnﬂ), situados fora da li-
nha i e da coluna j, serio dados por:

bes = aw_‘g%“a'!,- (g#up#j;g=1,...,;p=1,...,n+1)
V)

As regras acima definem uma operagio chamada “‘pivotagio™.
Através da pivotagio de um elemento na matriz de coeficientes de
um sistema qualquer obtém-se um sistema equivalente. Portanto, a
pivotagdo nio altera a relagdo que as varidveis do sistema mantém
entre si; seu objetivo é apenas obviar este relacionamento através
da simplificagdo da matriz de coeficientes do sistema.

Exemplo: Pivotar o coeficiente indicado no sistema da esquerda
de modo a obter um sistema equivalente.

1.8 -8 : 3-8 |
. - 2% 0 0- 2= =
480" 9" b- 00 -
@| 1(@)s : 3J=» 1/8 ! sg sig |=...
1176 10 o 1;7 0 5. 8570 o 87
T 00 -2 - -8
L= 1/2 1 s - 8
152 0 —16 - —1/2

Exercicio: Verifique o resultado da pivotagio indicada em cada
um dos casos abaixo:

T 00 —g 1 —F l'o 0 -2 —s‘l
®)| 1/2 1 8 : sg|l=>lo 1 6116 - 28/15

_@o —16 : 12 [1 0 8815 —1/15_|
00 @ -3 oo 1 . 012

(o 1 611156 © esi15|=>|0 1 o . 108
10 —sens - —115] |10 o : 0200
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Observagdo: Na seqiiéncia (a), (b) e (c), do exemplo e exerci-
dos adma, o sistema inicialmente proposto foi reduzido paulatina-
mente a um sistema cuja matriz de coeficientes é um arranjo de
vetores unitdrios. Com isto, a solu¢do do sistema inicial — e de todos
os sistemas intermedidrios — pode ser facilmente enxergada na 1l-
tima matriz expandida: x, = 0,200; x, — 1,025 e x; = 0,125. Obser-
ve a correspondéncia das rafzes com a posi¢do da unidade nos vetores
unitdrios associados a cada uma delas!

Exercicio: Verifique cada passo da resolugio do seguinte sistema

B X 3):

, 43+ 129~ 2135 = 14
— 2z, +8zs+ 515 =11
011+223—123 7

O sistema ¢ resolvido em trés passos:

[ (Dt -2 ¢ oy [t -1 i 7
-2 8 6§ - 11|=>;0 7/2 4 - 18
0o¢2 -1 : 7] |o g -1 : 7.
114 —12 0 78] [1 o -s8 : 2us]

0 7/2 4 - 18\=+10 0 284 - 234

!_ o -t 7] o1 -1z i ]

l’ 1 0 —388 . 218 1 0 0 : ﬂ

00@523/4=*00 1 1
L o

~12 . 72l Lo 1 0 4

A dltima matriz expandida é composta apenas de vetores unita-
rios. A solugdo encontrada é x, — 3, x, = 4 € x; — 1. Observe o
relacionamento da solugdo com a posi¢io das unidades nos vetores
unitdrios do sistema reduzido! Verifique que a solugio encontrada
satisfaz ao sistema inicial, bem como a todos os sistemas intermedii-
rios, confirmando, assim, sua equivaléncia.
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Exercicio: Resolva o mesmo sistema do exercicio anterior, esco-
lhendo uma seqiiéncia de pivés ao longo da diagonal principal
da matriz de coeficientes do sistema: Seu resultado final dever4 ser:

3 II, =3
c 4 ou Zg =
i 1 re¢ = I, como antes.

Observacdo final: Como o pivo ¢ usado como denominador
nos diversos cdlculos necessirios para a resolu¢io do sistema, ndo
podemos selecionar um coeficiente nulo como pivd. Se, num de-
terminado passo, todos os coeficientes em posicao de candidatos
potenciais a pivé forem nulos, entdo o sistema em andlise ou ¢ in-
consistente ou contém redundincia. Verifique, através da construgio
de exemplos numéricos, que: (a) quando o sistema inicial contém
inconsisténcia, num determinado passo sera obtido um sistema equi-
valente contendo alguma equagio do tipo 0 x, 4+ 0 x4, 4+ ... +
4 0 x, = k, onde k 5< 0, e (b) quando o sistema inicial contém
redundincia, num determinado passo serd obtido um sistema equi-
valente contendo alguma equagio do tipo 0 x, 4+ 0 x, 4+ ... +
+ 0 x, = 0.

I.4 — Solugées Basicas de Sistemas
Indeterminados

Solugbes basicas desempenham um papel fundamental em Pro-
gramagio Linear. Assim, seu conceito e obteng¢do deve ser estudado
com algum detalhe.

Consideremos um sistema de equagdes simultineas onde o niimero
de incégnitas (n) ¢é maior que o niimero de equagdes (m). Vamos
supor que uma base para R™ possa ser construfda utilizando m co-
lunas de coeficientes do sistema. Neste caso, podemos obter solugdes
numéricas condicionadas: especificando valores numeéricos para
(n — m) incégnitas podemos resolver o sistema de m equagdes para
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as m incognitas restantes. No caso de atribuirmos valores nulos para
(n — m) incégnitas e resolvermos o sistema para as m incégnitas
rcstantes, obtemos uma solugdo bdsica para o sistema.

Exemplo: Considere o seguinte sistema de cinco incégnitas e trés

equagoes.

3Z1+2$’+0$3+134+026=4
4$y+031+113+03"+035=4
13']+3.Eg+0.'53+01"+1$‘

Observando que as colunas assaciadas com x,, x; e x; sdo vetores
unitdrios, formando uma base dbvia para RS9, concluimos que uma
solucdo bdsica para o sistema em pauta é x, = 0, x, = 0, x, = 4,
x; = 4, x; = 9. A evidéncia desta solugdo no sistema dado é ressal-
tada através de uma notagdo auxiliar nas margens da matriz expan-
dida do sistema:

a, a3, 38, a; a c
3 0 1 0 4| =
/; 1 0 0 2 4 ZTs
1 8 0 0 1 : 9|z

Observe a relagio da solugiio (x; = ¥, x, = 4, x;, — 9) com a po-
sicdo da unidade nos vetores unitdrios a , a, e a,. Fica implicito que
as incdgnitas associadas com vetores nao-unitdrios assumem valores
nulos (x, = 0 e x, = 0).

A notagio colocada as margens da matriz expandida do sistema é
particularmente util quando, dada uma solu¢do bdsica, queremos
obter uma outra solugdo bdsica para o sistema. Continuando com o
sistema numérico do exemplo, vamos supor que quiséssemos uma
nova solugio bdsica na qual x, e x, fossem nulos. Em relagio a solu-
¢do bisica anterior, quercmos uma nova solugio na qual x, “entre”
(isto é, aparega explicito na posi¢io do vetor ¢) e x; “saia” (isto ¢,
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torne-se zero) . Nosso objetivo pode ser conseguido com um simples
passo da Redugio de Gauss-Jordan:

a, a, a; a, a;g c a, 8, a, a, a; c
32010 4|z 7 0 0 1 —28 : —g|az
4 01 00 fizg=r| 4 01 0 0 - 4|3

> |18 1 00 143 : 8]z

1()o o1 9.
r'y

A matriz expandida a direita contém uma nova solu¢do bisica
para o sistema inicial: x;, = — 2, x; = 4, x, — 3 e, para as incégni-
tas associadas com vetores nao-unitdrios: x, — 0 e x; — 0 (verifique
que esta solugdo de fato satisfaz o sistema inicial). As setas na ma-
triz da esquerda simbolizam a “entrada” de x, e a “safida” de x;. A
escolha do pivé é conseqiiéncia deste objetivo visado.

Exercicio: A partir da solugdo bisica expressa na matriz abaixo,
obtenha uma nova solugio bdsica na qual x, “entre” e x, “saia”.

a, a; a, a; as [ 4
|'7/3 001 —28 @ -2z
4 010 n - AR
l_1/3 100 18 : 8] z
Seu resultado deverd ser x;, = — 13/3,x, = lex, = 8/3; x, =0

e x;, — 0. Observe que o sistema em pauta ¢ continuagio do exem-
plo anterior de modo que a nova solugio também satisfaz o sistema
inicial do mesmo.

Com a finalidade de reduzir a terminologia, convencionaremos
chamar aquelas incégnitas, cujo valor numérico aparece explicito na
coluna ¢ da matriz expandida, de incégnitas ou variiveis bdsicas
(ou na base). Por outro lado, as incognitas que implicitamente
assumem um valor nulo serdo designadas de incégnitas ou varidveis
fora da base (ou nao-bdsicas).
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Exemplo: Em todos os diferentes sistemas numeéricos apresenta-
dos abaixo, as varidveis x5, x; e x; sdo bdsicas (ou estio na base),
enquanto que as varidveis x, ¢ x, estio fora da base (ou sio nio-
bésicas) .

a, a, a5 a, & c
,’ s 2 0 I 4z
a) 4 01! 0 4| zg
,_ [ 3 0 o0 9 Zs
al aa E: 1Y a‘ as c
l- 1 e 3 Ig
b) 2 — I‘
I_ 1 5 Ts
A, az 8; a, 8; C
= 1001 - 0| z
c) 10 : 2|z
2100 : 5|z

Observe que no sistema (c) do exemplo apresentado acima, a va-
ridvel x;, embora bdsica, assume valor zero. Neste caso, a solugdo
bdsica do sistema (c) ¢ dita “degenerada”. Apesar da conotagio
depreciativa do termo, nada hd de errado com as solu¢Ses bdsicas
degeneradas. Entretanto, o excmplo nos conduz a elaborar uma for-
mulag¢do precisa do que se entende por uma solugdo bdasica:

“Dado um sistema de m equagGes ¢ n incognitas, onde n > m,
uma solugdo bdsica para tal sistema é uma solugdo na qual pelo
menos (n — ) incdgnitas assumem valor zero.”
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I.5 — Resolugio Conjunta de Sistemas
Lineares

Cada passo do método Simplex, empregado na resolugio de pro-
blemas de Programagdo Linear, envolve a resolugao de diversos sis-
temas que apresentam a mesma matriz de coeficientes e diferentes
vetores de constantes. O objetivo desta se¢io ¢ o de apresentar a
resolugdo conjunta de tais sistemas através da Redugao de Gauss-
Jordan. Para tanto, examinaremos um exemplo numérico.

Exemplo: Resolver os seguintes sistemas:

!31‘1-{-43,:“6 (ll)l3y1+4y2= 16

(1Y)
(22, — 1 2, 7 2y, — 1y

I
!
~

[ o=
(111) {3 2r 4 bzs 21
221 - ’Z, = 8

Observe que a matriz de coeficientes ¢ a mesma nos trés sistemas.
Em vista disto, podemos formar uma matriz expandida que englobe
os trés sistemas e, a partir daf, resolvé-los conjuntamente:

a, a; ¢ C2 Ca a, az () C2 €3

16/3 7]

l’@ bo-6 16 w_[1 45 -

2 -1 7 - 3] Lo —11/3 (1 — 443 — 11

<Y

a, a; ¢ C2 Ca a) a; € C; Cs
l'l 43 -2 16/8 7] rl 0 2 0 3]
X L

0 11 — 4418 —11 0 1 -3 4 3

Apés a segunda pivotagdo, a matriz de coeficientes reduziu-se a
um arranjo de vetores unitirios. A solugdo dos trés sistemas é lida
nas colunas ¢, ¢, € ¢, isto &, nas colunas das constantes de cada
sistema. Assim, a solugdo do sistema (I) é x, =2 e x, = — 3, 2
solugdo do sistema (II) éy, — 0 e y, = 4 e a solugio do sistema
(II) éz, =3 ez, = 3.
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Exercicio: Resolver o mesmo problema do exemplo escolhendo
os pivds ao longo da diagonal secund4ria da matriz de coeficientes.
O resultado final devera ser:

a4, 8 ¢ € ¢
ro 1 -8 4 8
1 0 2 0 8.

Compare este resultado com o do exemplo acima e conclua que a
solu¢do encontrada é idéntica. Lembre de associar as rafzes com a
posi¢do da unidade nos vetores unitérios!

Neste ponto é conveniente introduzir uma notagio que serd em-
pregada mais tarde no desenvolvimento do método Simplex. Com
este propdsito, considere a matriz abhaixo e procure encontrar as
soluges dos sistemas (a) (a, a, a :a), (b) (a, a, a,a)e () (a, a,
a,:8,):

a, & 2; a4, 9; A&

2 0 0 8 1 2
-1 0 1 0 0 3
. 6 1 0 —2 0 2

Fagamos y,; a incdgnita associada com a coluna a no sistema que
tem a como vetor de constantes. Entdo, escrevendo os sistemas de
interesse por completo, as solugées ficam evidentes, uma vez que
a, a8, ea sio vetores unitdrios:

0] 0] "1 “y,sf A
n) (828585:8) 6:| 0 |yer + |1 |Yse +|O0|Ysi = | ysu | =| —1
[ 1] _0_| _0_| Yo _ b
) (0] 0] 1] (s | [ s‘}
b) (828 85:8;) 6:| O |ye; + | 7 |ysy + |0 | ¥y = | sy | = 0
1. _0_| | 0] [ ye, ) L—2]
[0 [0~ 1) ‘yﬂ [ £
c) (B, By 85:8,) 6:| O |yeg + |1 |ysg+ |0 |¥Yse = | Ysg | =
L_l_ _O_ _0_ _Yeg L 2_



Agora consideremos a mesma matriz de antes, mas supondo que

tivéssemos interesse em encontrar as solugdes dos sistemas:

2 0 1 T 0

u') (a; &, ‘s.:aa) ou | =1 |ys+|0|yes+ |0 |yss = 1
6 1 Wk . d,
r 21 Mo |" 1 r 3

b") (313235234) 0“‘, _Ilyu""lo y24+|.0 y54=\_ 0
L sl L] Lo ¥
|‘ g 0" g o

¢) (88,8528 oul —1 {ye+|0|ye+]0)ve=] 8
L 5 1] 0. L

Observando a matriz de coeficientes (a, a, a,) — que é comum
aos trés sistemas — notamos que, para resolver qualquer um dos
sistemas, basia pivotar o segundo elemento da coluna a,. Com isto,
a matriz (a a, a,) serd transformada num arranjo de vetores uni-
tdrios com as unidades posicionadas em linhas diferentes. Entido:

4, 8; a, a, a5 84 1, a; a, a, ag ag
2 0 0 S 1 27 0 0 2 3 1 8
(Dot oo s8|=|10-1 00 -5
61 0 —2 0 2. -0 |/ a —2 0 17.

A matriz da direita contém as solugdes dos sistemas (a'), (b') e
(c’) . Estas solugdes sdo como se segue: y5;, = 2, ¥;3 = — L € yps = 5
(resultado lido na coluna a,, observando a posi¢do da unidade nos
vetores unitdrios a ,a, ea); ¥,y = 3, ¥,y = 0 e 3,y = — 2 (resul-
tado lido na coluna a , observando a posi¢do da unidade nos vetores
unitdrios 8,8, € a) ey, = 8, y,6 = — 3 e Yy = 17 (resultado
lido na coluna a, observando a posi¢do da unidade nos vetores uni-

tiriosa, a, e a,). A visualizagdo destes resultados fica facilitada se
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escrevermos os nomes dos vetores unitirios na margem esquerda da

matriz (segundo a posi¢io da unidade nos vetores unitdrios) :

a, a ay 8, & a, a, 3 a,; a, a; a
a,[0 0 2 81 8 as[0 0 yss wss 1 Ysa|
a1 0 -1 0 0 -8 € |1 0 ys Yy 0 Yus
a0 1 g 2 0 17 8.0 | yes Yoy 0 Yss_

Exercicio: Resolver os sistemas (I) (a, a, asfazj, (009 (a,a,a; ;a J

e (III) (a, 8, a &) na matriz abaixo:

a, a, ag 84 a; a4

0O 4 8 —1 0 1
1 27 -8 00
0 -6 2 4 1 O

Observe que a matriz contém um arranjo de vetores unitdrios
formado pelas colunas a_, a ea., Para executar a tarefa solicitada, a
coluna a, deve “sair” e a coluna a, deve ‘“entrar”. A solugio do

problema é: (I) y;, = 4/3, 19 = — 22/3 e y5 = — 26/3, (II)
Yas=—1/3, 9y =—2/3 ey, =14/3e (III) yoy = 1/3, ys = —
— 7/3 e y,4 = — 2/3.
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Capitulo II

FUNDAMENTOS TECNICOS DE
PROGRAMACAO LINEAR

Neste capitulo estaremos interessados na caracterizagio e resolugio
de problemas de Programagio Linear. O capitulo se inicia pela
formula¢do de alguns problemas tipicos de Programac¢io Linear
para, a seguir, salientar caracteristicas comuns a todos. Ji em termos
de resolugdo de problemas de Programacio Linear, a discussio serd
restringida ao método Simplex. Este método sera apresentado em
detalhe, porém o leitor deve ficar alertado para a existéncia de
métodos especializados que, explorando caracteristicas matemadticas
especificas de alguns tipos de problemas de Programacio Linear,
apresentam eficiéncia computacional superior a do método Simplex
na resolucio de problemas do tipo para o qual foram desenvolvidos.
O método Simplex, por sua vez, é de uso geral, isto ¢é, pode ser
usado na resolu¢do de gqualquer problema de Programacdo Linear.

IT.1 — Problemas de Programacio Linear:
Exemplos de Formulagao

O primeiro passo no estudo de Programacido Linear consiste em
um treinamento basico na formula¢io de problemas. Formular um
problema significa traduzir sua informacio descritiva para um mo-
delo matematico. Infelizmente, ndo existe um conjunto de regras
definidas que realize o papel de dicionario nesta tradugdo. Conse-
giientemente, a capacidade de formular problemas ¢ uma funcio
da experiéncia adquirida no assunto.

37



Ao final da série de exemplos de formulagio de problemas que
serdo vistos a seguir, iremos verificar a emergéncia de um padrio
geral nos mesmos. As caracteristicas deste padrio serio discutidas
para podermos definir o que se entende por um modelo de Progra-
magio Linear. Quanto aos exemplos em si, o leitor deve ter em
mente que se trata de simplificagGes extremas da realidade e cujo
unico objetivo ¢ estabelecer uma cabega de ponte para problemas
mais complexos.

Exemplo 1: Um agricultor pode produzir bois para abate e
ovelhas para li. A produgao de um boi por ano requer a existéncia
de um rebanho bovino que ocupa 11 ha de pastagens e que exige
uma hora de trabalho por dia. A produgio de uma tonelada de
1a por ano requer a existéncia de um rebanho ovino que ocupa
sessenta hectares de pastagens e que exige duas horas de trabalho
por dia. O produtor prevé lucros de oito mil cruzeiros e de vinte
e um mil cruzeiros por boi e por tonelada de la produzidos, res-
pectivamente. Seus recursos produtivos siao limitados a quinhentos
hectares de pastagens e, dado que seus dois filhos o auxiliam no
trabalho, dispoe de vinte e quatro horas de trabalho didrias. O

produtor desejaria seguir um plano que maximizasse seus lucros
totais,

Formulagao: Maximizar L = 8 x, 4 21 x,
sendo que: a) 11 x, 4 60 x, =< 500
b) 1x;4 2x,< 24
() X, 0
d) X, 0

v W

onde L ¢ o lucro total do agricultor (em milhares de cruzeiros por
ano),

x; ¢ a produgio de bois (em cabegas por ano) e

x4 é a produgdo de 1a (em toneladas por ano).

Comentdrios: O produtor quer decidir quantos bois (x,) e quan-
tas toneladas de 13 (x,) produzird por ano. Ao atribuir valores
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numéricos para as varidveis de decisdo x, e x,, isto é, ao estabelecer
qualquer plano de produgio especifico, o produtor simultaneamente
estd atribuindo valores numéricos ao lucro anual (L) e aos reque-
rimentos do plano em termos de pastagens e em termos de maio-
de-obra. Examinemos o condicionamento imposto pela inequagio (a)
sobre as varidveis de decisio que compdem o plano. Para produzir
um boi por ano sio necessdrios 11 ha de pastagens; portanto, para
produzir x, bois serdo necessirios (/1.x,) ha de pastagens. Por
analogia, a produgio de x, toneladas de 1i por ano estabelece um
requerimento de (60.x,) ha de pastagens. Assim, um plano para
produzir x, bois e x, toneladas de 1i por ano requer (11 x, + 60 x,)
ha de pastagens. Para que o plano seja vidvel, seu requerimento
de pastagens deve ser igual ou menor que a disponibilidade exis-
tente deste recurso produtivo (500 ha). A inequagio (b), por seu
turno, estabelece a condigio de viabilidade do plano em termos
de mio-de-obra: o requerimento didrio de trabalho estabelecido pela
produgdo de x, bois e x, toneladas de 1 por ano deve ser igual
ou menor que a quantidade disponivel deste fator na fazenda. Os
condicionamentos (c) e (d) fazem parte da légica que um plano
vidvel deve atender: tanto a produgio de bois quanto a producgio
de 13 devem ser nio-negativas. Qualquer plano s6 serd vidvel se
satisfizer (a), (b), (c) e (d) simultaneamente. Dentre o conjunto
de planos vidveis o produtor almeja descobrir aquele que estd
associado ao maior valor do escalar L. Finalizamos observando que
o leitor nio se deve preocupar, por ora, com a obtengdo dos valores
numéricos de x, e x, que maximizam L sob as condigdes (a), (b),
(c) e (d); ao contrdrio do processo de formulagio, o processo de
resolugdo de um problema de Programagio Linear pode ser obtido
pela aplicagio de um conjunto de regras bem definidas. A elabo-
ragio de tal conjunto de regras serd objeto de discussdo mais adiante
neste capitulo. No momento é importante salientar que a formulagio
é pré-requisito sine qua non para a resolugio de um problema.

Exemplo 2: Uma refinaria produz gasolina e 6leo combustivel.
Sua matéria-prima é petréleo, que pode ser adquirido em trés pafses
diferentes: Um, Dois e Trés. A partir de um barril de petréleo do
pafs Um, que custa § 30, a refinaria obtém 20 litros de gasolina e
40 kg de 6leo combustivel. A partir de um barril de petréleo do
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pais Dois, que custa § 28, a refinaria obtém 17 litros de gasolina
e 43 kg de dleo combustivel. A partir de um barril de petréleo
do pais Trés, que custa § 34, a refinaria obtém 25 litros de gasolina
¢ 35 kg de dleo combustivel. A geréncia da refinaria assinou con-
tratos para a entrega de pelo menos 200.000 litros de gasolina e
de pelo menos 380.000 kg de 6leo combustivel por semana, nos pro-
ximos dois meses. Que quantidade de barris deve ser adquirida de
cada pais de modo que a refinaria possa cumprir seus contratos ao
menor custo de matéria-prima possivel?

Formulagdo: Minimizar C = 30 p, 4 28 p, + 34 p,s

dado que: a) 20 p, + 17 p, 4+ 25 py = 200.000
b) 40 p, + 43 ps + 35 ps = 380.000

c) 12 > 0
d) Ps > 0
e) ps = 0

onde C ¢ o custo da matéria-prima (em § por semana),

P, ¢ a quantidade utilizada de petréleo do pais Um (em
barris por semana),

ps ¢ a quantidade utilizada de petréleo do pafs Dois (em
barris por semana) e

ps é a quantidade utilizada de petréleo do pais Trés (em
barris por semana) .

Comentdrios: A viabilidade de qualquer plano de aquisigao de
matéria-prima ¢ condicionada pelo atendimento simultineo das
condigGes (a) até (e). A condigdo (a) ¢ discutida a seguir. Dado
que um barril de petréleo do pais Um produz 20 litros de gasolina,
entio p, barris de petréleo da mesma fonte produzirao (20p,) litros
de gasolina. Por outro lado, p, barris do pais Dois e p, barris do
pals Trés sao capazes de produzir (17p,) e (25p,) litros de gasolina,
respectivamente. Assim, se for estabelecido um plano de compra e
uso de p,, p, e p, barris por semana, origindrios respectivamente dos
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paises Um, Dois e Trés, a refinaria poderd produzir um total de
(20 p, + 17 p, 4 25 p,) litros de gasolina por semana. Em vista
dos contratos assumidos, esta produgdo total deve atingir pelo menos
200.000 litros por semana.

Exemplo 3: Uma fdbrica de geradores elétricos tem trés depé-
sitos centrais nas regiGes Um, Dois e Trés. Estes depésitos abastecem
cinco depésitos secundirios mediante pedidos dirigidos a uma ge-
1éncia central. Os dcpésitos secunddrios estdo localizados nas regiGes
Quatro a Oito. A geréncia tem pedidos para entrega de cinqiienta
e dois geradores, assim distribuidos: (a) os depésitos Quatro e Seis
solicitaram oito geradores cada um; (b) o depésito Cinco solicitou
doze geradores; (c) o depdsito Sete solicitou nove geradores e
(d) o depésito Oito solicitou quinze geradores. Através de consulta
telefénica aos depdsitos centrais, a geréncia foi informada da dispo-
nibilidade de um total de sessenta e dois geradores nos depésitos
centrais, assim distribufdos: (a) o depésito Um dispGe de vinte e
sete geradores, (b) o depdsito Dois dispde de vinte e trés geradores
e o deposito Trés dispée de doze geradores. A geréncia observa que
cxiste possibilidade de entrega imediata dos pedidos. Todavia, o
custo de transporte dc um gerador de um depésito para outro ¢
diferente. O quadro abaixo informa estes custos.

CUSTOS DE TRANSPORTE DE GERADORES ENTRE
DEPOSITOS CENTRAIS (ORIGEM) E DEPOSITOS
SECUNDARIOS (DESTINOS), EM $ 1000/GERADOR

O1igem Destino Depésito Depésito Depésito Depésito Depésito

Quatro Cinco Seis Sete Oito
Depésito Um 6 3 1 4 2
Depésito Dois 7 2 2 7 3
Depésito Trés 5 4 5 5 2
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O problema da geréncia é determinar quantos geradores cada
depésito central deve despachar para cada depésito secunddrio de
modo a atender os pedidos com o menor volume de despesas de
transporte possivel.

Formulagdo: Minimizar CT = 6q;; + 89,5 + 1016 + 4917 + 2q:5 +
+ 79e; + 2945 + 2995 + 7qer + Sqes +
+ 6934 + 4955 + 5935 + 5937 + 2£qss

dado que (@) qi; + g5 + Qus + 91 + Q18 < 27
(®) qes + Qes + s + g + ges S 28
() qas+ qss + qss + 97 + qog < 12

d) g+ g5+ a5 = &8
() s+ qes + gss =12
() gs + ges + gso — 8
® 917+ ger + g5y =9
(h) gis + ges + gss = 16

(l) ql.}.20;i=1,2J3ej=4’5,617’8'

onde CT ¢ o custo de transporte dos geradores solicitados (em

$)e
9y ¢ a quantidade de geradores transportados do depdsito
central i para o depésito secunddrio j (i = 1, 2, 3 e

j=14,56728).

Comentdrios: O problema apresentado neste Exemplo 3 é conhe-
cido como o Problema de Transporte, uma espécie de cldssico na
Programagio Linear. As condiges (a), (b) e (c) refletem limi-
ltagdes nas quantidades totais que cada depdsito principal pode
suprir. Observe que o lado esquerdo da inequagio (a) ¢ a soma
das quantidades de geradores que saem do depdsito Um para todos
os depésitos secundirios (Quatro, Cinco, Seis, Sete e Oito). Uma
vez que no depdsito Um estdo disponiveis 27 geradores, a quanti-
dade total despachada deste depdsito deve ser igual ou menor que
o numero de geradores ai disponfvel. Observa¢io semelhante se
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aplica as restrigées (b) e (c). As restrigées (d), (e), (f), (g8) e (h).
por outro lado, refletem a vontade da geréncia em atender os
pedidos dos depédsitos Quatro, Cinco, Seis, Sete e Oito, respectiva-
mente. O lado esquerdo da condigio (g) acumula o total de gera-
dores destinados ao depésito Sete e que vieram dos depdsitos prin-
cipais Um, Dois e Trés. Uma vez que o depdsito Sete solicitou
nove geradores, a quantidade proveniente do depdsito Um (q,,)
mais a quantidade proveniente do depdsito Dois (g,,) mais a quan-
tidade proveniente do depdsito Trés (g,,) devese igualar a este
nimero solicitado. Por fim, a condigio (f) — que na realidade ¢é
um conjunto de quinze restrigées — cstabelece de mancira formal que
planos envolvendo quantidades transportadas negativas nio sio
aceitdvelis.

E conveniente, neste ponto, fazermos uma digressdo sobre a trans-
formagdo de inequagGes em equagdes através do uso de varidveis
auxiliares ndo-negativas. Neste sentido, considere a inequagdo (a)
do Exemplo 1, acima, segundo a qual o total de pastagens destinado
a criagdo de bois e a produgdo de 13 ndo deve ultrapassar 500 ha:

11z, + 60z, < 600

Nos comentdrios que se seguiram a formulagio do Exemplo 1,
vimos que (/I x, 4 60 x,) é o nimero de ha de pastagens neces-
sdrio para produzir x, bois e x; toneladas de 13 por ano. Se agora
definirmos uma varidvel x,;, nio-negativa, que represente a drea de
pastagens eventualmente ndo utilizada no plano de produgio, pode-
mos substituir a inequagdo em pauta pelo conjunto:

600

{u z, + 60 z4 +
0

Is
Ts

Vi

Agora a equagdo nos diz que a soma da drea efetivamente utilizada
no plano de produgio (isto é: I1I x; 4+ 60 x,) com a drea nio
utilizada (isto é: x,) deve ser igual a drea disponivel (isto é: 500 ha) .
A drea nio utilizada, por sua vez, deve ser igual ou maior do que
zero. Observe que se x, pudesse assumir valores negativos, isto seria
equivalente a criar uma possibilidade de uso efetivo de pastagens
maior do que o disponivel na realidade (certifique-se de que en
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tendeu esta afirmativa escrevendo 11 x, 4 60 x, — 500 — x; e

atribuindo valores negativos a x,l). Para evitar esta possibilidade,

explicitamos que apenas valores ndo-negativos sdo aceitdveis para x;.
Considere agora a inequagio (b) do Exemplo 2:

40 p; + 48 ps + 86 p, > 880.000

Nos comentdrios que se seguiram i formulagio do Exemplo 2 foi
visto que (70 p, + 43 p, + 35 p;) era a quantidade de 6leo com-
bustivel produzido semanalmente pela refinaria, dada a utilizagdo
de p,, ps € p, barris de petréleo por semana oriundos dos paises Um,
Dois e Trés, respectivainente. Por outro lado, o niimero 380.000 se
referia 4 produgio semanal minima de dleo combustivel que a
reflinaria deveria cumprir. Ora, em principio nio existe razio de
natureza fisica, explicita na descri¢gio do problema, segundo a qual
a refinaria nio possa produzir mais é6leo combustivel do que o
minimo requerido pelo contrato. Assim, vamos definir uma variivel
nio-negativa p,; que represente a quantidade de 6leo combustivel
produzida em excesso ao minimo contratual. Com isto, podemos
substituir a inequacdo (b) do Exemplo 2 por:

[40 D1 + 48 pe + 95 ps — py = 380.000
7,20

Observe o significado da equagdo: a quantidade produzida de
6leo combustivel (40 p, + 43 p, 4+ 35 p,) deve ser igual i quanti-
dade requerida em contrato (380.000) mais alguma quantidade
eventualmente produzida em cxcesso (p;). Certifique-se de que en-
tendeu porque agora subtraimos uma varidvel auxiliar ndo-ncgativa
para transformar a inequagdo cm uma equagido. Note que no exem-
plo anterior a inequaciio era do tipo “igual ou menor que™ e agora
a inequagdo ¢ do tipo “igual ou maior que”.

Exercicio: Refaga a formulagdo dos Exemplos 1, 2 e 3 elimi-
nando todas as inequagdes pela utilizagdo de tantas variiveis auxi-
liares n3o-negativas quantas forem necessirias em cada problema.
Note que a transformagdo de cada incquagdo em equagdo requer a
definigdo de uma varidvel auxiliar especifica. Procure definir o
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significado exato de cada variivel auxiliar. Para completar a formu-
lagdo, inclua as varidveis auxiliares na equagdo a ser otimizada,
associando-as com coeficientes nulos (zeros).

Em vista da possibilidade de transformar inequagGes em equagdes
através do emprego de varidveis auxiliares nio-negativas e, pela
observagdo das formulagGes dos Exemplos 1, 2 e 3, fica evidente
que um problema de Programagio Linear tem trés caracteristicas
fundamentais: (a) existéncia de um escalar que se busca otimizar
e que é uma fungio linear das incégnitas do problema, (b) exis
téncia de um sistema de equagGes lineares que define — ou amarra
— a viabilidade de qualquer plano potencial as condigGes especificas
cstabelecidas no problema e (c) condicionamento de n3o-negativi-
dade sobre todas as incégnitas do problema (incluindo as varidveis
auxiliares) . Através de exercicios ao final deste capitulo, e de exer-
cicios mais elaborados no capitulo seguinte, o leitor poderd ter
uma idéia da gama de problemas que apresentam as caracterfsticas
referidas. No momento é importante definirmos o modelo algébrico
de Programagdo Linear e estabelecermos uma terminologia para
referenciar seus componentes.

O modelo geral de Programagio Linear é:

Otimizar Z = ¢ 2y + CeZe + €325+ ... + €, T,
dado que: @y z; + e Te+ Ggxg + - .- F An T = by
Qo Ty + Qoa Tg+ Ges Ty + ... + Gan Tn = by
Cni1 Z1 + Cns Ts + Cns Ts + ... + Gup ZTp = bm
2 20
T 20
Ts 20
z, 20
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ou, mais sinteticamente:

Otimizar Z = ¢ z
dado Ax =b
e x>0

onde A: (mzn) e x: (nzl)

O escalar que se quer otimizar (Z) ¢ descrito por uma fungio
linear chamada de “fungdo objetivo”. Os coeficientes c; sio chamados
de “cotficientes da fungdo objetivo”. As incdgnitas z; sio chamadas
de “varidveis de decisdo”. Os coeficientes @, sio chamados de “coefi-
cientes técnicos”, enquanto que um vetor a ¢é uma “atividade”. Os
coeficientes b, sio chamados de “constantes do lado direito das equa-
¢bes” ou, em problemas especificos, de ‘“requerimentos” ou de
“disponibilidades” conforme o caso.

Por fim, é necessdrio distinguir entre uma atividade e o seu nivel
ou valor numérico. Uma atividade pode ser descrita genericamente
(por ex.: a, significa “plantio de milho”), enquanto que o nivel
assumido por uma atividade designa um valor especifico que quan-
tifica a intensidade da atividade num plano (por ex.: x; — 10 signi-
fica 10 ha de milho plantados).

II.2 — Resolugdo Grifica em Programagio
Linear

Nesta se¢do iremos examinar como se resolvem pequenos proble-
mas de Programagio Linear, através de representagies grdficas. Estas
andlises grdficas nos permitirdo obter as caracteristicas da solugdo

6tima de tais problemas de uma maneira intuitiva.
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Iniciaremos com a resolugio grdfica do seguinte problema:

Problema (4): Maximizar Z = 2z, + 8 1,
dado que: a) 4z, 4 22, < 20
b) 8z, + 6z, < 24
0

v

C) Ty

d) Ts 0

v

As Figuras 1.a até 1.d, adiante, representam as restrigdes (a) até
(d), respectivamente.

Nas Figuras 1.a até 1.d as areas hachuradas representam os con-
juntos de pontos (x,, x,) que satisfazem as inequagdes (a) até (d),
respectivamente. Por exemplo, na Figura 1.c, todos os pontos situa-
dos na parte hachurada satisfazem x, = 0. Todavia, um plano
(%1, X4) SO serd vidvel se satlisfizer todas as inequagdes simultanea-

Figura 1.0
Representacdo Grdfica da Inequagdo 4x+2x,<20

X

¢
// 4x,+2x,=20
/ ///Il.- 4x+2x, <20
&7 ////////”lln. 9 Xo
% Y
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Figqura 1.b

Representa¢do Grdfica da Inequagdo
3x;+ 6x,< 24

T Y

N

1/ &
VLN 755

Figura 1lc

RepresentagGo Grafica da Restricdo
X; =20

X,=0 kx>0 X2



Figura 1 .d
Representagdo Grafica da Restrigdo x,>0

mente. A intersegio dos conjuntos de pontos que satisfazem cada
inequagio forma um conjunto de pontos que satisfazem todas as
inequagbes simultaneamente. A intersegdo dos conjuntos determi-
nados pelas inequagdes (a) até (d) estd representada na Figura 2,
abaixo.

A Figura 2 mostra que o conjunto de planos vidveis (x;, x;)
do Problema (A) se apresenta na forma de uma irea poligonal,
com vértices v/ = (0.0), v, = (5.0), v, = (¢2) e v, = (04).
Qualquer ponto (x,, x,) situado sobre a drea poligonal referida —
incluindo as linhas lim{trofes desta drea — satisfaz todas as inequa-
¢oes do problema (A). Qualquer ponto situado fora da drea hachu-
rada deixa de satisfazer pelo menos uma das condigées do pro-
blema (A).

Uma vez estabelecido o conjunto de planos vidveis do problema,
devemos agora selecionar um plano, dentre estes, que maximize o
valor da fungdo objetivo. A Figura 3 representa a determinagio do
plano 6timo dentre os planos vidveis.
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Figura 2

Representacdo Grdfica do Conjunto de Planos
Vidveis do Problema (A)

» 01/
Iill

[TTTI

Conjun\‘o|
de ‘)
Planos Iiavels

T

[TT1

A Figura 3 mostra claramente que o maior valor que a fungao
objetivo pode atingir, com base em planos vidveis, ¢ Z = 14. O
plano ao qual estd associado este valor mdximo da fungio objetivo
¢ dado pelas coordenadas do vértice v,, isto ¢, x}=4e 2y = 2.
Portanto, a solu¢do dtima do problema (A) é o vetor x* = [‘;]
O valor da fungio objetivo associado ao plano étimo ¢ Z* = 14.
Este é o maior valor que Z pode atingir, com base no conjunto de
planos vidveis do problema (A).

Exercicio: Modifique a fungio objetivo do problema (A) para
Z=6xz;,+ 2z,

e resolva novamente o problema. A solugdo 6tima serd dada agora

pelas coordenadas do vértice v,. Qual o plano 6timo (z7, 7a) ?
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Figura 3
Representacdo Grdfica de 2=2x; + 3x,
para Diversos Valores de Z

Qual o valor Z®* da fungio objetivo associado ao plano étimo

(z:s z:)'
Exercicio: Resolver graficamente (Problema (B))
Maximizar Z = £z, + 10 z,
dado que: a) 1z, +3z,< 9

b 4z, + 2z, <20

< > 0
d) g2 0

A solugio 6tima é z; = 0, Ty = 8. O valor da fungio objetivo
associado ao plano étimo ¢ 2* = 30.
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Exercicio: Resolver graficamente (Problema (C))

Maximizar Z = 8z, 4+ 2z,
dado que: a) Iz, + 2z < 10

b) II‘+OIE< 6

€ Oz +1z, 5 4
d) x; 2 0
e) :rg 2 0

A solugiao 6tima é :r: = 6, z: = 2. O valor da fungio objetivo
associado ao plano 6timo é Z¢* = 22.

Exercicio: Resolver graficamente (Problema (D))

Maximizar Z = 12z, + 3 z,

dado que: a) Iz, +1z,< 16

b) 1z,— 22, S 0
) Oz, +1z,< 9
d) = 2 0
€) zg 2> 0

A solugio 6tima é z; = 6, 2y = 9. O valor da fungio objetivo
associado ao plano 6timo é Z* = 33.

Vamos agora resolver graficamente um problema de Programagio
Linear envolvendo minimizagao de fungio objetivo:

Problema (E): Minimizar Z = 1z, + 214
dado que: a) 2z, + 2z 2 14
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b) 10z, + 4z4 2> 40

C) 1 z; + OI‘ S b
d) =z > 0
e) ') 2 0

O conjunto de planos vidveis do Problema (E) ¢é apresentado
na Figura 4; os pontos (x,, x,) na drea hachurada — incluindo suas
linhas limitrofes — satisfazem todas as cinco condigGes do Pro-
blema (E).

Figura 4
Conjunto de Planos Vidveis do Problema (E)

xlﬂ\_
7R
5 E ‘vﬂ‘l vy /1 U 1| |/ 1
i '
% - I "'4 ///

= Y, Conjunto de Planos Vidveis
| R

S { I :

= |

Y A /R [ T Y /
2 5 7 10 X

2
O Problema (E) ¢ a seguir resolvido pela determinagio do plano
vidvel capaz de gerar o menor valor possivel para 2. A Figura 5
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revela que o plano 6timo ¢é Z; = 5, Ty = 2. Este plano determina
um valor Z* — 9, e nenhum outro ponto pertencente ao conjunto
de planos vidveis é capaz de gerar um valor inferior para a fungao
objetivo.

Figura 5
Representagdo Grdfica de 2= 1x,+2x, para Diversos
Valores de 2

X A

Exercicio: Resolver graficamente (Problema (F))

Minimizar Z = 6z, + 2z

dado que: a) 2z, 4+ 2z, > 20
by 1z,4+0z,< 8
o Oz, +1z;> 6
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d) z;

v v

0
) Ty 0

O plano 6timo é z; = 0, zy = 10. O valor minimizado da fungio
objetivo é Z2* = 20.

Exercicio: Tente maximizar em vez de minimizar a fungio obje-
tivo do Problema (F). Conclua que, como o conjunto de planos
vidveis é aberto na diregio em que sc procede A maximizagio de Z,

/0 valor deste escalar pode ser aumentado indefinidamente. Neste
caso, embora o problema apresente um conjunto de planos vidveis,
ele nio tem uma solugdo étima finita.

Exercicio: Verifique que a intersegio das seguintes condigGes ¢é

um conjunto vazio:
(@) 2z, + 2z 2 14
() 2z, + 22, < 10

Conclua que nenhum plano vidvel pode existir na presenga de
tais condi¢Ges. Observe que se um conjunto de planos vidveis é
vazio, evidentemente uma solugdo étima nio pode existir.

O leitor que realizou todos os exercicios propostos nesta segdo
terd observado que: (a) nem sempre um problema de Programagio
Linear apresenta um conjunto nio-vazio de planos vidveis, (b) mes-
mo que o conjunto de planos vidveis seja nao-vazio, isto nio garante
a existéncia de uma solugdo 6tima finita e (c) quando uma solugio
6tima finita existe, ela certamente serd dada pelas coordenadas de
um dos vértices do poligono que limita o conjunto de planos vidveis.
Sobre esta Ultima observagao cabe ainda mencionar que, eventual-
mente, um problema poderd apresentar uma multiplicidade de solu-
¢oes dtimas. Isto pode ocorrer quando a fungio objetivo é paralela

a uma das restrigges do problema. Nestes casos, o valor étimo da
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fungio objetivo poderd ser obtido em mais de um dos vértices
do poligono de planos factiveis. Em suma:

Se um problema de Programagio Linear tem uma solugio
6tima finita, esta solugdo corresponderd a pelo menos

um dos vértices que limita o poligono de planos vidveis
do problema.

O resultado acima, que na realidade se constitui em teorema mate-
maticamente demonstrdvel, ¢ de importincia fundamental para
desenvolvermos um método de resolugdo de problemas de Progra-
magio Linear nos casos em que uma solugdo 6tima finita existe:
para resolver tais problemas tudo o que precisarfamos fazer ¢
computar o valor da fungdo objetivo nos diversos vértices e, por
comparagio destes valores, selecionarmos um plano 6timo.

A questao natural que se segue é: como determinar os vértices
do poligono de planos vidveis no caso de existirem muitas atividades
no problema de modo que a anilise gréfica ndo nos possa auxiliar?

A resposta a esta questio, que consiste em outro teorema mate-
maticamente demonstrivel, é:

Os vértices do poligono limitante do conjunto de vetores
x* que satisfazem as condi¢Ges Ax — b e x > 0, sdo

dados por solugGes bdsicas ndo-negativas do sistema
Ax = b.

Com o propésito de ilustrarmos esta assertiva, vamos reescrever a
formulagio do Problema (A) acrescentando duas atividades auxi-
liares ndo-negativas (x, e x;). Assim, transformamos o sistema de

inequagGes em um sistema de equagGes com todas as incégnitas nio-
negativas:

Maximizar Z = 22,4+ 3z, + 0zs + 0z
dadoque: a) 421+ZZ‘+II’+OI4=20
b) 83z, + 6z 0zs+ 12, = 24
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o =z = 0
d) Zs > 0
€) Zs =0
f) > 0

As condigGes (a) e (b) se constituem num sistema de duas equa-

¢Ges e quatro incdgnitas que apresenta as seguintes solugGes bdsicas:

(1) z,=0;T3= 0;zg= 20;z4= 24
(2) z;=0;z4=10; 25 = 0;z,=—36
@) z,=0;T3= 4,;23= 12;2;= 0
4 z;=6;23= 0;z5 = 0;x; = 9
G) z,=8;28= 0;zs=—12;2;, = 0
6) zi=4;29= 2;2z3= O0;z;= 0

Examinando as solugGes bisicas de niimeros (1) até (6) verifica-se
que as solugées (2) e (5) apresentam alguma raiz negativa, nio
satisfazendo portanto as condigGes de nio-negatividade do problema.
Comparando as demais solugGes bisicas com o grifico apresentado
na Figura 2 iremos concluir que a solugao (1) corresponde ao
vértice v, a solugdo (8) corresponde ao vértice v, a solugdo (4)
corresponde ao vértice v, e a solugdo (6) corresponde ao vértice v,.
Portanto, a cada vértice do poligono limitante do conjunto de planos
vidveis do Problema (A) corresponde uma solugio bdsica nao-
negativa do sistema formado pelas restrigoes (a) e (b) do problema
(apds a inclusao de varidveis auxiliares nao-negativas) . Conhecidas
as coordenadas de cada vértice, podemos calcular o valor correspon-
dente ao escalar Z nos diversos vértices através da substituigio dos
valores das coordenadas na fungio objetivo. O plano étimo é deter-
minado por comparagio. A Tabela 1 sumaria o processo de reso-
lugao do Problema (A).
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Tabela 1

RESOLUGAO DO PROBLEMA (A) POR COMPUTAGAO
EXAUSTIVA DE SOLUGOES BASICAS

N.e da Solugdo z; EA zs z, Viabilidade 2 Conclusido

1 0 0 20 24 sim 0
2 0 10 0 —36 nao ==
3 0 4 12 0 sim 12
4 5 0 0 9 sim 10
5 8 0 —12 0 ndo —
6 4 2 0 0 sim 14 plano Gtimo

O leitor ¢ convidado a resolver os Problemas (B) até (F) pela
computagiao de solugGes bdsicas nio-negativas e comparar os resul-
tados assim obtidos com a anilise grifica.

Observamos, ao encerrar esta se¢ao, que o método de enumeragio
exaustiva de solugGes bdsicas nao-negativas nao é capaz de indicar
quando o conjurto de planos vidveis-é aberto na dire¢do em que
se procede i otimizagdo. O método sé produz respostas corretas
quando o conjunto de planos vidveis é vazio ou quando o conjunto
de planos vidveis ndo ¢ vazio e uma solugdo Stima finita existe.
De qualquer maneira, também a eficiéncia computacional do método
de enumeragdo exaustiva de solugdes bdsicas deixa muito a desejar:

se um problema tem uma total de m condig¢Ges (equagGes) em n
r = . P n - .
atividades nao-negativas, existirio C (——) solugdes bdsicas a
n—m
serem computadas. ! As limitagGes em pauta todavia nao diminuem

a importincia pritica do teorema que nos diz que, se um problema

1 Sem mencionar solu¢Ges bisicas degeneradas, que também podcm-se cons-
tituir em vértices do poligono limitante do conjunto de planos vidveis. Um
vértice carrespondente a uma solugio bdsica degenerada ocorre quando um vértice
e determinado por mais do que (n — m) equagdes do sistema.
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de Programag3o Linear tem uma solugdo 4tima finita, entido esta
solugdo se verificard em pelo menos um dos vértices do poligono
limitante do conjunto de planos vidveis do problema. As limitagGes
citadas para o método de enumeragio exaustiva de solugSes bdsicas
nao-negativas sio plenamente superadas através do método Simplex.
Este método é o tema da préxima segdo.

II.3 — O Algoritmo de Dantzig
(Método Simplex)

O método Simplex de resolugio de problemas de Programagio
Linear foi desenvolvido pelo matemitico norte-americano G. Dantzig
na década de 40. Em resumo, o método consiste num exame de
solugGes bisicas nio-negativas do problema numa seqiiéncia tal que,
a cada passo, consegue-se passar de um vértice a outro realizando
um ganho no sentido pretendido de otimizagao. Com isto em geral
evita-se calcular as raizes de um numero significativo de solugGes
bisicas, reduzindo-se apreciavelmente o esforgo computacional re-
querido para resolver o problema. Além disto, o algoritmo prevé
trés possibilidades bem definidas de terminagdo: (a) o conjunto de
planos vidveis é vazio, (b) o problema nio tem solugdo étima finita
e (c) uma solugdo 6tima finita para o problema existe e é encon-
trada no ultimo passo. O Diagrama 1 apresenta uma descrigao
genérica do Método Simplex. Embora esta descrigao talvez aparega,
no momento, um tanto vaga ao leitor, é itil manté-la em mente
quando discutirmos os detalhes de funcionamento do método.

Razdes de ordem diditica tornam preferivel discutir os diversos
passos que compdem o Método Simplex na ordem inversa de sua
seqiiéncia normal de utilizagdo. Assim, discutiremos inicialmente a
questao (5) do Diagrama 1, depois a questdo (4) e assim sucessi-
vamente até a questio (1). Uma vez que os detalhes de cada passo
estejam entendidos, n3o serd dificil entender o procedimento todo
com o auxilio do Diagrama 1.
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Diagrama 1

DESCRIGAO GERAL DA RESOLUGAO DE UM PROBLEMA

DE PROGRAMAGAO LINEAR ATRAVES DO METODO
SIMPLEX

(I) E possivel obter qual-
quer solucdo bisica | NXO FIM: O conjunto de planos vii.-
nio-negativa para o |—p veis é vazio
problema?
{ SIM

(2) Obtenha uma solugio
bdsica  nio-negativa
para o problema

v

() E possivel realizar
ganho no sentido

pretendido de otimi- | NXO FIM: A solugio bdsica presente
> 2a¢io com outra so- |——) ¢ um plano étimo
lu¢io bdsica ndo-ne-
gativa?
{ siM
NAO

(4) Este ganho ¢ finito?

,L SIM

(5) Calcule outra solugio
bisica  nfo-negativa
que apresente um
valor da fun¢io ob-
jetivo melhor que o
da solu¢do presente

+

A nova solugio passa
a ser designada de
solugdo presente

3 FIM: O problema nio tem solu-
¢do Otima finita
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I1.3.1 — Escolha da Atividade a Sair da Solugao Bisica
J4 vimos que uma solugio 6tima para o problema

Otimizar Z = ¢’x
dado que: Ax = b

e x 20 (x:nz!; A: mzn)
serd uma solugio bidsica nio-negativa para o sistema Ax = b.

Nesta subse¢do vamos examinar como se calcula uma solugio basica
nio-negativa a partir de outra solugdo bdsica ndo-negativa conhecida.
Mais especificamente, o que se deseja verificar é: dado que dese-
jamos positivar uma atividade que se encontra em nivel zero na
solugdo basica conhecida, qual a atividade que deveria ser zerada
nesta ultima de modo a obtermos uma nova solugio bdsica nio-
negativa? Mais ainda: como recalcular os niveis de todas as ativi-
dades na nova solugdo bdsica a partir dos mesmos da solugdo anterior?

Tornando a discussio mais formal, vamos supor que conhecemos
um vetor numérico x*, nio-negativo, que se constitui numa solugio
bisica do sistema Ax — b. Vamos supor ainda, sem perda de gene-
ralidade, que os primeiros m elementos de x*® sio mimeros positivos,
enquanto que os demais ( — m) elementos sio nulos. 2 Em outras
palavras, admitimos, que se conhece um vetor numeérico x* com
elementos z% > O para j = 1,2, ..., m e Z;=0paraj=m + 1,
m + 2, ..., n tal que:

Ayt Qe Qim
Qg * Qe | & Qem | x

zy + . Te + o + . T +
Gmi1.) Apg Cmm

2 Observe que x* foi definido como uma solugio bisica nio-negativa e nio
degenerada. Degenerescéncia serd comentada adiante. Por outro lado, o pressu-
posto de que os elementos positivos do vetor 3® ocupam as n primeiras posi¢des
visa apenas simplificar o aspecto algébrico da discussio.
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Tendo em vista que os ultimos (n — m) elementos de x*® sdo
nulos, a combinagio linear Ax* = b se resume a:

a,a::+azz;+...+am:::=b 1

O plano x* pode ser interpretado como um plano contendo xf

unidades da coluna 2, x’; unidades da coluna a, ..., ":. unidades
da coluna a_. Sendo, por hipétese, um plano vidvel, satisfaz Ax = b
e x > 0. Por outro lado, definindo B = (a, a, ... a ) e admi-
tindo que B seja uma base para R™, concluimos que:

.|=B"'b

Vamos supor, a seguir, que soubéssemos da possibilidade de rea-
lizar algum ganho na fungdo objetivo se passarmos do plano bisico
presente x® a um outro plano bisico no qual o nivel da atividade
x, — que, por hipétese, é nulo no plano x® — assuma um nivel
positivo. Ora, se queremos que x, “entre” no plano, alguma ativi-
dade que estd em nivel positivo no plano x® deve “sair” (isto é,
zerada) . Isto é necessirio para que a nova solugio seja também uma
solugdo bidsica e portanto candidata potencial a ser uma solugio
6tima. Porém, a “entrada” de x, ird, em geral, determinar outras
alteragdes numéricas no plano x® além de. eventualmente, zerar
uma das atividades pasitivas em x®. E necessirio algum cuidado
para que estas alteragSes ndo se cristalizem em niveis negativos para
uma ou mais atividades.

A anilise da obten¢do de um plano bdsico n3o-negativo a partir
do plano x®, dado que se quer positivar a atividade x,, se inicia
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pela observagio de que, sendo B uma base para R™, podemos repre-
sentar a coluna a_como uma combinagdo lincar das colunas de B.

alylr+azygr+ “es +8.-y.u=a' (2)

Observe que as incégnitas do sistema (2) podem ser obtidas por

Yir
yfr - B_,l a'

yﬂll‘_

A expressio (2) nos diz que uma unidade da coluna a é com-
posta pela soma de y,, unidades da coluna a,, y, unidades da co-

luna a, .. e Y unidades da coluna a_. Portanto, para dar
lugar a entrada de uma unidade de a. no plano x*, devem ser reti-
radas y,, unidades de a,, y., unidades de a,, ... € y., unidades de

a. Mais formalmente obtemos este resultado subtraindo, lado a
<
lado, a expressio (2) da expressio (l):

31$7+32 -‘l';+ ... ta, I:—(al Yir+ 8 Yoo+ ... +8m Ym) =b—2a,
ou, apds um simples rearranjo algébrico:
ﬂ:(rf-yn) +3z(1::_yzr) + ... + 3m(1:: ~¥m) +3,=b (3)

Observe que a expressio (3) reflete uma solugio para o sistema
Ax = b. O primeiro elemento desta solugio é (x¥* — ), .-., 0
m-ésimo € (x* — y,,), 0 r-ésimo é um e os demais sdo zeros. To-
davia esta solugio nio é necessariamente bdsica, a menos que, por
acaso, algum elemento (x% — y;) seja nulo. Mais ainda, nio ¢é
possivel sequer garantir que tal solugdo seja nao-negativa, pois
nada estabelecemos sobre a magnitude relativa dos niimeros x} e y;,.
O problema aqui é que nio podemos impor que o plano x* seja
modificado pela inclusio de exatamente uma unidade de x, e simul-
taneamente esperar que esta inclusio vd zerar algum dos x; que
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eram positivos, enquanto os demais se mantém nio-negativos. Para
superar esta questido, voltemos a expressio (2) e vamos multiplicar
ambos os lados da mesma por um escalar §, obtendo entio:

8,6y +3: 0y + ... + a, (6 Ymr) = 8,8 C)]

Agora, subtraindo a expressio (4) novamente da expressio (1)
(lado a lado), obtemos, apds alguns rearranjos algébricos simples:

81(1?7—53/“) +32($:—5!Isr)+ L) +am(z:|_5:'_/mr)+ara=b (5)

A expressdo (5) é fundamental para a compreensio do método Sim-
plex. Ela nos diz que, para modificar o plano x*® através da inclusio
de & unidades da coluna a_ao mesmo tempo em que mantemos o
plano satisfazendo Ax = h, deveremos diminuir 8y, unidades da
coluna a, 8y, unidades da coluna a, e assim por diante com todas
as colunas da base associadas com a solugio x®. Em suma, a relagdo
da solugdo bdsica x* com outra na qual x, esteja no nivel 3 é repre-
sentada por

- - —, —
Z; T; — 8ylr
* *
Te Te — OYer
x:n z:l = 6ymr
0
0
résima linha __| 0 | _______ ] __1-ésima linha
0 0

Agora, para que o vetor da direita se constitua em solugdo bdsica
nao-negativa para o sistema Ax = b, & deve ser estabelecido de
tal forma que pelo menos um dos elementos (x¥ — 5yx) se anule
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enquanto os demais permanecem positivos. Mais ainda, uma vez
que o préprio valor d se constituird no nivel numérico assumido
pela atividade x,, este valor deverd ser, evidentemente, positivo.
Alguma reflexdo sobre o problema posto nos levard a conclusdo
de que o valor de & capaz de satisfazer os requisitos estabelecidos
serd dado pela menor razio positiva dentre as seguintes opgdes:
x* Y15, x¥[Yars - .., x*[Y,0. Como o0s x;‘ sio positivos por hipétese,
uma razdo x;' [y 56 serd positiva se y;, também for positivo. Sim-
bolicamente:

. )
a=Min(”" Sy >0
2 yjr

onde j se refere aos indices das colunas na base presente.

Entio, dado que queremos incluir x, na solugio (ou a, na base),
saird aquele x; que apresente a menor razio positiva (x*/y;). A
nova base conterd as mesmas colunas da base anterior exceto por
a;, que € substituida por a. Os detalhes do passo (5) do Diagrama 1
foram resolvidos (lembre que admitimos, por hipdtese, que a en-
trada de x, iria melhorar o valor da fungio objetivo).

Exemplo: Em vista da presenga de vetores unitdrios na matriz
expandida abaixo apresentada, uma solugio bdsica ni3o-negativa
para o sistema de trés equagbes e cinco incégnitas af sintetizado é:

x":O;x:‘=5;x’:=4;xj’=6ex“=0.Abasedosistemaé
@, 3, 3)

a, a, a, a, 3 . b

-3 0 0 4 : & ::2

1
1 0 0 1 2 -6 z
2 0 1 0—6 : 4] x4
+

Conforme indicado pela seta sob a matriz, vamos supor que
quiséssemos introduzir a, na base, isto é, positivar x, e zerar ou
Xy Ou Xy ou x;, mas de modo que a nova solugdo bdsica seja também
ndo-negativa. Para tanto precisamos primeiro calcular y,,, ys; € y,,.
Estes coeficientes sio obtidos pela resolugio de:

B Yz + By + By = 8
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Observando que os vetores a, a, e a, s3o unitdrios, a resolucio
do sistema proposto evidentemente é y,; = — 3, y,, = 2 e y;, = 1.
Estes valores podem ser lidos diretamente no vetor a, com o auxilio
da interpretagido discutida na Segdo 1.5 do Capitulo 1. Agora, a inter-
pretagao dos y;; é como se segue: para dar lugar a entrada de uma
unidade de a, (x, = I) na solugdo de referéncia (x} = 0; x} = 5;
x3 =4 x: = 6; x} = 0), o nivel de x, deve ser diminuido em
3 unidades, o nivel de x; deve ser diminuido em 2 unidades e o
nivel de x; deve ser diminufdo em 1 unidade. Verifique que, de
fato, a solugio (x; = 1, x4 = 8, x; = 2, x;, = 5 e x5 = 0) satisfaz
o sistema dado. Esta solugido todavia nio é bisica. Para que ela
seja bdsica, x, deve entrar num nivel § calculado por Mm (x [y313
¥y > 0), onde 3 = 2, 3, 4.

Observamos que y,, é negativo. Se este elemento fosse escolhido
como pivd, implicando saida de x; e entrada de x,, este ultimo
entraria com um valor negativo na préxima solugio bdsica. Resta

1 a * * .
examinar as razdes x3 [ys; € X7 [¥;;:

3;/?/31 =4/2=2
z:/yu = 6/1 =6

Como x}/ys; é menor que x¥/y,,, concluimos que a entrada de x;
deve deslocar x; da solugio para que a nova solugio seja bdsica e
nio-negativa. Conseqiientemente, determinamos a posi¢io do pivd e
podemos obter a nova solugio bdsica com um passo da redugio de
Gauss- Jordan:

a, 3, a2, a, 3 b a, a, a, a, a; : b

"—8 1 0 0 4 6|z 0 1 82 0-6 ' 117zs
1 0 01 2:6|z;= 0 o0o-1/8 1 5 4|5
@ 0 1 0-6: 415+ |1 0 12 0-3 2| 2"
A

A matriz da direita contém um sistema equivalente ao da matriz
da esquerda. Obtivemos uma nova solugao bisica para qualquer
dos dois sistemas: ¥ =2, x% =11, x¥* =0; x’:‘ =qex}* =0.
Com relagdo A solugio bidsica anterior, notamos que a entrada de
x; deslocou x, da solugio. Observe que o cidlculo das razdes x¥ [y
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(G = 2, 3, 4) poderia ter sido feito diretamente na matriz da
esquerda: basta dividir os coeficientes de b pelos coeficientes de 8,
da mesma linha.

Exercicio: Em relagio a primeira solugio bdsica do exemplo
anterior, suponha que vocé tivesse escolhido o segundo elemento da
primeira coluna como pivé e recalcule uma nova solugio bdsica.
Esta nova solugio satisfaria a condigdo de nido-negatividade?

Exercicio: Com relagio 2 primeira solugdo bésica do exemplo
anterior, suponha que fosse desejado positivar x; e obter uma nova
solugdo bdsica nido-negativa. Qual atividade deveria sair da base?
Verifique que a nova solugdo bdsica seria xt‘ = 0; x¥* = 0;
w3t = 46/4; x3* = 14/4 e x}* = 5/4. Verifique que esta solucdo
também satisfaz os dois sistemas equivalentes do exemplo.

Digressdo: Solugées Bdsicas Degeneradas

Foi relerido acima que, se quiséssemos incluir x, na solugio, sairia
aquele x; que apresente a menor razio positiva (x;,'/y,,). Esta con-
clusio provém da hipétese de que a solugio de referéncia x® ¢é
nio-negativa e nio-degenerada. Nestas circunstancias, todos os x,
basicos seriam estritamente positivos. Porém, se a solugio de refe-
réncia é degenerada, pelo menos um dos x; bdsicos serd nulo. Entio,
no caso mais geral, se quisermos incluir x, na solugéo saird aquele x,
que apresente a menor razio ndo-negativa (x;‘/yi,.). Por razées que
ficardao claras ao final desta se¢do, aqueles x; bdsicos associados com
;- Negativos nio deverdo ser jamais candidatos 4 saida. Fagamos um
exemplo numérico. Vamos supor que desejidssemos obter uma nova
solucdo bdsica ndo-negativa com a entrada de 8, no sistema abaixo:

a, a, a8, a, & -b
01 0 0 0:8|z (z;/y,,éindeterminado,poisy,,=0.'.n§osai)
-2 01 00:-2 Ty (z;/y,, apresenta ys; < 0 .. ndo sai)
1001 0:0 x; (.z:Z/y“ = 0 - candidato a sair)
2 0 0 0 1 :6])xs (zs/ys: = 2,5 - candidato a sair)
A
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No lado direito da matriz estao relatadas as observagGes relevantes
para a escolha da varidvel a sair e conseqiiente determinagao do
pivd. No exemplo, deveria sair x,, pois Min (x"_‘ [Y525 V2 > 0) é
obtido para j = 4. Realize a pivotagdo e note que a, entra na base
com nfvel x* — 0, obtendo-se nova solugdo bdsica degenerada e
ndo-negativa. Verifique que a escolha de outra varidvel a sair (que
nio x;) determinard uma nova solugao na qual pelo menos um
nivel x,; serd negativo.

Para encerrarmos esta se¢ao vamos interpretar o caso em que todos
ys» se apresentam negativos (ou nulos) quando pretendemos intro-
duzir x, numa solugdo bdsica n3o-negativa. Neste caso, a introdugao
de uma unidade de x, na base determina diminuigGes negativas —
ou aumentos — em todos os x; bdsicos (veja a equagao (5), acima).
Como, por hipétese, estes niveis eram nao-negativos, conclui-se que
podemos fazer x, infinitamente grande sem deslocar outra atividade
do plano. Dada a linearidade das relagées envolvidas, se a positi-
vag3o de x, tivesse sido indicada para melhorar o valor da fungao
objetivo, concluimos que esta melhoria poderia ser infinitamente
grande. Portanto, se todos y, se apresentam negativos (ou nulos)
no caso de termos uma indicagio que x, deveria ser positivado para
melhorar o valor da fungio objetivo, a conclusao é que o conjunto
de planos vidveis é aberto na diregao em que se procede 4 otimi-
zagao. Conseqiientemente, um plano étimo finito nio existe em tais

condigées. Com esta observagao fica discutido também o passo (4)
do Diagrama 1.

Exercicio: Considere o sistema abaixo

a, a, a; a, . b

-8 1 0 0 : & 1
001 0:7]|x

—2 0 0 1: 9]z

Verifique que (x* = &, x¥ =5 + 35, x; = 7 4 05 e x§ =
= 9 4 23) ¢ uma solugdo do sistema para qualquer valor positivo
de 8. Conclua que o nivel de x; pode ser aumentado indefinidamente
sem deslocar outra atividade do plano. Observe que, para a des.
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locar outra atividade da base, x, deveria entrar com valores nega-
tivos! Faga a pivotagdo de algum elemento ndo nulo em a, e com-
prove esta afirmagio.

I1.3.2 — Escolha da Atividade a Entrar na
Solugdo Bisica

A discussio da subsegdo anterior foi iniciada pelos seguintes pres-
supostos: (a) temos em maos uma solugio bisica nio-negativa x*
para o sistema Ax = b e (b) sabemos que a modificagio desta
solugio através da entrada de uma atividade nido-basica x, é capaz
de levar a um plano que apresenta ganho na fungio objetivo com
relagio ao plano anterior. A presente subse¢do visa discutir a seguinte
pergunta: ao incluir uma unidade de uma atividade ndo-bdsica no
plano x* mantendo-se o plano modificado dentro das condigGes
Ax = b, qual o efeito desta mudanga sobre o nivel da fungio
objetivo determinado pelo plano x*? Em outras palavras: conside-
rando que a inclusio de uma unidade de uma atividade nio-basica
no plano x* determina modificagdes no nivel das atividades bdsicas
deste plano, sob que condigGes valerd a pena fazer tal modificagio?

Voltamos a enunciar formalmente o problema cuja resolugio se

estd discutindo:

Maximizar z = ¢'x

dado que Ax=Db
x>0 onde AémXnexénXl.

Observe que substituimos a expressio genérica “otimizar” pela
expressao especifica “maximizar”. Portanto, a discussio que se segue
se relaciona a um problema de maximizagio. 2

Vamos supor, novamente, que dispomos de uma solugio bdsica
nio-negativa x® para o sistema Ax = b. Sem perda de generalidade,

3 Por razdes a serem apresentadas adiante, nenhuma perda de generalidade
é determinada por esta escolha.
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vamos admitir que os primeiros m elementos de x® sio positivos,
enquanto que os restantes (n — m) elementos sio nulos. O nivel
da fungdo objetivo associado ao plano x* é:

* * & &
2 =¢;% +teeTet . FCmZTatCnyr 0+ ...+ 0
ou
z*=c’x1l

Considere agora a atividade a, cujo nivel é 2* = 0 no plano
de referéncia x* Se quisermos passar a um novo plano no qual,
em relagio ao plano de referéncia, x, é aumentado para uma uni-
dade, que efeito tera esta modificagdo sobre z? J4 vimos, na subsegio
anterior, que o aumento de x, de zero para um determina a dimi-
nuig¢do do nivel de a em y, unidades, do nivel de a, em Yy, uni-
-dades e assim por diante até a diminuigdo do nivel de a_ em Yu,
unidades. Estas mudangas sdo requeridas para “acomodar” a entrada
de uma unidade de a mantendo Ax = b.

Qual o efeito destas mudangas no valor da fungio objetivo?

Por um lado, se x, passa de zero para um, isto determina um
ganho de ¢, unidades na fungdo objetivo (pois o termo c,.x, estd
contido na soma de termos ¢;.x,).

De outro lado, se x, deve ser diminuido em y,, unidades, isto
causa uma perda de ¢,.y,, unidades na fung¢do objetivo. A isto
deve-se acrescer perdas de c;.yy, ..., Cm-Yur causadas pelas dimi-
nuigSes de y,,, ..., . unidades nos niveis das atividades a, ...,a_,
respectivamente. O total de perdas na fung¢do objetivo portanto é
de ¢yir + CeYor + ... + CaYmr

Agora, definindo z, = ¢y, + €4Yer + ... 4+ CmYmr Notamos que:

a) Se ¢, > z, entio o ganho obtido pela introdugio de uma
unidade x* mais do que compensa as perdas causadas pelas redu-
¢oes nos niveis das atividades basicas de x*®. Pela linearidade das
relagées envolvidas, se a introdugdo de uma unidade de a, no plano
for compensatdria, entio compensard introduzir tantas unidades
de ¢, quantas [orem possiveis. Este limite de possibilidade é atingido
quando a introdugio de & unidades de a_ no plano zerar uma das
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atividades que sdo bdsicas em x®. Este aspecto foi estudado na
subse¢do anterior.

b) Se ¢, = z,, entio o ganho obtido pela introdugio de uma
unidade da atividade a_ndo é suficiente para justificar uma mu-
danga no plano x* (pelo menos com relagio 2 introdugdo da ativi-
dade a_especificamente).

Devemos observar que na solugio bisica de referéncia hd (n — m)
atividades associadas com niveis nulos, isto é, fora da base. Portanto,
devemos examinar (n — m) possibilidades diferentes de alteragio
do plano de referéncia a cada passo. No caso em que nenhuma das
atividades ndo-bdsicas ofereca perspectivas de ganho sobre a solugdo
bdsica de referéncia, esta se constitui na solugdo bdsica étima do
problema. Porém, se pelo menos uma das atividades ndo-bdsicas
apresentar uma perspectiva de ganho, ela deverd ser incluida na
base (o problema de qual atividade zerar quando sabemos qual
atividade queremos positivar j4 foi discutido na segdo anterior).
Por outro lado, se mais de uma atividade n3o-bdsica oferecer pers-
pectivas de ganho, adota-se a regra de fazer entrar na solugdo aquela
atividade que apresentar maior margem de ganho liquido por uni-
dade adicionada. Este ganho liquido é dado por (¢, — %,).

Exemplo: Considere o seguinte problema

Maximizar z = 6z; + Szs + Iz5 + £z,
dado que 8z, — Iz, 4 123+ Oxy = 10
1z; + 224+ Oxy + 1z, = 6

e z; 2 0 para j =1, 2 8, 4.

Uma solugdo bisica nio-negativa evidente para o problema é
¥ =0,z =0, x¥ =10e x; = 6.0 nivel da fungdo objetivo
associado a este plano é z* —= 6.0 4 3.0 4 1.10 4 2.6 = 22.

Qual o ganho liquido pela introdugdo de uma unidade da ati-
vidade a,? O ganho bruto de passar x, de zero para um ¢, eviden.
temente, ¢, = 6. Por outro lado, como y,;, = 3 e y,; = 1 (note que
estes valores vém de a,ys; + 8,Y;: = 8,), conclui-se que a entrada
de uma unidade de a, provocard a diminuigdo de trés unidades em
x, ¢ de uma unidade em x,. A redugdo de trés unidades em x,
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determina uma perda de csys; = /.3 = 3 unidades na fungio obje-
tivo, enquanto que a redugio de uma unidade em x; determina

uma perda de ¢;y;,; = 2.1 = 2 unidades na fungio objetivo. O
custo de introduzir uma unidade de a na base é z; = ¢;ys; + ¢ Yus =
= 3 4+ 2 = 5 unidades. Como o ganho desta mesma mudanga ¢

¢; = 6, o resultado liquido é um ganhode ¢y — 2z, =6 — 5 =1
unidade na fungio objetivo. Concluimos que se x, entrar na base,
o valor da fungido objetivo ird aumentar.

Porém, devemos ainda examinar qual o ganho liquido pela intro-
du¢do de uma unidade da atividade a, na base, pois talvez este
movimento apresente ganho liquido superior ao anterior.

O ganho bruto pela entrada de uma unidade de a, na base de

referéncia é ¢, = 3, e o custo desta modificagdo, em termos de perdas
pela dimipuigdo de x, e x;, é:

2 = CsYsaF 4 Ype=1(—1)+2.2=3.

Conseqiientemente, o ganho liquido da mudan¢ga em exame ¢
¢ — 2, = 3 — 3 = 0. Se a, entrar na base deslocando uma ativi-
dade bidsica da solugdo de referéncia, o valor da fungdo objetivo na
nova solugdo ndo se ird alterar.

Exercicio: Obtenha uma nova solugio basica no problema do
exemplo anterior de modo que o nivel da fung¢do objetivo seja
aumentado (a nova solugdo é: x** — 10/3, x¥* _ 0, x¥* = 0,
x5 = 8/3).

Exercicio: Considere o seguinte problema:

Max z = 4z; + 8z, + 625 + 0z
dado que Iz, + Iz,+ 224+ Oz, = 15
2.'171 + 0:1:, + Iz, + II‘ = 10
e z;20 para j=123,4.
A solugdo b4sica aparente no problema é x* =0, x¥ = 15,x3 =0

e x§ = 10. Qual o nivel de z associado com este plano? Verifique
que (d) ¢; — 2, =1¢e (b) ¢ — zg = — 1. Obtenha uma nova
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solugdo bdsica que apresente um nivel da fungdo objetivo superior
ao da solugdo de referéncia.

Observagido: Nesta subsegdo discutimos como verificar se a troca
de alguma atividade bdsica por alguma outra dentre as atividades
ndo-basicas na solugdo de referéncia é capaz de conduzir a um au-
mento no nivel da fungio objetivo ou ndo. Embora a anilise tenha
sido desenvolvida em termos de um problema de maximizagao,
vamos demonstrar agora que ela também pode ser empregada em
problemas de minimizagdo. Para tanto utilizemos um exemplo
simples. Vamos supor que um determinado problema de minimizagio
tenha solugio 4tima finita a qual deve ocorrer em um de, por ex.,
trés vértices: v, v, ou v,. Vamos ainda supor que o nivel da fungdo
objetivo nos trés vértices seja z (v) =15ez(v,) = 20 e z(vy) =
= 12. Evidentemente, a funcio objetivo seria minima no vértice v,,
Multipliquemos agora a fungdo objetivo por ( — I). O nivel de z
nos vértices v,, v, e V, passaria a z(V,) = — I5, z(v,) = — 20
e z(v,) = — I2, respectivamente. O vértice v, apresenta agora o
nivel maximo de z. Portanto, um problema de minimizagio pode ser
transformado num problema de maximizagdo, e resolvido como tal,
pela simples multiplicagdo da fung¢do objetivo por (— I)I

Com esta observagdo encerramos a anilise relativa ao passo (3)
do Diagrama 1. Na subse¢do seguinte examinaremos a resolu¢do de
um pequeno problema de Programagio Linear através do método
Simplex. A discussio dos passos (1) e (2) serd postergada até a
Se¢do II.5, mais adiante.

1I.8.3 — Exemplo Numérico

Com a finalidade de ilustrar o funcionamento do método Simplex
desenvolvido nas subse¢Ges anteriores, vamos resolver o problema do
Exemplo 1 da Segdo II.1 deste capitulo (p. 38):

Maximizar z = 8z, + 21z, + 0zy + Oz,
dado que 11z, 4 60z4 4+ 1z4 + Oz; = 600
121 + 22:, + 033 + Iz‘ = 24

e Z;, Ts, Ty, T4 2 0.
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onde z ¢ o lucro total do agricultor (em Cr$ 1.000/ano)
x; ¢ a produgdo de bois (em cabegas/ano)
x, é a produgdo de 13 (em t/ano)

X; é uma varidvel auxiliar que representa pastagem nio
utilizada (em ha)

%, é uma variavel auxiliar que representa trabalho ndo uti-
lizado (em h/dia)

Vamos escrever a matriz expandida do sistema Ax = b, notando
a evidéncia de uma solugdo basica ndo-negativa nas colunas a, e a:

a, a a; a, b

-

[11 60 1 0 zsoo'l_aci
1 2 0 1 2]z

O primeiro plano bisico é entdo: x? = 0, x? = 0, x} = 500
e x3 = 24. O nivel da fun¢io objetivo associado a este plano é
z* = 0.

Vamos examinar o ganho potencial de introduzir uma unidade
da atividade a no plano bdsico de referéncia. Notamos que ys; = 11
e y;; = 1. Portanto: ¢; — z; = ¢; — (cs¥s1 + CYi) = 8 —
— (0.11 4 0.1) = 8. Concluimos que cada boi/ano (x,) que
entrar no plano de produgio aumenta o valor do lucro (z) em
8 mil cruzeiros/ano. Por que isto ocorre? Porque a entrada de cada
boi forga uma diminui¢do de 11 ha no nivel de pastagem nio
utilizada e uma diminui¢do de 1 h/dia no nivel de trabalho nio
utilizado. Como o ganho bruto pela entrada da produgio de 1 boi/
ano é de 8 mil cruzeiros e como tanto a pastagem nio utilizada
quanto o trabalho ndo utilizado siao atividades que nada rendem
na fungdo objetivo (cy = ¢; = 0), o ganho liquido é igual ao
ganho bruto. Conseqiientemente, a atividade a, ¢ candidata a entrar
no plano.

O que se pode dizer de uma troca de base envolvendo a inclusio
da atividade a,? O ganho liquido pela entrada da produgdo de uma
tdelifano é ¢, — 2, = €, — (C5-Y33 + CY4s) = 21 — (0.60 +
+ 0.2) = 21. Portanto, em relagdo ao plano de referéncia, a en-
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trada de cada unidade de a, no plano ¢é capaz de elevar o nivel de
lucdros em 21 mil cruzeiros/ano. Conseqiientemente, a atividade a,
a exemplo de a , ¢ também candidata a entrar no plano.

Decidiremos pela entrada de a, pois ¢g — z3 > ¢; — Z;.

a, a, a, a ' b

|‘11 . 1 0 : 500] Ty (%/yss = 600/60 = 8,3) +
L1 2 0 1 ¢ 2]z (Z|ye= 24| 2 =12
A

Para que a entrada de x, leve a um novo plano bdsico nio-
negativo, x, deverd sair (pois xj/yss < X} /yis). A nova solugio
basica ¢é:

g, a, a, a, . b

[11/6‘0 1 1/60 0 : 25/3) =5
88160 0 —2/60 1 : 22/8] z}"

O lucro anual do novo plano é z** = 175 mil cruzeiros. Observe
que a produgio de 25/3 t de li/ano utiliza toda pastagem dispo-
nivel (pois x** = 0), mas nio toda mio-de-obra disponivel (pois
x3*r = 22/3).

Consideramos o novo plano obtido como a solugdo de referéncia
para mais um passo do Simplex. Assim, a solu¢do bisica nio-nega-
tiva que temos em maios no inicio deste segundo passo é:

z; = 0, 23 = £6/8, 33 = 0 e z, = 22/8.

(Verifique que esta solugdo satisfaz as restricGes do problema).
Devemos examinar se a entrada de alguma atividade nao-bdsica
nesta solugdo de referéncia é capaz de elevar o valor da fungio-
objetivo deste plano. Para tanto precisamos computar ¢; — z; €
¢y — z3, isto &, os ganhos liquidos unitdrios das atividades nao-b4sicas.

Temos:

11 38
€ — 2y = ¢ — (CaYar + €544) = 8~ (21 . Ea"ﬁ‘o' E)=

= 8320 = 4,15 e
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2
Cyg— 23 = Cg — (ng” + C4J43) - — (21 ' 60 + L (_—66)) 2
= — 21/60

Concluimos que x, deve entrar na solugido, pois isto resulta em
ganho de 4,15 mil cruzeiros de lucro por boi adicional que for
produzido por ano. De onde veio este valor? Cada boi adicional na
solugdo produz um aumento bruto de 8 mil cruzeiros/ano no lucro.
Todavia, para que esta produgdo adicional possa realizar-se é neces-
sdrio diminuir a produgio de 13 em y,, — 11/60 t/ano. Isto repre-

senta uma diminuigao de (21.%) mil cruzeiros no lucro anual.

Além disto é necessdrio diminuir a mao-de-obra nio utilizada 3 taxa
de y,, = 38/60 h por dia (o que nio causa perda na fungio-objetivo,
pois ¢, = 0). O resultado liquido é um ganho de ¢; — z;, = 4,15
mil cruzeiros/ano por boi adicional na solugio de referéncia.

Qual a nova solugao?

a; a 2, a,: b

11/60 1 1160 0: 25/3| (z,/y,, - 205 2 5)
0 -2/60 1:22/8| 2} (z;"/yu = %% £ 11.6‘) >
4

A atividade x; é a escolhida para sair porque obedecendo ao

critério da menor razdo (x¥/yy; y; > 0) garantimos a ndo-negati-
vidade da nova solugdo basica. Apés a pivotagio obtemos um novo
plano biasico de referéncia:

a, a 3, a, b

[o 1 1/38 —11/38 - 113/1.9] s
1 0-—1/19 30/19 : 220/19

O valor da fungdo-objetivo associado ao novo plano é z* = 223,053.
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Mais uma vez devemos verificar se esta nova solugdo bisica ¢é
Otima. Para tal, computamos os ganhos de mudangas marginais na
solugio:

7 & ~
1 1 o
c8_23=c.1_(cl'y13+cl'y!3)=0—k8'(—'787)+ 21'5 =—-8—8'

80 11 249
—g =, — i ” =0— 8¢ — U ) (] (R ——— S o iy
cy~zy=c;—(Cr - Y1y + C2-Ygp) ( 19 + ( 38 )) 35

Observamos entdo que qualquer mudanga na ultima solugio
obtida ird diminuir o nivel alcangado pela fungio-objetivo. Conse-
qiientemente, a solugdo dtima do problema proposto ¢ produzir
(x¥ = 220/19 ==) 11,58 bois por ano e (x} = 118/19 =) 6.21
toneladas de 1i por ano. O valor da fungio-objetivo associado a
este plano é de (z®* =) 223,05 mil cruzeiros por ano.

Exercicio: Resolva os Problemas (A) e (B) da Segdo II.2 pelo
método Simplex.

II.4 — Apresentagio Tabular do Simplex

A seqiiéncia de cdlculos numeéricos requerida na resolugio de um
problema de Programagdo Linear ¢ facilitada pela adogio de uma
apresentagdo tabular. Para ilustrar o uso destas tabelas vamos recor-
rer ao mesmo problema que foi resolvido na Subsegio I1I.3.3. Este
problema era:

Problema (1): Maximizar z = 8z, + 21z, + 0zy + Oz,
11z; + 60zs + 114 + Oz; = 500
dado que 1z, + 2z4+ Ozg + 1z; = 24
£ Xy, Zgy Ty ;2 0
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onde z ¢ ganho liquido (em Cr§ 1.000/ano)
x; ¢ produgio de bois (em cabegas/ano)
xg ¢ produgdo de 13 (em t/ano)
xy ¢ pastagens ndo utilizadas (em ha)
x, ¢ trabalho nio utilizado (em h/dia)

Os elementos numéricos do problema sdo arranjados em uma
tabela como se segue (Tabela 1).

Tabela 1

INDICAGAO AO PRIMEIRO PIVO NA RESOLUGAO
DO PROBLEMA (1)

¢ 8 21 0 0
Base b
& 8, ag a3 ay
as 11 0 500 (500/60228,33) »
a, 1 2 0 1 24 (24/2 = 12,0)
g, 0 0 o 0 0

6 - % 8 21 0 0

O destaque dado i parte interna da Tabela 1 pée em relevo o
sistema de equagdes que forma as restriges do Problema (1).
Observa-se claramente a existéncia de uma solugdo bisica nio-nega-
tiva imediatamente disponfvel para comegarmos a seqiiéncia de
pivotagdes. Os vetores que compdem esta base (a, e a,) estdo rela-
cionados sob o cabegalho “base”. A esquerda da relagdo de vetores
na base se encontram os respectivos coeficientes na fungio-objetivo.
Esta disposigiio é feita de modo a facilitar o cdlculo dos coeficientes
z que, dada a presenca de a, e a_na base, sdo obtidos por z; = ¢, —
— (csysy + c4y4). Os coeficientes y,; e y,; sdo lidos diretamente
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na coluna a dentro do perfmetro de destaque, pois refletem os
resultados de a8, = a,ys; + &y, (¢ a, e a, sdo vetores unitdrios).
A ultima linha contém o resultado dos ganhos liquidos decorrentes
de alteragGes na base de referéncia. Os valores da coluna b formam
a solugdo bdsica de referéncia propriamente dita (z} = 500 ez} =
= 24;z? e z? sdo implicitamente zero). Ainda na coluna b, na
linha z,, encontra-se o valor do plano de referéncia, isto é, 2* =
= cxy + cx} = 0.

As setas da Tabela 1 indicam que: (a) para obter um novo
plano com um nivel mais alto na fun¢do-objetico, a, deve entrar
na base e (b) para que a entrada de a, gere um novo plano bdsico
ndo-negativo, a, deverd sair. i

As Tabelas 2 e 3 completam a resolugdo do problema proposto.
A Tabela 2 é obtida pela pivotagio do sistema em destaque na
Tabela 1, sendo os coeficientes das linhas z; e (¢; — z)) calculados
apés a obtengdo do sistema equivalente.

Tabela 2

INDICAGAO DO SEGUNDO PIVO NA RESOLUGAO
DO PROBLEMA (1)

(7} 8 21 0 0
& \\ Base b
“ \ Ay ag as By
25 11
21 a 160 1 160 O 253 (T,ﬁ_ﬂ..s)

22 38
0 a 0 —260 1 22/3(T/6—gu.s))+

231/60 21 21/60 0 175

Z;

—z 8320 0 —21/60 0

A
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Tabela §

SOLUGAO OTIMA DO PROBLEMA (1)

¢ 8 21 0 0
R b
G Base a, ag a, a,
21 a, 0 1 1/38 — 11/38 118/19
8 8, 1 0 —1/19 30/19 220/19
2, 8 21 5/38 249/38 223,053
G —z 0 0 —5/38 —249/38

A Tabela 3 contém a solugdo 4tima do Problema (1): nenhum
coeficiente é positivo na linha (¢; — z;), de onde se conclui pela
impossibilidade de obter outra solugdo com nivel maior na fungio-
objetivo. A solugdo 6tima lida na coluna b, tendo em vista as ati-
vidades da base, é x; = 118/19 e x¥* = 220/19. Os ganhos propor-
cionados por este plano aparecem como o coeficiente da linha z, na
coluna b: 223,058 milhares de cruzeiros.

Vamos, a seguir, resolver outro problema numérico com o pro-
posito de consolidar o conhecimento da apresentagido tabular. Ao
final deste problema seri discutido o contetido informativo da
tabela de Simplex que apresenta a solugdo dtima do mesmo.

Problema (2): Uma fibrica de calgados pode produzir sapatos
femininos, infantis e masculinos. A produgio de uma dezena de
pares de calgados femininos requer 2 horas de servio do setor de
montagem e 8 horas de servico do setor de acabamento. A pro-
dugio de uma dezena de pares de calgados infantis requer 1 hora
de servigo do setor de montagem e 6 horas de servico do setor de
acabamento. A produgio de uma dezena de pares de calgados mas-
culinos requer 2 horas de servico do setor de montagem e 4 horas
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de servigo do setor de acabamento. Os ganhos liquidos unitdrios
na produgdo de sapatos femininos, infantis e masculinos, em cen-
tenas de cruzeiros por dezena de pares, sio respectivamente 10, 8
e 10. Em cada turno de trabalho a fibrica dispe de 300 horas de
servico no setor de montagem e de 720 horas de servio no setor
de acabamento. Determine o plano de produgio que maximiza
ganhos liquidos totais.

Formulagdo: Maximizar z = 10z, + 8z + 10z + Oz; +- Oz,
dado que (a) 2z, + Izo+ 224+ I1z;+ Ox; =300
(b) 8z, + 6ze + 4zs+ Ox; + 125 =720

e 2;20(=1,2...,06)

onde z ¢ ganho liquido (em centenas de cruzeiros por turno de
trabalho)

x, é produgdo de calgados femininos (dezenas de pares por
turno)

x, é produgio de cal¢ados infantis (dezenas de pares por
turno)

xs é produgdo de calgados masculinos (dezenas de pares por
turno)

x, ¢é servico ndo utilizado no setor de montagem (horas por
turno)

x; ¢ servico ndo utilizado no setor de acabamento (horas
por turno)

O problema (2) ¢ resolvido na seqiiéncia de Tabelas 4 a 7.
Observe, na Tabela 4, o empate ocorrido nos ganhos unitdrios
potenciais a serem realizados pela entrada ou de a, ou de a,
(¢t — 2, = ¢s — z; = 10). Em caso de ocorréncia de tais empates,
a escolha da atividade a entrar no plano ¢é arbitriria. De modo
semelhante pode ocorrer, eventualmente, um empate no critério de
salda. Nestes casos, a escolha da varidvel a sair também serd arbi-
triria.
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Tabela 4

ESCOLHA DO PRIMEIRO PIVO NA RESOLUGAO
DO PROBLEMA (2)

o 10 8 10 0 O
€y b
Base a, a; as a; as
0 a 2 1 2 1 0 300 (300/2 = 150)
0 8 8 4 0 1 720 (7208 = 90)>
z, 0o o 0 o 0 0
Gg—z 10 8 10 0 0
A
Tabela 5

ESCOLHA DO SEGUNDO PIVO NA RESOLUGAO
DO PROBLEMA (2)

e 10 8 10 0
¢ b
Base a, 2, as a ag
0 a, 0o —1/2 @ 1 —1/4 120 (120/1 = 120)>
10 a 1 338 12 0O 1/8 90 (90/0.5 = 180)
2 10 75 5 0 5/4 900
Ci— & 0 0,5 5 0 —5/4
A
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Tabela 6

ESCOLHA DO TERCEIRO PIVO NA RESOLUGAO
DO PROBLEMA (2)

<
N & 10 8 10 0 0
b
& \\\ Base a, By as ay a5
10 a, 0 —1/2 1 1 —1/4 120 (ys <O)
10 a, 1 @ 0 —1/2 14 30 (301 = 30)%
2 10 5 10 5 0 1500

¢—z 0 3 0 —5 0

A solugdo 6tima do problema (2) foi encontrada apds trés pivo-
tagoes. Esta solugio é um plano de produgio de 135 dezenas de
pares de cal¢ados masculinos e 30 dezenas de pares de calgados
infantis por turno de trabalho. O ganho liquido do plano étimo
¢ de 1590 centenas de cruzeiros por turno de trabalho. Os dois
recursos produtivos (horas do setor de montagem e horas do setor
de acabamento) sio utilizados até o respectivo limite de disponi-
bilidade, pois a, e a_ estdo fora da base na solugdo étima apresen-
tada na Tabela 7.

A Tabela 7 contém ainda certas informagoes que podem ser de
interesse em uma anilise adicional.

Qual o efeito, sobre os ganhos liquidos, de modificar a solugdo
otima pela introdugdo de produgio de uma dezena de pares de
cal¢ados femininos (x,) por turno? Os coeficientes y,, € y,,, lidos
na coluna a da Tabela 7, nos informam que, para “dar lugar” a
produgio de uma dezena de pares de calgados femininos por turno
de servigo, a produgdo de calgados masculinos (x;) deve ser dimi-
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Tabela 7

SOLUGAO OTIMA DO PROBLEMA (2)

& 10 8 10 0 0 b
= Base a, a, ag a a,
10 ag 1/2 0 1 34 —1/8 135
8 2 1 1 0 —1/2 1/4 30
., 13 8 10 35 075 1590
¢ —2, 3 0 0 —35 —0,75

nufida em 1/2 dezena de pares e a produgdo de calgados infantis
(xy) deve ser diminuida em 1 dezena de pares por turno. Como os
ganhos liquidos por dezena de pares destas duas atividades sio
respectivamente 10 e 8 centenas de cruzeiros, a entrada de uma
unidade de x; no plano de produgdo provoca uma redugio de

10.-%- + 8.1 = 13 centenas de cruzeiros na fungao-objetivo. Por

outro lado, esta entrada de uma unidade de x, no plano de pro-
dugdo contribui com 10 centenas de cruzeiros para os ganhos da
firma. O resultado liquido seria uma perda de 3 centenas de cru-
zeiros por unidade adicional de x, no plano de produgio relatado
na Tabela 7. Assim, o coeficiente da linha ¢; — 2z na coluna a, nos
informa que, no plano étimo, o custo de oportunidade da produgdo
de uma unidade (= dezena de pares) de calgados femininos ¢ de
— 3 centenas de cruzeiros.

Que ganho adicional a fibrica poderia realizar se aumentasse a
capacidade do seu setor de montagem de cal¢cados em uma hora
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por turno? Para respondermos a esta questdo lembremos que x; mede
o servigo n3o utilizado (capacidade ociosa) do setor de montagem.
A Tabela 7 nos informa que, no plano étimo, a capacidade ociosa
do setor de montagem ¢é nula (x; = 0, pois 8, ndo estid na base).
Mais ainda, se determindssemos a entrada de uma unidade de x,
na solugdo, isto iria determinar uma redugio de 3,5 centenas de
cruzeiros no nfvel da fungdo-objetivo. Porque? Examinando a co-
luna a_ verificamos que y;y = 3/4 e y,;, = — 1/2, ou seja, o au-
mento de x; em uma unidade determinard uma redugdo de 3/4
dezenas de pares na produgdo de calgados masculinos (x;) e um
aumento de 1/2 dezehas de pares na produgio de calgados infantis
(x4) - Como os ganhos unitdrios das respectivas atividades sdo 10 e 8,
conclui-se que se impusermos uma capacidade ociosa de uma hora
no setor de montagem, o nivel otimizado da fungio-objetivo serd
reduzido em 3,5 centenas de cruzeiros. O que aconteceria se pudés-

semos tornar a capacidade ociosa negativa (x; = — 1)? Neste caso
o nfvel da fungdo-objetivo deveria aumentar em 3,5 centenas de
cruzeiros! Qual o significado de permitir que x; = — 7? Com um

pouco de reflexio iremos concluir que isto seria equivalente a
aumentar a capacidade do setor de montagem em uma hora por
turno (da mesma forma que impor uma hora positiva de ociosidade
equivale a reduzir a disponibilidade existente em uma hora). Por-
tanto, o coeficiente da linha ¢; — z; na coluna a, nos informa que,
no plano étimo, o ganho marginal de elevar a capacidade do setor
de montagem ¢ de 3,5 centenas de cruzeiros por hora adicional no
turno de servigo.

Em vista das observagbes acima conclufmos que os coeficientes
¢, — z, representam: (a) custos de oportunidade, para aqueles j
associados com as atividades produtivas do problema e (b) ganhos
marginais, para aqueles j associados com as varidveis auxiliares do
problema. Notamos que a interpretagio do caso (b) se refere ao
valor absoluto de ¢; — z;, Mais ainda, notamos que a interpretagio
se refere A tabela que contém a solugio étima do problema. Por
tim, deve ser observado que estas interpretagbes sdo vdlidas para
pequenas variagdoes em torno da solugido 6tima.
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II.5 — Obtengdo de uma Solugio
Basica Inicial

Ao longo das Segdes II.3 e II.4 utilizamos alguns exemplos
numéricos de problemas de Programagio Linear nos quais uma
solu¢gdo bdsica vidvel era imediatamente disponivel através da
inclusdo de varidveis auxiliares nas restrigdes. Na verdade, sempre
que todas as restri¢goes de um problema forem do tipo “igual ou
menor que”, associadas a uma constante nio-negativa no lado di-
reito de cada inequagdo, poderemos obter uma solugio bdsica vidvel
imediata através das colunas unitdrias das varidveis auxiliares do
problema. Em qualquer outra circunstincia porém, uma solugio
bdsica ndo-negativa nio estard imediatamente disponivel pela sim-
ples incorporagiao das varidveis auxiliares.

Nesta se¢ao estudaremos o método de varidveis artiliciais. Este
método tem por objetivo ou gerar uma solugdo bdsica vidvel para
um problema de Programagio Linear (quando pelo menos uma
tal solugio existir) ou indicar a impossibilidade de realizar aquele
propésito quando o conjunto de planos vidveis [or vazio. Com isto,
a resolugio de um problema de Programagio Linear geralmente
serd dividida em duas partes. Na primeira delas, chamada Fase I,
procura-se obter uma solugdo bdsica nio-negativa para o problema
através do método de varidveis artificiais. Esta fase se encerra com
a obten¢io de uma solugio bdsica vidvel ou com a conclusio de
que o conjunto de soluges vidveis é vazio. Supondo que uma
solugdo bdsica n3o-negativa existe e tenha sido obtida na Fase I,
passa-se & Fase II. A Fase II compreende o uso do método Simplex
para obter uma solugio dtima para o problema a partir da solugio
bisica vidvel obtida na Fase 1.

Para examinar a esséncia do método de varidveis artificiais vamos
utilizar um exemplo numérico. Incidentalmente, o leitor deve notar
que o método dec varidveis artificiais ird responder as questdes (1)
e (2) do Diagrama 1 da Segio II.3 (p. 60).
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Exemplo: Resolver o seguinte problema

Problema (I) Maximizar z == 5x; + 3z, + 6z5
dado que: a) 2z, + Iz, + 8z3 > 12
b) 4z, + 215+ 1z, < 24
c) Iz, + 0zy — Iz = 8

11,12,1'320

Apés a inclusdo das varidveis auxiliares x; e x; o problema é
modificado para:
Problema (I') Maximizar z = 57, + 8z, -i- 625 + 0z + 0z5
dado que: a’) 2z, + Iz4+ 8zg — 1z, + 0z; = 12
b) 4z, + 2z4+ 1z, 4+ 0z, + 125 = 2/
c¢) 1z; 4+ 0zg— 123+ 0z;+ Oz5s = 8
z; 2003 =12 ...,8)

Notamos que, no sistema formado pelas equagGes (a'), (b') e (c'),
nao existem trés vetores unitdrios com as unidades posicionadas
em linhas diferentes. Conseqiientemente, nio temos uma solugio
bdsica vidvel imediata para iniciar a resolugio do problema através
do método Simplex. Notamos, todavia, que a coluna a_é um vetor
unitirio com a unidade posicionada na segunda linha do problema.
Precisariamos ainda de dois outros vetores unitdrios com as uni-
dades posicionadas, respectivamente, na primeira e na terceira linhas
para dispormos de uma solugio bdsica imediata. Considere, entio,

o seguinte problema:

Problema (1")

Maximizar V = Oz, + 0z¢ + Ozg + Ot; + Oz5; — 174 — 1z
dado que: a") 2t + Ize+ 82y — Iz, + Oz5; + 175 + Oz, = 12
b") 4Z) + 224 + 1zs +034 + 125+ Oz + Oz, = 2
c’) 1z, + Org — Iz3+ 0x;+ Ozs + Oz5 + 12, = 8
z;20(i=12...,7
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Fase 1
Tabela 8

INDICAGAO DO PRIMEIRO PIVO NA FASE I
DA RESOLUGAO DO PROBLEMA (1')

[ 0 O 0 0o 0 —1 —1
o Base b
ay ag 8 a; 8 ag az
—1 a, 2 1 3 —1 0 0 12 (12/2 = 6)
0 8 4 2 1 1 0 24 (24/4 = 1))
-1 - @ 0 —1 0 1 3 (=3 >
z, —3 —1 —2 1 ¢ —1 —1 —15
C = 23 3 1 2 —1 0 0 0
A
Tabela 9

INDICAGAO DO SEGUNDO PIVO NA FASE 1

DA RESOLUGAO DO PROBLEMA (1)

¢ 0 0 0 0 0 —1 —1

o Base b
ay ag ag ay a 2g a;

—1 e 0 @—1 0 1 -2 6 (RS =1,2) »
Ay 5 0 0 —4 12 (12/5 = 2,4)
0 a, 1 —1 0 0 1 3 (yis <0

N 0 —1 —5b 1 0 —1 2 —6

¢ =2 0 1 5 —1 0 0 —3
+
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Antes de comparar o Problema (1') com o Problema (1), nota-
mos que, neste ultimo, uma solugio bisica vidvel é disponfvel de
imediato: x; = 24, x; = 12 e x, = 3 (os demais x; = 0). Mais
ainda, como as varidveis x; e x, apresentam coeficientes negativos
na fungio-objetivo que se pretende maximizar, é evidente que, na
resolugido de (1"), haverd uma tendéncia a saida de x; e x, para
dar lugar & entrada de um par de varidveis que estejam associadas
com coeficientes nulos na fungio V.

Comparando agora os Problemas (1') e (I”), nota-se que, em
termos das vestrigées, a unica diferenga entre ambos é a inclusio
dos vctores unitdrios associados com x; e x; no Problema (1").
Portanto, qualquer solugio bisica vidvel para as equagdes (a'), (b’)
e (c) serd também uma solugio bdsica viivel para (a"), (b”) e
(¢”). Da mesma forma, qualquer solugio bdsica vidvel para (a"),
(b™) e (c”) que tenha x; e x, fora da base serd também uma
solugio bdsica vidvel para (a'), (b') e (c'). Mas, é exatamente
uma solugio bdsica com tais caracteristicas que tende a ocorrer como
solugio 6tima do Problema (1”)! Portanto, ao resolver o Problema
(1") teremos encontrado uma solugio bdsica vidvel para o Pro-
blema (1'). Uma excegdo, todavia, pode ocorrer: no caso da solugio
otima do Problema (1”) apresentar ou x; ou x, ou ambos na base,
entdo ¢ porque uma solugio bisica vidvel envolvendo apenas as
colunas a até a  nio existe. Neste caso, o conjunto de solugdes
vidveis para o Problema (lI') seria vazio.

As varidveis x; e x, sio chamadas de varidveis artificiais. A solugiio
do Problema (1) é chamada da Fase I da resolugio do Problema
(1'). Vamos entdo resolver o problema numeérico proposto neste
cxemplo (Tabelas 8, 9 e 10).

A Tabela 10 apresenta o resultado da aplicagio do método de
varidveis artificiais ao Problema (1'). O destaque nessa tabela ¢
para um sistema equivalente ao formado pelas equagées (a'), (b")
e (c'). Todavia, agora uma solugio bidsica vidvel estd disponivel de
imediato, pois as colunas a, a, ¢ a se apresentam como vetores
unitdrios. O leitor poderd verificar que, de fato, a solugio x; = 6/5,
X; = 6ex;, =21|5 (¢ xg = x, = 0) satisfaz o sistema (a"), (b)
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Tabela 10

SOLUGAO OTIMA DA FASE 1 DE RESOLUGAO
DO PROBLEMA (I')

¢ 0 0 0 0 0 —1 —1
P Base b
a, ay ay ay 85 ag az
0 ay 0o 15 1 —1/5 O 1/5 —2/5 6/5
0 as 0 1 0 1 1 —1 —2 6
0 a, 1 1/5 0 —1/5 O 1/5 3/5 21/5
En 0 0 0 0 0 0 0
¢, = 2 0 0 0 0 0 —1 —1

e (c). Podemos entio dar inicio a Fase II, aproveitando a solugio
bdsica destacada na Tabela 10, colocando os coeficientes da fungao-
objetivo do Problema (1') na linha ¢, e coluna ¢; e recalculando
as linhas z; e ¢; — z; a partir dai.

Fase 1I

Tabela 11

ESCOLHA DO PRIMEIRO PIVO NA FASE II
DA RESOLUGAO DO PROBLEMA (1%

o 5 3 6 0 0
¢ Base b
a; ay ay a; a,
6 . 0 15 1 —15 0 65 (v < 0)
2 0 1 o @ 1 6 (6L =6
5 a 1 15 0 —15 0 215 (i < 0)
s 5 115 6 —11/3 0 1415

G — 2 0 45 O 6/5 0
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Tabela 12

SOLUGAO OTIMA DO PROBLEMA (I')

S 5 3 6 o0 0
e Base b
? a8, ag ay ay 85
6 2 0 2% 1 0 Y5 1205
0 a, 0 1 0o 1 1 6
5 a 1 25 0 0 15 215
Y 5 225 6 0 11/5 20715
G =z 0 -5 0 0o —15

A Tabela 12 mostra que a solugio Stima do Problema (17) ¢é
x7=27/5,x:=0,x;= 12/5,x:= 6ex)=0.

Exercicio: Resolver o scguinte problema (Problema (E) da
secao 2)
Minimizar 2z = [r; + fz4
dado que: a) %x; + 2z, > 14
b) 10z, + 4z4 2 40
c) Iz; + Oz,

v IA

Ty, Tg

(lembre, para a Fase II, que minimizamos z fazendo a maximizagao
de — z; alternativamentc poderfamos proceder & minimizagio direta
pela mudanga do critério de entrada na base, escolhendo como
candidato a entrada aquele a associado com o ¢; — z; mais negativo
em vez daquele mais positivo como no caso de maximizagao) .

Para encerrar este capitulo devemos ainda fazer algumas obser-
vagOes sobre casos especiais de cnquadramento de problemas no
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modelo geral de Programagdo Linear estudado neste capitulo.
O modelo geral cuja resolugio estudamos é:

Otimizar Z = ¢ x

dado Ax=Dbh
>0

Em alguns problemas é possivel que:

a) o nivel x; da atividade a, seja livre, isto é, podendo ser po-
sitivo ou negativo e

b) o nivel de x; da atividade a deva ser igual ou maior que
uma constante & > 0.

Sob qualquer destas circunstiancias temos o que se apresenta como
uma dificuldade de enquadramento no modelo geral. Estas difi-

culdades podem ser superadas, entretanto, pelo uso dos seguintes
artificios:

. . . X ’
a) Se o nivel x; é livre, substitua x; por (z} — z; ) ondez; > 0
X4 . . - .
e x;, > 0; este artificio se origina no fato de que qualquer niimero
pode ser escrito como uma diferenga de dois nimeros nio-negativos;

b) se x; deve satisfazer um limite inferior positivo x; = k
. = 1 .
(k > 0), represente esta restricio como * x; = 1, subtraia uma

varidvel auxiliar ndo-negativa para obter uma equagdo e incorpore
esta equagdo ao sistema Ax = b.

Por fim uma observagdo sobre solu¢oes degeneradas. Solugdes
bdsicas ndo-negativas e degeneradas tém certa importincia teérica
para o estudo do método Simplex porque podem causar ciclos inter-
mindveis (loop) no processo de resolugio de um problema. Embora
solugées degeneradas ndo sejam raras em problemas priticos, a
probabilidade de ocorréncia de um loop é baixissima. De qualquer
modo a dificuldade pode ser superada por uma modificagdo mar-
ginal nos cocficicntes das atividades que estio em ciclo. O leitor

interessado em maiores detalhes pode consultar, por exemplo,
Hadley (1961).
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Capitulo III
APLICACOES DE PROGRAMAGCAO LINEAR

Neste capitulo procurou-se reunir uma variedade de problemas
passiveis de resolugio através do modelo de Programagio Linear
estudado no capitulo anterior. Espera-se, com isto, demonstrar a
flexibilidade do instrumento na andlise de problemas pertinentes
a diversas dreas de ciéncia aplicada. Por outro lado, é mister re-
conhecer que a capacidade de verter problemas descritivos em um
modelo formal é fungio da experiéncia prdtica acumulada no
assunto. Neste particular, nio existem alternativas capazes de subs-
tituir o requerimento de usar generosamente o ldpis, a borracha
e as células cinzentas até obter um quadro de referéncias suficien-
temente amplo para resolver situagGes novas com imaginagio e
seguranga. Os problemas propostos neste capitulo sio, em sua tota-
lidade, numéricos. Isto permite que, além do exercicio de formula-
¢3o, os problemas sejam efetivamente resolvidos sempre que um
computador estiver disponivel. Embora o aspecto de resolugio numé-
rica dos problemas n3o seja imprescindivel para acumulagio de
conhecimentos em formulagdo, ele certamente pode contribuir para
aumentar a velocidade com que esta acumulagio se realiza num caso
qualquer.

Os problemas serao apresentados numa ordem aproximadamente
crescente de dificuldade na formulagao. Esta seqiiéncia parece mais
adequada que a tentativa de isolar problemas por dreas de conhe-
cimento. Em cada problema s3do sugeridas pelo menos algumas
varidveis de decisio para encaminhar o trabalho de formulagao.
Deve-se notar, todavia, que em geral existe mais de uma maneira
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de formular um problema de Programagio Linear a partir de
sua apresentagdo descritiva. Os exercicios assinalados com um aste-
risco tém sua formulagio discutida no Apéndice II. Entretanto, é
pouco produtivo examinar a resposta de um exercicio sem antes
‘tentar obté-la por esforgo préprio.

Na segunda parte do capitulo sdo discutidas algumas formulagSes
especiais de Programagio Linear em problemas com situagGes nio-
lineares e em problemas com situagSes de conhecimento ndo-
deterministico.

III.1 — Situagbes para Formulagdo com
Programacgao Linear

®1.1 — Uma empresa dispée de trés fdbricas, localizadas nas
regides A, B e C. As fibricas A e B produzem circuitos impressos
para calculadoras, enquanto que a fabrica C produz visores de cris-
tal l{quido para o mesmo fim. A montagem das calculadoras pode
ser feita nas fdbricas B e C. Uma calculadora requer 2 circuitos
e 1 visor.

A fabrica A pode produzir no miximo 200 circuitos/dia.

A fabrica B pode produzir até 150 circuitos/dia. Entretanto, ca-
da calculadora montada nesta fibrica reduz sua capacidade de pro-
dugdo de circuitos em 1,3 unidades/dia.

A fébrica C pode produzir até 180 visores/dia. Todavia, cada
calculadora que for montada nesta fdbrica reduz aquela capacidade
em 0,8 unidades/dia.

O objetivo da empresa é maximizar a produgio didria de m4-
quinas calculadoras.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

Cy circuitos produzidos na fibrica e destinados i fabrica j
(unid./dia)

Vy visores produzidos na fdbrica e destinados i fdbrica j
(unid./dia)
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M; : calculadoras montadas (= produzidas) na fabrica j (unid./

dia) .

i

1.2 — Os requerimentos unitdrios de uma ragdo para engorda
de porcos sio como seguem:

Protefna: pelo menos 0,14 kg/kg de ragio
Célcio (Ca): pelo menos 5 g/kg de ragio
Fésforo (P):

Metionina: pelo menos 4,4 g/kg de ragio

pelo menos 4 g/kg de ragao

Cistina: pelo menos 1,0 g/kg de ragio

Observacdes: (a) Até 509, do requerimento de metionina pode
ser satisfeito por Cistina em excesso de seu préprio requerimento
minimo e (b) a relagio Ca: P devera ser de 1,5 a 2:1 ou seja 1,5
a 2 partes de Ca para uma de P.

Os alimentos usados para fazer a ragdo, bem como seus pregos
e conteidos de nutrientes, sdo os seguintes:

Alimento Farelo de Farinha Farinha

Milho Sorgo soja de sangue de o3s0s

Item

Pregco (Cr8/kg) 12,00 9,680 23,00 43,00 18,30
Protefna (kg/kg) 0,10 0,09 0,26 0,93 —
Metionina (g/kg) 10,0 13,0 20,0 10,6 —
Cistina (g/kg) 1,5 1,6 6,5 11,5 -
Ca (g/kg) 1,0 0,3 2,9 0,7 308,5
P (2/kg) 2,5 3,0 10,5 11,2 141,3

Formule o problema de forma a encontrar a ragio de custo uni-

tdrio minimo.

Varidveis de decisdo sugeridas para a formulagio:

x; : kg de j-ésimo alimento por kg de ragio

e : excesso de cistina destinada a substituir metionina.
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1.3 — Uma fdbrica de derivados de petréleo pode utilizar diver-
SOS Processos .

Uma unidade do processo 1 é definida pela utilizagdo de 2 m? de
matéria-prima A e 0,3 t de matéria-prima B, gerando como pro-

duto 0,13 t de produto P e 0,25 t de produto Y. O lucro, por uni-
dade do processo 1, ¢ § 300.

Uma unidade do processo 2 é definida pela utilizagio de 1 m? de
matéria-prima A, 0,6 t de matéria-prima B e 0,2 t de matéria-prima
C, gerando como produto 0,1 t de produto P e 0,7 de produto Z.
O lucro, por unidade do processo 2, é $ 400.

Uma unidade do processo 3 ¢ definida pela utilizagio de 3 m?3
de matéria-prima A e 0,5 t de matéria-prima C, gerando como pro-

duto 0,4 t de produto P. 0,15 t de produto Y e 0,05 t de produto Z.
O lucro, por unidade do processo 3, é § 250.

Para o més seguinte a fabrica dispe de 1.700 m3 de matéria-
prima A, 450 t de matéria-prima B e 380 t de matéria-prima C.
Por outro Jado, devido a contratos jd4 realizados, a fdbrica devera
produzir pelo menos 150 t de cada produto (P, Y e Z). Toda
quantidade produzida em excesso dos contratos pode ser comer-
cializada sem dificuldades pela fdbrica.

O objetivo da geréncia é maximizar lucros.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

X, : unidades do processo j a realizar no més seguinte.

1.4 — Uma firma que produz televisores tem duas fdbricas (lo-
calizadas nas cidades A e B) nas quais sio produzidos tubos de
imagem e duas outras fabricas (localizadas nas cidades C e D) nas
quais sdo produzidos chassis e realizadas as montagens dos televi-
sores. Cada televisor é composto de um tubo e um chassi.

A fabrica A pode produzir um méiximo de 900 tubos por més
a um custo médio de $ 2 mil por tubo. A fibrica B pode produzir

um mdiximo de 1.200 tubos por més a um custo médio de $ 1,8 mil
por tubo.
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A fdbrica C dispde de 2.500 h/més de m3o-de-obra. Nesta fdbrica
a produgio de um chassi requer 1,2 h de trabalho e a monta-
gem de um aparelho gequer 0,6 h de trabalho. O custo de pro-
dugio de um chassi na fibrica C ¢ $ 5,6 mil e o custo da montagem
de um aparelho ¢ § 0,9 mil.

A fabrica D dispGe de 1.800 h/més de mio-de-obra. Nesta fdbri-
ca a produgdo de um chassi requer 1,0 h de trabalho e a montagem
de um aparelho requer 0,7 h de trabalho. O custo de produgdo de
um chassi na fdbrica é $ 59 mil e o custo da montagem de um
aparelho é § 0,8 mil.

Os custos de transporte de tubos de imagem, em $ mil/tudo, sdo
como segue:

para
(o] D
de
A 0,34 0,41
B 0,26 0,37

O custo de transporte de um chassi, de C para D (ou vice-versa)
é $ 0,23,

Apés a montagem os aparelhos sio levados para venda nos locais
E e F. A cada um destes locais devem ser destinados 800 unidades
no préximo més. Os custos de transporte dos locais de montagem
aos locais de venda, em § mil/aparelho, sio como segue:

para
E F
lde
C 0,60 0,50
D 0,90 0,70
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O problema consiste em cumprir os compromissos de venda ao
menor custo de produg3o e transporte possivel.

Ty : tubos produzidos em i e transportados para j (i = 4, B;
j = C, D)

C, : chassis produzidos em i e transportados para j (i =C, D;
j = C, D)

A, : aparelhos montados em i e transportados para j (i = C, D;
j=E F

®1.5 — No préximo verio um agricultor pode produzir milho,
soja e bais.

Para produzir 1 t de milho sio requeridos 0,6 ha de terra e

§$ 3.500 em gastos diversos. Por outro lado, 1 t de milho gera
uma receita bruta de § 6.000.

Para produzir 1 t de soja sio necessirios 0,8 ha de terra e
§ 4.200 em gastos diversos. Por outro lado, 1 t de soja gera uma
receita bruta de 6.500.

Para produzir 1 t de boi sio necessirios 2,5 ha de terra e
$ 16.000 em gastos diversos. Por outro lado, 1 t de boi gera uma
receita bruta de § 29.000.

O agricultor dispe de 500 ha de terra e de Cr§ 600.000 em
caixa para gastos da produgio. Ele pode aumentar sua disponibi-
lidade de caixa de dois modos. Em primeiro lugar, ele pode arren-
dar até 150 ha de terra para um vizinho que se dispée a pagar
$ 1.400 por ha (no entanto, apenas 50%, do valor do arrendamento
serd pago adiantado e poderi ser usado para aumentar a disponi-
bilidade de caixa).

Em segundo lugar, o agricultor pode conseguir crédito bancirio.
Para produzir milho o agricultor consegue um financiamento de
até § 3.000 por ha de milho; para produzir soja o agricultor con-
segue um financiamento de até § 3.400 por ha de soja e, para
produzir bois, o agricultor consegue um financiamento de até § 2.500
por ha dedicado a esta atividade. O limite total de crédito do
agricultor ¢ § 1.100.000. O juro do crédito de lavoura é de 20%,
e o juro de crédito A pecudria é de 359%,.
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O agricultor deseja maximizar sua disponibilidade de caixa no
fim do verio (apés comercializar sua produgio, pagar empréstimos
eventuais e receber o restante do valor do arrendamento, se houver) .

Obs.: Devido 2 fiscalizagio, o crédito obtido para uma atividade
qualquer nio poderd ser desviado para outra.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

C, : crédito tomado para a atividade j (cm §)

P, : dinheiro préprio usado na atividade j (em §)
X, : produgdo obtida na j-ésima atividade (em t)
A : arrendamento de terras para o vizinho (em ha)

S : saldo de dinheiro préprio nio utilizado para produgio.

1.6 — O prefeito de um certo municipio bastante industrializado
recebeu uma incumbéncia da Camara de Vereadores local no senti-
do de mandar instalar uma estagio de tratamento para despoluir
o arroio da cidade. O grupo técnico constituldo para exame do
assunto chegou 2 conclusio de que o arroio apresentava quatro
indices em desacordo com o recomendado pela Organizagio Mundial
da Saiide (OMS):

Indice Valor Observado (g/m?) Valor Recomendado (g/m?)
A 26 20 (méx)
B 72 13 (méx)
C 54 10 (mfx)
D 8 25 (mfn)

A seguir, o prefeito determinou abertura de concorréncia piblica
para a construgio da estagio de tratamento com capacidade para
100 m3/h.

A firma Lutz & Berger Ltda. resolveu participar da concorréncia.
Seu responsidvel técnico concluiu que a estagio de tratamento po-

99



deria utilizar até cinco processos em combinagdo. As unidades de
processo sio definidas por m3/h. Fagamos x; o volume de agua
poluida que é destinada a tratamento pelo processo j. O diagrama
geral do problema ¢ como se segue:

'1_ ________ 7 EstagGo de tratamento
%
]
1

x,m3/h
\\\(((("m\\\ |||\\\\\m"hh‘
—>100 m¥n == llll\\\\\\ “\“\lln..- 4

100 m3/h —>

Agqua tratada

Agua poluida

1
i
|
I
|
| A |

Obs.: X¢ ¢ a quantidade de dgua que ndo recebe tratamento
algum.

A qualidade da idgua obtida nos diversos processos é como se
segue (os indices estdo em g/m3).

Processos
Indice
1 2 3 4 5
A 10 8 19 21 20
B 16 6 14 13 45
(o] 12 15 7 9 16
D 20 20 26 24 30
Custo do Tratamento (§/m?) 5,50 6,10 7,90 7,01 4,82
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A 4gua tratada pelos diversos processos é reunida formando um
produto cuja qualidade depende linearmente dos {ndices obtidos
nos diversos tratamentos possiveis (inglusive de uma eventual fra-
¢do ndo tratada que mantém os indices originais) .

Para elaborar sua proposta, o primeiro passo da firma é determi-
nar os fluxos destinados aos diversos processos de modo a obter
um produto final em acordo com o padrio da OMS e pelo menor
custo possfvel.

Varidveis de decisdo sugeridas para a formulagio:

X, : volume de 4dgua poluida, em m3/h, destinado a tratamento
pelo processo j .

®1.7 — Uma firma exportadora de cereais foi solicitada a fazer
propostas de pre¢o com relagdio aos seguintes pedidos para for-
necimento de milho:

Niimero de Quantidade Umidade Impurezas Es;l:ei?ico
Ordem (t) (%0;Max) (%:Max) (kg/1; Min)
1 1.350 14 3 0,83
2 4.600 16 4 0,75
3 3.200 13 2 0,80
4 8.100 15 5 0,85

A pedido da geréncia, o controle de estoques forneceu a seguinte
lista de disponibilidade de milho no armazém da firma:

Custa de Peso
Lote n.e Quantidade Aquisi¢io Umidade Impurezas  Especifico
(t) (Cr8/t) (%) (%) (ke/1)

1 2.350 9.700 13 6 0,77
2 1.900 10.500 12 4 0,88
3 6.600 8.200 17 1 0,86
4 3.30C 11.105 15 2 0,80
5 4.500 9.400 12 5 0,76
6 7.300 12.800 11 2 0,89
7 9.100 8.500 18 3 0,78
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Obviamente que, para prestar a informagio solicitada, o pri-
meiro passo deve ser o cidlculo do custo da matéria-prima (milho)
para a firma exportadora. Qual o custo minimo de matéria-
prima para atender todas as solicitagSes? Qual o custo de cada ordem
neste caso?

Varidveis de decisdo sugeridas para a formulagio:

X4 : quantidade de milho do lote i destinada A composi¢io do
pedido j, em toneladas

1.8 — Uma firma tem tré&s fabricas que distribuem sua produgio
para quatro depésitos.

A capacidade da Fibrica 1 ¢ de 2,2 mil unidades de produto
por semana, produgdo esta que é obtida a um custo médio de § 83
mil por mil unidades.

A capacidade da Fibrica 2 é de 3,4 mil unidades de produto
por semana, sendo $ 78 mil por mil unidades o custo médio de
produgio nesta fibrica.

A capacidade da Fdbrica 3 é de 1,8 mil unidades de produto por
semana, a um custo médio de $ 94 mil por mil unidades de produto.

A geréncia central tem os seguintes pedidos de entrega de pro-
duto nos diversos depésitos para a préxima semana: (a) o depdsito 1
solicitou um total 0,85 mil unidades, (b) o depdsito 2 solicitou um
total de 0,75 mil unidades, (c) o depdsito 3 solicitou um total

de 1,34 mil unidades e (d) o depésito 4 solicitou um total de 1,60
mil unidades.

Os custos de transporte entre as diversas fibricas e depdsitos é
como se segue (em $ mil/mil unidades de produto):

Depdsito
1 2 3 4
Fébricas
1 26 30 54 43
2 45 35 30 52
53 32 41 20
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O problema da geréncia é estabelecer a produgio e a distribuigio
da préxima semana de modo a minimizar o custo total de atender
s solicitagdes dos depdsitos.

Obs.: Supde-se que a produgio da semana pode ser toda entre-
guc aos depésitos na mesma semana.
Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

Xy : quantidade produzida na fdbrica i que é destinada ao depd-
sito 7 (em 1.000 unidades)

®1.9 — Um fabricante produz ragio para aves e ragio para
porcos. O primeiro tipo ¢ vendido a Cr§ 17/kg e o segundo a
Cr$ 19/kg. Os requerimentos mfnimos sdo os seguintes:

Item Ragio para Aves Raclo para Porcos
Energia (cal/kg) 2.800 2.500
Protefna (g/kg) 200 250
Metionina (mg/kg) 14 16

Para produzir as ragdes, o fabricante pode utilizar milho, soja e
farelo de arroz. Os pregos e conteiidos nutritivos destes ingredientes
sdo como se segue:

Item Milho Saja Farelo de Arroz
Energia (cal/kg) 2.900 2.700 2.500
Protetna (g/kg) 180 300 160
Metionina (mg/kg) 18 16 13
Custo (Cr8/kg) 9,00 15,00 8,00

O fabricante pode produzir até 2.000 kg de ragdo por semana,
devendo produzir pelo menos 600 kg de cada tipo na préxima
semana.
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Faga um plano de produgio para a préxima semana que maxi-
mize a diferenga entre receitas totais e gastos com matérias-primas.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

X, = quantidade do insumo i destinado 4 ragdo j (em kg)

1.10 — (Em continuagio ao problema anterior) Suponha que,
ao invés de pregos fixos e quantidades ilimitadas no caso dos insu-
mos, o fabricante tivesse diversas propostas (“ofertas) para sua
aquisi¢gdo de matérias-primas:

. Quantidade
Nimero da Oferta Tipo de Insumo Preco (Cr8/kg) Miximo (kg)
1 Milho 9,50 700
2 Milho 10,50 750
3 Soja 16,00 650
4 Soja 18,00 500
5 Farelo de Arroz 5,30 400
6 Farelo de Arroz 6,80 950

Reformule o plano para refletir a nova situagao.

Varidveis de decisio adicionais sugeridas para a formulagio:
X, : quantidade produzida da ragio j

a,; : quantidade adquirida do insumo i na “oferta” k (em kg)

1.11 — Uma cooperativa vinicola recebe dois tipos de uva para
processamento: Americana (A) e Européia (E) . As uvas sio esma-
gadas separadamente para formar dois tipos de mosto segundo o
tipo de uva que lhe deu origem: cada t de uva americana produz
0,75 t de mosto A e cada t de uva européia produz 0,8 t de mosto E.
A disponibilidade de uva E ¢ limitada em 180 t.

A partir dos mostos, trés tipos de produto podem ser obtidos:

a) suco de uva (com pelo menos 809, de mosto A)
b) vinho popular (com no miximo 45%, de mosto A)

¢) vinho especial (com pelo menos 85%, de mosto E)
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A capacidade de produgdo da cooperativa é descrita como se se-
gue: se produzir apenas suco de uva seu limite de processamento
é de 600 t produto/safra; se produzir apenas vinho popular seu
limite de processamento é de 500 t produto/safra; e se produzir
apenas vinho especial seu limite de processamento se reduz a 300 t
produto/safra. A cooperativa pode produzir os trés produtos simul-
taneamente; neste caso seu limite de processamento ser4i uma com-
binagdo linear das capacidades especificas.

Cada t de uva americana custa Cr§ 60 mil e cada t de uva
européia custa Cr§ 75 mil. Os custos de processamento (excluida
a matéria-prima) de cada produto sdo: (a) Cr$ 11 mil por t de
suco, (b) Cr§ 34 mil por t de vinho popular e (c) Cr§ 57 mil
por t de vinho cspecial. Os pregos de venda dos produtos sio:
(@) Cr$ 120 mil por t de suco, (b) Cr$ 200 mil por t de vinho
popular e (c) Cr$ 315 mil por t de vinho especial.

A cooperativa pretende um plano de produgio que maximize
sua receita liquida.

Para evitar excessiva dependéncia em uma linha de produgdo
qualquer, nenhum produto deverd responder isoladamente por mais
de 509, do faturamento bruto da cooperativa.

A cooperativa ji@ se comprometeu a adquirir pelo menos 100 t
de uva americana e 50 t de uva européia de seus associados.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:
U, : quantidade adquirida de uva do tipo j (em t)
M, : mosto do tipo j destinado ao produto i (em t)
P, : quantidade produzida do produto i (cm t)
1.12 — O governo desapropriou um latifindio de 5.000 ha para

asscntamento de familias rurais. Destinou, outrossim, uma verba
de CrS 180 milhGes para cobrir as seguintes despesas do projeto:

a) aquisi¢dio de tratores equipados para uso em condominio:
cada trator equipado custa Cr§ 0,5 milhio e pode, em condi-
¢oes médias de clima, trabalhar até 200 h por meés;
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b) auxflio inicial as famflias assentadas: cada famflia incluida
no projeto necessita de Cr$ 0,06 milhdo para a cobertura de despe-
sas iniciais (até a obtengdo da primeira safra) ;

c) construgio de infra-estrutura para irrigagdo: cada ha viabi-
lizado para irrigagio custa Cr§ 0,3 milhdo (a disponibilidade de
dgua para irrigagdo é limitada em 300 mil m3/ano e a 3rea total
com possibilidade de irrigagio ¢ de 2.600 ha).

Cada famflia assentada na drea requer 700 kg de feijao e 2.400 kg
de arroz por ano, necessitando outrossim de uma renda liquida mi-
nima em dinheiro de Cr§ 70.000 por ano. Por outro lado, cada
famflia dispde de 250 h de trabalho por més. Qualquer plano
deve levar em conta estes aspectos.

Existem quatro alternativas bisicas de produgdo agricola vidveis
na drea em estudo: feijio, arroz, milho e soja. As duas primeiras
sdo cultivos de subsisténcia, enquanto as duas ultimas sdo cultivos
comerciais. Todos os cultivos podem ser produzidos em condigoes
de sequeiro ou em condigdes de irrigagio e ainda manualmente ou

com tragio mecanica. Todo uso de trabalho e trator ocorre no
mesmo més.

Os coeficientes para plantio de sequeiro sao os seguintes:
a) Feijio com cultivo manual (rendimento: 650 kg/ha)

— requer 10 h/ha/més de m3o-de-obra e Cr$ 1.000/ha de gastos
com insumos

b) Feijio com cultivo mecinico (rendimento: 580 kg/ha)

— requer 5 h/ha/més de mao-de-obra, 3 h/ha/més de trator e
CrS 1.300/ha de gastos com insumos

c¢) Arroz com cultivo manual (rendimento: 1.500 kg/ha)

— requer 20 h/ha/més de mio-de-obra e Cr§ 800/ha de gastos
com insumos

d) Arroz com cultivo mecidnico (rendimento: 1.300 kg/ha)

— requer G h/ha/més de mio-de-obra, 5 h/ha/més de trator e
Cr§ 1.100/ha de gastos com insumos

e) Soja com cultivo manual (contribui¢gio a renda liquida:
Cr$ 3.000/ha)

— requer 15 h/ha/més de mio-de-obra
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f)” Soja com cultivo mecinico (contribui¢do 4 renda liquida:
Cr$ 2.500/ha)
— requer 7 h/ha/més de m3o-de-obra e 4 h/ha/més de trator

g) Milho com cultivo manual (contribui¢do a4 renda liquida:
Cr§ 2.600/ha)

— requer 10 h/ha/més de mao-de-obra

h) Milho com cultivo mecinico (contribui¢do & renda liquida:

Cr$ 2.000/ha)
— requer 6 h/ha/més de miio-de-obra e 3 h/ha/més de trator

Os coeficientes de mdo-de-obra e de horas-trator por ha de cultivo
irrigado sdo os mesmos que para cultivo de sequeiro. Além disto,
os seguintes coeficientes se aplicam aos cultivos irrigados:

a) Feijdo com cultivo manual (rendimento: 800 kg/ha)

— requer 60 m3 de dgua por ha e Cr§ 1.200 de gastos com

insumos/ha)

b) Feijdo com cultivo mecinico (rendimento: 750 kg/ha)

— requer 60 m? de dgua por ha e Cr§ 1.500 de gastos com

insumos/ha)

c) Arroz com cultivo manual (rendimento: 3.800 kg/ha)

— requer 200 m3 de dgua por ha e Cr§ 1.600 de gastos com

insumos/ha)

d) Arroz com cultivo mecinico (rendimento: 3.500 kg/ha)

~ requer 200 m?® de dgua por ha e Cr§ 1.900 de gastos com

insumos/ha)

e) Soja com cultivo manual (contribui¢io i renda liquida:
Cr$ 3.400/ha)

— requer 85 m3 de dgua por ha

f) Soja com cultivo mecinico (contribui¢io a4 renda liquida:
Cr$ 3.100/ha)
— requer 85 m® de dgua por ha
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g) Milho com cultivo manual (contribuigao & renda liquida:
Cr$ 4.900/ha)

— requer 105 m3 de dgua por ha

h) Milho com cultivo mecinico (contribuigdo & renda liquida:
Cr$ 4.200/ha)

— requer 105 m3 de 4gua por ha

O objetivo ¢ maximizar o numero de familias que podem ser
assentadas na gleba dentro das condigGes acima estabelecidas.

Observagdo: O assentamento do problema pressupde uma orga-
nizagao social baseada na utilizagdo comunitdria das terras e das
maquinas.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagao:

F : n° de famflias a assentar na gleba desapropriada
T : n.° de tratores adquiridos
I : ha de terra irrigados

Xyx : ha plantados com o produto i usando energia do tipo j e
em solo do tipo &

®1.13 — (Problema de Transporte com Transbordo) Uma fir-
ma distribuidora de motores elétricos tem depédsitos localizados em
diversas cidades de um certo estado. Numa certa semana a geréncia
verifica que em alguns depdsitos existe excesso de estoque de moto-
res, enquanto que em outros depdsitos cxiste falta de produto para
as entregas previstas. A situagio é como se segue:

Excesso de Talta de
Depésito Estoques Estoques
(Unidades) (Unidades)
1 - 25
2 42 —
3 — a3
4 56 s
5 — 29
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O diagrama a seguir retrata os custos de transporte, em $ por
motor, entre as diversas cidades de interesse:

Observe, por exemplo, que é possivel realizar transporte da ci-
dade 2 para a cidade 5 diretamente ou passando pela cidade 4
ou pelas cidades 1 e 8 (entre outras alternativas).

O problema ¢é suprir os depdsitos 1, 3 e 5 com as quantidades
requeridas a partir dos estoques em excesso existentes nos depésitos
2 e 4 ao menor custo de transporte possivel.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

X, : motores transportados da cidade i para a cidade j (em uni-
dades)

1.14 — (Em continuagido ao problema anterior) Suponha que o
quadro de excessos e faltas do produto fosse modificado para:

Excesso de Falta de
Depésito Estoque Estoque

(Unidades) (Unidades)

1 — 35

2 42 -

3 5% 45

4 36 —

5 == 40

P 28 120
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Agora existe uma impossibilidade de suprir as faltas de estoque
observadas nos depdsitos 1, 3 e 5. Suponha entdo que a geréncia
decida homogeneizar a escassez do produto entre as diversas regides,
determinando que deverd ser feita uma redistribui¢io de estoques
(a custo minimo de transportes) de modo que em nenhum depdsito
esta escassez ultrapasse 6 unidades. Note que esta politica atinge
também os depdsitos 2 e 4.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagao:

Xy : motores transportados da cidade i para a cidade j (em uni-
dades)

e, : escassez de estoque resultante na cidade k& (em unidades)
®1.15 — Uma Central Telefénica tem os seguintes requerimentos

minimos de telefonistas em dias normais de trabalho para man-
ter um padrio razodvel de atendimento aos usudrios:

Perlodo Hora do Dia N.° Minimo de Telefonistaa
1 0:00 — 4:00 28
2 4:00 — 8:00 35
3 8:00 — 12:00 129
4 12:00 — 16:00 151
5 16:00 — 20:00 116
6 20:00 — 0:00 73

Cada telefonista tem um turno de 8 h de trabalho consecutivas.

O saldrio varia de acordo com a hora de inicio do turno de
trabalho:

Hora de Infcio 8alério

do Turno (Cr8/més)
0:00 18.900,00

4:00 17.800,00

8:00 15.100,00
12:00 15. 100,00
16:00 16.800,00
20:00 18.100,00
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A Central Telefénica deseja saber quantas telefonistas contratar
de modo a manter o padriao desejado de atendimento ao menor
custo possivel.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagdo:

X, : n.9 de telefonistas que iniciem o turno no perfodo ¢

1.16 — Na Ilha de Pamonhas pode-se produzir cana-de-agicar,
soja e milho, sendo cste 1ltimo produto a basc alimentar da popu-
lagdo local. No momento, o governo de Pamonhas estd empenhado
em ordenar a produgdo agricola de modo a maximizar o saldo do
balango comercial do setor.

A ilha disp6e de 12.000 ha de terras cultividveis. Para o ano
vindouro prevé-se necessidades minimas de disponibilidades para
consumo interno de 8.000 t de milho, 1.500.000 I de combustivel
liquido, (além do necessirio para a produg¢do agricola), 1.000 t
de agiicar e 2.800 t de soja. O crédito rural ¢ o instrumento bisico
de controle do plantio.

Para o préximo ano, o conselho monetdrio da ilha decidiu des-
tinar P$ 100.000.000,00 para o financiamento das atividades agri-
colas.

Os perfis médios das atividades agricolas na ilha sio os seguintes.

Para obter uma tonelada de cana-de-agiicar s3o necessirios 14 1
de combustivel liquido, 6 kg de fertilizante, 0,02 ha de terra c
P3 1.300 de crédito. A partir de 1 t de cana pode-se obter 0,09 t
de agiicar or 70 1 de combustivel liquido.

Para obter uma tonelada de soja s3o necessdrios 23 1 de combus-
tivel liquido, 52 kg de fertilizanie, 0,6 ha de terra e P$ 6.000 de
crédito.

Para obter uma tonelada de milho sio necessirios 18 1 de com-
bustivel liquido, 65 kg de fertilizante, 0,5 ha de terra ¢ PS 4.000
de crédito.

111



O agucar, o combustivel liquido, a soja e o milho podem ser
exportados ou importados pelos seguintes pregos:

Prego
Item
Export. (FOB) Import. (CIF)
Actcar (US$/t) 300,00 350,00
Combustivel L{quido (US$/1) 0,50 0,60
8oja (US$/t) 480,00 512,00
Milho (US$/t) 370,00 420,00

O fertilizante, por sua vez, é importado ao custo de USS 0,7 /kg.

Formule o problema enfrentado pelo governo local: que quan-
tidades de cada produto devem ser produzidas, exportadas e im-
portadas de modo a maximizar o saldo do balango comercial, em
USS§, satisfazendo os requerimentos minimos de disponibilidades
para consumo interno.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:
P, : produgio interna do produto j (j = agucar, combustivel. soja,
milho) , em toneladas
E; : exportagio do produto j, em toneladas
1, : importagio do produto j, em toneladas

F : importagdo de fertilizantes, em kg

®1.17 — Uma fdibrica produz quatro produtos diferentes. A pro-
dugido de qualquer deles exige uma operagio de processamento e
uma operagio de embalagem. A [irma dispée de trés modelos
diferentes de mdiquinas para processamento: MP,, MP, e MP; e

de dois modelos diferentes de mdquinas para embalagem: ME, e
ME;.

O produto A pode ser processado na miquina MP, ou na mi-
quina MP, e deve ser embalado na miquina ME,.

O produto B pode ser processado na miquina MP; ou na mi-
quina MP,; e pode ser embalado com ME,; ou com ME,.
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O produto C pode ser processado com MP, ou com MP, ou com
MP; e pode ser embalado com ME,; ou com ME,.

O produto D pode ser processado com MP, ou MP; e embalado
com ME,,

Os requerimentos, em minutos-mdquina por unidade de produto,
sdo os seguintes:

A B C D
M4£quina
MP, 8 5 7 —
MP, — 12 7
MP, = 6 10 9
ME, —_ 2 6 5
ME, 3 4 —_

Independentemente do tipo, qualquer mdquina pode trabalhar
até 2.200 minutos por semana.

A receita liquida por unidade produzida de A é $ 10, por uni-
dade produzida de B é § 8, por unidade produzida de C é $ 15 e
por unidade produzida de D é $ 13.

A geréncia de comercializagdo fez as seguintes estimativas para
cada produto para a préxima semana (em unidades).

Produto Minimo Requerido M4Aximo Aceitdvel
A 120 210
B 50 150
C 50 100
D 20 60

Obtenha o plano de produgao que maximize a receita liquida
da préxima semana.

1138



Varidveis de decisio sugeridas para a formulacio:
P, : unidades de produto i a processar na mdquina j na semana
vindoura
E, : unidades do produto { a embalar na miquina j na semana

vindoura

Obs.: as unidades embaladas podem ser consideradas como co-
mercializadas.

*1.18 — (Ver Jacobs, 1954) O ecénomo de um clube tem en-

comendas de jantares em grupos para os préximos sete dias. A pre-
visio de convivas em cada jantar é como se segue:

Dia Frequéncia Prevista

56 pessoas
38 pessoas
110 pessoas
72 pessoas
84 pesscas
42 pessoas
94 pessoas

N oDk W N~

Em cada dia o economo necessita de um certo niimero de guar-
danapos limpos, que ¢ dado pela previsio de freqiiéncia e mais
dez guardanapos de reserva (pelo menos). No dia 1 o ecénomo
dispée de 50 guardanapos limpos. Os guardanapos usados vio para
a lavanderia, imediatamente apés o jantar. A lavanderia tem dois
tipos de servico: (a) normal, no qual os guardanapos recebidos
apés a janta do dia j sdo devolvidos para uso na janta do dia j 4 2
ao custo de Cr§ 5,00 por guardanapos e (b) especial, no qual os
guardanapos recebidos apés a janta do dia j sio devolvidos para uso
na janta do dia j 4 1 ao custo de Cr§ 7,50 por guardanapo. Na
falta de guardanapos limpos para uso no dia j, o ecdnomo deve
compri-los ao prego de CrS 35,00 por unidade.
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Como o ecénomo deve proceder para dispor dos guardanapos
necessirios em cada dia minimizando seus gastos neste particular?

Varidveis de decisdo sugeridas para a formulagio:
x; : guardanapos limpos disponiveis nodia j j = 1, 2, ..., 7)
n; : guardanapos enviados para lavanderia, servio normal, no
diaj G=1,2...,7)
e, : guardanapos enviados para lavanderia, servigo especial, no
diaj G=1,2...,7)
a, : guardanapos novos, adquiridos nodiaj (j= 1,2, ..., 7)

1; : guardanapos limpos disponfveis e ndo utilizados no dia j

1.19 — Uma empresa de engenharia precisa decidir quantos téc-
nicos contratar nos préximos meses. De acordo com seus planos
de obras serdo necessdrias as seguintes horas-homem de trabalho
técnico nos préximos trimestres:

Trimestre HorasfHomem Requeridas

5.400
7.300
7.500
12.000
12.000
10.800

[ I < N N R S

Um técnico contratado no infcio do trimestre ¢ pode executar
250 h de servigo profissional no mesmo trimestre, passando a traba-
lhar 450 h por trimestre em ¢ 4 I, t 4 2, etc... (a diferenga deve-se
A necessidade de treinamento inicial). No seu primeiro trimestre
de trabalho um técnico recém-contratado deve receber 80 h de su-
pervisio de um técnico experiente (ao final do trimestre o recém-
contratado passa 2 categoria de técnico experiente) . Um técnico
recém-contratado custa § 120 mil por trimestre 4 empresa, enquanto
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que um técnico experiente custa § 160 mil por trimestre. Em média
a empresa perde cerca de 1/5 de seus técnicos experientes em cada
trimestre, que saem para empregos melhor remunerados. A empresa
pode também demitir técnicos, ao custo médio de § 250 mil por
técnico demitido (as demissGes voluntdrias nio tém custo direto para
a empresa; nenhum técnico em treinamento é demitido ou se de-
mite) .

No infcio do trimestre 1 a firma conta com 22 técnicos expe-
rientes.

Estabelega a polftica de contratagées e demissGes que minimize
o custo total de pessoal técnico da empresa durante os préximos seis
trimestres.

Varidveis de decisao sugeridas para a formulagio:
C, : n.° de técnicos contratados no infcio do trimestre ¢
e, : n.° de técnicos experientes existentes no infcio do trimestre ¢
d; : n.° de técnicos experientes demitidos no fim do trimestre ¢

S; : n.° de técnicos experientes que se demitem no fim do trimes-
tre t

®1.20 — Uma Empresa Estatal de Mineragdo opera uma mina
com quatro tiuneis principais. O minério ¢ transportado dos tuneis
para uma usina de moagem e extragio de estanho e enxofre.

Tdnel 1 T\nel 2 Tunel 3 Tidnel 4

Produgio M4xima de Minério (t/més) 650 1.430 1.670 980
Grau de Fésforo (%) a2 37 61 12
Grau de Enxofre (%) 8 29 4 47
Custo de Extragdo ($/t minério) 460 340 390 430

A capacidade de moagem da usina depende do grau de finura
em que o minério é moido. Se o minério ¢ mofdo “grosso”, a capa-
cidade de moagem da usina é de 4.800 t/més. Neste caso os
fndices de extragio de fésforo e enxofre em processos posteriores
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sio de 91 e 739, respectivamente. Se o minério é mofdo “fino”,
a capacidade de moagem cai para 3.600 t/més, mas os fndices de
extragio de fdsforo e enxofre aumentam para 96 e 889, respec-
tivamente. O custo de moagem depende da textura obtida: § 250
por tonelada de minério mofdo “grosso” e § 405 por tonelada de
minério moido “fino”. A empresa pode moer parte do minério
de uma maneira e parte de outra.

A empresa tem o compromisso de produzir pelo menos 800 t de
fésforo e 600 t de enxofre por més para o mercado interno. O
restante da produgio pode ser colocada no mercado externo. Em
qualquer caso os precos FOB sdo $ 2.400/t de fésforo e § 1.900/t
de enxofre. Respeitados os limites minimos de produgio para o
mercado interno, a empresa atua com o objetivo de maximizar sua
receita liquida.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

Xy : produgio de minério do tinel i que é destinado & moagem
do tipo j, em toneladas por més

P, : produgio de fésforo destinada ao mercado k, em toneladas
por més

Se produgio de enxofre destinada ao mercado k, em toneladas
por més

1.21 — (Ver Eisemann, 1957, pp. 279-284) Os produtos bdsicos
de uma fibrica de papel sdo dois tamanhos de rolos de papel: um
tem 1,60 m de largura e o outro tem 1,00 m de largura. Os clientes
da fabrica, todavia, solicitam rolos de larguras variadas. A fdbrica
possui duas maquinas capazes de cortar os rolos em “fatias” de
largura ajustdvel. A mdquina A corta rolos de 1,60 m e a mdquina B
corta rolos de 1,00 m de largura.

Para a préxima semana a fdbrica tem as seguintes encomendas:
16.850 rolos de 0,25 m de largura; 22.520 rolos de 0,40 m; 12.070
rolos de 0,65 m de largura; 8.100 rolos de 1,10 m e 2.150 rolos
de 1,30 m de largura.

A geréncia da fibrica pretende cumprir as encomendas minimi-
zando as perdas nos cortes dos rolos basicos: qualquer rolo resul-
tante de corte que apresente menos que 0,25 m de largura é con-
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siderado como perda; para & < 0,25 temos que n rolos de £ m
de largura compdem uma perda no valor de n.%k metros. Por ou-
tro lado, rolos com as larguras -.pecificadas nos pedidos e pro-
duzidos em excesso sobre as encomendas podem ser estocados para
venda futura e ndo se constituem em perda.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagdo:

a; : n.° de rolos basicos de 1,60 m de largura cortados pela mi-
quina A de acordo com a j-ésima possibilidade de regulagem
das ldminas de corte (j = 1, 2, ..., 12)

b, : n.° de rolos bdsicos de 1,00 m de largura cortados pela m4-
quina B de acordo com a i-ésima possibilidade de regulagem
das ldminas de corte (i = 1, 2, 3)

Obs.: j = 2 poderia ser, por exemplo, uma regulagem da mai-
quina A de modo que de um rolo de 1,60 m fossem obtidos quatro

rolos de 0,25 m e um rolo de 0,40 m, com uma perda de um rolo
de 0,20 m.

1.22 — (Ver Robicheck et alii, 1965) A geréncia financeira de
uma loja de departamentos deve planejar suas decisGes para os
préximos meses. As previses do Departamento de Contabilidade
quanto as varidveis de interesse para o problema sdo as seguintes

(em $):

Set. Out. Nov. Dez. Jan. Fev
Varidveis

Realizdvel a Curto Prazo® 10 9 12 48 23 20
Pagamento de Formecedores®™ 12 18 20 17 13 10
Déficit de Capital de Giro 5 — 6 9 —_ —
Superdvit de Capitalde Giro — 3 —_ e 10 11

®* balango no infcio do méa
** supondo pagamentos em dia

O problema da geréncia ¢ financiar os déficits previstos de capital
de giro ao menor volume de juros possivel. Trés alternativas de
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financiamento podem secr utilizadas (em conjunto ou separada-
mente) :

a) Atrasar o pagamento dos fornecedores: ao atrasar o pagamen-
to devido aos seus fornecedores no més ¢, a loja diminui sua ne-
cessidade de capital de giro no mesmo més; todavia, o pagamento
deve ser realizado no més seguinte com um acréscimo de 39%,;: além
disto é politica da loja limitar o uso desta alternativa a, no miximo,
159, do total devido a cada més.

b) Tomar empréstimos bancirios mensais com base no reali-
zdvel a curto prazo: no infcio de qualquer més ¢t o banco se dispSe
a emprestar até 309, do realizdvel a curto prazo do més; o em-
préstimo deve ser pago no més t -- I, com um juro de 49,; e

c¢) Empréstimo de 180 dias: no infcio de setembro a loja pode
tomar um empréstimo de até § 10 para ser integralmente pago em
fevereiro com um juro de 329,.

Por outro lado, no inicio de qualquer més a loja pode investir
eventuais excessos de capital de giro previstos para o més em ope-
ragdes financeiras de 30 dias, recebendo entio um juro de 29,.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

A, : volume de pagamentos de fornecedores devido no més ¢ que é
colocado em atraso (em §)

B, : empréstimo de curto prazo tomado no inicio do més ¢ (em §)

C : empréstimo tomado no infcio de setembro para pagamento em
fevereiro (em §)

I, : investimento financeiro realizado pela loja no infcio do més ¢
(em §) '

Obs.: supde-se que no més de fevereiro a loja pretenda nio
atrasar qualquer pagamento, nem fazer empréstimo ou investir no
mercado financeiro.

1.23 — Uma fdbrica de mdveis pretende expandir sua capacidade
de produgdo. Ela produz dois tipos bdsicos de produto: conjuntos A
(para sala) e conjuntos B (para dormitério) . A produgio de um
conjunto do tipo B requer 1,2 vezes mais capacidade de produgio do
que um conjunto do tipo A. No momento a capacidade de pro-
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dugdo da fibrica ¢ de 60 unidades do tipo A por més. A fabrica
pode produzir ambos os produtos num més qualquer. Cada uni-
dade do tipo A produzida num més qualquer requer $ 19 mil,
enquanto que cada unidade do tipo B requer § 25 mil (para paga-
mento de materiais e mio-de-obra). Cada unidade do tipo A pro-
duzida no més ¢ gera uma receita de $ 36 mil no infcio do més
t 4 1, enquanto que cada unidade do tipo B produzida no més ¢
gera uma receita de $ 44 mil no inicio do més t 4 1.

A cada més a fibrica pode contratar obras para sua expansiio,
podendo realizar estas obras de modo intensivo, extensivo ou am.
bos. No modo intensivo, um contrato realizado no més ¢t aumenta
a capacidade de produgido j4 no més ¢t 4 I. Neste caso o custo é
de $ 240 mil por unidade expandida na capacidade da firma, des-
pesa esta que deve ser paga no més t. No modo extensivo, um con-
trato realizado no més t aumeuta a capacidade de produgio do
més t 4 2. Neste caso o custo é de § 100 mil no més ¢t e de $ 150
mil no més t 4 1, por unidade expandida na capacidade da firma.

No inicio do més I a fibrica dispde de $§ 950 mil para financiar
a produgdo e as obras de expansdo. Toda produgdo e expansao
devem ser auto-financidveis, isto é, a fdbrica nio deseja tomar em-
préstimos. Seu objetivo é maximizar a capacidade produtiva exis-
tente no sexto més. Em nenhum més a produgio de qualquer tipo
de produto deverd ser inferior a 10 unidades.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:
A, : unidade do tipo (A) produzida no més ¢
B, : unidades do tipo (B) produzidas no més ¢

I, :unidades de expansio de capacidade contratadas no més !
para construgdo intensiva

E, : unidades de expansao da capacidade contratadas no més ¢
para construgdo extensiva

C; : capacidade de produgio da fabrica no perfodo ¢

D, : sobra de caixa no periodo t (em $ mil)

1.24 — (Em continuagdo ao problema anterior) Suponha que
em vez de receber § 36 mil e $ 44 mil por unidade produzida de A
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e B no infcio do més consecutivo ao més em que as unidades
foram produzidas, a fabrica faturasse da seguinte maneira:

a) por unidade produzida de A no més ¢
a.l) $ 18 mil no inicio do més ¢t 4 1
2.2) § 22 mil no inicio do més ¢t 4 2
b) por unidade produzida de B no més ¢

b.1) $ 23 mil no inicio do més ¢ 4 I
b.2) $ 25 mil no infcio do més ¢ | 2

Suponha, além disso, que a firma possa recorrer a financiamen-
to extetno nas seguintes condigGes: tomar um empréstimo de
S F (F < 500.000) no inicio do més I com juros de 5%, ao meés
sobre o saldo devedor do més, com amortizagées mensais — pagas no

.. . . 1 .
infcio de cada més — nio inferiores a —— do montante do finan-
8

ciamento total e ainda com a condigio de liquidar a divida no
infcio de sexto meés.
Varidveis de decisio adicionais sugeridas para a formulagdo:

S; : saldo devedor no infcio do més ¢, em § (NB: S, = F)

P, : amortizagdo realizada no inicio do més ¢, em §
Obs.: S = 1,03 (Se—y — Pi_y)

Finalmente, suponha ainda que a firma necessite dispor de pelo
menos § 350.000 em caixa no infcio do més 7.

Reformule o problema de maximizar a capacidade produtiva exis-
tente no sexto més de acordo com as novas condigées.

®1.25 — Uma fdbrica tem o seguinte cronograma de encomen-
das para cumprir:

Més Encomendas (Unidades)

5.300
7.750
8.300
6.800
8.250

S VN LR
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A flutuagdo no nivel mensal de encomendas causa problemas
para a firma. Ela poderia, em principio, ter uma produgao varidvel
com as encomendas e com baixos niveis de estoque, mas tal estratégia
determina custos relativamente altos de demissdo ou de admissio
e treinamento de pessoal. Por outro lado, uma produg¢io muito
estdvel pode determinar custos elevados de estocagem. Através de
uma série de dados de custos e de produgdo anteriores, estimou-se
que cada acréscimo unitdrio na produgao de um més qualquer em
relagio 2 produgio do més anterior custa Cr§ 1.000. Por outro
lado, cada decréscimo unitario na produgio de um més qualquer
em relagdo 4 produg3ao do més anterior custa Cr§ 1.300. Além disto,

estimou-se também que o custo mensal por unidade estocada é de
Cr$ 800.

A capacidade de produgio da fibrica ¢ de 7.800 unidades/més.
A capacidade de estocagem da fdbrica é de 3.500 unidades.

A fdbrica deseja um plano de produgio que minimize o custo
de variagGes na produgio e de estocagem. Deseja também que o
estoque existente no final do més S seja de pelo menos 500 uni-
dades. Seu estoque no inicio do més 1 é de 200 unidades.

* Varidveis de decisao sugeridas para a formulagio:
P, : unidades produzidas no més ¢

e, : unidades dispon{veis em estoque no inicio do més ¢ (ou no
fim do més ¢t — 1)

a, : aumento na produgio do més t em relagio 2 produgio do
més ¢t —I1 (em unidades)

d; : diminuigdo na produgio do més ¢ em relagio 2 produgio do
més ¢ — I (em unidades)

Obs.: o custo de estocagem incide sobre o estoque médio do més:

1 1
ms=—2'¢:+—2'¢z+t

onde m, é o estoque médio do més ¢ (em unidades).
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®1.26 — Num certo pafs a escassez da oferta agricola tem exer-
cido forte pressio inflaciondria. Técnicos do governo estimaram
as seguintes necessidades de produg¢ido (em centenas de toneladas)
para eliminar esta pressio no ano vindouro:

a) Feijdo ........ 48.300 e) Carne de Frango 25.000
b) Arroz ......... 93.500 f) Batata ........ 45.060
c) Carne de Gado 135.000 g) Leite ......... 212.200
d) Carne de Porco 39.800 h) Soja .......... 84.500

A escassez (ou o excesso) de cada alimento em relagio a sua
necessidade estimada contribui para o aumento (ou diminuigio)
da taxa inflaciondria. Um estudo econométrico, com proje¢Ges para
o ano vindouro, indicou que:

a) cada ponto percentual de escassez (excesso) na produgio de
feijdo acresce (decresce) a taxa inflacioniria total em 0,081 pontos
percentuais, isto é, a elasticidade-inflagio da escassez de feijdo é
0,081;

b) a elasticidade-inflagio da escassez de arroz é 0,053;

c) a elasticidade-inflagio da escassez de carne de gado é 0,092;

d) a elasticidade-inflagdo da escassez de carne de porco é 0,039;

€) a elasticidade-inflagdo da escassez de carne de frango é 0,059;

f) a elasticidade-inflagio da escassez de batata é 0,038;

g) a elasticidade-inflagdo da escassez de leite é 0,075; e

h) a elasticidade-inflagdo da escassez de soja é 0,046.

A partir de outro estudo econométrico foram estimadas as se-
guintes fungées de oferta para os diversos produtos agricolas para o
ano vindouro:

(8) Q. = 37.200 + 430 P, — 108 P, — 95 P, + 305 C,
(b) Q, = 86.100 + 760 P, — 228 P. + 617 C,

(c) Q. = 114.200 + 1060 P. — 300 P, — 220 P, + 680 C,

d) Qs = 87.060 + 197 P, — 110 P, — 250 P, — 190 P, + 426 C,
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() Q, = 16.460 + 246 P, — 67 Py — 41 P4 — 13 P, + 624 C,
() Q = 21.150 + 820 P, — 215 P, — 106 P, + 615 C,
®) Q, = 168.912 + 1310 P, — 412 P, + 720 C,

(h) Qs = 98.350 + 1280 P, — 243 P, — 277 P. + 1410 C,

onde: Q,:

Q:
Q.:

e P, :
Pb:
P,

e C,:

Cy

C,:

previsao da safra de feijdo (em centenas de toneladas)
previsio da safra de arroz (em centenas de toneladas)
previsio da safra de gado (em centenas de toneladas)
etc...

mudanga do prego mfnimo do feijao (em %)
mudang¢a do preco minimo do arroz (em %,)
mudanga do prego minimo do gado (em %)

etc. .

mudanga do montante de crédito destinado ao plan-
tio de feijao (em %)

: mudanga do montante de crédito destinado ao plan-

tio de arroz (em %)

mudanga do montante de crédito destinado 4 pecud-
ria de corte (em %)
etc...

Para evitar maiores pressdes inflaciondrias por seus préprios ins-
trumentos de controle, o governo estabeleceu que nenhum produto
devera ter seu pre¢o mfinimo elevado em mais que 10%,, devendo
a média aritmética das variagdes nos pregos minimos ser igual ou
menor que 49%,. Admitese, outrossim, mudangas nos pregos mi-
nimos até o limite inferior de —59%,. Também o crédito deveri
ser relativamente restrito. A mudanga percentual do crédito total
¢ uma média ponderada das mudangas percentuais dos montantes
destinados as diferentes atividades agricolas:

C =

.
20

4 2
Cot ==C+—C. + — C, +
1 2
+—=—C+ —C, +
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onde C ¢é a mudanga percentual no crédito total destinado ao agri-
cultor. Os juros do crédito agricola sio subsidiados ¢ isto também
exerce pressio inflacioniria. Para o ano vindouro estima-sc que
cada ponto percentual de C acima de —10 (%) adiciona 0,2 pon-
tos percentuais a inflagdo total. De outro lado, para evitar a gera-
¢ao de muitas incertezas no setor rural, {oi determinado que a
variagio no crédito destinado a cada atividade isoladamente sc
situasse entre —10 e 20 por cento.

Estabeleca as mudangas percentuais nos pregos minimos e nos

volumes dc crédito que minimizam a pressio inflaciondria total.

Varidveis de decisdo sugeridas para a formulagio:

P, : mudanga no pre¢o minimo do produto agricola

C.

i : mudanga no montante de crédito destinado ao produto agri-

cola j

e, : escassez (ou excesso) percentual do produto agricola j em
relagio a sua necessidade estimada

1.27 — A estrutura econémica de um certo pais, dada pelo seu
quadro de transacées intersetoriais no ano passado, é como sc

segue:
Destino da Producio Setorinl (Em S Bilhdes)
Setores Consumo Intermedidrio .
- - Consuma
——
Setor 1 Setor 2 Setor 3 Sector 4 Final
! = 12 10 20 240
* 34 26 18 30 440
3 8 s 1 16 230
4 10 14 12 22 480

* Inclui consurno doméstico final ¢ exportagdey
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Além das informagGes da tabela anterior, tem-se ainda mais os
seguintes valores para o ano passado:

Valor das Pessnal
Sctores Importacdes Empregado
(S bilhoes) (1.000 pessoas)

1 80 150
2 90 280
3 40 120
4 180 250

Observamos que o valor total da produ¢io do Setor 1 ¢é
dado pela soma de suas vendas para consumo intermedidrio
(16 4+ 12 4 10 4 20) com as vendas para consumo final (240).
Conseqiientemente, a produgio total do Setor 1 no ano passado
foi de $ 298 bilhGes. Para produzir este volume o setor em pauta
necessitou gastar § 16 bilhGes (na compra de bens produzidos no
préprio setor), mais $§ 34 bilhGes (na compra de bens produzidos
pelo Setor 2), mais 8 bilhGes (na compra de bens produzidos pelo
Setor 3), mais § 10 bilhGes (na compra de bens produzidos pelo Se-
tor 4) e mais $ 80 bilhGes (em insumos importados). Além disto
o Setor 1 empregou 150 mil trabalhadores. Conclui-se que, para

produzir $ 1 bilhdo por ano, o Setor 1 requer: (a) $ ng- bilhio

em bens produzidos no préprio setor; (b) § @_8_ bilhdo em bens

produzidos no Setor 2; (c) $ TSE_ bilhio em bens produzidos

no Setor 3; (d) $ Tlg% bilhio em bens produzidos no Setor 4;

mil trabalhadores.

150
208
RelagGes andlogas podem ser estabelecidas para os outros setores.

80
(e) $-ﬁ- bilhdo em bens importados e

Para o préximo ano estimaram-se as seguintes restrigdes de mio-
de-obra: (a) o ntimero de trabalhadores qualificados para emprego

126



nos setores 1 e 2, somados, é limitado a um maiximo de 470 mil,
(b) o niimero de trabalhadores qualificados para emprego no setor 3
¢ limitado a um maximo de 180 mil e (c) o numero total de
trabalhadores existentes no pais é 900 mil.

Estimou-se, além disto, que os Setores 1 e 3 podem expandir sua
produgdo total em 20%,, enquanto que o Setor 4 pode expandi-la
em 10%, e o Setor 2 pode expandi-la em 5%, (em relagio aos valores
do ano passado) .

O consumo final da produgdo dos diversos setores no ano passado
[oi como se segue:

Consumo Final (3 Bilhdes)

Setor
Doméstico Exportagin Total
1 210 30 240
2 350 00 440
3 160 60 220
4 280 100 380

Observa-se entio que o pafs exportou um total de § 280 bilhges
e importou um total de § 390 bilhées, ficando um déficit de $ 110
bilhGes no balango comercial.

Para o préximo ano, o governo desejaria reorganizar a produgio
de modo a minimizar o déficit (ou maximizar o saldo) do balango
comercial ao mesmo tempo em que os niveis de consumo doméstico
[inal se mantivessem pelo menos no nivel do ano passado.

P, : produgiio total do setor j (em § bilhdes/ano)
I, : importagées realizadas pelo setor j (em $ bilhées/ano)
E, : exportagGes realizadas pelo setor j (em $ bilhdes/ano)

1.28 — (Em continuagio ao problema anterior) Fagamos D o
nimero total de trabalhadores desempregados no pafs. Suponha ain.
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da que os niveis de consumo doméstico final dos d: 2rsos setores
fosse dado por:

CD, — 250 — 0,27 D
CD, — 420 — 044 D
CD, — 180 — 0,15 D
CD, — 320 — 0,09 D

(onde CD,; é o consumo doméstico final de bens produzidos no
setor j em $ bilhdes/ano; CD; > 0).

Suponha, por fim, que o objetivo do governo fosse minimizar o
numero total de desempregados subordinados & condigio de que o
balango comercial fique em equilfbrio ou seja superavitario. Formule.

1.29 — Uma certa regido ¢ assolada por dois tipos de doengas (I
e II) . Para combaté-las, trés tipos de medicamentos bivalentes foram
desenvolvidos (A, B e C). Médicos pesquisadores forneceram a
seguinte tabela de probabilidade de falha na cura para o emprego
de um comprimido de cada medicamento, bem como o custo dos
mesmos:

Probabitidade de Insucesso

Tipo de (Um Comprimido) Custo de _Ijm
Medicamento Com([;nmx o
Na Cura da Na Cura da (Cr$)
Doenga 1 Doenga 11
A 0,35 0,13 14,00
B 0,16 0,71 10,00
c 0,75 0,00 12,00

Observagao: Se uma pessoa toma trés comprimidos do medi-
camento A, a probabilidade de insucesso na cura da doenga I ¢
0,354, a probabilidade de insucesso na cura da doenga II ¢é 0,/3*
e a probabilidade de insucesso total na cura de pelo menos uma
doenga é (0,35 X 0,13)*. Se, além disso, a pessoa tomar mais dois
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comprimidos do medicamento C, a probabilidade de insucesso na
cura da doenga I se reduz a 0,357 X 0,752, a probabilidade de in-
sucesso na cura da doenga II se reduz a 0,13° X 0,09¢ e a proba-
bilidade de insucesso total na cura de pelo menos uma doenga a
(0,35 X 0,13)%(0,75 X 0,09)*.

O governo determinou uma verba mixima de Cr§ 60,00 por
pessoa existente na regido i superintendéncia regional da satide
para minimizar a incidéncia das doengas I e II. Cada pessoa deverd
receber um pacote contendo no mdximo cinco comprimidos, sendo
que o nimero de comprimidos de cada tipo isoladamente nido deve
exceder a trés (estes limites sio por razdes médicas).

Determine a composi¢io do pacote de comprimidos que uma
pessoa totalmente doente deve receber de modo a minimizar a
probabilidade de insucesso total na cura (por “totalmente doente”
entende-se aquela pessoa que tem a doenga I e a doenga II; como
ambas doengas s3io muito comuns na regido, adota-se o pressuposto
de que todos os habitantes da regido estio totalmente doentes).
Deseja-se, outiossim, que a probabilidade de insucesso na cura de
cada doenga isoladamente seja igual ou menor que 0,003.

Obs.: A formulagio deste problema é linearizada por transfor-
magdes logarftmicas.
Varidveis de decisio sugeridas na formulagio do problema:

X; : n.% de comprimidos do tipo j a colocar no pacote

¢ 1.30 — Um p=queno agricultor pretende plantar feijio para
sua subsisténcia. O plantio do feijao requer trés operagGes seqiien-
ciadas: (1.°) lavrar o solo, (2.9) gradear o solo e (3.°) fazer a
semeadura. Estas operagGes podem ser realizadas dentro de um pe-
rfodo total de quatro semanas. Uma fragdo de terra semeada na
semana { deve ter sido gradeada anteriormente (o que pode ter
ocorrido na mesma semana ou em semanas anteriores) . Uma fra-
¢do de terra gradeada na semana ¢ deve ter sido lavrada anterior-
mente (o que pode ter ocorrido na mesma semana ou em semanas
anteriores) .

O processo de lavragao requer 14 h de trabalho por hectare (ha).
O processo de gradeagido requer 8 h de trabalho por ha e o processo
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de semeadura requer 5 h de trabalho por ha. Considerando as
necessidades de trabalho do agricultor nas diversas atividades que
ele precisa realizar na sua propriedade, ele pode dedicar ao plantio
de feijdo os seguintes montantes de seu tempo de trabalho: 36
horas na semana 1, 40 horas na semana 2, 48 horas na semana 3 ¢
40 horas na semana 4.

A produtividade esperada do feijdo varia segundo a semana em
que for realizada a semeadura:

Produtividade esperada

Semana da semeadura do feijdo (kg/hsa)
1 930
2 980
3 950
4 860

A 4rea total disponivel para o plantio de feijao é de 6 ha.
O objetivo do agricultor é maximizar a produgio total de feijio.

Varidveis de decisio sugeridas para a formulagio:

1, : drea lavrada na semana t (ha)
g« : 4rea gradeada na semana t (ha)
s, : 4rea semeada na semana ¢ (ha)

® 1.31 — A partir de diversos experimentos, nos quais apenas um
fator era variivel (e os demais mantidos em nfiveis n3o-limitantes
ao aumento de produtividade), os técnicos de um centro de pesquisa
agricola estimaram as seguintes curvas de resposta do rendimento
fisico do milho:

(8) Yr = Min {30.P; 500 + 20.P; 3500)
(b) Yy = Min {60.N; 800 + 80.N; 8500}
(c) Yx = Min {856.K; 1200 + 20.K; 38500}

180



() Yo = Min {2.600.C; 1000 + 1600.C; 8500}
() Ys = Min {160.8; 1400 4 80.8; 3500}
() Y, = Min {2000 + 16.1; 8600}

onde Y, ¢ a produtividade (kg/ha) de milho em resposta ao nivel
de emprego do fator j (supondo que os demais fatores estejam em
nivel ndo limitante). Os fatores, e seus' pregos, sio os seguintes:

: adubagio fosfatada (kg P.0s/ha/ano); Cr$§ 20,00/kg P.0;
: adubagio nitrogenada (kg N/ha/ano); Cr§ 23,00/kg N

: adubagdo potdssica (kg K,0/ha/ano); Cr§ 14,00/kg K,0

: adubagio cdlcica (t Ca COz/ha/ano); Cr$ 1.100,00/t Ca COy

“ o x 2 %

: sementes (kg/ha/ano); Cr$ 35,00/kg sementes
I : inseticida (1 de piretrina/ha); Cr§ 40,00/1 piretrina

Admitindo-se um principio agronémico conhécido como “lei do
minimo”, a produtividade do milho seria dada por:

Y = Min {Yp, Yn, Yx, Ye, Ys, ¥/
ou, alternativamente, por:
Y = Mox {2:2 < Y;;j = P,N, K,C, 8, I}

Que quantidade de cada insumo deveria ser recomendada a um
agricultor que tem uma limitagio de Cr§ 8.000/ha para a aquisi-
¢io dos mesmos? Que produtividade este agricultor poderia es-
perar obter?

1.82 — (Ver Dantzig ¢ Fulkerson, 1954, pp. 217-222) Uma com-
panhia petrolifera estatal produz e exporta petréleo de um certo
tipo e importa petrdleo de outros tipos. O petréleo manuseado
pela companhia ¢ movimentado entre seis portos, sendo trés de embar-
que (campos petroliferos de origem) e trés de recebimento (refi-
naria de destino) . Cada refinaria estabeleceu seu cronograma de
recebimento de navios-tanque de acordo com as necessidades de seus
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planos de produgdo. O cronograma geral de recebimentos € o
estabelecido a seguir:

Destinos Refinaria 1 Refinaria 2 Refinaria 3

N.° de N.o de N.o de
Data? Navios** Data® Navios** Data® Navios**
21 3 36 2 60 1
Campo A 63 3 88 b 180 3
142 3 200 2
44 1 77 1 30 1
Campo B 220 4 153 3 160 2
258 2 350 4
90 3 100 3 35 2
Compo C 310 5 210 2 230 3

* n.° do dia do ano, em numeragio seqitencial de 1 a 365.

** n.° de navios-tanque esperados no porto de destino, segundo as diversas datas
e origens.

O tempo de viagem entre os diversos portos de origem e destino
é como se segue (em dias):

Destino
Referéncia 1 Referéncia 2 Referéncia 3
Origens
Campo A 15 12 25
Campo B 13 7 16
Campo C 21 16 9

Obs.: O tempo requerido para operacdes de carga e descarga j4 estd inclufdo no
tempo de viagem.

O problema da geréncia da companhia é o de cumprir os re-
querimentos das refinarias utilizando o menor niimero de navios-
tanque possivel.
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Sugestao: Faga uma lista cronoldgica dos recebimentos requeri-
dos (independenie de origens e destinos); a seguir, deduzindo os
tempos de viagem, faca uma lista cronoldégica dos embarques neces-
sdrios (independente de origens e destinos). A partir destas listas,
serd possfvel definir as seguintes varidveis de decisdo:

X,; : quantidade de navios cuja primeira tarefa é participar no
atendimento da j-ésima ordem cronoldgica.

X4 : quantidade de navios que apds cumprirem a i-ésima entrega
(numeragio das entregas em ordem cronoldgica) sdo encami-
nhados a participar no atendimento da j-ésima ordem de em-
barque (numeragio dos embarques em ordem cronolégica).

Para simplificar supGe-se que qualquer navio pode executar sua
primeira tarefa em qualquer data e em qualquer porto de embar-
que. Supde-se também que, se um navio for enviado para um porto
qualquer para cumprir uma nova tarefa com folga no seu tempo
de viagem, ele poderd ficar ancorado ao largo do porto pelo tempo
que for necessdrio até iniciar a nova tarefa.

Observagcdo: Os dois exercicios que se seguem (1.33 e 1.34)
demandam uma certa familiaridade com o problema estatistico de
ajustar uma equagio a um conjunto de observag¢ées empiricas de duas
ou mais varidveis de interesse do analista (andlise de regressio).

*1.33 — Em uma pesquisa realizada numa certa regido urbana
obtiveram-se as seguintes informagGes sobre a renda mensal e o
nivel educacional em uma amostra consistindo de sete observagGes
(pessoas) :

Nimero da IEscolaridade Renda Mensal
Observagao (anos) (Cr8)

1 5 6.700,00

2 8 23.9C0,00

3 4 7.600,00

4 12 33.400,00

5 16 65.200,00

6 10 25.800,00

7 7 12.100,00




Fazendo: Y; = renda mensal da j-ésima observagio

(ex.: Y, = 7600)

e X, = escolaridade da j-ésima observagdo

(ex.: X; = 16)
e admitindo-se a existéncia de uma relagio linear:

onde ¢;: erro ou desvio da jésima observagio, encontre valores

a e b que minimizam o somatério dos desvios absolutos:

7
Min SDA = 2 IY,— a—bX,l

i=t
Variiveis sugeridas para a formulagio:
e;_'- : desvio positivo na j-ésima observagio

e~ : desvio negativo na j-ésima observagio
J

1.84 — Utilizando os mesmos dados empiricos do problema ante-

rior, encontre os valores de 2 e b que minimizam o valor absoluto
do maior desvio.

Observagdo: embora os estimadores com base em minimizagio
de desvios absolutos tendam a ser mais robustos que os estimadores
de minimos quadrados, a garantia de inexisténcia de viés demanda
procedimentos especiais (ver Sielken Jr. e Hartley, 1973).

1.35 — (Designagdo) Uma firma de processamento de dados dis-
pde de cinco computadores: CI, C2 C3, C4 e C5. Num determi-
nado dia existem cinco trabalhos a serem processados (T, a T).
O custo de processamento de cada um destes trabalhos é diferente

em cada um dos computadores. O quadro a seguir resume os custos
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de execugdo de cada trabalho segundo a miquina que eventual-
mente for designada a executd-lo:

Trabalho

Tl T2 T3 T4 Ts
Computador
C1 43 75 26 66 35
C2 52 78 36 69 39
C3 37 63 24 62 22
C4 58 70 39 73 41
C5 66 81 57 79 58

O problema da geréncia consiste em designar um computador
para cada trabalho de modo a minimizar o custo total de execugio
dos mesmos.

= 0 — o computador { ndo é designado para executar
o trabalho j

= ] — o computador i é designado para executar o

I trabalho j

X"

Dica: as restrigdes devem garantir que cada computador receba
um trabalho e que cada trabalho seja entregue a um computador.

Comentdrio: O problema em pauta apresenta varidveis de deci-
sio que pertencem ao conjunto dos nimeros inteiros. Em principio
este problema ndo se caracteriza como um problema de programa-
¢3o linear, pois as solugdes destes pertencem ao conjunto de nime-
ros reais. Entretanto, para os problemas que obedecem explicita ou
implicitamente a formulagio:

Otimizar 2 p C.-,' X,-,-
cado que: P Xy — X X =Tu(k=1,2, ...,7)
§=1 i=-]

e 0 < X;; < u;; (lodos 1, 3)

onde T, e uy sio numeros inteiros, é possivel demonstrar que a
solugdo 4tima de tal formulagdo ocorre para valores inteiros de
Xy (Ver Wagner, 1969, pp. 169 e 225-6). A formulagio geral apre-
sentada acima caracteriza uma classe de problemas de programagio
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linear da qual fazem parte os problemas de transporte, de trans-
bordo, de designagdo, de caminho critico, de fluxo mdximo e ou-
tros. Em geral tais problemas podem ser resolvidos por algoritmos
especializados com eficiéncia bem superior 4 obtida pelo simplex.

1.36 — (Em continuagdo ao problema anterior) Suponha que ao
invés de cinco computadores, a firma sé dispusesse de quatro des-
tas miquinas: C1, C2, C3 e C4. Conseqiientemente, numa primeira
designagdo, apenas quatro trabalhos poderiam ser executados, de-
vendo o remanescente ir para uma fila de espera. Neste caso esta
fila de espera pode ser interpretada como um ficticio quinto compu-
tador (C5) e os custos de processamento deveriam ser substituidos
por custos de espera (que podem ou ndo diferir entre os diversos
trabalhos encomendados). Suponha que os custos de espera nio

sejam diferentes e possam ser considerados nulos. Reformule o
problema.

1.37 — (Em continuagio ao problema 1.35) Suponha agora que
a firma disp6e de cinco computadores mas tem apenas quatro traba-
lhos a executar. Reformule o problema.

¢1.38 — Uma Companhia de Transportes Aéreos estd em vias de
estabelecer uma linha regular entre as cidades 1 e 10. Para tanto,
diversas rotas alternativas se oferecem a custos que, na pratica, po-
dem ser considerados como idénticos. Entretanto, as rotas diferem
bastante em suas condiges de seguranga (um item importante na
determinagdo da seguranga é o numero de aeroportos existentes em
cada etapa). Um diagrama representativo do problema é como se

O ® e
7\
@ D= \
@y /@
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O ntimero de aeroportos que podem ser usados em caso de emer-
géncia em cada etapa é dado a seguir:

s i

De
1 3 4 2 — — —_ — —_ ~——
2 —_ — — 6 7 L] -_ = —
3 —_— — — 3 4 7 —_— — —
4 — —= —_ 1 6 5 —_ — —
5 . == o= - = — 5 2 —
6 o — —_— _— — — 2 1 —_
7 — —_ -— — — _ 1 2 A=
8 — — — -_— == - — —_ 0
9 -_ —_ —_ o — — — — 1

O problema se resume em selecionar a rota de 1 até 10 que
apresente o maior numero possivel de aeroportos utiliziveis em
emergéncias.

= 0 — o segmento entre os pontos i e j nido é inclui-

do na rorta
Xy )
= 1 - o segmento entre os pontos i e j é incluido na
rota

Dica: As restrigoes devem garantir que uma unidade “saia” da
origem (1) e uma unidade “chegue” no destino (10); para os
pontos intermedidrios ¢ necessirio garantir o fluxo de conservagao,
isto é, se uma unidade “entrar’, ela deve “sair” e, se nenhuma uni-

dade “entrar”, entio nenhuma deve “sair™.

1.39 — Na execugdo de certas obras de engenharia e em planos
de desenvolvimento regional é preciso realizar diversas tarefas. Ge-
ralmente algumas tarefas sdo pré-requisitos para outras de modo
que, em pelo menos algumas delas, é importante concentrar esfor-
Gos para evitar atrasos (pois estes acabario se refletindo no crono-

137



grama global de execugdo do projeto). Identificar as tarefas nesta
situagdo corresponde a determinar o caminho critico do cronograma

global.

Vamos supor que a execugdo de um certo projeto envolva diver-
sas tarefas com tempo de duragdo varidvel e com as seguintes re-

lagoes de pré-requisitos:

Tarefa Duracio (dias) Pré-Requisitos
A 35 —
B 60 —
C 30 AB
D 60 A
E 30 C,D
F 25 D
G 25 C
H 35 EF,.G
1 30 F

O fluxograma a seguir repete a informagio do quadro, tendo-se
acrescentado duas tarefas fictfcias — 0 para origem e T para térmi-
no — que nio demandam tempo para sua execugao.
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A seguir definimos as varidveis X; como o dia de inicio da tarefa j
(dias em numeragdo corrida) . Observe, por exemplo, que:

Xz = Xg + 30 (a tarefa E sé6 pode ser iniciada apds a con-
clusio da tarefa C)

Xg = Xp 4+ 60 (a tarefa E s6 pode ser iniciada apdés a con-
clusio da tarefa D)

O problema consiste em minimizar X5 subordinado a restrigGes
que simulem as condigGes de pré-requisitos.

Uma formulagdo alternativa consiste em escolher a rota de maior
duragdo entre 0 e T. Tal rota é o caminho critico do fluxograma:
um atraso de um dia na execugdo de qualquer tarefa pertencente
ao caminho critico determina um atraso de um dia no cronograma
global.

Elabore as duas formulagGes para o problema apresentado.

1.40 — Uma empresa de transportes urbanos estd considerando a
determinagio de uma politica de substituicgdo de sua frota para
os préximos seis anos. J4 foi tomada a decisio que no inicio do
préximo ano — o primeiro do horizonte referido — a frota serd
totalmente renovada pela aquisi¢io de 6nibus novos.

Os dados do problema sdo os seguintes:

a) Custo de um 6nibus novo: § 1.500 (prevése que este custo
serd constante nos préximos seis anos) .

b) Custo anual da operagio de:

bl) um énibus no seu primeiro ano de uso: § 200
b2) um énibus no seu segundo ano de uso: § 350
b3) um 4nibus no seu terceiro ano de uso: S 550
b4) um dnibus no seu quarto ano de uso: § 750
b5) um Onibus no seu quinto ano de uso: § 780
b6) um Onibus no seu sexto ano de uso: § 800

c) Receita da revenda de:
cl) um 6nibus com um ano completo de uso: § 1.100
c2) um 6nibus com dois anos completos de uso: $§ 900
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c3) um 6nibus com trés anos completos de uso: § 700
c4) um 6nibus com quatro anos completos de uso: $ 650
c5) um 6nibus com cinco anos completos de uso: $ 600
c6) um Onibus com seis anos completos de uso: § 590

Por hipdtese supGe-se que eventuais substituigdes de frota ocorram
em inicios de ano.

Fagamos Cy; o custo total da op¢do de comprar um 6nibus no
inicio do ano i e vendélo no infcio doanoj (i = 1, 2, ..., 6.
j=1,2, ...,7; ij). Estes valores podem ser calculados a partir
das informagGes anteriores. Fagamos ainda:

= 0 — a opgio de manter um 6nibus adquirido no ini-
cio do ano i até o inicio do ano j nd3o ¢ utilizada

Xy
= 1 — a opg3o de manter um 6nibus adquirido no ini-
cio do ano i até o inicio do ano j é utilizada

O problema se resume em encontrar a “rota”” de menor custo entre
o ponto inicial (1) e o ponto terminal (7): uma unidade deve
“sair” do ponto inicial e uma unidade deve *“chegar” no ponto
terminal; para os pontos intermediirios deve valer o principio de
conservagio, isto é, se uma (nenhuma) unidade “chegar”, entdo
uma (nenhuma) unidade deve “sair”.

1.41 — (Programagio Fracional ou Hiperbélica) Em problemas
econémicos freqiientemente o objetivo é maximizar alguma razio
beneficio/custo na qual tanto o numerador quanto o denominador
se apresentam na forma de fungdes lineares. Tais problemas, per-
tencentes 4 classe de problemas de programagdo fracional, podem
ser resolvidos por técnicas de programagio linear, através de um
artificio algébrico relativamente simples.

Considere o problema de programagio fracional:

c.+ ¥ ¢ x;
Max. Z = i=1

n

V.+ X V; X;
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Subordinado a: i a; X;Lbji=12 ..., m
=1
c XJZO

(onde C,, C,, ¥,, V,, a; e b, sio parimetros numéricos conhecidos) .

Vamos definir uma varidvel d como se segue:

" -1
d= (V.,+ T VX, (1
)=1
de modo que:
Z=Cd+ ¥ C;X,d €]
=1

Definimos, a seguir, varidveis ¢; como se segue:
t=X,d (j=1,2 ...,n) 3
de modo que:
Z=Cd+ X C,t (4)
Je 1
Em vista da defini¢io (1):

d(V.,+ ) V,-X,-)=1

i<
ou
V.d+ .i‘ V;X;d=1
-
ou
V,d+ 'ﬁ’ Vit =1 (5)
i

Observe que estamos procedendo a uma troca nas varidveis ori-
ginais do problema (X, por d e ¢;). A fungiio objetivo (4) foi linea-
rizada, mas ela s6 tem validade sob o condicionamento expresso
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pela equagdo (5) . A equagdo (5) amarra a definigdo da varidvel d
estabelecida em (1) com as definigGes das varidveis ¢; estabelecid. s
em (3).
Por fim, multiplicando ambos os lados das restrigées do problema
original (X a,yX; < b;) por d obtemos:
s

t a'-,'t,'_ b|d50
=1

Entdo, para resolver o problema de programagio fracional, resol-
vemos o seguinte problema de programagio linear:

Moz, Z=C,d+ X Cjy

j=1

dado que: V,d + i Vit =1

J=1

—bid+ 2 a;t;, <0 (=12 ...,m)
1=1

;20 (i=1,2 ..., n)
Uma vez conhecida a solugdo étima do problema acima, diga-
mos d® e t* (j = 1, 2, ..., n), podemos calcular as rafzes étimas
do problema original Xt=1d* =12 ..., n).
Teste seu entendimento formulando o problema descrito na sc-
qiiéncia.

Uma empresa pode produzir trés produtos: 4, B e C. Os pregos
recebidos pelos produtos sio P, — § 100, P, — § 120 e Py = § 240.
O custo varidvel médio de cada produto ¢é: C, = $ 60, C, = § 70
e C; = § 160. A produgio de uma unidade de A4 requer 1 h de mon-
tagem e 0,4 h de teste. A produgdo de uma unidade de B requer
1,3 h de montagem e 0,3 h de teste. A produgio de uma unidade
de C requer 1,5 h de montagem e 0,2 h de teste. O departamento
de montagem pode trabalhar até 2.000 h/semana e o departamento
de testes pode trabalhar até 700 h/semana. O custo fixo da firma
¢ § 70.000/semana. A geréncia pretende manter uma linha diver-
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sificada: o volume produzido de cada produto deve representar pelo
menos 159, da produgdo total. O objetivo é maximizar a razio
entre receitas totais e custos totais.

III.2 — Formulagbes Especiais de
Programacgdo Linear

O cendrio tipico de um problema de Programagio Linear ¢
composto por relagdes lineares envolvendo parimetros conhecidos
deterministicamente e varidveis que assumem valores pertencentes
ao conjunto de nimeros reais. Sob um ponto de vista estritamente
matemitico a Programagdo Linear de fato ¢ um modelo que pres-
supde proporcionalidade, aditividade, divisibilidade e auséncia de
aleatoriedade. Entretanto, pelo menos em certos casos, ¢ possivel
reformular um problema cujas caracteristicas originais nio corres-
pondem ao modelo bdsico de Programagdo Linear de modo a obter
as condigGes requeridas. Um exemplo neste sentido é o problema
de Programagio Fracional examinado na seg¢do anterior (vide 1.41).
Problemas de designagio, por outro lado, mesmo n3o atendendo o
pressuposto de divisibilidade também podem ser resolvidos pelo
método Simplex (vide 1.35, acima).

Na presente se¢do examinaremos aplicagées de Programagao Li-
near em problemas cujo cenirio envolve uma certa classe de fungGes
nio-lineares e em problemas cujo cendrio apresenta elementos pro-
babilisticos.

II1.2.1 — Programagio Separdvel

Programagdo Separdvel se refere a uma técnica de resolugio apro-
ximada de certos problemas de Programagio Nao-Linear através do
método Simplex ou de métodos dele derivados. O dominio desta
técnica requer o entendimento de alguns conceitos matemdticos re-
lativamente simples e que serdo discutidos a seguir.
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Um conceito bdsico em Programagio Separdvel é o de combi.

nagio convexa de dois vetores: dados dois vetores v, e v,, dizse
que o vetor v, definido como

Va=kyvi+ kave ; b =1kt ke 20,

é uma combinagio convexa dos vetores dados.

Observamos que o conceito de combinagdo convexa de dois veto-
res é um caso particular do conceito de combinagdo linear examina-
do no primeiro capitulo deste texto. Notamos ainda que uma com-
binagdo convexa de dois vetores é um vetor obtido como uma média
ponderada — com pesos k, e k, — dos vetores dados.

Por exemplo, dados:

we[] we[2]

definimos uma combinagdo convexa dos pontos — ou vetores —
v, e v, como:

= [j_‘kl + [—10] ke = [6k,+10k! ];kl +he=1;k;,ks20

6 4k + (—6) ke
e:
a) se k; = kg = 05, entio vy = [7,5; —1]
b) se k; =0, e ky= 06, entio vy = [8; —2
) se k;=0ek,=1 entio vy = [10; —6]
d) se k, =07 e kg =03, entio vy = [6,56;1]
etc.

O lugar geométrico das combinagSes convexas de dois vetores
v, e v, é o segmento de reta que une os vetores v, e v, (verifique
esta afirmativa graficamente com vetores bidimensionais) .

Utilizando o conceito de combinagio convexa podemos aproxi-
mar fungbes nio-lineares continuas por segmentos de retas. Este
ponto ¢ ilustrado a seguir através de um exemplo.
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Considere a fungio y = 5 \/x. Os seguintes pontos (x, y)’ per-
tencem A fungio dada:
0 N . -Zg . ) 4-
(o) 7= 132 = Lo

-I.i s .O- r.r‘jl [-16-|
= P, = -
_ys] I 15)° 74T Lyd T Loo.

A Figura 1 mostra a fungio y = 5 \/x e os pontos P, G=123,49).
As coordenadas dos segmentos de reta que unem dois P; consecutivos
podem ser obtidas por combinagdes convexas dos mesmos. Ao con-
junto de pontos arbitrados para estabelecer as referéncias de seg-
mentagio dd-se o nome de grade.

o
I
—
I
I
|

P3=

Figura |
Representaco Grdfica da Aproximacdo de y=5Vx por
Segmentos Lineares no Intervalo O< x< 16 com o

Uso da Grade ( P, ,pz,ps,p4)

y A
20 e == = =i = p4
I
) R — |
ps I
| |
| ' [
|
| I I
| I I .
Plo 4 9 16 X
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Estabelecemos agora a seguinte proposi¢do: para 0 < x < 16 a

fungdo y = 5 \/x ¢é aproximadamente equivalente a:

=0k + 4ks+ 9ks+ 16k,
y=0k + 10 kg + 15 kg + 20 k;
1 =Fk; + ke+ ks + kg

ky, Koy Kesy oy > O

Requisito de adjacéncia: no maximo dois k; > 0 e, se
ky > 0ehkjpa >0, ention = loun = —1

Vamos observar o significado da expressio anterior arbitrando
valores para os k, que satisfagam o requisito de adjacéncia e as
condi¢Ges para que sejam ponderagGes (Thy = 1 e k) = 0). To-
memos, por exemplo, &, = 0, ky, = 0,4, ks = 0,6 e k;, = 0. Com
estes valores obtém:se x — 7 e y = 13. Por outro lado, o ponto
de abscissa x = 7 e que de [ato pertence A fungio y = 5 \/x tem
por ordenada y = 5 \/7 = 13,22876. Fagamos outro exemplo, arbi-
trando k, = 0, ky, = 0, kg = 02 e k;, = 0,8. Com estes valores
obtémse x = 14,6 e y = 19. O ponto de abscissa x = 14,6, e
que dec fato pertence a fungio y = 5 Vx tem por ordenada
y = 5 \/14,6 = 19,10197. Portanto, observa-se nos dois exemplos
uma estreita aproximag¢io entre os valores de y obtidos por com-
binagGes convexas e os valores “‘verdadeiros” de y dados pela fun.
¢do y = 5 \/x. De modo mais geral a aproximagdo sera tanto
melhor quanto mais pontos formam a grade de referéncia e quanto
menos acentuada for a curvatura da fungdo que se pretende apro-
ximar.

Exercicio:  Estabeleca um conjunto de relagées baseadas em com-
binagGes convexas de pontos pertencentes a uma grade de seu arbi-
trio e que represente a fungio y = 5 4 10x — x® para 0 < x < 8
(use uma grade composta de pelo menos quatro pontos). A seguir
examine a aproximagio conseguida em pelo menos dois pontos
diferentes.

Por vezes serd necessirio segmentar mais de uma fung¢io da mes-
ma varidvel. Nestes casos podem ser utilizadas grades que apresen-
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tem as mesmas abscissas. Por exemplo, vamos supor que fosse ne-
cessdrio segmentar as seguintes fungdes de x:

a) y = 100 \/x — 20x

by z=10 4+ x(2 + x)

Vamos supor ainda que, por alguma razio, soubéssemos que
0 < x < 25. Precisamos agora de uma grade tridimensional

(x, y, z). Arbitramos entdo os seguintes pontos para compor a
grade:

J I v 2
1 0 0,00 10,00 _

Obs.: y = 100V 1 — 80z;
2 8 124,95 58,00

zj =10 + z; (8 + 17)

3 9 120,00 109,00
4 16 80,00 298,00
5 25 0,00 685,00

A partir da grade estabelecida podemos representar as fungGes
dadas pela seguinte aproximagio:

y=01I; + 124,95 ks + 120 kg + 80 k;, + O k;
2= 10k, + 58 kg + 109 ks + 298 k; + 685 ks

1=kl+ks+ks+k;+k5
kl: k!l ks; k‘i k5 2 0

Requerimento de adjacéncia: no méximo dois &, > 0 e,
sek;, > 0e ky,, > Oention =7 oun = — 1

Tomando, para exemplificar, k, = ky, = 0, ks = 04, ky = 06
e ks = 0, obtemos x = 13,2; y = 96 e z = 222,4. Observamos, entre-
tanto, que para x — 13,2, as ‘“verdadeiras” coordenadas y e z,
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computadas através das fungées (a) e (b), sdo, respectivamente,
99,32 e 210,64. Repetimos a observagio feita anteriormente: de
modo geral a aproximagio obtida na segmentagdo serd tanto melhor
quanto mais pontos forem utilizados na grade de referéncia e quan-
to menor for a curvatura da fungio (ou das fungées) que se pre-
tende aproximar. Por outro lado, conforme veremos adiante, o uso
de um nimero de pontos muito grande na definigio de grades de
referéncia pode inviabilizar a resolugio pritica de um problema
por excesso de dimensionamento.

Passamos agora a outro conceito bisico em Programagio Separd-
vel, qual seja, o de fungio separdvel. A fungio f(x,, X4, ..., X,)
é dita separavel se puder ser escrita como f; (x;) 4 fe(xg) + ..- +
+ Ja(¥s). Fungdes polinomiais sem termos interativos sio clara-
mente separaveis. Por exemplo:

y = 100 + 3z, + 225 + 62 — 62 = (100 + Sz, + 21°) + (6z — 62)

@)+ felz)

Entretanto, por vezes, separabilidade pode ser obtida também
através do uso de logaritmos e/ou de certos desenvolvimentos algé-
bricos que serio examinados adiante.

Exemplo: Obtenha uma formulagio linear para a resolugio apro-
ximada do seguinte problema de programagio nio-linear:

Maz R=3z+ 22+ 60y
dado que: 6 Vz + Sy < 18

z,y20
Observasc que tanto a fungio objetivo quanto a restrigdo sio
nio-lineares e separdveis. Um rdpido exame das restrigdes mostra
que a solugdo 6tima ocorrerd para 0 < x < 9e 0 < y < 6. Vamos
entio definir:

R, = 3z + 2z°
Rn=50v1-l-
R3=G¥;r—
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Podemos agora arbitrar uma grade para as fungdes em x:

j zy Rys Rsj

1 0 0 0

Obs.: R;; = 8z; + tx,'
2 3 27 10,4 e
Ryy =6 \/z,'

3 6 90 14,7

4 9 189 18,0

e outra grade para a fungdo nio-linear em y:

] Y Ry

1 0 (] Obs.: Ry =60Vy
2 4 100,0

3 6 122,5

O problema original ¢ (aproximadamente) equivalente & seguin-
te formulagdo linear:

Max R = R, 4+ R,

dado que:
=0k +3ke+6ks+ 9k,
Ry = Qky+ 27 kg + 90 kg + 189 k;,
Ry = 0k, + 10,4 kg + 14,7 ks + 18,0 k;
1=k + kst ks+ ksi; ;20 (1=1,228,4)
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no maximo dois k, adjacentes, estritamente positivos

Yy=0v,+ 4bvy+ 6 vy
Ry = 0v; 4+ 100 vp + 122,6 v

1=v 4+ v+ v5;,0;,20 (G=1,223)
no miximo dois v, adjacentes, estritamente positivos

Rs+3y s 18

Note que, como o problema apresenta duas varidveis de decisio
(x e y) atreladas a fungGes ndo-lineares, sio necessirios dois con-
juntos de ponderagées (k; e v;). Abstraindo os requerimentos de
adjacéncia, observa-se que o problema acima é um problema de
programagio linear. Na verdade, se tentarmos resolver este proble-
ma pelo método Simplex, observaremos que, ao final, serd obtida
uma solugio que satisfaz os requerimentos de adjacéncia. Entretanto,
nem sempre a aplicagio do Simplex convencional a uma formula-
¢do de programagio separivel produz uma solugio que automati-
camente obedece aos requerimentos em pauta, Para que tal acontega
¢ necessirio que o problema nio apresente 6timos locais, mas apenas
um 6timo global.! Por outro lado, na auséncia de tal condigio, o
método Simplex deve ser modificado pela inclusio de uma regra
adicional que garanta adjacéncia: “se uma ponderagio k; estiver
na base corrente, entio as ponderagbes k;,, SO se constituem em
atividades 2 entrada na base seguinte se n = I ou n = — I”.
Com a introdugio desta regra torna-se possivel que no tableau
final de Simplex de um problema de programagio separivel exis-
tam atividades para as quais os valores da linha de ganhos margi.
nais (¢; — z) sejam positivos (num problema de maximizagio).
Se estas atividades se constitufrem em pondera¢des nio-adjacentes

1 Uma condi¢io suficiente para tal é que a fungio a ser maximizada seja
cdncava e o copjunto de solugSes vidveis seja convexo. Estes conceitos sdo
discutidos no Apendice 1.
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as ponderagGes presentes na base final, a resolugio de fato estard
encerrada. Nestes casos teremos atingido um 4timo local e, com
os dados do tableau, apenas, nio ¢ possivel determinar se a so-

lugdo em pauta ¢ também o 6timo global do problema.

Ao introduzirmos o conceito de fungGes separiveis, anteriormente,
foi mencionado que por vezes é possivel obter separabilidade atra-
vés do uso de logaritmos efou de certos desenvolvimentos algébri-

cos. Vamos entio examinar um exemplo nesta diregio.

Exemplo: Obtenha uma formulagio linear para a resolugio apro-

ximada do problema de programagio nao-linear abaixo.

Max R=6zy
dado 8z° + 160 y"* < 800
rny2>0
Observe que a fungio objetivo nio é diretamente separdvel.

Entretanto, notamos que xy — -%— [x* 4+ ¥ — (x — 9)?]. A

partir daf podemos definir uma nova varidvel z = x — y e, con-
seqiientemente, obter uma formulagio equivalente onde a existéncia
de separabilidade ¢ ébvia:

Max R = 82° + 8* — 387*

dado 8z + 160y"* < 800
e zZ—y—2z=0
z,y20

Um exame da primeira restri¢gio do problema indica que x << 10 e
y < 25. A partir daf, e dado que x = 0 e y =2 0, concluimos, pelo
exame da segunda restrigio, que — 25 << z < 10. O problema trans-
formado tem trés varidveis independentes — x, y e z — envolvendo
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func¢des ndo-lineares de todas elas. Assim, arbitramos trés grades
para reformular o problema para Programagio Separdvel:

j zj Fy Vi
1 0 0 0
2 3 27 72 Obs.: Fj =8 x;'
3 7 147 392
Vi=8 z:
4 10 300 800
J vi S; T;
1 0 0 0
Obs: 8 =84}
2 4 48 320
3 9 243 480 T; = 160 yj"
4 16 768 640
5 25 1875 800
J % U,
1 —25 1875
Obs.: Ui =& 7
2 —15 675
3 — 5 75
4 0 0
5 5 75
(i} 10 300
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e podemos, agora, estabelecer uma formulagao linear para a reso-

lugdo aproximada do problema proposto:
Max R=F+8S-U
dado: =0k  +3ks+7ks+ 10k,
F=0k + 27 ke + 147 kg + 300 Kk,
V=0k + 72k, + 392 ks + 800 k;
1=k +ket+bks+Fki;k;20(G=1,28,4)

No miximo dois k,, adjacentes, estritamente positivos

y=0p + 4ps+9ps+ 16 p; + 26 p,
S =0ps+ 48 ps + 243 ps + 768 Dy + 1875 ps
T = 0p; + 320 p. + 480 ps + 640 p; + 800 ps

l=p+ps+ps+o,+m:;02,20 (G=12,...

No miximo dois p,, adjacentes, estritamente positivos

2= —26q,—16qe—b6qs+0q;+ 6qs + 10 gs

U=1876q,+676qs+ 76 qs + 0 q; + 76 g5 + 300 g4

l=qg+gt+etaytaeste 20 G=182..

No miximo dois g;, adjacentes, estritamente positivos

V + T < 800

X —y—z=20

.+ 6)

O problema do exemplo anterior ilustra bem a principal difi-
culdade da Programagao Separdvel: a partir de um problema envol-

vendo apenas duas varidveis e duas relagdes nao-lineares

(uma

fungio-objetivo e uma restrigao) chegamos a uma formulagao linear
aproximada do mesmo caso envolvendo gquatorze relagGes e vin-
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te e trés varidveis.? £ portanto, evidente, que o aspecto de dimen-
sionamento deve merecer atengdo especial ao reformular-se um
problema para emprego da técnica de Programagio Separdvel.

Exercicio: Obtenha uma formulagdo linear para a resolugio apro-
ximada do problema proposto no exemplo anterior fazendo uso
da observagio que log (xy) = log x 4 log y.

Exercicio: Construa um problema no qual apare¢a uma relagio
do tipo f(x, y) . g(u, v) = %, onde tanto f(x, y) quanto g(u, v)
sejam separdveis. Defina F = f(x, y), G = g(u, v) e Z = F.G.
Obtenha, a partir daf, uma formulag3o linear aproximada para o
problema original.

I11.2.2 — Programagao Linear Probabilistica

A solugio 6tima de um problema de Programagio Linear de-
pende dos parimetros do mesmo. No Capftulo IV veremos que
uma determinada solugio 6tima pode permanecer 6tima mesmo
que alguns dos pardmetros do problema sejam um tanto modifica-
dos. Isto, todavia, ¢ insuficiente para garantir que uma solugio
6tima a partir de um determinado conjunto de nmiimeros permanega
inalterada caso estes numeros, por qualquer razio, se modifiquem
apos a solugdo ter sido adotada. Tais modificages n3o se consti-
tuem em eventos raros; ao contrdrio, freqiientemente somos obriga-
dos a planejar e resolver problemas nos quais os elementos numé-
ricos sio estimativas mais, ou menos, confidveis de valores que se
caracterizam por uma distribui¢io de probabilidade. Se estas dis-
tribui¢oes apresentam uma dispersio pequena em torno das esti-
mativas adotadas, possivelmente a solugio 6tima computada no mo-
delo determin{stico apresentard um desempenho comparavel & ver-
dadeira solugdo 6tima (isto & aquela solugdo S6tima que s6 pode

2 Na verdade a formulagio apresentada ¢é por demais prolixa devido 2
inclusfo de equages definicionais como restrigdes. E possivel reduzir o problema
a quinze varidveis (ky, j=1, ..., 4% p,i=1 ..., 5eq,r=1, ..., 6) e seis
equagdes. Ainda assim permanece a obscrvagio de que a linearizagio por com-
binag3es convexas aumenta sensivelmente a dimensio de um problema de progra-
mag¢do nio-linear.
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ser computada a posteriori, quando os elementos probabilisticos j4
tiverem assumido a caracteristica de evento ocorrido).

Em outros problemas, entretanto, a simples substitui¢gio de ele.
mentos probabilisticos do modelo por estimativas numéricas dos
mesmos pode levar a uma sele¢io de decisGes cujo desempenho sob
eventos alternativos é simplesmente mediocre. Nestes casos o em-
prego de modelos mais elaborados, com consideragio explicita por
fatores de risco, pode justificar-se sob o ponto de vista econdmico.
Um conceito importante para esta avaliagio é o de “expectidncia do
custo da incerteza”. Para motivarmos a discussio deste conceito,
vejamos um exemplo de programagio em condigGes probabilisticas.

Considere o problema:
Max Z =c¢ z;+ ¢cg x4 + ¢4 Z4
dado S+ b65z3+ 212, < 96

42+ 6ze+ 4 24 <100
Iy, I:;%ZO

onde o vetor ¢¢ = (¢, ¢, €;) € conhecido apenas através de sua
distribuigdo de probabilidades:
Evento 1: ¢; = (15 & 6) com probabilidade de ocorréncia
P, = 2/5
Evento 2: ¢; = ( 5 7 5) com probabilidade de ocorténda
P, = 1/5
Evento 3: ¢ = (—2 1 5) com probabilidade de ocorréncia
P, = 1/5
Evento 4: ¢; = ( 0 —2 #) com probabilidade de ocorréncia
P, =1/5

O vetor expectidncia do vetor ¢, simbolizado por E (c), é dado por:

E(e,) ] . > 16~ P 67| p -2
E(c) = [E(Cn)J = X Pjc; = 5 8|+ 5 7|+ v 1
E(cs) pak 6 b 6_
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Agora, se decidirmos adotar a maximizagao da expectincia de Z
como critério para nortear a tomada de decisao sobre x,, x, e x,,
o problema probabilistico original se reduz ao seguinte problema
determinisiico equivalente:

Max FE(Z) =6,6 z; + 4,4 zs + 6,2 z4
dado 3z, 4+5ze4 2 23 < 96
b+ 6 x5+ 4 24 < 100

Ty, Ty Zg = 0

A esta solugao corresponde Max E(Z) — E(Z)* = 165. Qual a
performance desta solugao quando comparada, por exemplo, a ou-
tras solugdes bdsicas para o conjunto de restrigGes? Listemos, em
primeiro lugar, &s diversas solugGes basicas nao-negativas do pro-
blema.

A solugdo 6tima deste problema é x¥T —= 25, x; = 0 e x5 = 0.

Solugio 2 I, z,
A 4 16,8 0
B Q0 18,4 2
C 25 0 0
D 0 19,2 0
E 0 0 25

A questdo seguinte é: qual o valor que atingiria a fungdo objetivo
para cada uma destas solugées nos diversos eventos possfveis para o
vetor c? A Tabela 13 sumaria as respostas desta questao.

Um exame da Tabela 13 nos mostra que nao existe uma solugao
uinica que seja 6tima para todos os eventos. A solugio C, que maxi-
miza E (Z), nio é a melhor solugio para os eventos 2, 3 e 4.
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"I"abela 13

VALORES DE Z PARA AS SOLUCOES BASICAS A, B, G, D, E
REFERIDAS NO TEXTO

Lvento Solugdes Bésicas
j Pj A B C D E
1 2/5 194,4 159.2 375,0° 153,6 150,0
2 1/5 137.6 138,8" 125,0 134.4 125,0
3 1/5 8,8 28,4 —50,0 19,2 125,0°
4 1/5 —33,6 —28.8 0,0 —38,4 100,0*
E(Z) 100,32 91.36 165,0* 84,48 130,0

*0 asterisco indica que se trata dc uma aolugio 6timn para a linha em questdo.

Um agente decisério que se caracterizasse por grande cautela —
no sentido de evitar prejuizos — possivelmente consideraria a so-
lugdo E como a alternativa mais atraente entre as listadas na ta-
bela. Talvez um tal agente desejasse maximizar E (Z) com a con-
digdo acessoria de manter uma probabilidade muito pequena, ou
mesmo nula, de incorrer cm prejuizos. Entretanto, mesmo um
agente decisério bastante cauteloso poderia ainda considerar a al-
ternativa C como a melhor, dependendo das circunstincias do pro-
blema. Por exemplo: suponha que o problema examinado represen-
tasse um esforgo no sentido de definir decisdes em circunstincias
que se prevé serem repetidas diariamente por um longo periodo
de tempo (2-3 anos). Neste caso, pcla lei dos Grandes Numeros, é
praticamente certo que a solugdo C renderia dividendos acumula-
dos sensivclmente maiores do que a solugdo E ao cabo do horizonte
de tempo referido. Por outro lado, se o problema representar uma
tomada de decisdo unica cujo reflexo anual estd incorporado nos
coeficientes da fungdo-objetivo, a cscolha da decisio C carrega con-
sigo uma possibilidade de retornos negativos que talvez signifique a
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rufna econémica do agente decisério.® Neste caso, a superioridade
da solugdo C, indicada como solugdo étima num modelo em qre
se substituiram os valores aleatdrios pelas suas expectincias, deixa de
ser evidente.

A Tabela 18 proporciona ainda elementos para o exame clo con-
ceito de “expectincia do custo de incerteza”. Para discutir este
conceito vamos primeiro imaginar que o problema fosse de natureza
repetitiva, sendo que no inicio de cada dia as decisGes sobre
X, X4 € xy devessem ser tomadas apenas para o dia em curso. Vamos
supor que o vetor de coeficientes da fun¢do objetivo pode variar
dia a dia segundo a distribuicao de probabilidades antes referida.
Mas, vamos supor que, de algum modo, ao iniciar o dia dispusés-
semos da informagdo exata sobre qual dos eventos iria se verificar
no dia em curso. Neste caso, cada vez que recebessemos a infor-
mag3o de que no dia em curso iria acontecer o evento 1 evidente-
mente adotarfamos a decisao C e lucrarfamos Z = 375. Esta cir-
cunstincia tem probabilidade de ocorréncia igual a 2/5. Se rece-
béssemos a informacio de que no dia em curso iria acontecer o
evento 2, nossa decisdo seria A, com um retorno Z — /38,8. Dias
como este tém probabilidade de ocorréncia igual a 1/5. Prbsseguin-
do em raciocinio andlogo para os eventos 3 e 4, concluiremos que a
expectincia de retorno nas condigGes referidas é:

E@Z" = ;i (375) + % (138,8) + é (125) + % (100) = 222,76

E (Z*) é a expectincia de retorno em condiges de informagio per-
feita. Por outro lado ja vimos que, na auséncia de qualquer infor-
magao adicional, a melhor decisao sob condigGes de repeticao didria
por um longo periodo de tempo ¢ dada pela maximizagdo de E (Z).
J4 vimos que Max E(Z) = [E(Z)]* = 165,0, correspondente a
adogdo da solugiao C. A diferenga E (2*) — [E (Z)]* é chamada de
expectdncia do custo da incerteza, pois reflete o que se deixa de
ganhar quando ndo se dispde de informagio precisa sobre qual
evento ird ocorrer. Quando a expectincia do custo de incerteza ¢

3 Discussdes aprofundadas sohre as atitudes de agentes econdmicos em face
a incertezas podem ser encontradas cm Arrow, 1970.
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relativamente grande, como no exemplo numérico em andamento, *
geralmente vale a pena investigar algum sistema que contribua para
a redugio do grau desta incerteza. Este sistema poderd se cons-
tituir, por exemplo, em alguma forma de amostragem no inicio
do perfodo de validade para as decisGes. Uma elaboragio maior
deste aspecto foge ao escopo deste texto. Entretanto, fica aqui re-
gistrado o elo de ligagdo com a chamada teoria bayesiana da decisao
(Ver Raiffa, 1977).

O restante desta se¢io serd dcvotado a discussdo de trés modelos
alternativos de Programagio Linear Probabilfistica: (a) programagio
linear em dois estdgios, (b) programagio linear com riscos limita-
dos e (c) minimizagdo de desvio absoluto médio. Cada caso sera
desenvolvido através de um exemplo. Além disto, também examina-
remos o emprego de programagio linear no estabelecimento de
estratégias mistas em problemas da Teoria de Jogos.

I11.2.2.1 — Programagido Linear em Dois Estdgios

Freqiientemente um agente econdmico precisa tomar decisGes em
um ambiente probabilfstico para, posteriormente, tomar novas deci-
sées que dependem nio apenas das decisGes anteriores mas tam-
bém de valores aleatdrios que se tornam determinados entre aque-
les dois pontos no tempo. Nestes casos pode ser interessante computar
simultaneamente decisGes para o primeiro estigio e uma estratégia
(conjunto de decisGes alternativas) para o segundo estigio.

Exemplo: Uma fibrica de equipamentos elétricos produz mo-
tores ¢ geradores. No inicio da semana a geréncia precisa decidir
quantos motores” (x,) e quantos geradores (x,) deverio ser mon
tados durante a semana. Um motor elétrico requer 3 horas de
montagem e, subseqgiientemente, a, horas de teste e revisio. Um
gerador elétrico requer 2 horas de montagem e, subseqiientemente,
a, horas de teste e revisdo. Os coeficientes a, e a, sio aleatdrios.
A disponibilidade semanal de trabalho no setor de montagem ¢ de

1 No exemplo numérico em pauta: E(2°) — [E(Z)]® = 222,76 — 1650 —
= 57.76. Sem ddvida esta ¢ uma margem apreciivel, pois represcnta mais de

80% de [E(2)]*, isto & o retorno miximo esperado em condigSes de incerteza.
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400 horas, enquanto que o setor de teste e revisio pode trabalhar
até 600 horas/semana. O lucro esperado por motor montado é 15
mil cruzeiros, enquanto que cada gerador montado tem uma expec-
tincia de lucro igual a 20 mil cruzeiros. A demanda semanal por
motores é M unidades e por geradores é G unidades. Estes coefi-
cientes também s3o aleatdérios e s6 serdio conhecidos ao final da
semana. Cada motor montado, testado, revisado e nio vendido na
mesma semana tem um custo de imobilizagdo de 3 mil cruzeiros,
enquanto que o mesmo custo para um gerador ¢ de 5 mil cruzeiros.
Por outro lado, a eventual falta de produto para venda tem um
custo igual ao lucro que deixa de ser efetuado.

A distribuicdo de probabilidades do vetor
v = (g, a, M G) ¢

v, = (4 6 70 50) com probabilidade P, = 1/7 (evento 1)
v, = (5 6 60 60) com probabilidade P, = 3/7 (evento 2)
v, = (3 8 90 50) com probabilidade Py = 2/7 (evento 3)
v, = (4 6 50 60) com probabilidade P; = 1/7 (evento 4)

No infcio da semana a geréncia precisa decidir quantos motores
(x;) e quantos geradores (x,) deverdo ser montados durante a se-
mana. Ao final da semana, dependendo de qual evento é observado,
ficardo determinadas as decisGes sobre excessos ou faltas de produgao
em relagio i3 demanda. Fagamos e, o excesso de produgio de
motores na hipdtese de ocorréncia do evento j (da mesma forma: e,
para geradores) . Facamos ainda f,; a falta de produgio de motores
na hipétese de ocorréncia do evento j (da mesma forma: f,; para ge-
radores) . Vamos admitir que a geréncia pretendesse obter um plano
que maximize a expectincia de lucros em termos das decisGes de

montagem menos a expectancia de custos decorrentes de faltas ou
excessos de produgdo:

Max E(L) =15 x, + 20 Ig—‘é (3 (7] +5e:l+ 15f11 +20f21) -

@ 2
—%(3 013+5eu+15fu+20fn)—7(3 e -+
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)
+5€g;+15f13+20fgs)—? (€] et4+53.u+15fu+

+ 20 f¢)).

As restrigdes devem refletir todas as ocorréncias possfveis da se-
mana, estabelecendo, outrossim, as relagGes entre as varidveis de 1.2
estigio (x;) e as varidveis de 2.9 estdgio (ey e f):

3 z,4+ 2 z4 < 400
4 2+ 6 7o < 600

zZ,— ey +fu=170
Ze — €9y + for = 60

6z, + 6 Te 56‘00
Z; — 9+ f1e = 60
Zg — €pp + foa = 60

8z + 8 z < 600
Z; — eg+ f1s = 90
:!— e” +jgs= 50

4 Ty + 6 Te 5600
Iy — €14 +j1‘ = 60
Ty — egy + foy = 60

Z;y ey Ji; =0

(montagem)
(teste e revisao)
(demanda por motores)

(demanda por geradores)

(teste e revisao)
(demanda por motores)

(demanda por geradores)

(teste e revisdo)
(demanda por motores)

(demanda por geradores)

(teste e revisdo)
(demanda por motores)

(demanda por geradores)

condigGes
| do evento 1

condigGes
do evento 2

condigGes
[ do evento 38

condigdes
" do evento 4

(parai=1,2ej=123,4)

Observe que, devido A presenga de todas as possibilidades da res-
tricio “teste e revisio”, qualquer plano vidvel em termos da mon-
tagem também serd vidvel em termos de teste e revisio. Suponha,
entretanto, que o setor de teste e revisio pudesse trabalhar horas-
extra adicionais ao custo de 8 mil cruzeiros ‘por hora. Defina A,
como o niimero de horas adicionais utilizadas na hipétese de ocor-
réncia do evento j. Reformule o problema de modo a incorporar
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esta nova varidvel de decisdo. Esta ¢ uma varidvel de 1.° ou de
2.0 estagio?

A partir do exemplo examinado ¢ ficil concluir que o enfoque de
programacio linear em dois estidgios ¢ limitado a casos em que o
nimero de eventos alternativos nao seja muito grande. A questdo
de dimensionamento ¢, na verdade, o ponto fraco do enfoque exa-
minado nesta segdo.

Exercicio: Um grupo econdmico estd planejando a expansio de
suas atividades. O problema consiste em decidir sobre a expansio
da capacidade de produgio de quatro produtos alternativos: 1, 2, 3
e 4. Definimos x; como a decisio de expansio da produgio do
j-¢simo produto (em t/més). Para expandir a produgiao do produ-
to 1 em uma t/més é necessirio um investimento de 2 millGes
de cruzeiros. Os investimentos necessdrios para expandir a pro-
dugdo dos produtos 2, 3 e 4 sdo, respectivamente, 3, 4 e 3 milhdes de
cruzeiros por t adicional por més. O capital de que o grupo dispGe
para aplicagio nestas alternativas é de 500 milhGes. A demanda
mensal futura para cada um dos produtos é descrita pela seguinte
distribui¢do de probabilidades:

Demanda (t/més)

Evento Pj _
@ Produto 1 Produto 2 Produto 3 Produto 4
1 1/10 30 50 80 40
2 2/10 30 25 70 45
3 1/10 20 25 70 40
4 1/10 20 30 hH0 45
5 3/10 20 30 50 40
6 2/10 40 30 30 45
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A expectativa de lucro por tonelada mensal acrescida na capa-
cidade de produgio do produto 1 é de 20 mil cruzeiros. O mesmo
coeficiente para os produtos 2, 3 e 4 ¢ igual a 25, 32 e 18 mil cru-
zeiros, respectivamente. Cada tonelada de produto 1 que o grupo
instalar e resultar em capacidade ociosa determina uma perda men-
sal de 6 mil cruzeiros. O mesmo coeficiente para os produtos 2, 3 e 4
é de 5, 4 e 2 mil cruzeiros, respectivamente. Por outro lado, cada
tonelada de produto 1 que o grupo ndo tiver capacidade de pro-
duzir para satisfazer 3 demanda determina uma perda mensal de
16 mil cruzeiros. O mesmo coeficiente para os produtos 2, 3 e 4
é, de 18, 23 e 5 mil cruzeiros, respectivamente. Admitindo que o
objetivo seja maximizar a expectincia de lucros decorrente das de-
cisGes de expansio menos a expectincia de custos determinados por
eventuais ociosidades ou incapacidades de atender 4 demanda, formu-
le o problema proposto com o enfoque de programagio linear em
dois estdgios.

111.2.2.2 — Programagido Linear com Riscos Limitadas

O enfoque de Programacgio Linear com Riscos Limitados reflete
a idéia de expandir o conjunto de solugdes deterministicamente fac-
tiveis pela incorporagdo de alternativas cuja viabilidade oferece al-
gum risco de eventualmentec nio se confirmar. Na verdade, a pro-
babilidade mdxima admissfvel para um tal evento é explicitamente
incluida no modelo, ainda que de maneira exégena. Um exemplo

simples ¢ o problema abaixo:

Max Z=6x,+83z:4+5 x4
dado que x4+ 1 x4+ 4 24 £ 140
6 2+ 6 Ze+6 23S by
Ty, Te, Tg 2 0
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onde b, é uma varidvel aleatéria subordinada a, por exemplo, uma
distribuigiio uniforme U (100, 200) 5. No problema em questdo ¢
evidente que o conjunto de solugGes deterministicamente factiveis ¢é
obtido substituindo b, pelo limite inferior de sua distribuigio de
probabilidades:

2zxz+1 23+ 4 23 < 140
6 2,4+ 6 ze + 6 zs < 100

Ty, Xoy 23 2 0

Qualquer solugio que seja vidvel para as condigGes acima, tam-
bém ser4d vidvel se b, > 100. Entretanto, nio é necessariamente ver-
dade que a solugdo Otima obtida para b, — 100 seja 6tima para
outros valores que b, eventualmente assuma. Vamos supor que o
agente economico estivesse disposto a correr um certo risco de que
uma vez em dez a solugdo 6tima nio se mostrasse vidvel. Colocado
de outra forma, vamos incorporar ao conjunto de solugdes factiveis
aquelas solugdes cuja probabilidade de satisfazer a segunda res-
tricdo seja de, por exemplo, pelo menos 0.9 (ou 909%) . Nestas
condigdes, ficamos com o seguinte problema de Programagio Linear
com Riscos Limitados para resolver:

Max Z2=6z,+83 24+ 6 zs
dado 2z+1 x4+ 4 24 <140
F(6 z:+6 ze+6 23S bg) 20.9
Xy Ty, T3 2 0

5 Se uma varidvel aleatéria v tem distribuigio uniforme U (i,s) entio ela
pode assumir qualquer valor no intervalo (i,s) com equiprobabilidade. A dis-
tribui¢gdo uniforme também ¢ por vezes denominada de distribui¢do retangular.
O grifico da fun¢io densidade da distribui¢gdo uniforme é o seguinte:

t(v) 4
N
s-i /4 P(v k)=d
= i Plvak)=l-o
A =
i k S v



Ora, uma vez que fizemos o pressuposto que hy ~ U (100, 200,
e, como temos interesse em ampliar o conjunto de solugies vilveis
o mdximo possivel (desde quc a solugiio obtida mantenha uma pro-
babilidade de ser factivel de pelo menos 90Y%,), o maior valor numt-
rico que podemos escolher para limite supcrior da scgunda res-
trigio ¢ 110. Isto é explicado da seguinte maneira: uma solugio
(x4, x4, xg) que satisfaga

6 x;+8 29+ 5 23 <110

ird satisfazer a restrigio

82, +62:+6 x5 <be (bg~ U(100,200))

com uma probabilidade de 909, pois esta é a probabilidade de b,
ser igual ou maior que 110; ora, se uma solugio (x,, X,, Xx,)
satisfaz a restrigio para b, — 110, também iri satisfazé-la para
b, = 110. Uma eventual inviabilidade de tal solu¢do poderd ocorrer
se o valor que b, assumir for menor que 1/0. A probabilidade deste
evento ¢ de 109,. Assim a representagio determinfstica equivalente
A condigdo
P z,+ 5 3+ 5 25 < bg) 20,9, dado quet

by ~ U (100,200),

¢ simplesmente:
6 x; +5 Ig+5 135110

O problema de programagio linear deterministica equivalente ao
problema de programagio linear probabilistica com limitagiio de
riscos visto acima é:

Max Z=62z;+8 2ze+6 x5
dado 2x;4+1 xs4+ 4 4 < 140
6 xI; +5 x3+5 2135110

Tyy Ty Ts 2 0
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A solugdo dtima do problema acima é x;, = x; = 0 e x; = 22.
Note que se o valor que b, assumir for menor que 110 — o que
pode ocorrer com uma probabilidade de 109, — a solugdo indicada
ndo serd vidvel. Este é o risco que se admitiu na formulagio de-
senvolvida.

Por outro lado, se num problema de Programagdo Linear
com Limitagdo de Riscos existirem duas restrigdes do tipo
P{Z ay < b)) 2 a; (j = 1, 2) a probabilidade de que a solugio
6tima encontrada no problema deterministico equivalente seja via-
vel reduz-se, no minimo, ao produto a, . a; (supondo que b, e b,
sejam estocasticamente independentes) .

Exercicio: Considere o seguinte problema de programagio linear
com limitagdo de riscos:

Max 2 =6z,+8 2+ 5 x5
dado 2z;+1 e+ 4 25< 15
P{6 2, +6 2o+ 5 zs < b} 208
be ~ U (80; 100)
Zy, Ty, 292 0
Formule o problema de programagao linear deterministico equiva-

lente e resolva-o. Depois responda: qual a probabilidade de a
solugdo 6tima encontrada nio ser viavel?

Observagoes: Restrigoes deterministicas equivalentes a restri-
¢oes probabilisticas tém sido estudadas por diversos autores.
Um resultado freqiientemente utilizado é a equivaléncia entre

4

P { i ay x; < byl > a — onde b, tem uma distribuicio normal

im
. . . n
com expectincia B, e variincia a; —e ¥ gyX <B— Za
i=1
onde Z, ¢ um niimero tal que P{Z, < Z} = a e Z tem uma distri-

buigdo normal padronizada (média: zero; variincia: um). Também
restrigGes probabilisticas envolvendo os coeficientes ¢; da fungio-
objetivo e/ou os coeficientes a; das rcstrigGes tém sido relatadas na
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literatura. Infelizmente, nestes ultimos casos, a transformagdo para
equivaléncia deterministica geralmente se d4 ao custo da perda da
linearidade (Ver Charnes e Cooper, 1963, pp. 18-39). Por fim, um
enfoque englobando simultaneamente riscos restritos a priori e o
estabelecimento de regras para as decisGes posteriores A realizagdo
dos eventos aleatérios pode ser encontrado em Sengupta, 1969,
pp- 112-132).

111.2.2.3 — Minimizagdo do Desvio Absoluto Médio

Considere o caso do agricultor que pode plantar milho e/ou
soja no préximo ano. O resultado econdmico destas atividades de-
pende do clima e estd sumariado na Tabela 14.

Tabela 14

LUCROS ESPERADOS PARA SOJA E MILHO SOB
DIFERENTES CONDIGCOES CLIMATICAS (EM $/HA)

Expectincia

Seco Normal Umido de
Atividade Luero
Milho 22 27 37 27,0
Soja 25 37 28 30,4
Probabilidade de Ocorréncia 2/5 2/5 1/5 -

A pflrtir dos dados da Tabela 14 é possivel calcular os desvios
dos lucros unitdrios em torno de sua expectincia para cada atividade
e cada circunstincia climdtica. Estes desvios sio apresentados na
Tabela 15.

A Tabela 15 nos diz que para cada ha de milho que o agri-
cultor plantar, se o clima for seco (o que pode ocorrer com proba-
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Tabela 15

DESVIOS DOS LUCROS UNITARIOS EM TORNO DE SUAS
EXPECTANCIAS (EM §/HA)

Seco Normal Umido
Atividade
Milho —5,0 0,0 10,
Soja —54 6,6 —2,4
Probabilidade 2/5 2/5 1/5

bilidade de 2/5), o lucro se situard $ 5,0 abaixo da média esperada.

Entretanto, se o clima for timido, o agricultor receberd $§ 10,0/ha
além da média esperada.

Por outro lado, se o agricultor plantar 10 ha de milho e 20 ha
de soja, sua expectincia de lucros totais ¢é de 10.(27,0) -+
+ 20(30,4) = § 878. Entretanto, se o clima for seco, ele rece-
bera 10. (—5,0) ‘4 20(—54) = — § 158 em relagio ao lucro
total esperado.

Vamos supor que o agricultor pretenda plantar os 100 ha de
terra de que dispde com o seguinte propdsito: ele deseja um plano
com uma expectincia total de lucros de pelo menos $ 2.700 mas
de modo a minimizar a média de desvios negativos em torno daquela
expectidncia. Para formular o problema definimos:

xm : ha destinados ao plantio de milho
x; : ha destinados ao plantio de soja

y; : valor absoluto do desvio negativo em relagao ao lucro total
esperado na hipétese de ocorréncia de clima seco
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y: : valor absoluto do desvio negativo em relagio ao lucro total
esperado na hipétese de ocorréncia de clima normal

ys + valor absoluto do desvio negativo em relagio ao lucro total
esperado na hipdtese de ocorréncia de clima tmido

Entdo, o problema do agricultor ¢é representado por:

. 2 2 1
Min Z=—y+—ys+ —¥s
9 9 9

dado —-60z%n—642,+y; 20
00 Ty +66 x,+ys 20
100 z,, — 84 z,+ys 20
276 Ta+ 30,4 2, > 2700
1 z,+1 2z, =100
Ty Ty Yts Ysu Ys 2 0

Observe que as trés primeiras restri¢gges definem o valor absoluto
dos desvios negativos totais em relagao & expectincia de lucro total
para os eventos ‘‘clima seco”, “clima normal” e “clima umido”, res-
pectivamente. A quarta restri¢io reflete o limite minimo para a
expectincia do lucro total. A quinta restrigio reflete a intengio
do agricultor de efetivamente plantar todos os 100 ha de terra
que ele dispde. Observe ainda que a varidvel y, certamente seri
zero na solugio Otima, pois tal valor sempre satisfaz a segunda
restrigio (dado que x,, = 0 e x, = 0) e a fungio objetivo deve
ser minimizada. E evidente que y, — 0 é um resultado consistente:
na hipétese de clima normal, tanto milho quanto soja aprescntam
um desvio positivo em relagio ao esperado (e y, mede o valor abso-
luto do desvio negativo sob condigGes de clima normal). Por fim,
a fungio objetivo ¢ a Expectincia do Valor Absoluto dos Desvios
Negativos do plano de produgio com rclagio 4 expectincia de lu-
cros do mesmo. O valor desta fungio presumivelmente mantém
uma correlagio direta com o grau de risco econdmico do plano
produgio. Uma aplicagio pritica deste enfoque de programagio li-
near probabilistica pode ser encontrado em Holanda e Sanders, 1977,
Tomo 1 — pp. 281-304.
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II1.2.2.4 — Programagdo Linear e Teoria dos Jogos®

Considere a matriz de beneficios econdmicos de um jogo de soma
nula entre dois oponentes abaixo:

1 by brs bis  ceeeiieein bin
2 b., bg' b’g ............. an
AcSes do Oponente I 3 bs; bss 20 ceeeeecaenans 3n
m [ R bn

onde by é o beneffcio do oponente I caso ele escolha a agdo i ¢
o oponente II escolha a agdo j. Vamos supor que o oponente I
desejasse seguir uma estratégia mista, com probabilidade p; de em-
pregar a ag¢do i, de modo a maximizar a expectincia de seu menor
beneficio (Critério de Wald). Vamos definir Z como a expectédncia
do menor beneficio (EMB) do oponente I. A estratégia Stima deste
oponente ¢ dada por:

Max EMB = 2
dado by Py + by Pe+ ... F Uy Pn—220
bie P+ bey s+ ... + e Pn—Z2 20

......................................

bin P14+ b Pg+ ... +bpy Pa—2Z >0
Pr+pe+ ... +DPn=
P.'20 (7-‘=112)”-1m)

Observe o significado da primeira restri¢io: ela expressa que a
expectincia do beneficio do Oponente I sob a hipdtese da agio 1
pelo oponente II deve ser igual ou maior do que Z. A segunda

8 A discussio deste tépico pressupde um. conhecimento elementar de Teoria
de Jogos tal como ¢ discutida em, por excmplo, Mansficld, 1978, Cap. II.
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restrigdio diz que a expectincia do beneficio do oponente I sob a
hipétese da escolha da agdo 2 pelo oponente II deve ser igual ou
maior do que Z. E assim por diante. Conseqiientemnente, Z reflete
um limite inferior para a expectincia de beneficios do opositor I.
Sob o critério de Wald, este opositor buscaria elevar ao miximo tal
limite inferior ou minimo. As ultimas restricges (Zp;, = 1 e
P = 0) garantem a interpretagdo de probabilidades que se pretende
dar as varidveis de decisdo.

O dual” do problema acima reflete o problema de otimizacio
de estratégia do opositor II sob o mesmo critério (note que os
beneficios do opositor II sdo dados por — b)) .

7 O conccito de dualidade ¢ discutido no Capftulo IV.
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Capitulo IV

ANALISE ECONOMICA E PROGRAMACAO
LINEAR

Este capitulo, de modo geral, é destinado ao leitor que conhece
conceitos bdsicos de Andlise Microecondmica. Sem embargo, a Segio
IV.4 — Anilise da Sensibilidade, Oferta e Procura — se constitui
em tema de interesse também para o leitor voltado aos temas da
Programagio Linear aplicada.

IV.1 — Interpretagées Econdémicas Preliminares

IV.1.1 — Fung6es de Produgio de Proporgées Fixas

Uma fungio de produgdo de proporgées fixas é representada por:

; by be b
= —
YV = Min (a: ¢ : an)

as

onde y ¢ a quantidade de produto obtida por unidade de tempo,
b, € a quantidade disponivel do j-ésimo insumo e
a; ¢ a quantidade necessdria do j-ésimo insumo para produ-

zir uma unidade de produto.

Exemplo: Para produzir um aparelho de barbear descartdvel sdo
necessdrios: (a) 0,003 kg de polietileno, (b) 0,06 m de limina de
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aco e (c) 0,015 h de confec¢do em uma mdiquina produtora. Su-
pondo que a fibrica dispusesse de 42 kg de polietileno, de 720 m de
ldmina de ago e de 225 horas-mdquina disponiveis na proxima se-
mana, qual poderia ser a produgio de aparelhos de barbear no
perfodo em pauta?

Fazendo y = n.® de aparelhos de barbear produzidos por semana:

42 720 225)

Y = Min (5005 ¢ 0,06 ° 0,015

ou
Y = Min (14.000; 12.000; 15.000)
ou

Y = 12.000 (aparelhos descartdveis/semana).

Observe que a disponibilidade de polietileno, per se, permitiria
uma produgio de 14.000 unidades. Observe ainda que a disponibili-
dade de horas-mdquina, per se, permitiria uma produgio de 15.000
unidades. Entretanto, devido 4 impossibilidade de substitui¢ao entre
os insumos (caracteristica de uma fungio de proporgdes fixas), a
firma n3o poderd produzir mais do que 12.000 aparelhos descartdvcis
na préxima semana, pois tal ¢ o limite na produgdo imposta pela
disponibilidade da 1amina de ago. Calcule o total de horas-miquina
que ficardo ociosas na semana e faga uma estimativa do estoque re-
manescente ce polietileno no final de semana.

Uma apresentagio grdfica das isoquantas! de uma fungio de
produgao de proporgées fixas com dois fatores (ou insumos) é apre-
sentada na Figura 1, abaixo. Observe que a linha de expansﬁoa
representa as quantidades minimas dos dois fatores para obter um

determinado nivel de produto. Para que uma determinada combi-

1 Isoquanta ¢ definida como o lugar geométrico das combina¢Ges de emprego
de insumos que geram o mesmo nivel de produlo.
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nagdo de emprego dos dois fatores — b* e b* — scja eficiente, isto
é, se situe sobre a linha de expansio, é necessdrio que b* /b* = a,/a,.
Observe também que a possibilidade de manter um determinado
nivel de produgio através de uma diminuig¢do no nivel de emprego
de um fator compensada pelo aumento no nivel de emprego do
outro nio existe para as fungées de produgio de proporgoes fixas.

Figura 1
Isoquontas da Fungdo Y= Min(ﬂ-,b—z)
0, @
b,»‘p
P
g
Y**
Vi
// ey
b’; =Y" ay P P
7|
A
7
2 l
& l
/
] c g
ba=Y"0; b,

Por fim, devese ainda observar que as fun¢des de produgio de
proporgdes fixas pertencem A classe de fungGes linearmente homo-
géneas: se, em relagdo a qualquer nivel de emprego de fatores dado,
o nivel de emprego de todos os fatores for alterado numa determi-
nada proporgdo, entiio o nivel de produto resultante também ¢ alte-
rado na mesma proporg¢do. Em outras palavras, fun¢Ges de produgio
de proporgoes fixas apresentam retornos de escala constantes.
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IV.1.2 — A Produtividade Marginal em Programagcao
Linear

Uma hipétese da Teoria Neocldssica da Produgdo é o chamado
Principio dos Rendimentos Marginais Decrescentes: “Com o au-
mento da quantidade de insumo varidvel, mantendo constante a
quantidade do outro insumo (fixo), obtém-se um ponto, para além
do qual o produto marginal cai” (cf. Ferguson, 1974, p. 156). O
objetivo desta se¢io é o de examinar a validade deste principio
para uma firma que produz um vinico produto e cuja tecnologia
possa ser descrita por um modelo envolvendo relagées de proporgoes
fixas. Aqui é necessdrio distinguir inicialmente entre os conceitos
de “fungdo de produgdo” e de “processos de produgio”. O primeiro
reflete a relagio entrc o nfvel mdximo de produto e as quantidades
de insumo empregadas para sua obtengio. Um processo de produ-
¢do, por outro lado, reflete a relagio entre o nivel de produto e as
quantidades de insumo necessirias para obté-las mantendo cons-
tante a técnica de produgdo. Portanto, a fungio de produgio é obtida
a partir de uma otimizagio envolvendo processos de produgio al-
ternativos. No caso daqueles produtos que sé podem ser obtidos
através de um unico processo de produgdo, este se confunde com a
proépria fungdo de produgio.

Tendo em mente os elementos da discussdo anterior, podemos
voltar agora ao exame da validade do Principio dos Rendimentos
Decrescentes para uma firma que produz um vinico produto mas que
pode empregar diferentes processos na sua produgdo. Este exame
serd conduzido através de um exemplo.

Vamos supor que uma fibrica pode empregar dois processos para
produzir um determinado produto, sendo um intensivo em mao-de-
obra e outro intensivo em capital. Definimos X; como a quantidade
de produto obtida através do processo j (por unidade de tempo).
Para obter uma unidade de produto através do processo 1 sdo ne-
cessdrias 3 unidades de mio-de-obra e 2 unidades de capital. Para
obter uma unidade de produto através do processo 2 sio necessdrias
2 unidades de m3o-de-obra e 5 unidades de capital. A fibrica dispGe
de 120 unidades de capital e de b unidades de mio-de-obra. Qual
o miximo de produto (Y max) que pode ser obtido para os dife-
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rentes valores de b? Em outras palavras, qual a fungdo de produgio
da fdbrica com relagio ao fator trabalho dado que a disponibilidade
do fator capital é mantida constante no nivel referido? Para respon-
der a esta questio devemos resolver o problema de programagio
linear abaixo para diversos valores de b:

Max Y =12z, 4+ x,

dado 2z, + bz + 3 = 120 (restrigiio de capital)
8z, + 2z, + 2, = b (restrigdo de trabalho)
Ty, o, 23, 2, 20

As varidveis x; e x, representam as capacidades ociosas do capital
. L4
e do trabalho respectivamente.

O exame da relagdo entre b e Y,,, parte da observagio de que,
para disponibilidades relativamente pequenas de trabalho, é mais
interessante empregar aquele processo que utiliza este fator com
maior produtividade, isto é o processo 2. Do mesmo ymodo, para
disponibilidades relativamente grandes de trabalho, ¢ mais intercs-
sante empregar um processo que utilize o capital com maior produ-
tividade (j4 que, neste caso, o capital seria o fator relativamente
mais escasso) . Entre os dois extremos existe um intervalo de b no
qual ¢ mais interessante utilizar ambos os processos. A relagio entre
b e Yn. para o exemplo em questio estd sumariada na Figura 2.
(Exercicio: explique detalhadamente a constru¢do da Figura 2 sem
recorrer a tabelas de Simplex).

A fungdo de produgio da Figura 2 tem o comportamento geral
prescrito pelo Principio dos Rendimentos Decrescentes. A Figura 3,
a seguir, mostra a produtividade marginal do trabalho nas condigdes
estabelecidas no exemplo.

A Figura 3 mostra que a produtividade marginal do trabalho é
decrescente (dado que a disponibilidade de capital é mantida fixa).
A observagio de que os decréscimos ocorrem de modo descontinuo,
isto é, em saltos, nao ¢ suficiente para invalidar a presenga do prin-
cipio geral. Na verdade, o niimero de “degraus” da curva de produ-
tividade marginal depende do niimero de processos alternativos de
que a firma dispGe para realizar sua produgdo. Assim, uma fungio
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Figura 2

Fun¢lo de Produglio do Fdbrica Hipotética do Texto
com Relagdo ao Emprego de Mdo-de-Obra (Dado
a Disponibilidode de 120 Unidades de Capital )

Ymax 4

e

24|———

Base
Otima —, (—0203——?%— 0,0, —])88-— 0,0,

oy

Figuro 3

Produtividade Marginal do Trabalho para o Fdbrica
Hipotética do Exemplo no Texto
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de produgio diferencidvel do tipo convencionalmente adotado na
teoria microecondmica. neocldssica pode ser vista como um caso limite
de um modelo de programagio linear no qual o nimero de pro-
cessos alternativos tende a infinito.

Observagdo: As ultimas sentengas do parigrafo anterior precisam
ser qualificadas. O simples aumento no nimero de processos que
uma firma pode empregar nio ¢ condigdo suficiente para garantir o
aumento no numero de ‘“degraus” da curva de produtividade mar-
ginal. £ preciso também que os processos sejam de fato alternativos
ou competitivos. Um processo de um conjunto tem esta caracteristica
se, para pelo menos uma certa combinagdo de disponibilidade de
fatores, ele se apresentar isoladamente como o mais eficiente. Note
que se um processo ¢ requer a mesma quantidade de capital por
unidade de produto que um processo j € maior quantidade de mao-
de-obra para o mesmo fim, entdo o processo de i jamais podera ser
mais eficiente que o processo j. Neste caso se diz que o processo i é
dominado pelo processo j.

IV.1.8 — Isoquantas e Substitutibilidade entre Fatores

Outra hipétese adotada na Teoria Neocldssica da Produgio ¢ a
de substitutibilidade entre os fatores de produgio. Esta hipétese se
reflete no Principio da Taxa Marginal de Substituigio Técnica De-
crescente (vide, por exemplo, Ferguson, 1974, cap. 6). Esta hipdtese
ndo ¢ validada para fungGes de produgio de proporgGes fixas con-
forme j4 foi visto na Subsegdo IV.1.1. Entretanto, se a tecnologia da
firma pode ser representada por um modelo de programagio linear
envolvendo processos de produgdo alternativos, a fung¢iao de produ-
¢do resultante geralmente apresentard possibilidades de substitui¢do
entre os fatores. Este ponto serd demonstrado, a seguir, através de
um exemplo.

Vamos supor que para produzir um certo produto uma firma pode
utilizar dois processos (em conjunto ef/ou separadamente). Para
obter uma unidade de produto pelo processo 1 sio necessirias 8 uni-
dades de trabalho (T) e 2 unidades de capital (C). Para obter uma
unidade de produto pelo processo 2 sdo necessirias 2 unidades de
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trabalho e 5 unidades de capital. Imaginemos que, por qualquer
razdo, a firma desejasse produzir 60 unidades de produto (Y = 60).
Para obter esta produgio empregando apenas o processo 1 sio ne-
cessirias 60 XX 3 = 180 unidades de trabalho e 60 X 2 = 120 uni-
dades de capital. Esta alternativa pode ser apresentada pelo vetor
a; = (60 180 120), onde o primeiro elemento é o nivel de produgdo
predeterminado, o segundo elemento é o nivel de trabalho requerido
para obter aquele nivel de produgio quando se emprega apenas o
processo 1 e o terceiro elemento ¢ o nivel de capital idem. Por outro
lado, a mesma quantidade de produto ¥ = 60 pode ser obtida atra-
vés do processo 2 empregando 60 X 2 — 120 unidades de trabalho
e 60 X 5 = 300 unidades de capital. Esta alternativa pode ser re-
presentada pelo vetor a, = (60 120 300), onde o primeiro elemento
¢ o nivel de produgio predeterminado, o segundo elemento é o nivel
de trabalho requerido para obter aquele nivel de produgio quando

se emprega o processo 2 e o terceiro elemento é o nivel de capital
idem.

Vimos entdo que ¥ = 60 pode ser obtido de duas maneiras dife-
rentes, representadas pe_los pontos — ou vetores — a, e a,. Além disso,
qualquer vetor a’ — (Y T C) que seja resultante de uma combina-
¢do convexa de a; e a, representa uma possibilidade de obter o mes-

mo nivel de produgdo ¥ — 60 empregando os dois processos alter-
nativos simultaneamente:

X " 60° 60"
a=|T = @, k1+az kg- 180 ,C1+ 120 kg, onde k1+kg=1
.C. _120_ 300 _

ek ke2 0

Fagamos, por exemplo k, — 0,4 e ky, = 0,6. Neste caso a;k, = (24
72 48), ajk, = (36 72 180) ea = (60 144 228). Portanto, se a firma
objetivar 60 unidades de produto, ela podera fazé-lo produzindo 24
unidades pelo processo 1 — o que requer 72 unidades de trabalho e
48 unidades de capital — e 36 unidades de produto pelo processo 2,
o que requer 72 unidades de trabalho e 180 unidades de capital. A
isoquanta Y = 60 esta representada na Figura 4, a seguir.
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Figura 4

Isoquonto Y=60 do Firmo Hipotet; '
e duonta ipotetico Descrito

120f———

Através de teoremas elementares sobre equivaléncia de triingulos

demonstra-se que k; = a;a/a,; a; € k; = ;A /ar8s.

Observe que, acima do ponto a, a isoquanta segue paralela ao
eixo 7. Dado C = 120, para qualquer T = 180, o processo mais
eficiente que a firma pode empregar é o processo 1, isto é, aquele
que emprega o capital de modo relativamente mais eficiente. Entre-
tanto, com o capital limitado a 120 unidades, mesmo empregando o
processo mais eficiente em capital, a firma s4 pode produzir um
maximo de 60 unidades de produto.

Exercicio: Suponha que cada unidade de mio-de-obra custa § 4
e que cada unidade de capital custa $ 2. Supondo, em adigiio, que
a firma do exemplo do texto dispGe de um orgamento limitado em
$ 64, qual a produg¢io méixima que ela pode obter? Resolva este
problema graficamente no espago dos fatores, tragando a linha de
or¢amento e verificando a isoquanta mais alta que pode ser atingida
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com esta restri¢io. Interprete a solugdo obtida (qual o volume de
produgdo a ser realizada com cada processo?) . “Dica”: inicie o grafico
tracando a linha de or¢amento e duas isoquantas quaisquer, por
ex.:. ¥, = 2 ¢ ¥, = 5; observe que, se vocd passar uma reta pela
origem dos eixos e por uma “esquina” de uma das isoquantas, esta
reta passard também pela “esquina” equivalente da outra isoquanta.
Apbs resolver este problema acrescente uma nova restrigio: suponha

que a disponibilidade maxima de mio-de-obra é de 10 unidades.
Resolva o novo problema.

A Figura 4 mostra claramente que, se a tecnologia de uma firma
puder ser representada por um modelo de programagdo linear com
processos de produgdo alternativos, entdo o principio de substitutibi-
lidade adotado pela Teoria Neocldssica da Produgdo permanece va-
lido. O fato de a isoquanta agora ndo se apresentar totalmente di-
ferencidvel, nio tem maiores implicagées para a validade da hipé-
tese como um principio geral. Além disto, se o nimero de processos
alternativos for aumentado, a isoquanta torna-se mais segmentada,
aproximando-se, no limite, do formato convencionalmente mostrado
nos livros-texto de microeconomia.

Observacdo: A ultima sentenga do pardgrafo acima, estd sujerta
4 mesma qualificagio feita na observagdo ao fim da segio anterior.
Para que a inclusio de mais um processo em um conjunto dado pro-
voque uma nova segmentagdo da isoquanta é necessirio que este
processo nio seja dominado por processos j4 existentes no conjunto.
Na Figura 5, a inclusio do processo_apresentado pelo ponto a, no
conjunto {a a,) desloca a isoquanta Y de a a, para aasa,. Porém o
processo representado pelo ponto a, — a0 qual estd associado o mes-
mo nivel Y de produto — é ineficiente em relagdo aos processos do
conjunto {aa,} (explique por quél). Assim, a inclusio do pro-
cesso representado por a, no conjunto em questdo nio altera a iso-
quanta original.

IV.1.4 — Curvas de Custo em Programacgio Linear

Para discutir a forma das curvas de custo quando a tecnologia da
firma pode ser representada por um modelo de programagio linear
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Figura 5
Modificagdo de uma Isoquanta Dada pela
Inclusdo de Novos Processos de Produg@o

T

/
Q

9

=<

com processos alternativos, vamos analisar um exemplo numérico
relativamente simples.

Da mesma forma que nas se¢Ges anteriores, vamos supor que a
firma produz um produto qualquer X. Para tanto ela pode empregar
dois processos alternativos, isolada ou simultaneamente. Definimos
x; como a quantidade de produto obtida pelo processo § (j = 1,2).
Para obter uma unidade de X através do processo 1 s3o necessdrias 2
unidades de capital e 3 unidades de trabalho. Para obter uma uni-
dade de X através do processo 2 sdo necessdrias 5 unidades de capital
e 2 unidades de trabalho. A firma disp6e de 120 unidades de capital
e de 90 unidades de m3o-de-obra. Vamos ainda supor que uma uni-
dade de X produzida pelo processo 1 custa § 15 a firma enquanto
que uma unidade de X produzida pelo processo 2 custa § 10. Qual
o custo total minimo que a firma precisa realizar para produzir um
total de Y unidades de produto?

Para responder a questdo colocada no fim do parigrafo anterior,
comegamos por formalizar o problema da firma:

Min CT = 15x; + 10z,
dado 2z, 1 5x4 < 120 (restri¢io de capital)

183



8z, + 22, < 90  (restri¢gdo de trabalho)
Iz + Izg =Y (defini¢io da produgio total)

Z,2s 20

Uma observagio pode ser feita de imediato: é 6bvio que, dado o
objetivo de minimizar custos, a firma ird empregar apenas o pro-
cesso 2 sempre que o nfvel estabelecido para a produgio total seja
inferidr & produgdo mixima que se pode obter utilizando apenas
o processo 2. Qual ¢ este maximo? Esta resposta depende dos reque-
rimentos de capital e trabalho por unidade produzida através do
processo 2 e das disponibilidades totais daqueles fatores. A disponi-
bilidade existente de capital é suficiente para produzir até 120/
5 = 24 unidades de produto através do processo 2. Por outro lado,
a disponibilidade existente de trabalho n3o permite que a firma
possa obter além de 90/2 = 45 unidades de produto pelo processo 2.
Fica claro que, considerando agora a simultaneidade das restrigGes,
qualquer plano de produgdo da firma sé sera vidvel se x, = 24.
Portanto, para niveis de produgio ¥ < 24, a firma ird utilizar
apenas o processo 2, isto é, aquele processo com o menor custo
unitdrio. Como este custo ¢ § 10, conclufmos que o custo marginal
da firma para 0 = Y < 24 ¢ igual a este valor.

E para Y > 24? Bem, antes de mais nada é preciso verificar se a
firma tem condigdes de atingir niveis de produgdo maiores do que
24 unidades. Para tanto basta examinar as solugées bdsicas do siste-
ma formado pelas duas primeiras restrigdes. Ao fazer isto verificare-
mos que o maior valor vidvel para Y ¢ aproximadamente 35,5 uni-
dades, resultante da solugdo bisica: x, e= 19,1 e x, == 16,4. Portanto,
a firma pode expandir uma produgio além de 24 unidades. Como
fazé-lo de modo que os incrementos no custo total por unidade
adicional de produto sejam os menores possiveis? Observamos que,
como o produto obtido pelo processo 2 ¢ menos oneroso do que o
mesmo obtido pelo processo 1, vale a pena procurar sempre manter o
maior nivel de x, possivel. Na solugio x, — 24, x, — 0 toda a dis-
ponibilidade de capital esti sendo utilizada. Este é o fator limitante.

Entio, para que o nivel de produto total possa passar de ¥ = 24 para
Y = 25, é necessiirio diminuir o nivel de x, — 24 para x, = 2¢ — A
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de tal modo que, destinando o capital liberado pelo processo 2 ao
processo 1, possamos passar de x, — 0 para x, = A -+ I. Note que o
acréscimo em x, deve compensar a diminuigdo de x, mais a unidade
que se pretende acrescer ao produto total. Como uma unidade de
produto obtida pelo processo 2 requer 5 unidades de capital, a dimi-
nuig¢ao do nivel de x, em A unidades libera 5. A unidades de capital.
Por outro lado, cada unidade de produto obtida pelo processo 1
requer 2 unidades de capital. Entdo, para acrescer o nivel de x, em
(A 4 1) unidades, sao requeridas 2. (A 4 1) unidades de capital.
Igualando a disponibilidade de capital gerada pela redugio de x,
em /A unidades com o requerimento deste fator gerado pelo au-
mento de x, em (A +4 1) unidades vem:

5.A=2.4+1)
2
de onde A= 5 = 0,666. ..
Portanto, para cada 0,666... unidades que reduzirmos no nivel

de produgdo obtido pelo processo 2 (a partir de x, — 24), pode-
remos aumentar o nivel de produgio obtido pelo processo 1 em
0666... 4 1) = 1,666... unidades. Note que o efeito liquido

desta mudanga é:

a) zero em termos de nivel de utilizagdo do capital, que perma-
nece como fator limitante;

b) aumento de uma unidade no nivel de produgao total;

¢) aumento de (1,666...).(§15) + (— 0,666...).($10) =
— $ 18,33... no nivel dos custos totais e

d) aumentode (1,666...).(3) 4+ (— 0,666...).(2) = 3,666. ..
unidades no nivel de cmprego do fator trabalho.

Em vista de (b) e (c) concluimos que o custo marginal passa a
ser $ 18,33... quando Y = 24. Em vista de (d) concluimos que a
possibilidade de diminuir x, e aumentar x, s6é pode prosseguir en-
quanto houver ociosidade do fator trabalho. De fato, o limite desta
possibilidade é alcangado na solugdo bdsica anteriormente referida:
x, == 19,1 e x, = 16,4 (de onde Y == 35,5).
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A Figura 6, abaixo, sumaria os resultados obtidos até aqui.

Figura 6

(a) Custo Margina! da Firma Hipotética Referida no Texto e
(b) Custo Total do Mesma Firma

CMgA CTA
18,33} ——— 4505 ——————>
|
‘ [
00— | uofepm i
L, L L
24 355 y 24 355 y

Observe, na Figura 6, que o Custo Marginal é crescente, ainda
que este crescimento se observe em forma de degraus. Da mesma
forma que nos casos das segGes anteriores, a inclusio de mais pro-
cessos alternativos de produgdo no conjunto de técnicas A disposigdo
da firma tende a tornar os “dregaus” da curva de custo marginal
menos extensos e os “saltos” menos pronunciados. Com o nimero
de processos nio dominados tendendo a infinito, a curva de CMg
tende a se tornar diferencidvel em todos os seus pontos. Por outro lado,
como o nivel miximo de produto que a firma pode atingir é 35,5
unidades, podemos considerar que, neste ponto, o Cisto Marginal
se torna infinitamente grande (vide Figura 6).

Por fim, vamos examinar o Custo Médio. £ evidente que até o
nivel ¥ = 24 o Custo Médio é § 10, pois tais niveis de produgio
sdo mais eficientemente obtidos utilizando apenas o processo 2. Po-
rém para Y = 24 o Custo Médio serd dado por:

oMew CT _ 210+ (¥ —24) - 1888 _ 18,53 — 220
Y Y Y

(note que o custo total para ¥ > 24 foi definido como o custo total
de produzir 24 unidades mais o numero de unidades adicionais a
¥ — 24 vezes o custo adicional de cada unidade adicional).
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Portanto, o custo médio da produgdo da firma do exemplo estu-
dado ¢:

|= 10 pera Y < 24

CMe 200 .
= 18,88 — —_}7-— para 24 <Y £ 3856

E interessante observar que o custo médio ¢ a unica fungdo que
nio se apresenta na forma de segmentos lineares em toda a anilise
desde a Segdao IV.1.l.

O grifico do Custo Médio estd representado na Figura 7, onde
foi incluido também o griafico do Custo Marginal para fins de refe-
réncia visual.

Figura 7
Custo Médio e Custo Marginal do Firma
Hipotética Referida no Texfo

CMe,GMg
\
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Exercicio: Reduza a disponibilidade de trabalho da firma do
exemplo estudado para 60 unidades, traque os custos dos dois pro-
cessos e obtenha as curvas de custo nas novas condigdes.

187



IV.1.5 — Oferta e Procura

Na Teoria Microeconémica neocldssica, a existéncia das fungdes de
oferta de bens e de procura por [atores é explicada a partir da hipé
tese de que as firmas procuram maximizar lucros. O equilibrio da
firma em concorréncia perfeita é caracterizado pela igualdade entre
Custo Marginal e o preco do produto ou pela igualdade entre Valor
do Produto Marginal e o prego do fator varidvel. Explicitando-se a
quantidade em fung3o dos pregos obtém-se, no primeiro caso, a oferta
da firma e, no segundo, a procura pelo fator varidvel. A inclinagio
positiva daquela e a inclinagao negativa desta sio uma conseqiiéncia
matemdtica da “lei” da produtividade marginal decrescente.

A anidlise das se¢bes anteriores — em particular a das Subse-
¢oes IV.1.2 e 1IV.1.4 — pode sugerir que os mesmos resultados, em
linhas gerais, sdo também validos para a firma que procura maximizar
lucros subordinada a uma tecnologia descrita por processos alternati-
vos de proporgoes fixas. Entretanto, até aqui apenas foi determinado
que, num tal modelo, a produtividade marginal de um fator de pro-
dugdo tende a decrescer com o aumento no seu nivel de disponibili-
dade, 2 enquanto que o custo marginal tende a aumentar para niveis
mais altos de produgdo. Para que tais fun¢des se caracterizem como
fungdes de procura e oferta, respectivamente, é ainda necessdrio carac-

terizar o equilibrio da firma nas condiges de tecnologia acima
descritas.

Vamos entio examinar o caso de uma firma que pode produzir
um produto qualquer utilizando dois processos diferentes, os quais,
por sua vez, demandam dois fatores de produgio distintos. Por
analogia a situagdo cldssica de curto prazo adotada na Teoria Micro-
econémica elementar, vamos considerar um dos fatores como fixo e
o outro como varidvel.

Definindo:
p : preco do produto
x, : quantidade de produto obtida através do processo j (j = 1, 2)

2 Admitindo-se condig¢ées de concorrdncia perfeita ¢ ébvio que uma produ-
tividade fisica marginal decrescente determina um wvalor da produtividade mar-
ginal também decrescente.
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¢ : preco do fator varidvel

b, : quantidade adquirida do fator varidvel
b, : quantidade disponivel do fator fixo
ay : quantidade necessiria do i-ésimo fator para obter uma uni-

dade de produto através do processo j (supomos a; > 0), 0
problema de maximizagdo de lucros da firma ¢ descrito como:

Max L=p.z;,4+D-2:—c¢c b

dado e 2+ 8T —b, <0 (A)
Qs * Ty + Qeg = Zs < by (Ne)
Z;, Zg, by 20

onde A; é o multiplicador de Lagrange associado com a i-ésima res-
tricdo. (Observe que L difere da defini¢io de lucro por uma cons-
tante que ¢ o custo fixo da firma; ¢ evidente que a inclusio de uma
constante na fungio-objetivo n3o altera as condig¢Ges marginais asso-
ciadas 2 solugdo 6tima).

A fung¢do de Lagrange do problema é:

¢=p-zy+PprzTa—c b+ (-, 2 —a2s+b)+

Ae o (be — @ey » T — Qg9 - ()

A solugdo dtima do problema deve satisfazer suas condigGes de
Kuhn-Tucker. 3 Iniciamos nossa andlise pelo exame da seguinte
condigdo:

99

¢
—— P s @ = >
ab, ¢+ k] S 0 h abl b1 0 e b, & 0

Nio ¢ dificil concluir que a firma sé ird empregar o fator b,
(isto é, escolher algum b, > 0) se 4, = c. Por outro lado, A, mede
a variagio na fungio-objetivo para o acréscimo de uma unidade 3
constante do lado direito da primeira restrigao. Mas este acréscimo

unitdrio é interpretado como um aumento na disponibilidade do
fator varidvel sem custos para a firma. Portanto, A, mede o acréscimo

4 Condigdes de Kuhn-Tucker s3o discutidas no Apéndice L
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A receita bruta que pode ser obtido pelo incremento de uma unidade
no emprego do fator varidvel. Conseqiientemente, 1, é o valor do
produto marginal do fator varidvel. Na solugdo 6tima, caso b, > 0,
¢ necessdrio que o valor do produto marginal do fator varidvel seja
igual ao seu preco de mercado. Repete-se aqui, portanto, o mesmo
resultado da teoria neocldssica. Por outro lado, A, < ¢ determina
b, = 0, isto ¢, a firma ndo ird adquirir o fator varidvel se o valor
de seu produto marginal for inferior ao seu preco de mercado.

Outra condigdo de Kuhn-Tucker relevante para a andlise desta
secdo é:

¢ d¢ ;
azj=p—)\,a;,-—)\g-ag,-50;Wj-z,-=0e:tj20 (J=1,2)

Vamos supor que, na solugdo 6tima, x; > 0. Neste caso devemos
ter também p — A .4,y — Ay.ay; = 0. Por outro lado, é claro que
para haver produgdo positiva deverd ser adquirida uma quantidade
positiva do fator varidvel (b, > 0). Neste caso, j4 vimos anterior-
mente que A, = c. Portanto, x; > 0 requer p = c.a,; 4 A,.a, No-
tando que, por outra das condi¢Ges de Kuhn-Tucker, devemos ter
A; = 0, e que, por hipétese inicial, temos a,; > 0, concluimos que
x; > 0 requer:

P2cCeay

Observe que o termo a direita da desigualdade reflete o custo
adicional que deve ser realizado para adquirir a,; unidades de fator
varidvel de modo a permitir a produgdo de uma unidade adicional
de produto (usando o j-ésimo processo). Na teoria neocldssica, o
aumento no custo varidvel necessirio para produzir uma unidade
adicional de produto é denominado custo marginal. O equilibrio da
firma ¢é caracterizado pela igualdade entre o custo marginal e o prego
do produto. Agora, no modelo de programacgio linear da firma, ob-
temos que, em equilibrio, o preco do produto deve ser igual ou
maior do que o custo marginal. A diferenga de resultados é causada
pela diferenga no tipo de fungio de produgio estabelecida em cada
caso. Com fungGes de produgio totalmente diferencidveis, qualquer
acréscimo no nivel de uso do fator varidvel — e, por extensdo, nos
custos varidveis — determina uma variagdo no nfvel de produto
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obtido. Assim, existe flexibilidade para igualar o custo marginal ao
preco de mercado do produto através de uma escolha apropriada do
nivel de produg¢do. No modelo de programagio linear da firma, en-
tretanto, esta flexibilidade ¢é restrita: existindo um ou mais fatores
fixos que sdo limitantes & expansdo do nivel da produgio, o acrésci-
mo na disponibilidade do fator varidvel pode simplesmente resultar
em capacidade ociosa do fator. Assim, justifica-se que o equilfbrio
da firma pode ocorrer com um nivel de custo marginal inferior ao
preco do produto.

Por fim, deve ser observado que, através das condigGes marginais
de equilibrio da firma, é possivel estabelecer fungGes algébricas de
oferta e procura quando a fungdo de produgio ¢ totalmente dife-
rencidvel e algebricamente especificada. Em programagao linear, a
especificagdo dos resultados (niveis 6timos de produgio e de empre-
gos de fatores) em termos dos pardmetros do problema (pregos, coe-
ficientes técnicos e disponibilidade de fatores fixos) é uma tarefa
complexa. Neste texto este assunto serd abordado apenas de modo
parcial (Segio 1V.4, adiante).

IV.1.6 — Sintese

Se o problema da firma ¢, tipicamente, um problema de Progra-
magao Linear, a teoria neocldssica leva a conclusGes erréneas? A
Tesposta a esta pergunta ¢ definitivamente negativa. Na verdade os
pressupostos essenciais da teoria ncocldssica da produgdo e de custos
sdo observados como resultados de um modelo da firma calcado em
programagio linear. Curvas de produtividade marginal decrescentes,
isoquantas convexas em relagio a origem dos eixos dos fatores e
curvas de custo marginal crescentes, imprescindiveis na anilise de
formacdo de pregos via oferta e procura, aparecem como resultados
transparentes do modelo de tecnologia em proporgoes fixas com pro-
cessos alternativos.

Nio obstante, o modelo de programacio linear oferece pelo menos
duas grandes vantagens em relagio a abordagem convencional da
teoria neoclissica. Em primeiro lugar o chamado problema “técnico”
de estipular a fungdo de produgido como o limite superior da produ-
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¢do que pode ser obtida a partir de um determinado vetor de insu-
mos nido é dado como resolvido antes de se iniciar a andlise econé-
mica. No modelo de programagdo linear o aspecto “técnico” e o
econdmico sio examinados simultaneamente. Isto, sem ditvida con-
fere uma caracteristica de praticidade ao instrumento que o conceito
restrito de fungdo de produgio esta longe de oferecer. Em segundo
lugar a abordagem da programacao linear coloca em destaque a li-
mitacio de recursos existentes no curto prazo. Com isto, questGes
de ociosidade nos recursos disponiveis encontram uma justificativa

econémica que inexiste na abordagem neocldssica convencional do
curto prazo.

Conseqiientemente, a teoria da firma de concorréncia perfeita é
enriquecida, e ndo descartada, pela Programagio Linear.

IV.2 — Digressio Matematica: Dualidade
Consideremos o seguinte problema de programagao linear.

Problema A: Max Z =c,z;4+cozet+ ... + €T,
dado a“x,+a,;:1:,+ i A +a,, I,.Sb[
a!lxl"‘agz-fg"‘ o +agn.’GnSbg
Qmy Xy +am!! 3:9+ e +amnzn S bm
x 20 {.7:=I;21~'-sn)
A fungdo de Lagrange associada a este problema é:
n m
6= 2 cz;+ X ANy —ay ¥ —aiels— ... — Qi Tp)
i=1 iml
As condigées de Kuhn-Tucker do Problema A sdo como se segue:

2

=c,-—ﬁ)\,-a.-,-50 (j=1|2|""n) (A-I)
8:1',-

im]
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dd ' n \ .
-o—r)‘.x’,=(c’_‘§’)’.a’.j}.xj=o (J-_-I,z,...,?l)(A‘Z)

z; 20 (j=1,2,...,7n) (A.9

d
—¢-—=b.-—a,-,'c,—a,-,zg—— e —a,-,.:!:,,ZO (i=1,2,...,m) (.1.4)

aA;

a
—';¢—'=R"(b|'—(l“ Ty—QieTe—. . .—a.-,,x,)-)\.-=0 (1: = I, 2, 1any m) (A.E)

A

N0 (=12 ..., m) (A.6)

Vamos definir (x®, 1*) como o vetor de valores que, assumidos
pelas varidveis x; j =1,2,...,n) el (i=1,2,..., m), satisfazem
as condigGes (A4.1) até (A4.6). Em outras palavras, o vetor (x°, 1®)
estd sendo definido como a solugido étima do problema 4.4 O valor
mdiximo do programa deste problema é:

Ty = 28 =X =€ X0 L NJ(b;— iy T1—Gig T2~ -+ — Gin Ta) =0
t=1

onde a terceira igualdade ¢ assegurada em vista da prépria definigao
de (x*, A*) (estes valores devem satisfazer as condigGes (A4.]) até

(4.6); ver (A.5) em particular).
Para utilizagdo em segGes posteriores, é conveniente atentar para
a condigdo (A4.5). Observe que, definindo s, = b, — X ayx, isto
i=1

é, definindo s, como variidvel de folga da i-ésima restrigdao, temos que
a solugdo 4tima deve satisfazer s; . , = 0 (1 = 1,2, ..., m). A
condigio (4.5) ¢ denominada de condigdo ‘“complementariedade
da folga”.

Utilizando agora o mesmo conjunto de parametros do problema 4,
istoé, ¢, 1 =1,2,...,0),ay (i=1,2...,0;]=12,...,m)
eb, (j = 1,2 ..., m), vamos estabelecer um novo problema
que, em principio, nio mantém nenhuma relagio com o problema

4 Para evitar complicagdes desnccessirias ao ponto que sc quer demonstrar
nesta se¢do, adotamos a hipétese de que o vetor (x®, A°®) existe e ¢ unico.
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anterior a n3o ser pelo emprego do mesmo conjunto total de para-
metros. 5 Assim:

Problema B: Min Y =b/ A4+ bghe+ ... + bp A
dado GI,X,+G‘91X2+---+amI)‘m261
QGsNi F G hg+ ... F CGue Xy 2 Ce

................... R R

alnxl+a2nx!+ LRC +a‘mnxm26n
N0 (i=1,2 ..., m)

Observe que usamos A; para representar as varidveis de decisdo.
Como poderiamos ter escolhido outra letra qualquer para tanto,
ainda devemos pensar no Problema B como alguma coisa indepen-
dente do Problema A. Neste uGltimo o simbolo A; foi usado para
representar o multiplicador de Lagrange associado com a :-ésima
restri¢io. Agora, o simbolo A; estd sendo usado para representar a
i-ésima varidvel de decisdo.

A fungio de Lagrange associada ao Problema B é:

m n
Y= Z bi \i + 2 I,-(C,-—a,,-k,—az,-)‘g— —a,,,,,)\,,,)

i=7 =1

onde o simbolo x, representa o multiplicador de Lagrange associado
A j-¢sima restri¢do do Problema B (note que a escolha deste sfmbolo
também ¢é arbitrdria) .

As condi¢des de Kuhn-Tucker do Problema B sdo como se segue:

"gf— =b.~—a.~,:c,—a.,z,-— . ——a‘-,,::,,ZO (i=1,2,...,m) (BI)
il Ve (=

?)\— B R.‘(b,'—'a” T;—~CQipgZyg— ... —Qyy 1;,,)—0 (7' = Il 21 sy 7n) (BZ)
b)) G=1,2 ...,m) (B.S)

5 Obhserve, entretanto, a forma com quc os parimetros serio rearranjados
para definir o Problema B. Os resultados obtidos no final ndo s3o vidlidos para
qualquer novo Problema que use 0 mesmo conjunto total de pardmetros, mas
apenas para o rearranjo cspecificamente emprcgado na definigio do Problema B.
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a.'l, m
=c.i—2 )‘ia:‘jso (j=152p°"t") (B/})
61- iw]
a.t, m \ A
—'I kCl inau)'x"=0 (_7=1,2,...,n)(B.5)
=
x,-zo (j=1,2 ..., 1n) (B6)

Vamos definir (x*®, 4**) como o vetor de valores que assumidos
pelas varidveis x; (j = 1,2, ...,n) ek (i = 1, 2, ..., m) satisfazem
as condigGes (B.I1) até (B.6). Em outras palavras, o vetor (x**,1**%)
estd sendo definido como a solugio 6tima do Problema B. Conse-
qtientemente, o valor minimo do programa deste problema é:

Voin = ¥* = Doass = b xse 1 35 20 (e, — a5 N]* — ag A2 —

=1

— o —am ) =

Agora vamos comparar alguns dos resultados obtidos em cada pro-
blema.

Em primeiro lugar o leitor é convidado a exercitar sua dlgebra e
demonstrar que:

¢=v

isto é, a fungio de Lagrange dos dois problemas é idéntical

Em segundo lugar, observando as condi¢Ges de Kuhn-Tucker das
dois problemas nota-se que (4.1) = (B.4), que (4.2) = (B.5),
que (A4.3) = (B.6), que (4.4) = (B.1), que (4.5) = (B.2) e
que (A4.6) = (B.I). Portanto, evidentemente:

(X%, A%) = (X, AM)

isto é, a solugdo do Problema A4 é idéntica a solugio do Problema
B.

Em terceiro lugar, dados os resultados acima e dado que Z* — ¢*
e que Y* = v*, obviamente:

Z*_: Y*

Isto é, o valor otimizado dos dois programas ¢ o mesmo.
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Por fim, dado que 2* = Z,,, e que Y* = Y,,, e, tendo em vista
o resultado anterior, observa-se que, para um vetor vidvel do pro-
blema 4 (por ex.: X) e um vetor vidvel do Problema B (por ex.: }):

Z=¢XS2*=Y*<br=Y
isto ¢, o ponto 6timo dos dois problemas ¢ um ponto de sela.

Os problemas 4 e B sdo chamados problemas duais. Ao resolver-
mos qualquer um deles, estaremos automaticamente resolvendo o
outro. Um deles é chamado de primal e o outro ¢ chamado de
dual. Qual ¢ o primal e qual é o dual é uma questio totalmente ar-
bitraria: é facilmente demonstrivel que o dual do problema arbi-
trado inicialmente como dual é o préprio problema que foi arbitrado
como sendo o primal.

As relagbes entre os pardmetros de problemas duais ficam claras
quando empregamos nota¢io matricial:

Max Z = x Min Y =DW2A
dado Ax< b dado A’A 2> ¢
x>0 A>0

Ao passar de um lado — qualquer lado — para o outro, note que:

a) o vetor de coeficientes da fungdo-objetivo é transposto e des-
locado para a posi¢io de vetor de constantes do conjunto de restri-
¢bes (e vice-versa);

b) a matriz de coeficientes do conjunto de restriges é trans-
posta e

c) as desigualdades tém sua diregio revertida.

Além disto, conforme foi visto anteriormente, as variiveis de de-
cisio passam a ser multiplicadores de Lagrange (e vice-versa).

Observagdo: Ao especificar o dual de um problema qualquer de
programagcio linear é conveniente adotar as formas padronizadas que
foram estabelecidas acima. Por exemplo, se num problema de maxi-
mizagdo existir um condicionamento do tipo =, é conveniente mul-
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tiplicar tal restricio por — I antes de usar as regras de passagem
do primal para o dual. Por outro lado, uma restrigao do tipo — po-
de ser desdobrada em duas desigualdades com sentido diferente (que
podem ter o mesmo sentido apds a multiplicagdo de uma delas por
— 1I). Na verdade, a uma restrigio do tipo —, que é o caso da
otimizagdo classica, corresponde um multiplicador cujo sinal é livre
(= 0). Por simetria, uma varidvel livre do primal estari associada
com uma restrigio do tipo — no dual.

Para completar o trabalho desta segdo ¢é interessante examinar a
correspondéncia entre as tabelas de Simplex de um problema numé-
rico qualquer e do seu dual. Para tanto vamos utilizar o Problema
(2) da Segdo II.4 do Capitulo II:

Primal: Max Z_,=10z;+ 8 29+ 10 24
x4+ 12+ 223 < 300
8z, 4 6zs+ 415 < 720
Ty, Lo, Ty 2 0

A tabela final de Simplex deste problema é dada abaixo (Tabela
16) . Observe que S, e¢ S, sdo as variaveis de folga da primeira e se-
gunda restriges respectivamente.

Dual: Min Z; = 800 \; + 720 ),

dado EX+ 8N 2 10

IN+6N28

2N+ 42> 10

Ay Ae 20

A tabela final de Simplex deste problema é dada abaixo (Tabela
17) . Note que a fungdo-objetivo do dual foi multiplicada por (— 1)
para posterior aplicagio das regras de maximizagido. Observe que
v,;, Uy € Uy sd0 as varidveis de folga da primeira, segunda e terceira
restricdes respectivamente.
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Tabela 16

SOLUGAO O6TIMA DO PROBLEMA PRIMAL DO

EXEMPLO NO TEXTO

\ (A 10

. 8 10 0 0
Base b
G z Iy Zy 8 8
10 Z4 1/2 0 1 34 — 1/8 135
8 s 1 1 0o —12 1/4 30
2; 13 8 10 3,5 0,75 1590
¢ —2; —3 0 0 —35 —0,75
Tabela 17
SOLUC}AO OTIMA DO PROBLEMA DUAL DO
EXEMPLO NO TEXTO
\\ [ —300 —720 0 0 0
Base b
[ As As vy [ Us
0 v, 0 0 1 —1 —1/2 3
—300 A 1 0 0 1/2 —3/4 3,5
—1720 s 0 1 0 —1/4 1/8 0,75
z —300 —720 0 30 135 —1590
¢ =z 0 0 0 —30 —135
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Comparando as “margens” das Tabelas 16 e 17, isto ¢, a coluna
b e a linha ¢; — Z, e tomando apenas o valor absoluto dos coeficien-
tes numéricos dos valores af existentes, concluimos que:

a) o valor de ¢; — Z; associado a x/, isto é, A j-ésima varidvel de
decisio da Tabela 1 (primal), corresponde ao valor de v;, isto é, a
j-ésima varidvel de folga da Tabela 2 (dual);

b) o valor de ¢; — Z; associado a s, isto é, 4 j-ésima varidvel
de folga da Tabela 1 (primal), corresponde ao valor de A, isto ¢,
a j-ésima varidvel de decisio da Tabela 2 (dual) e,

c) o valor do plano étimo, linha Z; com coluna b, é o mesmo
nas duas tabelas.

Portanto, toda a informagio referente & solugio 6tima do proble-
ma dual pode ser encontrada na tabela de Simplex que especifica a
solugio étima do problema primal (e vice-versa).

IV.3 — Interpretacio Econdmica de
Problemas Duais

A questio de dualidade em Programagio Linear representa bem
mais do que uma simples “curiosidade” matemdtica. De um lado as
relagdes duais tém sido empregadas na elaboragdo de algoritmos
cuja eficiéncia é superior 2 do Simplex em determinados tipos de
problemas (teremos a oportunidade de usar o método chamado dual-
simplex na Se¢do IV.5). Por outro lado, os problemas duais tém uma
importante interpretagio em termos de teoria econémica. Nesta
secdo interpretaremos o dual de alguns problemas tipicos de progra-
magio linear.

IV.8.1 — Dualidade e Distribui¢ao do Produto Econémico

O aspecto de remuneragio dos fatores de produgio tem mereddo
a atengdo dos cientistas sociais desde Ricardo e Marx até os nossos
dias. A contribuigio que o modelo de programagao linear da firma
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em concorréncia perfeita pode oferecer para esta discussdo serd o
objeto da anidlise a seguir. Novamente, a discussio serd realizada
através de um exemplo numérico relativamente simples.

Vamos supor que uma certa firma pode produzir trés produtos
diferentes, sendo X, a quantidade produzida por més do j-ésimo deles
(j = 1, 2, 3). Para produzir estes produtos a firma dispge de 300
horas-miquina por més e tem um estoque de 720 unidades de ma-
téria-prima j4 adquirida. Estas disponibilidades sdao, portanto, con-
sideradas como fatores fixos. Além disto a firma necessita contratar
mio-de-obra para a produgdo, sendo que cada unidade deste fator
varidvel custa § 7 por més. Uma unidade do produto 1 ¢ vendida por
$ 15 e sua produgio requer 2 horas-miquina, 8 unidades de matéria-
prima e 2 unidades de mio-de-obra. Uma unidade do produto 2 ¢é
vendida por § 25 e sua produgdo requer 1 hora-miquina, 6 unidades
de matéria-prima e 3 unidades de mao-de-obra. Uma unidade do
produto 3 ¢ vendida por $ 18 e sua produgdo requer 2 horas-miquina,
4 unidades de matéria-prima e 2 unidades de mio-de-obra.

Uma vez que horas-miquina e matéria-prima se constituem em
fatores fixos, o seu custo independe do plano de produgdo eventual-
mente adotado. Assim, o objetivo da firma é maximizar a diferenga
entre a reccita bruta gerada pela venda dos trés produtos, e os gastos
varidveis que, no caso, se reduzem 4 maio-de-obra. Esta diferenga ¢é
denominada de Margem Bruta. O problema da firma ¢, portanto:

Max MB=16z, + 252, + 182, — 7z,

dado 2,4+ 1z,+ 22+ 0x; < 300 (horas-mdquina)
8z, + 6z + 4 1s+ 02, <720 (matéria-prima)
21+ 8 +2x3—12;,<0 (mao-de-obra)

IJZO(lelgisJ/f)

onde x; é a decisio sobre contratagio de mio-de-obra, em unidades
por més.

Vamos ainda definir s; e A, como a capacidade ociosa (s, = 0) e o
multiplicador de Lagrange da j-ésima restri¢io respectivamente. Em

particular, note que s, seria o numero de unidades contratadas de
mio-de-obra e nio utilizadas na produgao.
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O problema dual do caso da firma é:

Min CF = 300 \; + 720 e + 0 )\,

dado AN H BN 20, > 15 (z))

IN+ 6N+ 3N 2>25 (x4

2N+ 4N+ 20218 (x3)

ON FOA —INg 2> =7  (x)
N20(=1,238)

Ao lado de cada restrigio do dual, entre parénteses, foi colocado
seu multiplicador. Vamos ainda definir v; como a varidvel de folga
da j-ésima restri¢io do problema dual (v, = 0).

Que interpretagio pode ser feita do problema dual? Vamos supor
que a geréncia da firma precisasse atribuir pregos, para fins inter-
nos, aos fatores de produgao fixos para o més a que se refere o pro-
blema anteriormente formalizado. Estes pregos poderiam servir, por
exemplo, de indicadores para um rateio contibil da margem bruta
obtida com o plano de produgdo eventualmente adotado. Mais es-
pecificamente, vamos supor que a geréncia procurasse atribuir pre-
¢os aos seus fatores fixos de forma a minimizar o custo fixo e de
modo que nenhuma atividade gerasse lucros puros. Este, na verdade,
¢ o problema descrito pelo dual. Senio, vejamos.

As varidveis 1, e A, podem ser interpretadas como pregos internos,
atribufdos respectivamente a hora-mdquina e 4 unidade de matéria-
prima. A varidvel A;, que ndo comparece na fungio-objetivo do dual,
pode ser interpretada como o prego interno atribufdo ao fator va-
ridvel (maio-de-obra). Estes pregos internos se constituem no valor
do produto marginal de cada fator recebendo a denominagio de
“prego- sombra”. ¢ A fungdo-objetivo do dual ¢, sob esta interpreta-
¢do, o custo fixo da firma pois se reduz ao somatério dos produtos
do prego de cada fator pela disponibilidade respectiva.

6 Esta intcrprctagio jd foi realizada no final da Seq¢do I1.4 do Capitulo II;
apenas que, naqucla oportunidade, n¥o foi mencionado o fato de que o valor
absoluto do cocficiente ¢, — Z, associado A j-ésima varidvel de folga é o préprio
multiplicador A, da j-ésima restri¢3o.
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Ainda sob a interpretagao das varidveis A, estabelecidas no para-
grafo anterior, a primeira restrigio do dual diz que o custo unitdrio
atribufdo internamente ao produto 1 deve ser igual ou maior que
o preco recebido por este produto: cada unidade produzida do pro-
duto 1 requer 2 horas-maquina (custo interno: 2.3,), 8 unidades de
matéria-prima (custo interno: 8k,) e 2 unidades de m3o-de-obra
(custo interno: 2.},), enquanto que o preco do produto 1 é $ 15.
A varidvel de folga da primeira restrigio do dual (v,) ¢ entdo in-
terpretada come o prejuizo unitdrio na produgio do produto I.
Observando que o multiplicador desta restricio é x, e que, pela
condigdo de complementariedade de folga devemos ter x,.v, = 0
na solugdo Stima, concluimos que x;, nio comparecerd no plano
6timo (x, — 0) caso o produto 1 seja deficitdrio (v, > 0) aos pre
¢os atribuidos para os fatores de produgio. Por outro lado, a auséncia
de prejufzos (v, — 0) ¢ condigdo necessdria para que x, comparega
no plano étimo.

A interpretagao da segunda e da terceira restrigio ¢ andloga a
interpretagio da primeira restrigio estabelecida acima. Por fim, a
quarta restrigdo estabelece que A, = 7, isto ¢ o valor do produto
marginal do fator trabalho para a firma deve ser igual ou menor
que o preco de mercado deste fator varidvel. Entretanto, dado que o
multiplicador desta restrigao é a prépria quantidade empregada de
trabalho, fica claro que, pela condigio de complementariedade da
folga (v;.x, = 0), nenhuma quantidade do fator serd empregada
se o valor do seu produto marginal para a firma for inferior ao seu
preco de mercado.

A Tabela 18 ¢ obtida no ultimo passo da resolugio do problema
primal pelo método Simplex.

A tabela nos d4 as seguintes informagoes:

a) solugio do primal

z,= 0 (x; ndo estd na base)
ze = 30 (vide coluna b)
Ty = 1385 (vide coluna b)
z, = 360 (vide coluna b)
8 = 0 (s, nio estd na base)
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Sg= 0 (5s ndo estd na base)

8g= 0 (ss ndo estd na base)

b) solugdo do dual (valores absolutos na linha ¢; — Z))

vy= 6
vg= 0
vy = 0
v =0
A= 1
Ag = 0,6
Ay =7
Tabela 18

SOLUGAO OTIMA DO PROBLEMA PRIMAL DA FIRMA
HIPOTETICA DO TEXTO

\,

N « 15 25 18 -7 0 0 0
Base b

G kI Xs k2] g 8 8g 83
25 z, 1 10 0 —1/2 14 O 30
18 2 12 0 1 0 34—18 0 135
—7 z 2 0 o0 1 0 12 —1 360
2 20 25 18 —7 1 05 7 660

=2 —5 0 0 0 —1 —05 —7

O produto 1 ndo comparece no plano étimo (x; = 0). Conse-
qiientemente seu custo a pregos-sombra deve ser maior do que o
seu preco de mercado. De fato, dado que a produgdo de uma uni-
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dade do produto 1 requer 2 horas-mdquina, 8 unidades de matéria-
prima e 2 unidades de trabalho, seu custo unitdrio a pregos-sombra é:

2 M +8-M+2-2=2-14+8.06+2-7=20

superior, portanto, ao seu prego de mercado que é $ 15. O prejuizo
por unidade do produto 1 que a firma' eventualmente decida ainda
incluir no seu plano de produgio ¢, evidente, v, — § 5. Verifique
que os custos unitdrios dos produtos 2 e 3 a pregosssombra sio
exatamente iguais aos respectivos pregos de mercado.

A margem bruta associada ao plano 6timo é $§ 660 por més,
Conceitualmente esta é a remuneragdo total dos fatores fixos, jd
que sob a interpretagio atribuida as restrigdes do dual as possibi-
lidades tedricas de obtengdo de lucros puros ficam descartadas.
Assim, deveriam ser destinadas 300.1, — 300. (1) = § 300 por més
ao “fundo de horas-mdquina” e 720.1, = 720. (0,5) — § 360 por
més ao “fundo de matéria-prima”. Presumivelmente estes [undos
seriam formados para financiar o funcionamento contfnuo da firma
(aquisi¢do periddica de mdquinas e de matéria-prima). Se, dados
os precos de miquinas e de matéria-prima no mercado, ambos os
fundos foram exatamente suficientes para cumprir o propésito a
que se destinam, teremos a conclusio de que a firma encontra-se
numa posi¢do de equilibrio de concorréncia perfeita de longo prazo.
Se, a0 contrdrio, ambos os fundos se mostrarem mais do que sufi-
cientes para cumprir o propésito a que se destinam, entdo a firma
estard obtendo lucros puros. Se ambos os fundos forem insuficientes
para cumprir o propdsito a que se destinam, entdo a firma estd
acumulando prejufzos. Neste caso, se a firma em questio for um
concorrente perfeito tipico, é de se esperar que um certo nimero
de produtores saia do mercado. Com isto o prego do produto (ou
produtos) tenderia a se elevar e, conseqiientemente, melhorar a
situagdo dos fundos de reserva das {irmas remanescentes no mercado.
Por fim, existe a possibilidade de que um dos fundos se revele
superdimensionado e o outro subdimensionado. Este caso pode
estar combinado com uma situagfio global de lucros puros positivos,
nulos ou negativos. Basicamente trata-se de desequilibrio na razio
de disponibilidade dos fatores fixos (intensidade relativa dos fa-
tores) vis-a-vis seus precos de mercado.
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Para concluir, observamos que uma teoria de distribui¢io do
produto econdémico calcada em modelos de programagio linear da
firma nio difere substancialmente do resultado neoclissico da con-
corréncia perfeita: cada fator tende a ser remunerado de acordo
com o valor de sua produtividade marginal.

IV.8.2 — Dualidade e Viabilidade Econémica
de Empreendimentos

A interpretagio econémica dos problemas duais pode também ser
atil para a andlise de viabilidade econémica de novos empreendi-
mentos. Dois exemplos ilustrativos deste aspecto serio examinados
nesta segao.

Na se¢do anterior realizamos a andlise de uma firma que poderia
produzir trés produtos (I, 2, 3) utilizando maquinaria e matéria-
prima como fatores fixos e mio-de-obra como fator varidvel. Vamos
supor agora que o setor de desenvolvimento da firma tivesse criado
um novo produto — produto 4 — cuja viabilidade econémica deve
ser agora examinada pela geréncia. A produ¢io de cada unidade
do produto 4 requer 5 horas-miquina, 6 unidades de matéria-prima
e 1 unidade de trabalho. O departamento de comercializagdo, apéds
alguns testes de mercado, concluiu que o produto 4 pode ser vendido
ao prego miximo de § 14. A questdo é: esta nova linha de produgio
¢ economicamente vidvel para a firma?

Uma maneira de responder & pergunta formulada no final do
pardgrafo anterior seria recomputar o plano étimo incluindo a
nova atividade no problema original da firma. Ao cabo deste pro-
cesso, a presenga ou a auséncia da nova atividade no plano étimo
indicaria, sua viabilidade ou nio em termos econdmicos. Entretanto,
esta andlise pode ser abreviada através do emprego de relagdes duais.
Pelos resultados da segdo anterior jd sabemos que o prego-sombra
da hora-mdquina é $ 1, o pre¢o-sombra da matéria-prima é § 0,5
e o prego-sombra do trabalho é igual ao seu prego de mercado,
isto ¢, $ 7. Portanto, o custo unitirio do novo produto, a pregos-
sombra, ¢:

5 +6-08)+1-M=815
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Como o departamento de comercializagio avaliou que este pro-
duto sé poderia ser vendido ao preco miximo de § 14, é evidente
que a nova atividade n3o compete com as atividades existentes no
plano 6timo anteriormente calculado. Com esta conclusao fica dis-
pensada a necessidade de recomputar o problema da firma. Tal
procedimento sé serd necessirio quando a nova atividade for compe-
titiva nos termos acima estabelecidos.

Passemos a outro exemplo. Vamos supor que um empresdrio esteja
considerando a possibilidade de produzir metionina sintética para
venda aos fabricantes de ragdo. O empresdrio jd estudou os custos
de produgio do sintético mas, para sua decisdo de investimento,
precisa ter uma idéia do preco ao qual poderia induzir os clientes
potenciais a dar preferéncia ao seu produto sobre outras alternativas.
Entre os consumidores potenciais de metionina sintética estio os
produtores de ragdo para sufnos. Vamos supor que os fabricantes
podem produzir ragdo para sufnos utilizando milho, farelo de soja,
farelo de arroz e feno moidos. Vamos supor ainda que estes fabri-
cantes obtém seu produto minimizando os custos necessdrios para
atender aos requerimentos nutricionais estabelecidos por kg de ragao.
A Tabela 19 sumaria os dados do problema do fabricante de
ragGes. Estes elementos sio conhecidos pelo empresirio que pretende
produzir metionina sintética.

Tabela 19

PREGOS E CONTEUDOS NUTRITIVOS (HIPOTETICOS) DE
DIVERSOS ALIMENTOS E REQUERIMENTOS NUTRITIVOS
MINIMOS (HIPOTETICOS) DE SUINOS

Requeri-
Item Milho F. Soja F. Arroz Feno mento
mfnimo
Prego (8/kg) 20,00 30,00 18,00 15,00 —
Metionina (dg/kg) 6,00 12,00 3,0 1,0 8,4
Energia (heal/kg) 32,00 30,00 25,00 20,00 31,00
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Em vista das informag¢Ges contidas na Tabela 19, podemos repre-
sentar o problema do fabricante de ra¢Ses para sufnos como:
Min C=20z,+30zs+ 1825+ 16 2+ 03,0,
dado 6z, + 1224+ Sz3+ 12z;,— 18,108, =8,4 (metionina)
82z,+80z5+ 2525+ 20x;+0sn—15,= 81,0 (energia)
lo,+ 1zg+ 1zg+ 124408,+08,=1 (volume)
iy Lo, Tgy Tgy Smy 86y = 0
onde GC: custo unitdrio da ragio ($/kg)
x,;: quantidade de milho na ragio (kg milho/kg de ragdo)

xg: quantidade de farelo de soja na ragio (kg f soja/kg de

ragio)

x3: quantidade de farelo de arroz na ragio (kg f. arroz/kg
de ragio)

x;: quantidade de feno moido na ragio (kg feno/kg de
ragio)

excesso de metionina sobre requerimento minimo (dg
metionina/kg de ragdo)

x,: excesso de energia sobre requerimento minimo (hcal
energia/kg de ragio)

A solugdo deste problema é apresentada na Tabela 20, a seguir
(observe que foram usadas regras de Simplex para minimizagdo).

Entre as diversas informagGes contidas na Tabela 20, a mais rele-
vante para o empresdrio que pretende investir na produgio de
metionina sintética é o valor do multiplicador de Lagrange da res-
tricio de metionina. Este multiplicador aparece na linha ¢; — z
associado a varidvel s, (excesso de metionina). O multiplicador é
1L,7. Qual o significado deste mimero? Ele nos diz que, em relagio
a solugdo 6tima da Tabela 5, se quisermos passar s, de zero para
uma unidade, isto é, elevar o requerimento minimo de metionina
em uma unidade, entdo o custo unitirio da ragdo ird aumentar em
$ L,7. Portanto, o custo imputado 2 restri¢io é de $ 1,7 por dg
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Tabela 20

SOLUGAO OTIMA DO PROBLEMA DO FABRICANTE
DE RAGOES PARA SUINOS (VIDE TEXTO)

N

N G 20 30 18 15 0 Q
\\ Base b

c; \\ z, Ig Zy z 8m 8,
30 I 0 1 —1/2 — 5/6 —1/6 0 0,4
0 s, 0 0 8 41/3 1/3 1 0,2
20 z 1 0 3/2 11/6 1/6 0 0,6
2 20 30 15 116 —17 0 24

¢ =12 0 0 3 3.4 1,7 0

requerido daquele aminodcido em cada kg de ragio. Assim, se o
tabricante de ragGes para suinos tiver a possibilidade de adquirir
metionina sintética a precos menores do que § 1,7 por dg, ele ird
ccrtamente fazé-lo. Se tais niveis de pregos cobrem os custos de
produgio e distribui¢io de metionina sintética, entdo o investimento
neste ramo ¢ vidvel. O dimensionamento do mercado poderia ser
feito a partir do computo de uma nova solu¢io para o problema
do fabricante — incluindo a nova atividade: *“metionina sintética”
— e de estimativas da produgio total de ragbes para sufnos.

IV.3.3 — Dualidade e Equilibrio Espacial dos Pregos

O dual do problema clissico de transportar um certo produto
de m regides de origem para n regides de destino ao menor custo
possivel permite uma interessante interpretagio em termos de equi-
librio espacial dos pregos em um mercado disperso geograficamente.

Vamos partir do problema de fornecer quantidades minimas D,
as regides j = I, 2, ..., m, dada a disponibilidade mixima das
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quantidades §; nas regioes i = /, 2, ..., n. Em outras palavras:
D, é a quantidade demandada do produto em pauta na regido j e
S: é a quantidade ofertada do mesmo na regiio i. O custo unitdrio
de transporte da regido i para a regido j é c;. Definindo x, como
a quantidade transportada da regido i para a regido j, o problema
de suprimento a custos minimos é:

Min CT = i ﬁ i Tij

im] jm)
dado }: z;; > D; (J=1,8 ..., m; restricdes de
=1 demanda mfnima)

-—2 z,; 2-=S8; (=18 ..., n; restriges de
y=1 suprimento méximo)

zi; 20 (todos i, )

(Observe que as restrigGes de suprimento mdximo aparecem mul-
tiplicadas por — I; isto é feito com o objetivo de manter as desi-
gualdades dentro do padrio estabelecido na Segdo 1V.2 para proble-
mas de minimizagio) .

Definindo d; como o multiplicador associado 2 j-ésima restrigdo
de demanda e s; como o multiplicador associado & i-ésima restri-
¢3o de suprimento, o dual do problema de transporte acima espe-

cificado é:

Max Z=iD’-'dj—itg."3,'

je1 s=1

dado d; — s; < ¢;; (todos %, j)

d; 20 (=12 ...,n)

8; 20((=18, ...,m)
Que interpretagio poderfamos dar ao problema dual? Imaginemos
que um agente de comercializagdo tivesse conhecimento das quan-

tidades procuradas e ofertadas nas diversas regiGes bem como dos
custos unitdrios de transporte entre elas. Este agente se dispGe a
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adquirir o produto nas regiGes onde existe oferta e vender o mesmo
na regiido onde existe procura. Seu problema ¢ estabelecer pregos
de compra e venda de modo a maximizar sua receita liquida. Se
definirmos d; como o preco de venda do produto na regido j e s
como o prego de aquisi¢io na regiio 7, vemos que a fungio-objetivo
do dual representa exatamente a receita liquida do agente de comer-
cializagdo referido. Vamos supor, em adigdo, que o nosso interme-
didrio hipotético nao desejasse atrair grande atengdo sobre o seu
negécio, de modo que ele mesmo impde restrigoes sobre os pregos
d; e s, tais que lhe impecam de obter lucros puros (admitimos que
os lucros normais estejam incluidos nos custos unitirios de trans-
porte) . Nestas condigbes a diferenga de pregos entre duas regiGes i e
j ndo deve ser superior ao custo de transportar uma unidade de
produto entre elas. Se o cauteloso intermedidrio se permitir escolher
precos que ndo satisfagam esta condigdo, é de se esperar que con-
correntes sejam atraidos pela rentabilidade do negécio e acabem
vigorando diferenciais de pre¢o que eliminam os lucros puros de
qualquer maneira (admitindo, evidentemente, as hipéteses bdsicas
da concorréncia perfeita: livre acesso e transparéncia informacional).
Devemos ainda observar que o multiplicador da restrigio do dual
que tem ¢y como constante do lado direito é x,. Assim, se o dife-
rencial de pregos entre as regides i e j for inferior ao custo unitdrio
de transporte entre elas, o fluxo ffsico x4 serdA nulo. Em outras
palavras, s6 serio utilizadas aquelas rotas que geram lucro puro
igual a zero. As rotas que geram prejuizos aos pre¢os que maximizam

a receita liquida com inexisténcia de lucros puros n3o serdo
utilizadas.

Uma modificagio do problema anterior, que também tem uma
interpretagio de interesse para estudos de Economia Regional, ¢
obtida quando limitamos as possibilidades da oferta através da
explicitagdo das quantidades de fatores de produgio disponiveis nas

regides de origem. Vamos examinar este caso através de um pequeno
exemplo.

Vamos supor que existam duas regides de produgio denominadas
A e B nas quais o produto-objeto do estudo pode ser gerado. Admi-
tamos que na regiio de produgio i (i = A4, B) a obtengio de uma
unidade do produto requer ¢, unidades de trabalho e k; unidades
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de capital. A regido de produgdo i dispde de T unidades de trabalho
e K; unidades de capital. Existem, por hipétese, trés regiGes de con-
sumo (1, 2 e 3), sendo D; a quantidade de produto demandada na
7-ésima delas. Definindo ¢; como o custo unitdrio de transporte entre
as regides i e j € x;; como a quantidade transportada entre as mesmas
regiGes, o problema de suprimento a custo minimo de transporte é:

Min C= cqs a1+ cagTae+ CasZas+ Cp1 Tpr + Cpe Tpe + Cps Ths

dado Zat + oz 2 D,
Tye + Zps 2 Dy

Tas + zps2> Dy

— g Tar— 14 Tyg— L4 Tas & —Ty

—kaTar —kaTie—kazas 2 —K,

— g Tpy—1ip Tpe—tp Tas 2 — T

— kpzp — kpzpe— kpzps 2 —Kp

z;; 20 (todos i, j)

Definindo A, como o multiplicador associado i restrigio que tem
D; como constante do lado direito, 15, como o multiplicador asso-
ciado 2 restrigao de disponibilidade de trabalho na regiio de pro-
dugdo i e A5, como o multiplicador associado A restri¢io de capital
na regiio de produgio i, o dual do problema acima é:

Max Z=D;\+Dyrg+DsAs—Turra—K A ga— Tprra—KpAgs

dado A —t4 Apa—ka Aga Scau
Ag —t4 Ma—ka Aga < Cas

As—ty Ara—ka Nga < ctus

A —tp Arg—kp Axp Sctpy

Ag —tg Arg—kn Akp <cps

\s —1p A\rgp—kp AxnS€ps
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XJ' 20(=12%393)
A 20 (i=A, B)

Agi20(i=A, B)

Uma interpretagio deste dual é vista a seguir. Suponha que um
agente econémico com poder de decisio sobre o sistema examinado
pretende estabelecer pregos para os produtos (a nfvel de regido
de consumo) e precos para os fatores de produgio (a nfvel de
regiio de produgio) de modo a maximizar a diferenga entre as
receitas totais e os custos de produgio. Suponha ainda que este
agente pretende ainda que os pregos estabelecidos nesta maximi-
zagdo eliminem as possibilidades de obtengio de lucros puros. Por-
tanto, A; representa o prego que deve ser estabelecido para o produto
na regiio de consumo j, iy, representa o prego do fator trabalho na
regido de produgio i e Ag representa o prego do fator capital na
mesma regido. As restrigdes do problema, escritas na forma geral
M = tAn + kd + cy, expressam que o prego da venda do produto
nio pode ser maior que o seu custo unitirio de produgio mais o
seu custo unitirio de transporte. Conseqiientemente, as restrigoes
eliminam as possibilidades de obtengio de lucros puros. Observe,
por fim, que o valor otimizado da renda liquida do dual, Z°, ¢
igual ao valor otimizado do custo total de transportes do primal, C*.
Fica evidente que o lucro puro do sistema, a pregos-sombra, é zero.

Obscrvagio: A anidlise de equilfbrio espacial com programagio
linear é, em geral, severamente limitada pela hipétese de demanda
completamente ineldstica nas regiGes de consumo. O abandono desta
hipétese por uma hipdtese mais realista que envolva uma relagio
explicita entre precos e quantidades ndo pode ser diretamente en-
quadrada no modelo de programacio linear 7. Admitindo-se relagGes
lineares entre precos e quantidades, o modelo adequado i anilise
de equilibrio espacial de pregos ¢ o de programagio quadritica
(a referéncia bdsica neste assunto ¢ Takayama e Judge, 1971).

-

7 Todavia, solugdes aproximadas podem ser obtidas através de programagio
scpardvel,
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IV.4 — Analise de Sensibilidade,
Oferta e Procura

A Anilise de Sensibilidade refere-se ao estudo de certas questdes
de pés-otimizagiio. Freqiientemente, o agente econémico tem inte-
resse em saber até¢ que ponto a solugio encontrada para o seu pro-
blema de programagio linear seria alterada se um ou mais para-
metros do problema original fossem modificados. Freqiientemente
¢ possivel utilizar elementos informativos das tabelas de Simplex
jd calculadas para abreviar o esfor¢o computacional requerido na
avaliagiio do efeito de mudangas paramétricas.

Nesta segio examinaremos o efeito de mudangas paramétricas
nos coeficientes da fungio-objetivo e nos coeficientes do lado direito
das restrigdes. A andlise serd totalmente desenvolvida a partir do
problema numérico abaixo descrito.

Uma fdbrica pode produzir trés produtos: 1, 2 e 3. Definimos
X; (j = 4, 2, 3) como a quantidade mensal produzida do j-ésimo
produto. Os precos de mercado dos trés produtos sio P, = § 20,
P, = 8§ /14 e P, = §10. Para produzir uma unidade do produto 1
siio necessitrias duas unidades do fator 4, uma unidade do fator B
¢ uma unidade do fator C. Para produzir uma unidade do produto 2
sio necessirias duas unidades do [ator A, trés unidades do fator B
¢ uma unidade do fator C. Para produzir uma unidade do pro-
duto 3 sio necessdrias uma unidade do fator 4, uma unidade do
fator B e duas unidades do lator C. O fator A é varidvel: a fdbrica
pode adquirir b, unidades do fator por més ao prego de C, = § 3.
B e C sio fixos, sendo que a disponibilidade mixima do primeiro
¢ 80 unidades ¢ do segundo é 100 unidades. O objetivo da firma é
maximizar lucros. Formalmente o problema ¢ representado como:

Max L=20z,+ 141+ 1024-80,

dado x4+ 22,4+ lxg—1b,< 0 (fator A
lr, 4+ Sxe+ 124 < 80 (fator B)
laoyy+ lxo+ 214 < 100 (fator C)

Ty Ze, I3, b.«l 2 0
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A Tabcla 21 apresenta a solugdo 6tima deste problema. Esta solu-
¢do serd chamada de solugio de referéncia n.0 1,

Tabela 21

SOLUGAO DE REFERENCIA N.©° |

AN G 20 14 10 -3 0 0 0
Base b
c; 7, Ty Ty b, Sa 8p S¢
—3 b, 0 4 ] 1 —1 2 0 160
20 iR 1 3 1 0 0 1 0 80
0 sc 0 —2 1 0 0 —1 1 20
2, 20 48 17 —3 3 14 0 1120

Note, na Tabela 21, que a atividade §; (! = 4, B, C) representa
a capacidade ociosa do i-ésimo fator de produgio em unidades por
meés.

IV.4.1 — Mudangas Paramétricas em um Coeficiente P,
da Fungao-Objetivo

IV.4.1.1 — O Caso de X, Nao-Bisico

Vamos supor, com relagio ao problema de rcferéncia acima esta-
belecido, que o agente decisério pretendesse examinar o efeito de
mudangas em P, sobre o plano 6timo apresentado na Tabela 2I.
Notamos, em primeiro lugar, que a coluna associada a atividade x,
nao faz parte da base 6tima, isto é, a atividade x, é nio-basica. Dada
a prépria natureza do problema, de imediato podemos concluir
que, se o produto 3 nio é produzido quando Py, = 10, também nio
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ird entrar no plano 6timo para Py < 10. Portanto, a solugdo de refe-
réncia n.2 1 (Tabela 21) é completamente estivel com relagio 2
diminui¢do de P;,. O que pode acontecer se P, > 10! Neste caso
¢ de se esperar que para um valor de P, suficientemente alto a ati-
vidade x; acahe entrando no plano 4timo. Entdo, a solugio de refe-
réncia n.° 1 nio deve ser completamente estivel com relagio a
sumentos em P,.

Para examinar os assuntos levantados no pardgrafo anterior de
um modo mais formal, vamos supor que Py = 10 4 A. Neste caso,
a solugdo de referéncia n.° 1 deveria ser modificada para incorporar
esta mudanga. O resultado desta modificagdo estd apresentado na
Tabela 22.

Tabela 22

MODIFICAGAO DA SOLUGAO DE REFERENCIA N.° 1
(Py = 10 4 A; x; NAO-BASICO)

<, 20 14 10+ -3 0 0 0
Base b
e z, 3 Ty b, $4 Sg 8¢
-3 ba 0 4 1 1 -1 2 0 160
20 T 1 3 1 0 0 1 0 80
0 gc 0o —2 1 0 0 —1 —1 20
2; 20 48 17 -3 3 14 0 1120

¢—z 0 —34 —7+A 0 —3 —14 0

Nota-se, na Tabela 22, que o tnico efeito da modificagio de P,
em relagdo 4 solugdo de referéncia n.® 1 foi alterar o coeficiente
¢y — Z, pelo acréscimo de A. A solugdo bisica apresentada na
Tabela 22 ¢ uma solugao Stima? Isto depende do valor de A. En-
quanto A for tal que ¢; — Z, permanecer negativo ou nulo, a solu-
¢io de referéncia n.° 1 permanece 6tima. Notamos que para qualquer
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A < 0temos ¢g — Z; < 0. Concluimos que a solugdo de referéncia
n° 1 ¢ totalmente estdvel com relagio a diminui¢Ges de P;. Entre-
tanto, notamos também que para A > 7 teremos ¢; — Z; > O e
a solugiio bisica apresentada na Tabela 6 deixard de ser 6tima. Con-
cluimos entdo que a solugdo de referéncia n.® 1 ¢ estdvel com relagio
a4 aumentos de P; até o acréscimo maximo de 7 unidades ao valor
utilizado inicialmente. Para P, > /0 4 7 a atividade x, passa a
ser candidata 4 entrada na base. Definindo x} como o nivel de

produgio do produto 3 no plano 4timo, temos que:

(— o = P, = 17) determina, coeteris paribus, x; = 0.

O termo coeteris paribus significa “tudo o mais permanecendo
constante”. No caso a expressio se refere a todos os demais pard-
metros do problema.

Sabemos entdo que, se A > 7, x, devera entrar na base. Fazendo
A = 8 — isto é, Py — 18 — e substituindo este valor na Tabela 22,
concluimos que a solugdo basica aif apresentada terd deixado de ser
6tima. Escolhendo um pivd pelas regras do método Simplex e

executando os calculos necessdrios obtém-se a solugdo 6tima apre-
sentada na Tabela 23, a seguir.

Tabela 23
SOLUGAO DE REFERENCIA N° 2 (P, = 18).

~
N ¢ 20 14 18 —3 0 0 0
Base b
“ z, E7] k23 bA 84 Sp ac
— 3 ba 0 6 0 1 —1 3 —1 140
20 z, 1 ) 0 0 0 2 —1 60
18 x4 0 — 2 1 0 0 —1 1 20
z 20 46 18 -3 3 13 1 1560
6—z 0 —32 0 0 -3 —13 —1

O resultado da Tabela 28 serd usado na discussio subseqiiente.
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IV.4.1.2 — O Caso de X; Basico

Vamos supor que o agente decisério pretendesse seguir examinan-
do modificages paramétricas em P, além de P, > 17. Neste caso
vamos usar a solugio de referéncia n.° 2 (Tabela 28) como no ponto
de balizamento. Jd sabemos que, se P, for diminuido de 18 para
Py < 17, o nivel 6timo de x4 deveri cair de 20 unidades por semana
(vide Tabela 23) para zero unidade por semana. Mas o que se
pode dizer com relagio a Py > 18? Observando a Tabela 23 vemos
que com P, = I8 a solugio 6tima ¢ x} —= 60 e x; = 20. Para
valores de P, suficientemente altos é de se esperar que alguma troca de
base deva ocorrer de modo que a produgdo de x, aumente.

Vamos supor que P, fosse novamente alterado, agora para P, =
= 18 4+ A. Esta modificagdo deve ser introduzida na solugio de
referéncia n.2 2 (Tabela 23). Note entretanto que, como x4 estd na
base dtima desta solugdo de referéncia, Py — 18 esti presente na
ocluna ¢;. Portanto, toda a linha Z; precisa ser recalculada, o que, por
sua vez, determina a necessidade de recalcular toda a linha ¢; — Z,
A Tabela 24 apresenta o efeito de um acréscimo em P, na solugao
de referéncia n.2 2.

Tabela 24

MODIFICAGAO DA SOLUGAO DE REFERENCIA N.o 2
(Ps = 18 + NA; x, BASICO)

%
N, & 20 14 18+4 —3 0 0 0
Bhae b

o T T2 x: ba " 8 c
—3 ba 0 6 0 1 —1 3 —1 140
20 " 1 5 0 0 0 2 —1 60
18+A rs 0 —2 1 0 0 —1 1 20

1 20 46—2.A 18+A —3 3 13+A 1+4 1560+20.4
=1y 0 —a32+2.A 0 0 —3 —13+A —1—A

A solugdo basica apresentada na Tabela 24 é uma solugido Stimar
A resposta a esta pergunta depende do valor de A. Conforme o
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valor numérico que se atribuir a A, poderemos obter um valor po-
sitivo para (¢, — Z,), ou para (cgg — Zgp) ou ainda para (cgc —
— Zgg) . Neste sentido, examinando cada possibilidade isoladamente,
notamos que:

a) para N > 16 teremos cs —Zy > 0,
b) para N > 13 teremos csg — Zgg > 0 e,
c) para N < — 1 teremos csc — Zs¢c > 0.

Observando as possibilidades (a), (b) e (c) acima, concluimos

que a solugio bdsica da Tabela 24 é estdvel para A = 13e A = — 1.
Portanto:

(17 = P, = 31) determina, coeleris paribus, x3 = 20.

Na andlise da se¢do 1V.4.1.1 jd haviamos visto que:

(— «w = P, = 17) determina, coeteris paribus, x; = 0.

Colocando estas duas informagdes em forma grafica (Figura 8,
abaixo) , obtemos parte da curva de oferta do produto 3.

Fiqura 8
Curva de Oferta do Produto 3

31

*
20 25
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Deve ser observado que, para Py — 17, o nivel étimo de produgao
do Produto 3 é qualquer valor cntre zero e vinte (Figura 8). Na
verdade, qualquer plano de produgio x, definido como uma combi-
nag3o convexa ? dos planos apresentados nas Tabelas 21 e 23, gera o
mesmo lucro L = 1120 se Py, = 17:

[z, | [ 807 60 7
Te 0 0
Ts 0 20
x=| by |=|160 N +|140 |Ae;M+2e=1;0,20 (5=1,9)
S 0 0
Sg 0 0
[ Sc 20 _ = OJ

Evidentemente, se P; — 17, temos o caso em que a fungio-objetivo
tem a mesma inclinagdo que a restricdo mais limitante na diregiao
da otimizagdo. Nestes casos, como j& vimos no Capfitulo II, o pro-
blema de programagio linear apresenta uma infinidade de solugdes
dtimas.

Exercicios: 1 — Verifique a viabilidade dos planos x acima de-
finidos.

2 — Especifique um valor A > /3 e < 16 e substitua na Ta-
bela .24.

Encontre a nova solugdo 6tima para P, — 18 4 A. Verifique o
novo intervalo de estabilidade e complete a curva de oferta do Pro-
duto 3. Porque devemos estabelecer A < 16?2

IV.4.2 — Mudangas Paramétricas em uma Constante b,
nas Restrigoes

1V.4.2.1 — O Caso de b; Nio-Limitante

Vamos agora voltar ao problema originalmente proposto na intro-
dugdo da segio IV.4.

Ma.x L=20x’+1.413+101'3—3b_(

8 Vide Subsegio II1.2.1 do Capitulo IlI.
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dado 22,4 22,4+ Ilr3—1b4< 0 (fator A)
1z,4+ 3z4+ 12 < 80 (fator B)
lz;,+ 1z,+ 21z, < 100 (fator C)

Zyy Tey s,y bA Z 0.

Para maior conveniéncia do leitor, a Tabela 21, contendo a solu-
¢3o deste problema, é repetida a seguir.

Tabela 21 (rep.)

SOLUGAO DE REFERENCIA N.° |

20 14 10 —3 0 0 0
b
x; Ze E 7] bA 8y Sp 8¢
—3 b, 0 4 1 1 —1 2 0 160
20 z, 1 3 1 0 0 1 0 80
0 e 0 —2 1 0 6 —1 1 20
2, 20 48 17 =3 3 14 0 1120
c—z 0 —34 —7 0 —3 —14 o0

Qual o efeito de alteragGes paramétricas em b, (disponibilidade
do fator C) sobre o plano é6timo apresentado na Tabela 21? Ora,
uma vez que existe uma ociosidade de 20 unidades deste recurso na
solugdo 6tima do problema de referéncia (S% = 20), é evidente que
acréscimos positivos A disponibilidade inicial do fator fixo C irdo
apenas acrescentar unidades adicionais A capacidade ociosa j4 obser-
vada. Por outro lado, parece também evidente que a disponibilidade
inicial do fator fixo C possa ser diminufda até um montante igual
A capacidade ociosa observada na Tabela 21 sem que isto altere os
nimeros da mesma tabela (exceto, naturalmente, pelo préprio valor
§% = 20, na coluna b). Concluimos entio que, para A = — 20, a
solugdo Stima nio serd alterada se a disponibilidade inicial do fator
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C fosse modificada para by = 100 4 A\ (exceto pelo valor assumi-
do pela capacidade ociosa que passaria a S¢ = 20 + A). Para outro
lado, o valor do produto marginal de um recurso ndo-limitante é
zero. Entdo, no caso examinado:

(be = 80) determina, coeteris paribus, VPMg, = 0.

O que acontece se by < 80? Para responder a esta pergunta observe
novamente que, se a disponibilidade inicial do fator fixo C fosse
modificada para by = 100 + A, esta modificagio se refletiria na
Tabela 21 apenas pela alteragido do valor da linha S com a coluna b
para 20 + A. Agora, by < 80 ocorre se A < — 20. Mas, se
A < — 20, a solugdo basica deixa de ser vidvel, pois a capacidade
ociosa S¢ se torna negativa! A Tabela 25 mostra a solu¢do basica
obtida se A = — 21, isto ¢, se by = 79. Observe que esta solugio
ndo ¢é vidvel (S¢ = — 1). Entretanto, ¢ uma solucao bdsica do pro-
blema de referéncia modificado apenas no que tange a disponibili-
dade do fator fixo C (de by = 100 para by = 79).

Tabela 25
MODIFICAGAO DA SOLUGCAO DE REFERENCIA N.° 1
(bg = 100 + A; A = — 21; bg NAO-LIMITANTE)
c; 20 14 10 —3 0 0 0
Base b
G z; Zo x5 ba Sa sg s¢
— 3 ba 0 4 1 1 —1 2 0 160
20 x,; 1 3 1 0 0 1 0 80
0 s 0 —2 1 ¢ 0 —1 1 —1
2; 20 48 17 —3 3 14 0 1120
6—z 0 —34 -7 0 —3 —14 0

A Tabela 25 mostra o “estranho” caso de uma solugdo basica
ndo-vidvel que tem caracteristicas de uma solugdo Stima (todos os
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¢; — Z; sio negativos) ! Se conseguirmos, de alguma maneira, reco-
brar a condigio de nido-negatividade exigida para viabilidade e ao
mesmo tempo manter ¢; — Z; < 0, teremos obtido a solugdo 6tima
do problema de referéncia modificado para by — 79. Isto pode ser
feito pela aplicagdo de um algoritmo chamado Simplex-dual.

Vamos fazer uma rdpida digressio sobre este algoritmo.

Ja sabemos que o método Simplex parte de uma solugdo bdsica
nio-negativa e procura obter, paulatinamente, condi¢des de otimali-
dade. O método Simplex-dual, por sua vez, parte de uma solugdo
basica “étima” e procura obter, paulatinamente, condi¢ées de ndo-
negatividade. Sucintamente, as regras do Simplex-dual para um pro-
blema de maximiza¢io sdo como se segue:

a) Obtenha uma solugdo bisica com todos os ¢; — Z; < 0 sem
preocupagdo de nio-negatividade;

b.1) Caso todas as varidveis bdsicas sejam nio-negativas a solu-
¢do obtida é Otima;

b.2) Se alguma variavel bdsica é negativa, deve sair da base a
“mais negativa” dentre elas (digamos X;) e entrar na kase aquela
varidvel x; associada & menor razio (c; — Z)) |/Y,; (Y < 0).

Se ap6s a pivotiagdo todos os x; > 0, a nova solugiio bdsica é dtima;
sc ndo, repita este passo.

Note, na regra (b.2), que primeiro se determina o vetor a sair
c depois o vetor a entrar. No método Simplex esta ordem ¢ inversa.

A aplicagio das regras do Simplex-dual aos dados da Tabela 10
¢ feita a seguir (Tabelas 26 e 27). A variivel bdsica que sai ¢
3¢ = — 1. O pivé portanto estari na linha Se e deve ser negativo.
Em principio existem dois candidiatos a pivd. Pela regra da menor
razio conclui-sc que S, deve entrar na base.

Apé6s a pivotagio de elemento indicado na Tabela 26 obtém-se a
solugdo 6tima do problema de referéncia modificado pela mudanga
no valor numérico atribuido a disponibilidade do fator C para
be = 79. O resultado é apresentado na Tabela 27.
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Tubela 26

ESCOLHA DO PIVO PARA OTIMIZAR A TABELA 25
PELO METODO SIMPLEX-DUAL

\q 20 14 10 —3 0 0 O
.\ Base b
G \\ T, 2, Zs b, S48 sc
—3 b, 0 4 1 1 —1 2 0 160
20 L5 1 3 1 0 0 1 0 80
0 s 0o —2 1 0 0 —1 1 —1(x, <V)>
) 20 48 17 —3 3 14 0 1120
&—2, 0 —34¢ —7 0 —3 —14 0
-3 -1
(-—_4:- = 17) _-_4-- 14)
- 2
Tabela 27
SOLUCAO DE REFERENCIA N.2 3 (be = 79)
20 14 10 -3 0 0 0
Base b
T s Ts ba 84 L] 8c
—3 ba 0 0 3 1 —1 0 2 158
20 I 1 1 2 0 0 0 1 79
0 S8 0 2 —1 0 0 1 — 1 1
2; 20 20 31 —3 3 0 14 11C6
6 —z 0 —6 —21 0 —3 0 —I4




IV.4.2.2 — O Caso de b; Limitante

Na Subsegdo 1V.4.2.1 examinamos a estabilidade da solugdo étima
do problema de referéncia n.° 1 com relagdo a alteragdes na dispo-
nibilidade do fator fixo C, fator este que se apresentava com capa-
cidade ociosa no plano 6timo. Através da andlise de sensibilidade
concluiu-se que a solugdo de referéncia n.° 1 era estdvel para b, = 80.
Ao fazer by = 79 uma nova solugdo Gtima foi encontrada através
do método Simplex-dual. Esta solu¢do, denominada de solugio de
referéncia n9 3, foi apresentada na Tabela 27 ao final da Subsegio
IV.4.2.1. Devemos observar que para b = 80 tinhamos VPMgc =
5 0 e para bg = 79 temos VPMg, = 14.

O que acontece se b, for alterado com relagdo 4 solugio de refe-
réncia n.° 3? Inicialmente devemos observar que nesta solugdo o
fator C ¢ limitante, isto é, sua capacidade ociosa é nula. Nestas
circunstancias, qualquer modificagdio numérica de b, pode causar
modificagoes numéricas no nivel de todas as atividades presentes
no plano étimo (se b¢ ndo ¢ limitante, apenas o nivel da capacidade
ociosa ¢ alterado). Como avaliar todas estas alteragoes? Para res-
ponder a esta pergunta vamos fixar-nos, por um momento, na inter-
pretagio dos coeficientes numéricos da coluna S¢ (linhas by, x, e Sj)
na Tabela 27. Estes coeficientes foram referidos por y,; e exaustiva-
mente comentados nos Capitulos I e 1I. O primeiro coeficiente signi-
fica que para adicionar 1 unidade em S; no plano de referéncia n.? 3
¢ necessario diminuir 2 unidades no nivel da atividade b,. O segundo
coeficiente diz que, para o mesmo propésito, ¢ preciso também dimi-
nuir uma unidade no nivel de atividade x,. Por fim, o terceiro
coeficiente informa que, para acrescer uma unidade em S¢, é preciso
ainda diminuir S; em (— I) unidade. Portanto, se quiséssemos
acrescentar A\ unidades ao nivel de S; na solugio de referéncia n.° 3,
o nfvel das atividades basicas deveria modificar-se para:

by = 158 —2-A
= 79—~1:4
Sgp= 1+1-4

Mas o que significa acrescer A unidades a S¢? Ao estabelecer um
acréscimo A para a capacidade ociosa do fator C em relagio ao
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nivel na solugio da Tabela 27 (S, = 0), estamos simplesmente mo-
dificando a disponibilidade do fator C para b, =79 — A. A Tabela
28 sumaria esias observagoes.

‘Tabela 28

MODIFICAGAO DA SOLUGAO DE REFERENCIA N.° 3
Sc =0 4+ A; bp = 79 — A; be LIMITANTE)

N
N\ ¢ 20 14 10 —3 ) 0 0
Base b
€ z, Iy zs b, Sa 38 Sc
—3 b, 0 0 3 P —1 0 2 158§—2. A
20 7, 1 | 2 0 0 0 1 9—1. A
0 Sy 0 2 — 1 0 0 1 ~— ] 14+1. A
z; 20 20 31 -3 3 0 14 1106—14. A
e, — 2z 0 -6 -2 0o —3 0 —14

Observando a coluna & da Tabela 28 notamos que:

by <0 se A>179
1, <0 se A> 79

Sp <0 sc A<--1

Uma vez que by = 79 — A, conclufmos que a base 6tima encon-
trada para b, — 79 permanece vidvel para 0 < by < 80. Mais ainda,
como o acréscimo A em S, nio afeta o cdmputo dos coeficientes
¢y — Z;, além de vidvel a base composta pelas atividades b,, x, e S,
permanece 6tima naquele intervalo. Note que o nivel das atividades
na solugio Otima modifica-se com acréscimos A em Se, mas a
composi¢io da base 6tima é a mesma para — 1 = A < 79.
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Uma outra observagio de importincia é que:

(0 = b, = 80) determina, coeteris paribus, VPMge = 14.
J4 vimos, também, na Subsegio IV.4.2.1 que:
(by = 80) determina, coeleris paribus, VPMge; = 0.

A Figura 9 agrega estas duas observacies numa forma grifica.
O resultado, evidentemente, é a curva de procura da firma pelo
fator C (vide Subsecio IV.1.5).

Figura 9
Procura pelo Fator C

Py o]
D=

80 b,

Note por fim que, se no cidlculo de acréscimos realizado nio
tivéssemos atingido o limite inferior b¢ = 0, terfamos de adotar
um valor numérico para A que inviabilizasse a base apresentada na
‘Tabela 28. A partir daf uma nova solugido 6tima poderia ser re-
calculada pelo método Simplex-dual.

Exercicio: Reformule o problema de referéncia considerando
também o fator C como fator varidvel. Resolva o problema atri-
buindo P¢ — 15, depois para P — 10 e finalmente para Pc = I4.
Compare os resultados obtidos com o gréfico acima. Pense um pouco
¢ vcrifique se ndo seria possivel obter a mesma curva de procura
calculando intervalos de estabilidade para Po com b, varidvel ao
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invés de empregar o cilculo de intervalos de estabilidade para
VPMge como foi feito nesta segdo.

IV.5 — Planejamento Descentralizado

Vamos examinar o problema do érgio central de planejamento
de uma economia que pode ser subdividida em diversos setores.
Cada setor pode produzir um certo conjunto de produtos utilizando
um certo conjunto de fatores. Alguns produtos e alguns fatores sdo
espec{ficos de cada setor, nio havendo, por assim dizer, relagGes
intersetoriais diretas com rclagdo aos mesmos. Outros produtos po-
dem ser produzidos em mais de um setor e a oferta total dos mesmos
¢ acumulada sobre os diversos setores. Da mesma forma, o uso de
certos fatores pode ser disputado por mais de um setor a partir
de uma dada disponibilidade total existente na economia. O pro-
blema do érgiio central de planejamento ¢ coordenar as decisGes
sctoriais de modo a otimizar uma determinada fun¢3o de bem-estar
social da economia como um todo.

Se o problema puder ser formulado como um problema de pro-
gramagfio linear, ele pode, pelo menos teoricamente, ser resolvido
pelo método Simplex. No nfvel pragmitico, todavia, este enfoque
de planejamento centralizado apresenta duas sérias dificuldades.
Em primeiro lugar é possivel que o problema todo tenha dimensGes
que excluam qualquer possibilidade de computagdo mesmo em
miquinas de grande porte? Em segundo lugar, e talvez mais im-
portante, o érgdo de planejamento central deverd coletar informagio
cdetalhada com relagio 2 tecnologia e a limitagdo de recursos espe-
cificos para cada um dos setores da economia além de informagio
sobre relagdes intersetoriais e recursos polivalentes. Esperar que
qualquer 6rgio de planejamento consiga atuar com alguma eficién-
cia em tal regime decisério centralizado é uma pretensio que s6

o Principalmente sc o planejamento pretender incluir atividades de investi-
mznio num programa multiperiédico com horizontes de 4-6 anos (planos qua-

drienais, planos qiinqilenais, etc.).
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pode ser explicada — mas nunca justificada — pela inexperiéncia
com a préxis do planejamento.

Idealmente, o o6rgdo central deveria decidir apenas sobre umas
poucas politicas gerais na forma de varidveis exdgenas aos setores,
solicitando outrossim quc os mesmos procurassem otimizar um deter-
minido objetivo de relevincia nacional a partir de planos elabo-
rados a nivel setorial. Uma vez que os planos setoriais preliminares
estejam elaborados, o 6rgao central examina as relagdes intersetoriais
e o uso dos recursos nacionais e eventualmente descobre que novas
diretrizes podem proporcionar aumentos no bem-estar social. Estas
novas diretrizes tomam a forma de modificagdes na politica eco-
némica vigente, o que, em geral, altera a composi¢io dos planos
setoriais otimizados. Elaborada uma segunda proposta da parte de
cada setor, o 6rgio central volta a examinar o problema integrado
e, novamente, pode reformular as diretrizes centrais. A cada passo o
nivel de bem-estar social, definido pelo &rgdao de planejamento
central, é aumentado. O planejamento adquire uma fei¢do iterativa
e descentralizada, muito mais préxima da realidade observada ou
mesmo da prdxis necessdiria a0 funcionamento de uma idealizagio
social.

Existem pelo menos dois algoritmos capazes de prover elementos
para o funcionamento pritico de um planejamento descentralizado
cm uma econoinia que possa ser decomposta setorialmente, O pri-
meiro deles foi elaborado por Dantzig e Wolfe e serd objeto de
estudo nesta secdo. Um outro algoritmo, elaborado por Kornai e
Liptdk, com base na teoria de jogos poliédricos entre o centro e os
setores, se constitui em matéria relativamente mais avancada e nio
seri desenvolvido neste texto. As referéncias principais sobre o
assunto sio as seguintes: Dantzig, 1963 (Cap. 23) ; Baumol e Fabian,
1964, pp. 1-32; e Kornai e Liptdk, 1965, pp. 141-169.

Vamos iniciar o estudo do planejamento descentralizado pela
idéia de decomposi¢io de um sistema linear. Se o conjunto de
atividades de um problema de programacgio linear puder ser divi-
dido em subconjuntos de modo que certos recursos sejam disputados
apenas por ztividades de um mesmo subconjunto enquanto outros
por iodas as atividades do problema, este apresenta viabilidade de
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decomposicio. Um exemplo de um sistema vidvel para decompo-

si¢do ¢:

Max Z=9x,+5xe+8y, +7ye+ 15 y2

dado 2a,+ 122+ 1y +4y=+ 6ys <240  (Recurso A)
la,+ 2z +8y, +5y.+ 1ys <300 (Recurso B)
2a, 4+ 1 2 60 (Recurso C)

IA

Syr+6ys+ 9Jys <648 (Recurso D)
2y, +1ys+ 3ys <450 (Recurso L)
Tpy X2, Yrs Y2, Ys 2 0

Observamos que os Recursos 4 e B sdo utilizados por todas as
atividades do problema. Vamos denominar recursos deste tipo de
“recursos nacionais” (por ex.: crédito oficial, importagGes, etc.).
O recurso C, por sua vez, é requerido apenas pelas atividades x, e x,.
Além dos recursos nacionais, estas atividades usam apenas o re-
curso C. Portanto, estas atividades formam um subgrupo que pode-
mos denominar de setor X. O recurso G é um recurso setorial espe-
cifico do setor X. Os recursos D ¢ £ sio utilizados apenas pelas
atividades y,, y, e y;. Por analogia, os recursos D e E sdo recursos
setoriais do setor Y.

Em linhas gerais, o algoritmo de Dantzig-Wolfe para o planeja-
mento descentralizado em uma economia decomponivel é como se
segue. O 6rgio central informa a cada setor os coeficientes que
deve adotar para cada uma das atividades na sua fungio-objetivo.
Cada setor é outrossim solicitado a informar seu plano étimo i luz
dos coeficientes-objetivo recebidos e cde suas préprias restri¢Ges seto-
riais. A seguir o érgdo central examina os planos setoriais no con-
texto de disponibilidade dos recursos nacionais e eventualmente
informa modificagées nos coeficientes da fungdo-objetivo para as
atividades de cada setor. Novamente cada setor é solicitado a infor-
mar seu plano étimo 4 luz da informagiio mais recente recebida
do é6rgio central de planejamento e de seus préprios recursos seto-
riais. Todos os planos formulados pelos setores vio para bancos
de meméria no érgio central (ou centro). Entretanto, a informagio
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detalhada sobre os coeficientes setoriais de insumo-produto e a
disponibilidade de recursos setoriais especificos é ignorada no centro.
Na realidade, este sé utiliza os planos recebidos dos setores, as
restrigdes de recursos nacionais e a fun¢do de bem-estar social esta-
belecida para fins do planejamento integrado. Estas informagges,
por sua vez, sao ignoradas a nivel setorial. Na etapa final, em
vez de informar coeficientes da fungio-objetivo que os setores devem
adotar, o érgdo central determina os niveis das atividades que cada
setor deve procurar atingir para maximizar a fungio de bem-estar
social adotada para o planejamento nacional.

Basicamente, no processo de planejamento descentralizado itera-
tivo, o centro trabalha com planos que sio médias ponderadas —
ou combinagdes convexas — dos planos setoriais anteriormente rece-
bidos e informa coeficientes da fungio-objetivo que sdo os coefi-
cientes adotados pelo centro com a dedugdo de um custo-sombra
pelo emprego dos recursos nacionais escassos.

Assim, em termos do exemplo numérico acima citado, temos que:

a) O problema do centro na k-ésima iteragao é:

Max Z,=9X;.+6 X +8Y i+ 7Vex + 16 Yu
dado 2Xn+1X+1Yn+4 Y+ 6T < 240(Recurso A)
X+ 2Xe+ 8V +6 Yo+ 1 7¥si < 800 (Recurso B)

onde:

X, = |-£"= = (combinagio convexa dos planos j4 informados
L X pelo setor X)

[T

Y. = | Y& | = (combinagio convexa dos planos ji informados

pelo setor Y)

(Este problema seri especificado detalhadamente mais adiante)

Ao resolver o problema, o centro determina A x € Apx, isto é, OS
precos dos recursos nacionais 4 e B respectivamente. A seguir, o
centro informa aos setores os coeficientes que deverdo adotar para
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cada atividade em sua fungio-objetivo, na prdéxima otimizagio
setorial:

Pxio= 9—2«dg—1+Xsx
Pxsi= 6—1<Xax— 2 Nak
Pyt o= 8—1+Xax—3+Npx
Pyg = 7—4-Maxg—5+2sx

Pygx =156 —6 « Aax — 1+ Ngg

Note que os coeficientes informados aos setores sio beneficios
unitdrios “brutos” menos o custo unitirio pelo uso de recursos
nacionais avaliados a pre¢o-sombra. Note também que a média
ponderada — ou combinagio convexa — dos planos setoriais ja
informados pelo setor X (ou Y) ¢é também um plano vidvel para
o setor X (ou Y).

b) O problema do setor X na iteragio k é:
Max Zx ;. = Pxr,p* Xt k41 + Pxo i Xe 141
dado 2« X, k1 + 1+Xg 14+ 60 (Recurso C)
Xu‘.k+l >0 (@G=1, 2)

O plano étimo obtido, X:_H , é informado ao centro juntamente
com o valor otimizado da fungio-objetivo (ZY,,)-

c) O problema do setor Y na iteragdo k é:

Max ZY.I: = Pl’l.k' Yl.k+1+PY2.k' Yl,k+I+PY3.k' Y.’.k+1

"3~ 648
dado [
2

O plano étimo obtido, Yg,,, ¢ informado ao centro, juntamente
com o valor otimizado da fungio-objetivo (Z},,).

[ K2

Yy ks + Yo 4t £

J « Yo rgr +

1 3. _460_|

Y.i.k+l =0 (j= 1, 2;3)
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d) Ao rcceber as informagGes setoriais supracitadas, o centro
[az um certo teste de otimalidade para verificar se ganhos adicionais
na funcio de bem-estar social ainda podem ser obtidos. Em caso
negativo, a solugio }_(,L., X:s Y. e Y. é informada aos setores como
metas de produgdo que devem ser alcangadas. Em caso positivo, os
novos planos setoriais X:_H e Y:.H sio incorporados as possibili-
dades de combinagbes convexas com os planos setoriais anteriores
¢ o centro volta novamente a examinar o problema descrito em (a).

Na seqiiéncia (a), (b), (c) e (d), acima relatada, faltou espe-
cilicar como é procedido o teste de otimalidade pelo centro apds
o recebimento das informagdes setoriais. Para estudar este teste é

necessirio especificar mais detalhadamente o problema do centro
descrito em (a).

Na /-ésima iteragdo o centro dispoe dos seguintes planos setoriais
armazenados nos bancos de dados: X,‘ e Yf 0=2012, ...,%4.
Uma combinacdo X, dos planos X} (j = 0, 1, 2, ..., k) ¢ definida
como:

ik=X5m,+X7m,+ o+ X my; Z‘, mj=1;,m;>0(j=12,...,k)
i=o
Uma combinagio convexa Y, dos planos Y} (j =0, 1,2, ..., k)
¢ definida como:

Yi =Y, +Yrv,+... + Yy ; i‘,o v,=1;u,2>20(G=12 ...,k
g

Empregando as defini¢des acima é possivel reduzir o problema
descrito em (a) a um problema de programagio linear que tem
as ponderagbes mye v, (j = 1,2, ..., k) como atividades e apenas
quatro restrigGes: uma restrigio para o recurso 4, uma restrigdo
para o recurso B, uma restrigio de convexidade sobre as ponde-
ragdes m; (¥m; = 1) e uma restrigio de convexidade sobre as
ponderagdes v; (2v; = 1). Os multiplicadores associados a cada
uma destas restri¢des sdo, respectivamente, A, Ak, Aux € Apk
A interpretagdo dos multiplicadores L, e Ap:. é bastante clara: eles
representam os pregos-sombra dos recursos nacionais 4 e B respec-
tivamente. Qual a interpretagio de Ly:? Note que este multiplicador
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cstd associado A restrigdo Im; — I, a qual, por sua vez condiciona
a defini¢do de um plano X, como uma média ponderada dos planos
X; (G = 1,2, ..., k) apresentados pelo setor X até o momento.
Se Zm, pudesse ser igualado a 1 4+ A, o valor da fungio de bem-
estar social poderia ser incrementado em A .l unidades. Portanto,
Ay pode ser considerado como a utilidade marginal de transferir
recursos nacionais para o setor X de modo que este possa ampliar
suas atividades. Por raciocfnio andlogo, concluiremos que Ay, pode
ser considerado como a utilidade marginal de transferir recursos
nacionais para o setor Y.

Na seqiiéncia, quando o setor X informa o valor Z:p este valor
pode ser comparado com Ay Note que Z%, ¢ o valor liquido do

. . * »
bem-estar social associado com o plana Xg4+1- Se Zy, > Ays O centro
conclui que existe ganho a ser realizado pela reformulagio do

t 7 .. . — *
plano X, permitida pela inclusio de Xy 4+, entre os componentes
da combinagio convexa usadas para a definigio daquele. Se 2}, =
= Ay, 0 centro conclui que nada tem a ganhar pela ampliagio

de possibilidades para ¥, ,,. De modo anilogo, para o setor Y, Z},
¢ comparado com Ay

O teste de otimalidade ¢ entdo como se segue:

a) Se Z%, > Aux ou Z%, > Ay ou ambos, o plano X;, ¥, nio
¢ 6timo e as iteragGes devem prosseguir.

b) Se Z%, = M € Z%, = Ap, 0 plano X, 7. é 6timo e as
metas de produgio nele contidas devem ser comunicadas aos res-

pectivos setores.

Por fim, vamos aplicar as regras do planejamento descentralizado
em uma iteragio completa com o exemplo numérico estabelecido
anteriormente. No primeiro passo admitimos que o centro tem
conhecimento de um plano vidvel para cada setor:

. X:,o 0 . Yoo 0
Xo = e Yo=|Yeo|=]0
Xzo 0 Y30 0



Para fins da primeira iteragdo o centro comunica os coeticientes
“brutos” da sua fungido-objetivo:

Pxio= 9, Pxso=56, Pyso= 38, Pysgo=7 e Pyso=15.
O problema do setor X entdo é:
Max Zxo=9X,,+6X,,
dado 2X,1+1X,,<60
Xi200(=1,9

A primeira solu¢do S6tima do problema do setor X, comunicada

ao centro, é:
X:.: 0"
x: = _—
X:,z 60

O problema do setor Y na primeira iteragdo é:

Max 'Zy'g =8 Yl,l + 7 Yg', + 15 YS.I

3" 6] 9" 648"
dado Y],l + Yz,[ + Ya,l S
2 1] .3 _460_

Y;020(0=12%3)

A solugdo 6tima do problema do setor ¥, comunicada ao centro, é:

¥ 216"
YT = [Y:.I] = 0
Y. -0 _

Com base nos planos X;, Y; (j = 0, 1) o centro define as com-
binagdes convexas:

fm=0ma+0m, ?1'1=0%+2161}1 vo+v,=1

Xes=0mo+60m; Yer=0v+ O w,vu20

mo+my=1;mym>0 Ys;1=0v0%+ 0
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e seu primeiro problema é:

Max 2;=9 X1+ 6 Xes+ 8 Viu+ 7 Vou+ 16 Vs

2‘_ 1] r]_ 4] 6] _ 240‘
dado X1+ Xe1+ Yyt Yo+ Ys:S :
1 2 3 5L 1 300

e dadas, também, as definigGes de convexidade: Im; = 1 e Zy; = 1.

Substituindo as varidveis X, (i =1,2) e¥,, (j =1, 2 3) pelas
suas definiges em termos de (m,, m,) e (v, v,) respectivamente,
o problema do centro ¢é reduzido a:

Max Z =300m, + 1728 v,
dado 60m; + 216 vy < 240 (\a.1)
120m; + 648 v; < 300 (As,)
mo + m; = 1 Quy)
wtv= 1 (\p,)
Mg, My, Vg, V1 2 0.

A solugdo deste problema é my, = 1, m; = 0, v, = 0,537, v, =
= 0,463 (quais os valores de Xt e Y:', ?) eaindad,, =0,1p,=
= 2,67, A,y = 0 € Ap,; = O. Cons'eqiientemente, os coeficientes
que devem ser informados aos setores para fins de novas otimizagGes
setoriais, sdo:

Py,;= 9—20—1.(267) =638...

Pxs;= 56— 10— 2.(267) = —0,34
8—1.0—8.(267) = 0,00
Pyg, = 77— 40—6.(267) = —635
16 — 60— 1.(267) = 12,83 ...

5]
=
[

J
&
I

Comunicados os novos coeficientes para os setores usarem em suas
fungGes-objetivo, e realizadas as subseqiientes otimizagGes a nivel
setorial, o setor X informa agora que:

2
X3 = =
Xsa

30"

_ 0.
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enquanto que o Y informa que:

Y 0
Yo=|Yee|=| 0| e 2}, =888
Yis 72

Como 2%, =190 > Ay, = 0e Z%,, = 888 > Ay, = 0,0 centro
conclui que vale a pena incorporar as solugGes setoriais X} e Y}
na definigdo de novas combinagSes convexas:

XI.Z . 0 " +| 0 | o + 80 7"’3; Mo _,I_ m, + my = 1 e
= Mo . .
X _0_ _60_ o™i 20 =012
[
%’.’ g v + 212 v + 0 be, g + L] + Up = 1 e
22| = 0 1 )
}—,3.3 _0_ _ 0. _72_ vj 2 0 (J =01, 2)

Conseqjiientemente, o segundo problema do centro é:

Max Zo=9 X;o+ 5 Xoe+ 8 Yio+ 7 Yeou+157s,
e

1

dado Xie+

=) 1" - 4] ¥ 6] 240
Xz.z + Yl,: + Y_g,, + Y,,,[ S

1 3. 5 1 3060._

2

e dadas, também, as combinag¢Ges convexas acima definidas.

Exercicio: Substitua as varidveis X,, e ¥, pelas suas definicGes
como combinagGes convexas de solugGes setoriais anteriores ¢ reduza
o problema do centro a otimizagiao das ponderadas mn,. m,, m,, v,, v,
¢ v, subordinada & disponibilidade dos dois recursos nacionais e
ainda ¥m; = 1 e Jv; = I. Prossiga na resolugio do problema até
o seu término.

Observagio: A eficiéncia computacional do método de planeja-
mento descentralizado é bem menor que a do Simplex no caso de
problemas de pequena dimensio. Porém, em problemas de grande
porte esta situagdo se reverte.
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Apéndice I

A.I.1 — Convexidade, Concavidade, Otimos
Locais e Globais

Seja C um conjunto de pontos n-dimensionais. O conjunto C seri

um conjunto convexo se, dados dois pontos quaisquer x ¢ y — per-
tencentes a C — o ponto z — definido com uma combinagio convexa

de x ¢ y — também pertencer a C. Em outras palavras:

dados x, y € C
dado z=a,x+ apy; a, +a,=1; a;, ag 20
sczeC
entdio C é um conjunto convexo.
Ou ainda: C é um conjunto convexo se o segmento de reta que
une dois pontos quaisquer do conjunto estiver contido em C.

Alguns conjuntos de pontos bidimensionais convexos e nio-con
vexos sdo representados nas Figuras I1.1.a e I.1.b respectivamente.

O conjunto R, de raizes do sistema Av = b, ¢ um conjunto con-
vexo. Sendo vejamos: suponha que os pontos x ¢ y pertencam a R,
isto 6, que Ax = b ¢ Ay = b. Demonstra-se, abaixo, que o ponto
zZ = a,Xx + a,y (a, 4+ a, = I; a,, a, = 0) também pertence a R, isto

é, que Az = b:

Az = A(a;x + apy) = a,Ax + agAy = a,b + a;b =
= (a, +a)b=D>b (C.Q.D)
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FiguraI.1.a

Alguns Conjuntos Bidimensionais
Convexos

&

Figura I.1 b
Alguns Conjuntos Bidimensionais
Ndo- Convexos

(»df

A fungido f (v), definida para todo v pertencente a um conjunto
convexo C, é dita uma funcao céncava se:

J(z) = a; F(x) + as f(y)
onde x,y e C e z é uma combinagio convexa de x e y com pondera-
GOes a, e a, respectivamente.

A fungdo f(v) ¢ dita convexa se — f(v) for uma fungio cdncava,
isto ¢, se f(z) = a,f(X) + a,f(y), onde z é uma combinagio convexa
de x ¢ y com ponderagdes a, e a, respectivamente.
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A Figura 1.1.¢, abaixo, ilustra uma fungio concava:

Figura I.1.c
Uma Fungdo Cbncava: z=ax +ayy ;

4,,0,=0 ; a;+a,=1

f

i)l — flv)
f(z)
a, f(x)+a,fly)
f(x)
>
X 2 y v
A fungdo f(v) = c'v é uma fungio que satisfaz simultaneamente

as defini¢Ges de fungdo cOncava e de fungdo convexa:

J(@) = ¢z = ¢ (@2 + asy) = a, (') + ag(¢Y) = a,f (x) + af (3)
No problema de programagdo matemitica:

Max f(x) dado x e C.

se f(x) é uma fungio cdncava e C é um conjunto convexo, entio
qualquer maximo local serd também um maximo global.

A prova pode ser feita por contradi¢io. Suponha que f(.) tem
um méiximo local em (v, f(v)) € um miximo global em (y, f(y))
de tal modo que:

a) f(v) > f(z), parn 2 e C e na vizinbanga de v

b) f(y) > f(x), para todo x £ C e

c) f@) =fM+o;a>0.
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Sendo G um conjunto convexo, o ponto z pode ser escrito como
uma média ponderada dos pontos v ¢ y com ponderagdes a, e a,
respectivamente. Por outro lado, sendo f(.) uma fungio cOncava:

J(@) >a,f(v) + a:fly); a, + a:=1; a,, as 20

Pela hipdtese (c) :

f@) 2a, f(v) +a; f(V) + o

ou
J@>fv+a 0o

Agora para z na vizinhanga de x tem-se, necessariamente, a, > 0.
Pela hipétese (c) temn-se entdo a,o > 0, de onde:

f(@) > J(v)

O resultado acima ¢ contraditério com a hipotese (a). A fonte
da contradigio estd na hipétese (c), quando assumiu-se ¢ > 0. As
hipéteses (a), (b) e (c) s6 serdao consistentes se 6 = 0, isto é, se o
valor da fungio f(.) no 6timo local for igual ao valor da fungio
f(.) no étimo global. C.Q.D.

O resultado acima tem como corolirio a observagio de que o
emprego de condigdes necessdriis, cin otimizacdo ¢ suficiente para
obter 6timos globais nos casos em que (a) se pretenda maximizar
uma fungio concava sobre um conjunto de solugGes vidveis convexo
ou (b) se pretenda minimizar uma fungio cdncava sobre um con-
junto de solugdes vidveis convexo.

A.1.2 — Condi¢des de Kuhn-Tucker
Considere o problema de otimizagdo condicionada clissico:
otimizar f (x)
x
dado g;(X) = b, G =1,2,..., m)
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onde x ¢ R* (R" ¢ o conjunto de vetores reais no cspago n-dimen-
sional). Este problema ¢ equivalente ao problema de otimizagiio
incondicional:

otimiz:’.r ¢ =F(x)+ X X (b —g,(x))

onde ¢ é denominada fungio de Lagrange e A, ¢ denominado de mul-
tiplicador de Lagrange. Sendo x e A os argumentos de ¢, as condigGes
necessdrias para otimizar ¢ sdo:
1
=y —27\ ﬁ'-_o F=1; 855nsn
dz, a.L, T;
OK

da¢ 1 .
—K bi—g:(x) =0 A

As raizes do sistema (I) se constituem nos mdximos e minimos
locais do problema de otimizagdo condicionada clissico referido no
infcio desta segdo.! Por outro lado o teorema da fungdo implicita
aplicado ao sistema (I) permite escrever:

]
~
o
-
=

:r) = :':j (b) (]
A; = Aj(b) (J

I
-
lo
s
<

de onde:
¢ = f(x (b)) + LA (b) - (b; — g, (x (b))

A derivada de ¢ em rclagio u b, ¢

aj dgi | o, B ) O\
- 'abL. ab;, +Z(b gi () o, + A

¢
W T

Em qualquer ponto (x*, y*) que satisfaca as condi¢bes de maximo
ou minimo local de ¢ — sistema (I) — tem-se:

d¢ af \*

= —= = A,

b, b,

1 Vide, por ¢xemplo. Yamane, 1970.
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pois os termos entre parénteses em gz se anulam. Conclui-se que
x

o multiplicador A* mede a sensibilidade da fungio-objetivo em re-
lagdo 4 constante da k-ésima restrigao.

Considere, a seguir, o problema de maximizagdo de uma fungio
subordinada a condi¢des de nio-negatividade de seus argumentos:

max h(y) dado y=0
y

As Figuras 1.2.a, 1.2.b e 1.2.c, abaixo, ilustram as possibilidades
para a solugio (y*®) do problema proposto.

FiguraI.2.a Figura I.2.b FiguraL.2.c
Solucdo Otima Solugdo Otima de Solugdo COtima de
Interna Fronteira Fronteira
(y*=>0) (y*=0) (y*=0)
h h4 h 4

2h = Bh =0

/

gh
N =N v
} \'ah <0
-1;‘1“‘!1:‘!“/9 3 __’ll'lllll'lllllllh
y y y y" 11 y

Uma rdpida apreciagdo das possibilidades apresentadas nas Figu-
ras 1.2.a, b e c leva a concluir que a solugdo 6tima do problema
de maximizar uma fun¢3o h (y) sob condigdes de nao-negatividade

em y é caracterizada por:

oh

_5.1.;50 Z=1,2...,n
(In { ok .

a_y._..y'.=0 (1,=1,2,...,'n)

Y20 t=12...,n)

Note que, se h (y) ndo é cdncava, as condigées (II) acima caracte-
rizam méiximos locais internos e de fronteira bem como minimos
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locais internos (obtenha as condigbes para caracterizagdo de solu-
¢6es do problema de minimizar h(y) dado y = 0).

Considere agora o problema geral de programag¢io matemitica:

Max f(x)
dado g, (x) < b, G=1,2...,m)
x>0 e xe R"

Considerando varidveis nio-negativas s, pode-se reescrever o pro-
blema de programagio matemdtica como:

Max f(x)
dado g;(x) + s, = b; t=1,2,...,m

X>20;,820;,xeR"esce R"

Este problema é um problema cldssico de otimiza¢do condiciona-
da; os requerimentos adicionais de ndo-negatividade podem ser

apostos 2 fungdo de Lagrange:
¢ =10k + }:‘ A (b —gilx) — 8)

que deve ser entio maximizada sobre x = (, s = 0 e A. Um mdximo
local deverd satisfazer:

a _ 8 5, % S0 (j=1,2...,n)
9z, az; T Oz
A)
B %y <o G=1,2,...,m)
33,-
L) af ag; .
— = _— - .o ; = =1,9,--- n
31:,- T; (61’- ;kl O:r,- )IJ 0 (J ) )
B)
F) .
Ti-a,=x,-s,=o G=1,8 ...,m)



|Ii20 (j=1,2,..-,71)

C)
IS.’EU V=19 ...,mn)
) o, b; —gi(x) —s; =0 G=12,...,m

Observe que a condigdo (D), acima, decorre do fato de quc, em
principio, A, ndo é restrito.

Entretanto, as condigdes (4) até (D) podem também ser obtidas
como caracterizagio da solugio do seguinte ponto de sela:

Max Min L=7()4+ 3 A —g:(x)
120 ya0 1=

As raizes deste problema devem satisfazer as seguintes condigges:

aL

— < | =
o1, <0 (=12, y n)
aL .

Tx}_.l’_o (]"'1,21---1'")
20 | =1,2,...,

KTy | T = (7 "

oL o

a—MZO (f=14i2,...,m)
oL .

W{'X;=O (2—],2,....‘”!)

| X, 20 G=1,2,...,m)

As condigdes (K:T), acima, sio conhecidas como condigdes de
Kuhn-Tucker para maximizagio em programagio matematica. (Ve-
rifique sua equivaléncia com as condigGes (4) até (D)). Em suma,
o conjunto de condigdes (K:T) acima caracteriza os miximos locais
de:

Max f (x)
dado ¢,(x) < b; t=1,2,...,m)
¢ x>0 (x e R™)
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Por outro lado, os minimos locais do problema de minimizagao
em programagio matemdtica:

ANhn  £(x)
dado v;(x) 2> K, =12 ..., m
c x >0 (x & R")

se caracterizam também como solugdes do seguinte ponto de sela:

Ll
Min Max P=1t(x)+ X X (k;—v)(x))
120 y20 i1
A caracterizagio das rafzes deste problema se constitui nas con-
digoes de Kuhn-Tucker para o problema de minimizagdo em pro-
gramagio matemdtica:

apP .
8;1:,-20 (j=1,2,...,m)
aP .
a_x,'r'= (=120 ...,n)
5,20 (Gj=1,2...,n)
aP .
TXTSO G=1,2...,m)
a‘I)'A.'=O (i=1,2,...,m)
6A;

L M0 G=1,2, ...,m)

Deve ser observado que as condi¢Ges de Kuhn-Tucker sio condi-
¢Oes necessdrias para a caracterizagdo de miximos ¢ minimos locais. 2
Todavia elas sdo também suficientes para dtimos globais se a fungao-
objetivo a maximizar (minimizar) for cbncava (convexa) e o con-
junto de viabilidade para os argumentos for convexo (cf. Secdo I.1,
acima) .

2 Exceto em casos muito especiais; vide Chiang, 1982, p. 622.
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(1.1) Max

dado

(1.5) Max

daddo

Apéndice 1I

RESPOSTAS DE PROBLEMAS
DO CAPITULO III

N =2Mg+ Mc

(R1) Cyp+ Cuc < 200

(R2) Crp+ Cac+ 1,3 Mg < 150
(R3) Veg+ Ve + 08 M < 180
(R4) Mg — 0,5 Cap — 0,6 Cpy =0
(R5) Mg — Vep =0

(R6) Mg — 0,6 Cag — 0,6 Cyc = 0
(R?) Mg — Vee =0

todas varidveis > 0

SC=6000xy +6500X g +29000X g—1,2¢,— 1,2Cs —1,35Cq
+S+4+7004

(R1) 06Xy + 08 Xs+ 25X+ A < 500

(R2) 3500 Xy — Cyr — Py <0

(R3) 4200 X5 - 'y - Ps <0

(R4) 16000 Xy — Cy - Pg £ 0

(R5) Cyy — 1800 X3 <0

(R6) Cs — 2720 X4 <0

(R?) Cp — 6250 X < 0
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(R8) Cyr + C's + Cg < 1.100.000
(R9) Py + Ps+ Pg— 700 A — S < 600.000
(R10) A < 150

tonlas variavzis > 0

Obs.: O coeficiente 1.800 na restrigio (R5) estabelece a dispo-
nibilidade de crédito para milho em §/t; esta disponibilidade foi
dada como § 3.000/ha de milho e, por outro lado, 1 t de milho re-
quer 0,6 ha de terra: 3.000 ($/ha) 0,6 (ha/t) = 1.800 (§/t).

(17) Min C = 9700 Ty + 10.500 Te +8200 X8 + + 8.500 Ty

dado (R1) =zu+ze+ ...+ x:,=1350 (composicio do pedido 1)
(R2) xie+zee+ ...+ 1:0=4600 (composicio do pedido 2)
(RS) z;34+z9s+ ...+ 2.3=3200 (composic¢do do pedido S)
(R4) zy+zey+ ...+ 7,,=8100 (composicio do pedido 4)
(R5) 18z,,+12z¢; + ...+ 11zg,+18%:, < (14).(1850)
(umidade; pedido 1)

(R6) 13z,0+12130 + ...+ 11zge+18x,2 < (16).(4600)
(umidade; pedido 2)

(R?) 18z,5+1824s + ...+ 1lz55+18z.4 < (13).(3200)
(umidade; pedido 3)

(R8) 13z,+1235 + ...+ IHa2y+18x., < (15).(8100)
(umidade; pedido 4)

(R9) 6z,,+ 4Ty +...+ 2xy+ 3z, < ( 8).(1850)
(tmpurezas; pedido 1)

(R12) 6zy+ Jzey +... + 2244+ 38z < ( 5).(8100)
(tmpurezas; pedido 4)

(R18) 0,772,,40,88%4 +. ..+ 0,89z,,+0,78z., > (0.89).
.(1330) (peso esp.; pedido 1)

(R16) 0,77214+0,881¢; + . . . + 0,89z4;+0,78z;; > (0.85).
.(8100) (peso esp.; pedido 4)

(R17) z;,+x1e+ 2,5+ 2,; < 2350 (disponibilidede; lolc 1)
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(R18) Zoi+ZTeg+Zos+ ey < 1900 (di sponibilidade; lole 2)

(R2S) z;1+Z7p+%3+2:4 < 9100 (disponibilidade; lole 2)
todas varidveis > 0

Obs.: A restricdio (R5) ¢é explicada a seguir. Note que

Sy =L oL 21 yepresentam, respectivamente
1350 » 1350+ 1350 2 1350 ' ’
as {ragges dos lotes 1, 2, ..., 6, 7 que compdem o pedido n.0 1.

O teor de umidade resultante no pedido n.° 1 é uma mdédia pon-
derada dos tcores de umidade dos lotes usados para compor o pe-

dido n.° 1, sendo a ponderagio do lote i dada por 7;'—5'-0—

(1.9 Max D=17 R,+19 R,--9 X,..,—Q XM—I5X.,,—15X,,,—6' X,,—
- GX/P

dado (RI) Xp, + X+ X;, — R, =0
(R2) Xma+ Xia+ Xjo— R, =0
(RS) 2900 X pna+2700 X,, + 2500 X,, — 2800 R, 20
(R4) 180 Xpg + 800 X,,+ 160 Xj;— 200 R, >0
(R5) 18 Xpma+ 16 Xuot 13 Xja— 14R, 20
(R6) 2900 X, +2700 X,,+2600X,, — 2600 R, >0
(R?7) 180 Xn,+ 300 X,,+ 160 X,,— 250 R, >0
(R8) 18Xpm+ 16X,,+ 18X,— I6R, >0
(R9) R, >600 ;(RI10) R, >600
(R11) R, + R, < 2000

todas varidveis > 0

Obs.:  As restrigges (R!) e (R2) definem as quantidades pro-
duzidas de ragio para porcos (Rp) ¢ para aves (Ra) respectivamen-
te. As varidveis Ra e Rp nio sio imprescindiveis na formulagdo; elas
podem ser substituidas em todas as vezes que aparecem pelas defi-
ni¢ges dadas em (R/) e (R2). A restrigdio (R3) se refere ao re-
querimento minimo de energia na ragdo para aves: o m{nimo reque-
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rido é 2.800 cal/kg; como seriio produzidos Ra kg de ragdo para aves,
o requerimento total de energia sc eleva a 2.800 Ra cal. A
restri¢do (RJ) estabelece que o total de aportes de energia na ragao
produzida para aves deve ser igual ou maior que o minimo reque-
rido.

(1.13) Min C=39X,s + 39Xg + 14Xss +. .+ 21X ;5 +21X;,

dado (R1) Xgy + Xg; — Xye— X153> 25
(Rg) X!l+Xu+Xg‘—X‘g—X‘g—X52$42
(RS) XIJ + X;s + Xsa - Xg, —_ Xu - Xg_.; 2 33

RY) Xey+ Xgs+ X5y — X2 - Xys— Xys S 56
(R3) X5+ Xos + Xss — X5 — Xse — X525 29

todos X;; > 0

Obs.: Todas as restricdes tém um mesmo significado geral:
em cada local, a soma das quantidades que chegam ao local com
a quantidade ai existente em excesso (oferta) deve ser igual ou

maior do que a soma das quantidades que saem do mesmo local
com a quantidade af em falta (procura).

(1.15) Min C = 18.900 X, + 17.800 Xs + ...+ 18.100 X,

dado (R!) X, + X, > 28
(R2) X1+ X, 285
(RS) Xy+ Xg2> 129
(R4) Xs+ X4 2 151
(R5) X; + X5 2 116
(R6) X5+ Xg 2> 73

X 0 G=12...6)

(1.17) Max RL=10 E49 +8E5,+8Eps+ 15 Ec;+15E¢c,+13Ep:

dado (Rl) 8P,“+5P31+7Pc, 32200
(R2) 4 Pag+ 12 Pco + 7 Ppy < 2200
(R3) 6 Pgps+ 10 Ppy+ 9 Ppy < 2200
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(R4) 2Ep, + 6Ec, + 5Ep, < 2200

(R65) 8 Eus+ 4 Eps+ 4 Ece < 2200

(R6) Puay+ Pae— Epe=0

(R?) Ppi+ Pps— Ep; — Egyg =0

(R8) Pc¢y + Pce + Pes — Ecy — Ecs = 0

(R9) Ppg+ Pps— Ep; =0

(R10) e (R11) E 9 > 120; E 4 < 210

(R12) e (R13) Eg, + Eps 2 50; Ep, + Epy < 150
(R14) e (R15) E ¢4+ Ece 2 50; Ecy) + Ecq < 100
(R16) e (R17) Ep; 2 20; Ep, < 60

todas as varidveis > 0

(1.18) MinC = )Z'_, Sn; + i 7,5¢; + i S5 a;

(=1 im1 (=1
dado (R1) — z; +0, = — 50
R2) — 2o+l +as+e =0
(RS) — s+ lot+as+ e+ n =0

(R?) —z,+l+a+e+n=0
(R8 =z,—1l,—n;—e, =0

(R9) zg—lg—ng —e,=0

(R14) 2y — b —n, —e; =0

(R15) z, — |, = 66

(R16) z4 — lg = 48

(R24) = — I, = 104
todas varidveis > 0
Obs.: O conjunto (R1) at¢ (R7) deline a “‘origem” dos guar-
danapos disponiveis, enquanto que o conjunto (RS8) até (RI4)

define o seu “destino”. O conjunto (R/5) até (R2#) quantifica as
demandas di4rias.
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(1.20) Max L = 2400P; + 2400 P, + 1900 S; 4+ 1900 S, — 710 X,
—865 X1y —590 Xg,— 745 Xoy— 640 X3,— 795 X 5—
—680 .Y‘, - 835 XU

dado (R1) Xjy+X e+ X+ X o+ 1,33X 5+ 1,38X s+ 1,33X
+ 1,38X,, < 4800

(R2) 0,91 (0,52X ;40,87 X 5, +0,61X 5,40,12X ;) +0,96
(0,52X1y)+0,37X 40,61 X5 +0,12X ;) — P;— P>0

(RS) 0,73(0,08X 1,+0,29X 5,+0,04X 3,+0,47X 4;)+0,88
(0,08X 1y+0,29X 5y +0,04 X 5y +0,47X ;) — Si— 8.2 0

(R9) P; 2800

(R3) S; >600

(R6) X1;+X,, <630

(R?) Xqy + Xg <1430

(R?) X5, + Xy <1670

(R9) X,, + X, <980

todss varidveis > 0

Obs.: A restrigio (R/) se refere & capacidade de moagem;

. . 4 800

uma tonelada de minério moido fino requer S e00

mais capacidade de moagem que uma tonelada de minério moido

grosso. A restrigio (R2) estabelece que a produgio de Fésforo deve

ser igual ou maior que as vendas de Fdésforo. De modo anilogo
(R3) representa o balango entre produgdo e vendas cde Enxofre.

= [,33 vezes

(1.25 Min C = 3 800mj+ ¥ 1000aj + 3 1300 d;

=1 =2 img

dado P; 4+ ¢; — ¢;4, 2 (demanda do més j) ;j = 1,2....,9
1 ! .
m,--l-—g—ej+—2—c,-+, =0,’]= 1,2,...,5
Pj B Pj_t — iy + dj._l =0 ,J = 1,2,...,5
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e; = 200
¢ < 8300 ;j = 2345
C,) = 500

tolas varidveis > 0

(1.26) Min I = 0,081 ¢, + 0,053 e, + ...+ 0,046 e, + 0,2 C*

dado (R!) 430P, — 108 Py — 95 P, + 305 C, — Q. = 37200
(Rg) 750 P, — 228 P, + 517 C, — Q, = 86100

(R8) 1280 P\—2843 Py—277 P, 41410 C;~—-Q,=98.350

(R9) ﬂ = 100
on + ¢ =

100

Il

100
(R10) 28500 G+ e

(R16) 22 0 4 & = 100
ni- -[-!- A 6, =

1 )] 1
(317)?Pn+07f’o +...-|-TP;. <4

(R18) — 5 < P, < 10
(R19) — 5 < P, <10

(Rg5) —3 <P, <10

/ 4 2
(RZG)C—;C.—;C,,— EC,——
2 8
~ G GO
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(R27) — 10 < C, <20
(Rg8) — 10 < C, £ 20

(R35) — 10 < C, £20

(R36) C —C* = — 10
lele"‘l Qh 20
[ VI Y 20

(/’u' Ch,-.-. Cl.. C 20
Py, Py,..., P, 20

Obs.: Este problema tem variiveis que ndo se restringem a
valores nilo-negativos, isto ¢, sdo livres. Vide observagio (a) ao
final do Capitulo II.

(1.30) Max P = 930 s, + 980 8¢ + 950 s5 + 860 s,

dado (RY)
(R2)
(R3)
(R4)
(R3)
(R6)
(R7)
(R8)
(19)

S1i+se+s+8, <6

14 +8g9+ 58, <3u
14ls+8¢gs+ 3se <40
14134+ 8gs+9ss < 48
14 +8g;,+35s;, <0
ll—g 20
gr— S 20

Ii+1ls —gi—g: 20
gr+ge— 8 —52 20

(RID) L+ let+ls—g1—gs—9gs 20

(RU1) gr+ 0+ gs — 5 —8a — 8 >0

R1D L+ lb+ls+ -9 —9s—9s—0s 20
(R13) g+ 9ge+9s+ 0, — 8 — e — 59— 5, 20
todas varidveis > 0

Obs.: As restrigoes (R6) até (R13) seqiienciam as operagdes
de lavragio, gradagem e semeadura: em nenhuma semana deveri
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ser possivel semear drea superior quela gradeada e ainda nio se-
meada bem como ndo deve ser possivel gradear drea superior dquela
lavrada ¢ ainda nio gradeada.

(1.31) Max ¥ = Z

— 30P+Z <0
- 20P+ 2 <500
— ON+Z <0
— 8ON+7 <800
— 3BK+2Z <0
— 20K+ 272 <1200
—200C+2Z <0
—1500C + Z < 1000
- 1508+7 <0
— 808+ Z < 1400
- 151+ 2 <2000
Z < 8500

0P+ 23N+ 14K+ 1100C+ 355 + 401 < 8000

todas varidveis > 0

(1.33) Min SDA = eft+ e + ed +er+...+ e+ &

dado a + 3b + ¢f — ef = 6700
a+ 8b+ ef— ez = 23900
a+ 4b+cd— 5= 17600
a+ 12b + e — ej = 33400
a+ 16b + ef — e = 65200
a+ 10b + ¢f — cg = 25800
a+ 7+ et —e = 12100

&, ¢ 20
a,bzo
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(1.38) Max NA=3X,s+4X;5+2Nes +. ..+ 2X:5+0X5.0 +1 X500

dado (RI)
(R3)
(R3)
(R4)
(R3)
(R6)
(R7)
(R8)
(R9)

Xie+ Xis + ‘\"u = |

Xige— XNesg— Xog — Xg: =0
Nis— Xs5 — Xeg~ X5: =0
Xuyu— Xy —Xg—Xi; =0
Xos+ Xss+ X5~ Xss — Xy =0
Xeg+ Xog+ Xis — Xgs — Xgg =0
X+ X+ X - Xos—X;0=0
Xoe+ X;g — Xs10=10

Xgs+ Xop — Xpio=0

(RIO) XB.!O + Xg.:o =/

todos X;; > 0
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