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PREFACIO 

A Programação Linear é hoje o instrumento de Pesquisa Opera­
cional mais comumente empregado na resolução pnitica de proble­
mas decisórios objetivos e de certa complexidade. Isto se explica, 
por um lado, pela versatilidade do instrumento e, por outro, pelo 
nível relativamente pouco sofisticado dos seus fundamentos mate­
máticos. Estes fundamentos - Análise e Resolução de Sistemas de 
Equações Lineares - são objeto de estudo no Capítulo I do texto. O 
Capítulo II estabelece o que é um problema de Programação Linear 
e como se resolve um tal prnblema. No Capítulo III é feita uma 
coletânea de aplicações de Programação Linear sob a forma de exer­
cícios propostos ao leitor. Estes cxercfcios englobam situações per­
tinentes a operações agrícolas e industriais, transportes, investimen­
tos, poHtica e planejamento econômico, saúde pública e outras. O 
Capitulo III contém, ainda, aplicações de Programação Linear em 

situações não-lineares e em análise de riscos. Por fim, o Capítulo IV 

destina-se, principalmente, embora não exclusivamente, aos estudan­

tes e profissionais de Economia. Dualidade, Análise de Sensibilidade 

e Planejamento Descentralizado são apresentados nesse capítulo. 

Este livro reflete o conteúdo da disciplina ministrada pelo autor 

nos Cursos de Mestrado em Economia e em Economia Rural do 

Centro de Estudos e Pesquisas Econômicas da Universidade Federal 

do Rio Grande do Sul. Dado que Programação Lineai· não é matéria 

,obrigatória em muitos cursos de graduação cm Economia no País, o 

:texto é desenvolvido a partir do pressuposto que o leitor não tem 

cconhecimento anterior do assunto. 
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Capítulo I 

ÁLGEBRA E RESOLUÇÃO DE SISTEMAS 
LINEARES 

Neste capítulo serão discutidos aqueles conceitos básicos de sis­
tema de equações lineares que fundamentam a resolução de pro­
blemas de Programação Linear. 

I . l - Notação Algébrica e Elementos 
de Álgebra Linear 

Um sistema linear de m equações e n incógnitas pode ser repre­
sentado por: 

ali X1 + 01R :!�g +
aa1 X1 + a�a x, + 

+ a1n x,.· = b1 

Nos casos empíricos, os coeficientes a 11 
e os coeficientes b, são nume­

ricamente conhecidos. 

O que se entende por solução de um sistema? Uma solução é um 
conjunto ele números {xi, x;, ... x:} que, substituindo o conjunto 
de incógnitas { x z, x 1, ... , x 11} do sistema, é capaz de satisfazer todas 
as equações do sistema. Em outras palavras: o conjunto (xi, x:, ... , 
x!} é uma solução do sistema se, e somente se, por substituição de 
{ .x ,, x,, ... , x

,.
} em cada equação do sistema, gerar como resultado 

l



d::is operaçcics indicadas no lado esquerdo das igualdades um valor 

igual ao existente no lado direito das mesmas. 

Certos sistemas lineares não têm solução; outros apresentam ape­

nas uma solução, cnquanlo que outros ainda possuem muitas solu­

ções. O estudo das condições de existência e unicidade de soluções de 

sistemas lineares, bem como o de outras questões teóricas e práticas 

envolvendo tais sistemas, é pane de uma área da l\fatemática conhe­

áda por Álgebra Linear. O objetivo desta seção é o de revisar alguns 

aspectos básicos de Álgebra Linear e, paralelamente, estabelecer uma 

con\'enção notacional que será seguida ao longo de todo o texto. 

O conceito fundamental da AJgebra Linear é o de vetor. 

Um vetor de dimensão 11 consiste em um conjunto ordenado de n 

componentes que pertencem ao conjunto de números reais. 1 

Todos os vetores usados no texto serão simbolizados por tipos em 

negrito. Exemplo: 

:r 1 b1 l 011 z,;

x, 

, b 
b, a,u z�; 

= = 

'. 
J

, 81 = 
, ZJ =

, etc . . . .

2· bm am, Zn; n 

Eventualmente um velar poderá ser representado pelo seu elemento 

típico: 

Sob o ponto de vista geométrico, um vetor é simplesmente um 

ponto definido pelas suas coordenadas. Uma representação gráfica 

úúl na interpretação de algumas operações vetoriais envoh·e o uso 

de segmentos de reta orientados com origem no ponto de coordena-

J N;,i verdade:, c•rc: conccho é o de um ··\'etor-R". No conceito mais geral 
d.e:, ·•vt,U>r-$" oa c:lc:mcnto$ pertencem a um sistema algébrico S qualquer. Como 
o <ltjo.:w JHincíJJal do 1c:xto é dc:scn,·olvido apenas no siste10a de: números reais. 
Lodos o• co11,cho� e O[>l"I açuc� us:itlos no texto sc:riiu limit:idos a este: sistema. 

2 



das (O, O) . Entretanto, deve ficar claro que o vetor é o ponto termi­

nal do segmento de reta e não o segmento propriamente dito (Figu­

ra 1. l). O ponto de coordenadas (O, O) é chamado de vetor nulo e 

simbolizado por o.

Figura 1. 1 

Representação Gráfica do Vetor x

d,, 
,. 

A igualdade de dois veto1·es requer igualdade entre todos os ele­

mentos da mesma posição nos dois vetores. Portanto, y ""' x se, e 

somente se, y1 = x1 para; = J, 2, ... , n. Em decorrência desta defi­

nição, a igualdade entre dois vetores só é possível se ambos forem 

da mesma dimensão. 

A multiplicação de um velar por uma constante ou escalar é defi­

nida como se segue: ao multiplicar um vetor a m-dimensional por 

um escalar x obtém-se um vetor m-dimensional b cujos elementos 



se reladonam aos de a através da expressão b; 
b = a.�. então (b1) -= (aix), isto é: 

a1 
'

a1 :r b 1 
O,,e a:i X b2 

ax - :i• = l. =-

ª'" <�
,,. 

;f bm 

a1x. Portanto, se

= b 

Se b = ax, diz-se que b é um múltiplo de a, com coeficiente de 
multiplicidade igual a x. A Figura 1. 2 apresenta uma interpretação 
gráfica da multiplicação de um vetor bidimensional a por um esca­
lar x. O vetor resultante b se situa sobre a reta determinada pelos 
pontos O e a. A distância Ob é igual a x vezes a distância oa: 

Ob = lbf + b� (Pitágorus)

- -,(xa1l + (xa2J8 

= 

= 

fr/ (a; + e,.:>

X Oa c.q.d.

Figura 1 . 2 

b=ax(x>l) 

4 

b= a .x 



Ext:,-cício: Faça gl"áficos de b = ax, atribuindo valor numérico a a 
e localizando b nas seguintes situações: (1) ,e = 0,5 ,· (2) x = - 2 ; 
(3) X = 2 ; (4) X = J ; (5) X = - J.

A soma de dois vetores m-dimensionais dá como resultado um vetor 
da mesma dimensão. Mais especificamente, se z1 e z2 são vetores de 
dimensão m e se o vetor b é definido como b = z1 + z2, então 
(b,) = (z,i + z1,). A Figura l. 3 representa os vetores bidimensio­

nais Zi, z2 _ e b, sendo este último o vetor resultante da soma dos dois 
primeiros. A localização do ponto - ou vetor - b é dada pela ex­
tremidade da diagonal de um paralelograma formado com base nos 
segmentos Oz1 e OZ2-

Figura 1. 3 

Representacao Gráfica de b =z
1 
+z

2

• b1 = 211+212

Z11

5 

b 

1 

li 
/ 1 

/ 1 
/ 1 

/ : 



Em ,ista das definições de· igualdade entre vetores, multiplicação 
de um \"etor por um escalar e de soma de vetores, podemos repre 
scnw um sistema linear de m equações e n incógnitas como: 

- b1 

-

Ou 

ª
" 

l 

a1,. 

�I au ª111 b,

X1 + 
: 

x, + ... + x,. 
= 

- a.., - _aJ - amn - - bm -

ou, mais sinteticamente: 

Observe que: (l.º) R"' designa o conj unto de todos os vetores 
m-d.imensionais e (2.0) como a igualdade entre vetores só é definida 
para vetores da mesma dimensão, não há necessidade de explicar a 
dimensão de b. 

Em termos de sistemas de equações os vetores a
1 

serão chamados 
de "vetores de coeficientes" do sistema; o vetor b será chamado de 
"vetor de constantes" do sistema. 

Na terminologia de Álgebra Linear, se um vetor b é definido 
como 

diz-se que o vetor b é uma combinação linear dos vetores a., a2 , 

... , ªª· Em outras palavras, para que b seja uma combinação linear 
dos vetores a1, a2, ••• , •n• é necessário que ele seja o resultado de 
uma soma de vetores que são múltiplos de a

1, 82, • , • , a,.. (Observe 
que &:, "1 é um vetor múltiplo do vetor a1 com coeficientes de 
multiplicidade igual a x1.) 

O conceito revisado a seguir, qual seja, o de depend�ncia linear 
de um conjunto de vetores, é crucial para estabelecer-se se um sis­
tema de equações tem ou não solução (ou soluções) . 
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Um conjunto de vetores m-dimensionais 81, 82, 83, ••• , 8n é linear­

mente dependente se existirem escalares k" k., ... , k.., não todos 
nulos, capazes de satisfazer à seguinte combinação liuear: 

(1. 1) 

Por outro lado, se a unica maneira de obter o vetor nulo como 
resultado de uma combinação linear de a,, 82, ... , an se reduzir a 
k, = k, = ... = kn = O, diz-se que aqueles vetores formam um 
conjunto com independência linear. 

Observações: 

a) Vamos considerar o caso em que no conjunto a1, a2, ••• , ªª 

existam dois vetores iguais: por ex.: a1 = a2. Neste caso, a combi­
nação linear expressa em (1 . 1) poderia ser obtida fazendo 
k

1 
= - 1, k, = 1, k

J 
= k, = = k. = O. Assim, o conjunto 

apresentaria dependência linear. 

b) Vamos considerar o caso em que no conjunto 81, 8_2, •.. , an 

existam dois vetores que são múltiplos entre si: por ex.: a2 = 88,.. 
Neste caso, a combinação linear expressa em (1 .1) poderia ser obtida 
fazendo k, = 1, k.,. = - 3 e os de�ais k, iguais a zero. Assim, o 
conjunto apresentaria dependência linear. 

c) Vamos considerar o caso em que um dos vetores do conjunto
a , a , ... , a possa ser obtido como uma combinação linear de 

1 2 n 

dois (ou mais) outros vetores do conjunto: por ex.: a1 - Sa
2 + Sa

n _
Neste caso, a combinação linear expressa em (1 . 1) poderia ser obti_. 
da fazendo k, = 1, k, = - 3, kn = - 5 e os demais k, iguais a 
zero. Assim, o conjunto apresentaria dependência linear. 

Certos conjuntos de vetores apresentam independência linear de 
maneira óbvia. Considere, por exemplo, o conjunto de vetores uni­

tários de RJ: 

7 



Claramente, o conjunto fµ1t 1-12, µ3j apresenta independência linear, 
pois a combinação linear fµ1 k1 + µz k1 + µ.3 k, = O, isto é: 

só pode ser obtida se 1,1 = k.1 = 1r.. = O.

De outra parte, a presença de um vetor nulo em um conjunto 
de vetores qualquer determina dependência linear no conjunto (ve­
rifique porque). 

Qual o número máximo de vetores de R"' que podem ser contidos 
em um conjunto com independência linear? A resposta a esta ques­
tão, cuja prova matemática pode ser verificada em textos de Álgebra 
Linear, é: m. Portanto, uma condição necessária para que um con­
junto de vetores m-dimensionais tenha independência linear é que 
o número de vetores no conjunto seja igual ou menor que m. Qual­
quer conjunto de vetores de R•• contendo mais do que m vetores
apresentará dependência linear. Isto leva ao seguinte corolário: dado
um conjunto de m vetores 111-dimensionais que possua independência
linear, qualq11er outro vetor de R'" poderá ser expresso através de
uma combinação linear dos vetores pertencentes ao conjunto dado.
Um conjunto de m vetores m-dimensionais que apresenta indepen­
dênóa linear é chamado de base para R"'.

Vamos supor que {a , a , ... , a } seja uma base para R"'. Consi-
1 2 . , 111 

dcrc o vetor m-dimcnsional b. Já sabemos que b pode ser expresso 
como uma combinação linear de vetores que compõem uma base 
para R"'. Vamos provar que esta combinação linear é única. A prova 
é feita por contradição. Suponhamos que b possa ser representado 
com duas combinações lineares diferentes dos vetores da base 
{a1

, a
2
, ••• , a.l • isto é: 

b = a 1 r, + a2 x, +

8 



Subtraindo a primeira equação vetorial da segunda, lado a lado, 
obtemos: 

b - b = O = a1 (?/J - x,) + a2 (y. - x.) + ... + •m (y.,. - x.,.) 
(l .2)

Agora, dado que partimos do pressuposto que /a1
, a

2
, ••• , •.,.} era

uma base para R"', isto é, um conjunto de m vetores m-dimensionais 
com independência linear, então, pela própria definição de inde­
pendência linear, (1.2) será verdade se, e somente se, x

1 
= y1 (j = 1, 

2, .. . , m). Assim, fica demonstrado que o vetor b, pertencente à R"', 
tem uma representação única a partir dos ,1etores que compõem uma 
base para R"'. 2 

Para completar esta rápida revisão de elementos de Álgebra Linear 
precisamos ainda falar sobre transposição e multiplicação de vetores 
e sobre matrizes e operações com matrizes. 

Até aqui examinamos alguns aspectos da álgebra de vetores tra• 
balhando sempre com vetores que se apresentavam em forma de uma 
coluna de elementos ordenados. Os vetores, todavia, podem-se apre­
sentar em forma de uma linha de elementos ordenados. A operação 
através da qual um vetor-coluna é transformado num vetor-linha, e 
vice-versa, é denominada transposição. Embora a distinção entre ve­
tores-linha e vetores-coluna n,io seja representável geometricamente, 
ela é importante para fins de operações algébricas com vetores. Assim: 
(l.º) a igualdade entre dois vetores só será definida se os dois ve-

tores forem ou vetores-linha ou vetores-coluna; (2.0) a multiplica­
ção de um vetor-coluna ou um vetor-linha por um escalar dá como 
resultado um vetor-coluna ou um ,•ctor-linha, respectivamente, e (3.0) 
a soma de dois ou mais vetores só é definida se todos forem ou ve­
tores-linha ou vetores-coluna. Sob o ponto de vista notacional, d.is-

2 O leitor deve obscrv:ir que acabamos de estabelecer que, se as colunas de 

cocficicn1cs de um si�1cma de m equações e m incógnitas se constitufrcm numa 

ba!I: para R•, o sistema li:rá solução e esta solução 31:rá única. Os aspectos da 

verificaç2o pr.hica se um arranjo de vetores numéricos se comtitui ou n2o 

cm uma base serão examinados adiante. cm conex2o com um m�todo de 

resoluç2o de sistemas lineares. 
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tinguiremos o vetor x-coluna de vetor x-linha pelo uso de um após­
trofe neste último: 

"=[:�=:] • - .,. - (,,, ••. . .. ' •J

O vetor x' é lido como x-linha ou x-transposto. De outro lado, o 
transposto de um escalar é o próprio escalar. 

Em decorrência das regras até agora estipuladas, temos: 

a) se J = k X , então y' = (kx)' = kx' 

b) se Z =X+ J , então z' = (X + J)' = x' + 7'

c) se J = (x')' , então y=x

O produto-interno ou produto-escalar de dois vetores a e b, simbo­
lizado por a'b, é definido como: 

a'b = (a1 a, ••• a,.) 

[ 

b1 ] = t, a, b;
,-1 

b, 

- b,.

Observe quea'b é um escalar. Observe, também, que, pela própria 

definição de produto-interno, a'b = "i:, a; b, = "i:, b; a; = b'a.
i-1 i-1 

Exercício: Verifique os seguintes produtos-internos (ambos estão 
corretos) 

-1 
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Consideremos agora os vetores-linha a1
, a2

, • • •  , am e o vetor-coluna 
X (todos e Rn) : 

a1 (a,,, aJS,, ... , a1n) 
a2 (a�1, a�,, ... , a,,.) 

a"' - (a,,.,, ª·me, . • •  ' a,,.,, 

e 

Em vista da definição de produto-interno temos: 

+ a,,. x,.

+ ª"' x •

.lt evidente que a• x é uma notação compacta para representar a i­
ésima equação de um sistema linear. Observe que, neste caso, o 
vetor a1 seria a i-ésima linha de coeficientes da sistema, enquanto 
que a vetor x seria a vetor de incógnitas do sistema. 

Uma matriz é um conjunto, ou arranjo, de vetores da mesma 
dimensão. Uma matriz de dimensão (m X n) tem m linhas e n

colunas. Vamos definir uma matriz A, de dimensão m X n, através 
de suas linhas: 

A -r I l · onde •' ~ (a,,, a;,, •••• a,.); (i ~ 1, •••••• m) 

(Observe que a11 
é o elemento situado na i-ésima linha e na j-ésima 

coluna) 
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A seguir, estabelecemos a regra de multiplicação de uma matriz 
A, (m X n), por um vetor x, (n X 1): 

- a1 x -

[ 

a11 z, + a,, x� + + a,,. x,. 

] 
&

? 

X =: -��

I 

.�/. -�- .ª�� -�'. �.:: ... �- ��: .:C�. 

_ am X_ _ a,,.1 x1 + a.., x� + ... + ª'"" x,. _ 

Devemos notar que o resultado do produto de uma matriz (m X n) 
por um vetor (n X 1) é um vetor {m X 1) . Portanto, se A é 
(m X n) e x é uma coluna (n X 1). então Ax é uma coluna 
(m X 1). 

Exercício: Verifique as seguintes mu1tiplicações (ambas estão 
corretas) : 

(t X S) (S X 1) (t X 1) (S X 2) (t X 1) (S X J)

Em vista das regras revisadas até aqui, podemos representar um 
sistema de m equações e n incógnitas que tem o coeficiente a,1 na
i-ésima equação multiplicando a j-ésima incógnita e que tem b, como
termo constante no lado direito do sinal de igualdade da' i-ésima
equação, simplesmente como: ÁX= b (A: m X n; x:n X 1). Observe
que não há necessidade de especificar a dimensão do vetor b, pois
pela definição de igualdade entre vetores, b deve ser da mesma
dimensão de Ax, isto é, m X J.

As operações de multiplicação de uma matriz por um escalar e de 
soma de duas {ou mais) matrizes são definidas de modo análogo às 
mesmas operações com vetores: 

e 
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A multiplicação de duas matrizes A e B dá como resultado uma 
matriz C cujo elemento típico c

11 
é o produto-escalar de a1 (a i-ésima 

linha de A) por b
1 

(a fésima coluna de B): 

- ltt C1., ••• t:1,. ] 
= Cat C,11 · . .  C"e11 = C 

- C,,.1 Cmt • • , C,,." 

Observe que o número de linhas de A não precisa ser igual ao 
número de colunas de B. Porém, para que os produtos-internos 
c,1 = a1 b1 sejam definidos, é necessário que a1 e b

J 
tenham o mesmo

número de elementos. Conseqüentemente, se A é (m X p) e B é 
(q X n), o produto AB só será definido se p = q. Se esta condição 

se cumpre, :, matriz-resultado existe e é de dimensão (m X n). 

Exercício: Verifique os resultados abaixo (ambos estão cOrTe-

tos) : 

1- 1 
8 ! ] [ � -1 u 

�] 
[ 29 f 5 1:] 

- o 1 1 3 10 1 1
4 o -1

(f X S) (S X 4) (S X 4) 

- 1 6 - [ o 2 1 -s] [ 
-6 so 7 �7 

o -s -1 s I ., � -6 -s -10

- s l - -1 !) 4 -4-

(S X 2) (! X 4) (S X 4) 

Para concluirmos esta seção precisamos rever os conceitos de ma­

triz identidade e de matriz inversa. 
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A Matriz ldentidildti de ordem n, simbolizada por I , é um arran-
jo dos n vetores unitários de R• ordenados de modo que a unidade 
de cada um ocupe a diagonal da matriz. 

[

1 () 0 ... 0
1 O 1 O ... O 

�- -�. �---·.·-� 1 
- º O 0 ... 1_ 

A matriz-identidade tem a propriedade de que, se pré ou pós-mul­
úplicada por uma matriz A qualquer, dá como resultado a própria 
matriz A. Se A é (m X n), então lm A = Aln = A. Quando o
subscrito de I for óbvio no contexto, ele não será empregado. 

A inversa de uma matriz A de dimensão (n X n) , quando existe,

é uma matriz da mesma dimensão de A tal que, pré ou pós-multi­
plicada por A, gera como resultado uma matriz-identidade. A inversa 
de A, quando existe, é simbolizada por A-1. Assim: AA-1 = 
= A-1 A = I. 

A inversa de uma matriz A de dimensão (n X n) só existe se as 
n colunas (ou linhas) de A formarem um arranjo com independên­
cia linear, isto é, se A for uma base para R•. 

Consideremos o sistema de n equações e n incógnitas: Ax = b. 
Se A-1 existe, ao pré-multiplicarmos ambos os lados do sistema por 
A-1 obtemos:

ou 

ou 
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A última expressão é a solução do sistema Ax = b quando A-• 

existe. Que A-1 b é a solução de Ax = b é facilmente demonstrado; 
substituindo x• por x em Ax = b vem: 

ou 

ou 

I b = b 

b = b e :. x"' = A- 1 b satisfaz Ax = b 

Nesta seção foi estabelecida a notação algébrica que será usada 
ao longo do texto. Foi verificado também que a condição para que 
um sistema (m X n) tenha uma solução única é que a matriz de 
coeficientes do sistema seja uma base. Não serão revisados métodos 
numéricos específicos para verificação de se uma matriz é uma base, 
ou de inversão de matrizes, pois isto não é vital para o entendimento 
de Programação Linear. O único método numérico de resolução de 
sistemas que será estudado no texto é a Redução de Gauss-Jordan. 
Este método nos permitirá encontrar a solução t' = A-•b, de modo 
muito eficiente (quando A- 1 existir) ou, eventualmente, nos per­

mitirá determinar de modo bastante singelo se urna solução não 
existe e porque não existe. Todavia, antes de examinarmos a Redu­

ção de Gauss-Jordan, é conveniente fazermos uma análise gráfica de 

sistemas de equações . 

. I. 2 - Soluções de Sistemas Lineares: 
Interpretação Gráfica 

Nesta seção iremos examinar sistemas de equações lineares e suas 
soluções sob o ponto de vista gráfico. Para tanto a análise se res­

tringirá a sistemas de duas equações e duas incógnitas. Na primeira 

parte a análise gráfica será desenvolvida no espaço - ou sistema de 

eixos - das incógnitas do sistema enquanto que na segunda parte 

a análise será desenvolvida no espaço a que pertencem as colunas 
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de coeficientes do sistema (R") . O objetivo desta seção é o de dis­
cutir condições de existência e unicidade de soluções em sis�emas 
lineares a n1vel intuitivo. 

Vamos iniciar com a análise gráfica do seguinte sistema ilustrativo: 

(2. 1) 
l ,"J:r-1 + Ixil = 9

\ l:r1 + 2x2 = 8

(f.1.1) 

(f.1.2) 

Para representarmos o sistema (2. I) no espaço das incógnitas é 
conveniente isolarmos x

1 
e reescrevermos o sistema como: 

(2. !') (2.t'.1) 

(f.1'.2) 

A seguir colocamos as retas (2 .1' .1) e (2 .1'. 2) no sistema de eixos
x1 x. (Figura 2.1). O ponto de interseção das duas retas, x•, evi­
dentemente pertence a duas equações. Portanto, suas coordenadas 
(x� = f ; � = 8) se constituem na solução do sistema.

Agora, se o sistema (2.1) tivesse mais uma equação, ficando então 
com três equações e duas incógnitas, teríamos duas possibilidades 
em termos de existência de solução: (a) se a equação adicional 
determinar uma reta que passa pelo ponto x"", o sistema continuará 
tendo a mesma solução de antes e a nova equação será redundante, 
isto é, não acrescenta nenhuma informação nova ao sistema e (b) 
se a equação adicional determinar uma reta que não passa pelo 
ponto x"', então não existirá um ponto comum às três equações e o 
sistema não terá solução, isto é, o sistema se torna inconsistente. De
modo geral, um sistema com mais equações do que incógnitas apre­
senta ou alguma redundância (informação desnecessária para de­
terminar a solução) ou alguma inconsistência (informação contra­
ditória que impede a existência de qualquer solução para o sistema) . 

Por outro lado, as possibilidades gr.\ficas para um sistema de duas 
equações e duas incógnitas são as seguintes: (a) as equações do sis­
tema determinam duas retas não paralelas; neste caso, o sistema 
tem uma solução única que é dada pela interseção das duas retas; 
(b) as equações do sistema determinam retas paralelas; neste caso
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Figura 2. 1 

Resolucõo Gráfica do Sistema ( 2. J) 

o sistema é inconsistente e não tem solução e (c) as equações do
sistema determinam uma única reta; neste caso, uma das equações
é redundante e o sistema tem uma infinidade de so]uções possíveis.

Exercícios: a) O sistema abaixo não tem so]ução (verifique
graficamente) : 

1 sx, + sx, = 6 

l_6x, + 4.1·2 = 10 

Observe que o lado esquerdo da segunda equação é igual ao lado 
esquerdo da primeira equação multiplicada por dois; no lado direito 
da igualdade, todavia, esta multiplicidade não existe. 
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b) O sistema abaixo tem uma infinidade de soluções (verifique
graficamente) 

f Sx1 + ex, = 6 

l.6.1:1 + 4x.e = li 

Observe que a segunda equação é igual à primeira multiplicada por 
dois, lado a lado; arbitrando qualquer valor para x1, por ex., x:., e 
computando x; = 2 - (2/3) .x;, obtemos uma solução para o sis­
tema. 

Vamos agora fazer uma interpretação gnHica do sistema (2.1) no 
espaço das colunas de coeficientes do sistema, isto é, em Rª. Para 
tanto escrevemos o sistema (2.1) como uma soma de dois vetores 
numericamente conhecidos que, multiplicados por escalares cujos 
valores queremos determinar, gera como resultado um vetor que 
também é numericamente conhecido. Assim: 

Façamos z
J 
= a

J
x1 (j = 1, 2). O vetor z

J
., sendo múltiplo dea1, se

situa sobre a reta que passa pelo ponto O e pelo ponto ªr Resolver 
o sistema (2. l •) equivale a responder à seguinte pergunta: onde,
exatamente, devem-se situar os vetores z

1 
e z

2 
para que sua soma

seja o vetor b? Recordemos o processo gráfico da soma de dois ve­
tores visto no início da seção anterior. Naquele caso eram dados
dois vetores e, a partir dai, o vetor resultante da soma ficava deter­
minado através da construção de um paralelograma com base nos
vetores dados. O caso presente, todavia, não é exatamente o mesmo;
agora a localização do vetor resultante b é conhecida, bem como
as dif"eções de z

1 
e z

2 
(uma vez que z

1 
e z

2 
são múltiplos dos vetores

conhecidos a
1 

e a
2

) . A Figura 2. 2 (a) representa esta situação.
A resolução do sistema, que consiste em localizar os vetores z

1 
e 

z
2 

sobre as direções Oa
1 

e Oa
2

, respectivamente, é apresentada na Fi­
gura 2 .2 (b): por b traçamos uma paralela a Oa

2 
até encontrar a 

direção Oa
1 

- localizando z
1 

no intercepto - e, novamente por b,
traçamos uma paralela a Oa1 até encontrar a direção Oa

2
, localizando
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Figura 2 . 2 ( a ) 

Representaçõo Gráfica da Informação 
Contida no Sistema ( 2. 1*J 

Figura 2. 2 ( b ) 

Resolucõ'o Grdfica do Sistema ( 2. 1*) pela 
Localização de z

1
ez

2

d '1 

9 

3 

1 2 6 8 



z
2 

no intercepto. Uma rápida inspeção da Figura 2. 2 (b) nos permite 

2 

concluir que o vetor z1 deve ser igual a duas vezes o vetor a 1 (de 

onde: x, = 2), enquanto que o \"etor z
2 

deve ser igual a três vezes o 

vetor a
2 

(portanto: x1 = J). 

Fazemos ainda as seguintes observações conclusivas: (a) se o vetor 

b se encontra dentro do cone determinado por a
1 
Oa

2
,. a solução do

sistema a
1
x1 + n2x1 = b será não-negativa e (b) se os vetoresa1 e

a se situam sobre uma mesma direção, então o sistema pode: não 

ter solução (se b não se situar também sobre a direção de a
1 

e a
!?
)

ou ter infinitas soluções (se b se situar sobre a direção de a 1 e a
2

) • 

Observe que estes dois últimos casos têm correspondência, respecti­

vamente, com os casos de inconsistência e ele redundância vistos an­

teriormente. 

Extrcicio: Analise os sistemas (a) e (b) do exercido anterior 

em R•. 

Nas próximas seções enfocaremos aspectos práticos da resolução 

de sistemas de equações lineares. 

I . 3 - Resolução de Sistemas Lineares pela 

Redução de Gauss-Jordan 

A resolução de um Problema de Programação Linear tipicamente 

é obtida através da resolução seqüencial de um grande número de 

sistemas de equações simultâneas. Assim sendo, é útil dispor-se de 

um método eficiente para resolver tais sistemas. O método conhecido 

por Redução de Gauss-Jordan preenche este requisito, motivo pelo 

qual o estudaremos com certo detalhe nesta seção. 

Como intróito à Redução de Gauss-Jordan, vamos revisar o con­

ceito de operações elementares em um sistema e o conceito de equi­

valência de sistemas. 
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Uma operação elementar em um sistema de equações consiste em 
substituir uma equação do sistema por outra equação de tal modo 
que a solução do novo sistema seja a mesma que a solução do sistema 
original. Operações elementares de interesse para fins de resolução 
numérica de um sistema são: (a) a substituição de uma equação 
qualquer por ela mesma multiplicada por um escalar não-nulo e (b) 
a substituição de uma equação qualquer pela equação resultante da 
soma dela própria com alguma outra equação do sistema multipli­
cada por um escalar não-nulo. As operações elementares não alteram 
as raízes, ou solução, do sistema. 

Se um determinado sistema é, ou pode ser, obtido de outro sistema 
através de operações elementares, diz-se que os dois sistemas são 
equivalentes. Em outras pala·uas, sistemas equivalentes contêm a 
mesma informação em termos de suas raízes. 

Exemplo: ConsiJcremos u sistema (1), abaixo: 

(I) 1
lx 1 + Ox2 = 8 

Ox, + lxf1 = iJ 
ou 

1- 1 - o

o 

A solução (óbvia) do sistema (I) é x
1 
= 3 e x1 = 5. A notação 

matricial introduzida .io lado elo sistema explfcito é chamada de 
"matriz expandida do sistema". Esta notação será utilizada intensi­
vamente adiante, pelo que o leitor deve desde logo se familiarizar 
com a mesma. 

Vamos a seguir somar a primeira equação de (1) com a segunda 
multiplicada por 2 (lado a lado) : 

ou 
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e, a seguir, substituir a equação assim obtida pela primeira equação 
do sistema (1) . O resultado é o sistema (II) , abaixo: 

= 18 (II) j l:r1 + ix,

1. Ox1 + Jx, = ó 
ou 18] 

/j 

Uma rápida verificação assegurará ao leitor que a solução de (II) 
é a mesma de (1), isto é, x, = 3 e x, = .5. 

Continuando com o exemplo, vamos agora somar a segu?da equa­
ção ele (li) com sua primeira equação multiplicada por - 3 (lado a 
lado): 

OX, + 1:rt + (- 8) (Jx, + 2x1) 5 + (- S) (IS) 

ou 

- 8.c1 - tix• = - 34

e a seguir, substituir a equação assim obtida pela segunda equação 
do sistema (II) . O resultado é o sistema (111), abaixo: 

-= 18 (III) lx,+2x1

- Sx, - 5:t·1 = - 84

2 : IS 

-Q: -34_ J

l\fais uma vez poderá ser verificado que a solução do sistema (III) 
continua sendo a mesma que a dos sistemas (I) e (II), isto é, x

1 
= 3 

e x1 = 5. 

Portanto, os sistemas (1), (II) e (III) são equivalentes. 

Exercício: Procure obter o sistema (1) a partir do sistema (Ili) 
através de operações elementares, isto é, realizar o caminho inverso 
do realizado no exemplo. 

Observação: Se desconhecêssemos o fato de que os sistemas do 
exemplo anterior são equivalentes e procurássemos resolvê-los in­
dependentemente, ,·erificaríamos que o sistema (1) tem uma solução 
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óbvia, enquanto que alguns cálculos seriam necessários para resolver 
os demais sistemas. Por que a solução do sistema (I) é óbvia? Sim­
plesmente porque a matriz de coeficientes do sistema está reduzida 
a um arranjo de vetores unitários. O sistema (1) é uma espécie de 
"'chapa de raios-X" dos sistemas (II) e (Ili). Na prática, em geral, 
temos que partir de sistemas como (III) e, de alguma maneira, li­
vrarmo-nos das "superfluidades" que dificultam enxergar sua so­
lução. Para tanto, poderíamos realizar operações elementares numa 
seqüência tal que, ao término da computação, obtivéssemos um 
r.istema equivalente ao original porém com a matriz de coeficientes 
reduzida a um arranjo de vetores unitários. Assim, a exposição das 
raízes procuradas seria completa. O método de Gauss-Jordan con­
siste exatamente na sistematização desta seqüência de operações ele­
mentares. 

Em vista da observação acima conclui-se que, para avançarmos 
um passo na resolução de um sistema, clc,·cmos encontrar um con­
junto de operações elementares que transformem o sistema dado em 
um sistema equivalente no qual o número de vetores unitários pre­
sentes na matriz de coeficientes seja incrementado. A consecução 
deste objetivo será ilustrada a seguir com um exemplo algébrico 
envolvendo um sistema de três equações e três incógnitas. Consi­
deremos, então, o seguinte sistema: [ ª" ª" au, 

Ax = e ou (A: e) ou a,, U-14 ªn 

a!J, as.l ªs!J 

Vamos admitir que A seja uma base para R� e que o coeficiente 
a., seja diferente de zero. A seguir vamos definir uma matriz T 
como: 

[� 
- a,,/au

ºl T 1/a11 

�J - a!J1/a,,

2� 



Por fim, vam�s pré-multiplicar ambos os lados do sistema (A: r) 
pela matriz T e obter: 

(TA) x = Te: ou (TA: Te:) ou 

au- a,1 
---

a,il. 
o -

a,, 
-
a,-�a,s -

 C1 -  -c!lau,-
a,, ª21 a,, 

ae,/a!l I a,s/u.,, c,/au 

la ,, -
 

o ªss - --
 c11as;a 

ª-" -ªsi- ail!J ªs•
- r., -

a,11 ª" a3e 

• Vamos provar que os sistemas (A: e:) e (TA: Te) são equivalentes.
Se assim e, a pré-multiplicação do sistema original por T deve cor­
responder a algumas operações elementares. De fat-0, a transforma­
ção de (A: e:) em (TA: Te:) envolve: (a) substituição da primeira
equação pela equação resultante da soma dela própria com a se-
gunda equação multiplicada por (- a11/a.,), (b) substituição da
segunda equação por ela mesma multiplicada por (1 /a.,) e (c)
substituição da terceira equação pela equação resultante da soma
dela própria com a segunda equação multiplicada por (- au/a11). 

Todas estas operações são realizadas simultaneamente.

O sistema (TA: Te) apresenta um vetor unitário na segunda co­
luna da matriz de coeficientes. Assim, em relação ao sistema inicial, 
o sistema (TA: Te:) representa um passo na direção desejada, qual
seja, obter um sistema equivalente ao inicial com a matriz ele coeíi­
cientes reduzida ao arranjo de vetores unitários.

Exerclcio: Dado o sistema algébrico: 

C1
-1 (A: e:) ou a,1 ar11 a,s ci 

l as, a

[ª" a1, 

s, 

au

 as� Cs 
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e, admitindo-se que a11 -r O, encontra o sistema (RA :Rc), onde R 
é definido como: 

[ 1/a11 

R = - aR1/a,,

- n.,v1fa,,

º 
ºl1 ºj

O 1 

Verifique que o sistema (RA: Rc) pode, alternativamente, ser 
obúdo do sistema (A: e) pela realiLação simultânea das seguintes 
operações elementares: (a) substituição da primeira equação por 
ela mesma multiplicada por (1 /a11), (b) substituição da segunda 
equação pela equação resultante da soma dela própria com a pri­
meira equação multiplicada por {- a1i fau) e (c) substituição da 
terceira equação pela equação resultante da soma dela própria com 
a primeira equação multiplicada por (- aJ1 /au). Observe que a 
primeira coluna do sistema (RA :Rc) é um velar unitário. 

Alguma reflexão sobre os resultados algébricos obtidos no exem­
plo e no exercício anterior permitem a elaboração ele um algoritmo 
para resolver sistemas ele equações simultâneas. 

Vamos supor que, dado o sistema de 11 equações e n incógnitas 
represemado por (A: a + ) , queremos passar a um sistema equiva-

• n 1 

lente (B: b ) no qual a j-ésima coluna de B seja um vetor unitário
• n+I 

contendo a unidade na sua i-ésima linha. O coeficiente a11 de A
será chamado de "pivô". O sistema (B: b ) é obtido do sistema. n+ 1 
(A: an +ai pela aplicação das seguintes regras:

1.ª - Os elementos b,,, da matriz (B: h.+,I, situados na linha i,
z. e., a linha do pivô, serão dados por:

2.ª - Os elementos bqJ, da matriz B, siluados na coluna j, i. e., a
coluna do pivô, são nulos (com exceção do elemento b11 que é uni­
tlirio) 
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3.ª - Os elementos bv, da matriz (B: b ) , situados fora da li-
• m+I 

nha i e da coluna j, serão dados por:

b = - a;,. a,;_ ( � • � • 1 1 + 1)
911 a,,. a-

q,-i;p,-;;q= , ... ,n;p= , ... ,n 
•J

As regras acima definem uma operação chamada "pivotação". 
Através da pivotação de um elemento na matriz de coeficientes de 
um sistema qualquer obtém-se um sistema equivalente. Portanto, a 
pivotação não altera a relação que as variáveis do sistema mantêm 
entre si; seu objetivo é apenas obviar este relacionamento atravé� 
da simplificação da matriz de coeficientes do sistema. Exemplo: Pivotar o coeficiente indicado no sistema da esquerda 
de modo a obter um sistema equivalente. 

4 - .!._:.! o 
:1=► 

[ 4 8 O ! 

(a) 1·Q) 6 1/S 1 11 7 5 ·10J 1 • 7 11---0 !J 
o o -24

• • •  i:=r 1/1 1 s 15/1 o - 16

O- 6•8 : 
s 6/1 

6-7 :� .u-·-1-:
-SS/1 

- 1/1_

S• 8 
9---

S/1 = 

S•7 10-
i 

Exerclcio: Verifique o result�do da pivotação indicada em cada 
um dos casos abaixo: 

[ 
o o -14(b) 1/B 1 s

®º -16 
(,)[ 

eo1 61/15 
o - Sl/15

-'I] [ºS/1 =► O 
- 1/� 1 

--s] IS/15 =► -1/15_ 
26 

o -14 -s1 61/15 �S/15 
o - Sl/15 -1/15

o o 1 0,115 
o 1 o 1,01!51 o o 0,200



Obseroação: Na seqüência (a), (b) e (c), do exemplo e exerci­
cios acima, o sistema inicialmente proposto foi reduzido paulatina­
mente a um sistema cuja matriz de coeficientes é um arranjo de 
vetores unitários. Com isto, a solução do sistema inicial - e de todos

os sistemas intermedidrios - pode ser facilmente enxergada na úl­
tima matriz expandida: x1 = 0,200; x1 = 1,025 e x3 = 0,125. Obser­
ve a correspondência das raízes com a posição da unidade nos vetores 
unitários associados a cada uma delas! 

Exercicio: Verifique cada passo da resolução do seguinte sistema 
(J X J):

1 1 :r / + J Xj -· 2 Xs = 1/1 

1
- f Xz + .'J X• + 5 X� = 1J

0 XJ + f Xa - J X� = 7

O sistema é resolvido em três passos: 

[_cp � 
-f 

5

O 2 -1

í 1 1/4 -1/f 

O 7/2 4 
1 oC) -1
... 

r
1 o -S/8

o o Si
o 1 -1/S :

14

] 
í1

11 
=

► O 

7 lº
7/!

] [
1

1: =► �

SJ/8

] [

1 

SS/4 =►. O

7/!! O 

1/4 

7/!! 

s 

o 

o 

1 

o 

o 

1 

-1/S

4
-1

-S/8

28/4

-1/2

o

o 

7:;J 
Sl/8

] 
iS/4 

7/!! 

] 
A última matriz expandida é composta apenas de vetores unitá­

rios. A solução encontrada é x, = J, x, = 4 e x1 = 1. Observe o
relacionamento da solução com a posição das unidades nos vetores 
unitários do sistema reduzido! Verifique que a solução encontrada 
satisfaz ao sistema inicial, bem como a todos os sistemas intermediá­
rios, confirmando, assim, sua equivalência. 
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Exercício: Resolva o mesmo sistema do exercido anterior, esco­
lhendo uma seqüência de pivôs ao longo da diagonal principal 
da matriz de coeficientes do sistema: Seu resultado final deverá ser: 

o ou
(
:::; 

lr., = 1, corno nntes. 

Obseroação final: Como o pivô é usado como denominador 
nos diversos cálculos necessários para a resolução do sistema, não 
podemos selecionar um coeficiente nulo como pivô. Se, num de­
terminado passo, todos os coeficientes em posição de candidatos 
potenciais a pivô forem nulos, então o sistema em análise ou é in• 
consistente ou contêm redundância. Verifique, através da construção 
de exemplos numéricos, que: (a) quando o sistema inicial contêm 
inconsistência, num determinado passo será obtido um sistema equi­
valente contendo alguma equação do tipo O "J + O "• + ... +

+ O x,. = Ir., onde k # O, e (b) quando o sistema inicial contêm 
redundância, num determinado passo será obtido um sistema equi­
valente contendo alguma equação do tipo O x1 + O x, + ... +

+o"·= o. 

I . 4 - Soluções Básicas de Sistemas 
Indeterminados 

Soluções básicas desempenham um papel fundamental em Pro• 
grarnação Linear. Assim, seu conceito e obtenção deve ser estudado 
com algum detalhe. 

Consideremos um sistema de equações simultâneas onde o número 
de incógnitas (n) é maior que o número de equações (m). Vamos 
supor que uma base para R"' possa ser construída utilizando m co­
lunas de coeficientes do sistema. Neste caso, podemos obter soluções 
numéricas condicionadas: especificando valores numéricos para 
(n - m) incógnitas podemos resolver o sistema de m equações para 
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as m incógnitas restantes. No caso de atribuirmos valores nulos para 
(n - m) incógnitas e resolvermos o sistema para as ,n incógnitas 
restantes, obtemos uma solução básica para o sistema. 

Exemplo: Considere o seguinte sistema de cinco incógnitas e três 
equações. 

18 X1 + t X1 + 0 X_, + 1 x, + 0 X,s = 4 
·

1

4 x, + o x, + 1 x., + o 3"4 + o :S,s = 4 

1 :i-1 + !J .r� + O x., +O�-, + 1 x6 = 9 

Observando que as colunas associadas com x3, x
4 

e x1 são vetores 
unitários, formando uma base óbvia para R�, concluímos que uma 
solução básica para o sistema em pauta é x, = O, x1 = O, x3 = 4, 
x, = 4, x6 = 9. A evidência desta solução no sistema dado é ressai-
tada através de uma notação auxiliar nas margens da matriz expan-
dida do sistema: 

ª• 32 &3 ª� a, e 

[; 
2 o 1 o 4

] 
x, 

o 1 o o 4 x., 

3 o o 1 9_ X6 

Observe a relação da solução (x4 = -1, xJ = 4, x, = 9) com a po­
sição da unidade nos vetores unitários a

3
, a

4 
e a,. Fica implkito que 

a5 incógnitas associadas com vetores não-unitários assumem valores 
nulos (x, = O e x1 = O). 

A notação colocada às margens da matriz expandida do sistema é 
particularmente útil quando, dada uma solução básica, queremos 
obter uma outra solução básica para o sistema. Continuando com o 
sistema numérico do exemplo, vamos supor que quiséssemos uma 
nova solução básica na qual x, e x, fossem nulos. Em relação à solu­
ção básica anterior, queremos uma nova solução na qual x� "entre" 
(isto é, apareça explicito na posição do vetor e) e x, "saia" (isto é, 
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torne-se zero) . Nosso objetivo pode ser conseguido com um simples 
passo da Redução de Gauss-Jordan: 

ª• 82 33 a, a& e: ª• 82 &3 84 a.1 e 
-

-Bl Z4s 2 o o 4 X� 7/8 o o 1 -2/S

4 o l o o 4 ] x.,=► 4 o 1 o o 

1 0)0 o 1 9 X5
+ 1/S 1 o o 1/8 41  x

s_
x

.,.  -

A matriz expandida à direita contém uma nova solução básica 
para o sistema inicial: x, = - 2, Xs = 4, x. = 3 e, para as incógni­
tas associadas com vetores não-unitários: x

1 
= O e x5 = O (verifique 

que esta solução de fato satisfaz o sistema inicial) . As setas na ma­
triz da esquerda simbolizam a "entrada" de x1 e a "saída" de x,. A 
escolha do pivô é conseqttência deste objetivo visado. 

Exef'clcio: A partir da solução básica expressa na matriz abaixo, 
obtenha uma nova solução básica na qual x

1 
"entre" e x

3 
"saia". 

O O 1 

O 1 O 

1 O O 

-l/8

o

1/S

e 

Seu resu�tado deverá ser x
4 
= - 13/3, x1 = 1 e"•= 8/3; X3 = O

e x, = O. Observe que o sistema em pauta é continuação do exem­
plo anterior de modo que a nova solução também satisfaz o sistema 
inicial do mesmo. 

Com a finalidade de reduzir a terminologia, convencionaremos 
chamar aquelas incógnitas, cujo vt1lor numérico aparece expHcito na 
coluna e da matriz expandida, de incógnitas ou variáveis básicas 

(ou na base). Por outro lado, as incógnitas que implicitamente 
assumem um valor nulo serão designadas de incógnitas ou variáveis 
f orn da base (ou não-básicas) . 
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Exemplo: Em todos os diferentes sistemas numéricos apresenta-
dos abaixo, as variáveis x�, x.1 e x5 são básicas (ou estão na base) , 
enquanto que as variáveis x, e x

1 estão fora da base (ou são não-
básicas). 

a, •2 83 •• &5 e 

•> [
3 2 o t o 4

] 
x, 

4 o l o o 
4 

Xs 

1 3 o o t 9 x, 

ª• 32 83 ª• 85 e 

1 -3 1 o o 

8] 
Xs 

b) 2 5 o 1 o -:3 x,

1 2 o o 1 5 X5 

R1 32 ªª ª• a& e 

[-; 
t o o 0-1 Zs

e) 1 o 1 o 2 1 x, 
a 1 o o -5_ X3 

Observe que no sistema (c) do exemplo apresentado acima, a va­
riável xs, embora b:isica, assume valor iero. Neste caso, a solução 
básica do sistema (c) é dita "degenerada". Apesar da conotação 
depreciativa do termo, nada há de errado com as soluções básicas 
degeneradas. Entretanto, o exemplo nos conduz a elaborar uma for­
mulação precisa do que se entende por uma solução básica: 

"Dado wn sistema de m equações e n incógnitas, onde 11 > m., 
uma solução básica para tal sistema é uma solução na qual pelo 
menos (n - m) incógnitas assumem valor zero." 



I. 5 - Resolução Conjunta de Sistemas
Lineares 

Cada passo do método Simplex, empregado na resolução de pro• 
blemas de Programação Linear, envolve a resolução de diversos sis­
temas que apresentam a mesma matriz de coeficientes e diferentes 
vetores de constantes. O objetivo desta seção é o de apresentar a 
resolução conjunta de tais sistemas através da R�dução de Gauss­
]ordan. Para tanto, examinaremos um exemplo numérico. 

Exemplo: Resolver os seguintes sistemas: 

<I> 1 s x, + .1 x, = - 6 (II) r s v I + 4 v s = 16
l! Xz - 1 .-e, = 7 ls Yt - 1 y, = - 4

(UI) {S z, + .i z, - !!!l 
2 z, ·- I z1 = S 

Observe que a matriz de coeficientes é a mesma nos três sistemas. 
Em vista disto, podemos formar uma matriz expandida que englobe 
os trls sistemas e, a partir daí, resolvê-los conjuntamente: 

ª1 •2 C1 C2 

[P 4 - 6 16 
-1 7 -4

•1 ª2 C1 C2 

Cl ª• 

211 =► r' 
SJ LO 

Ca ª• 

ª2 

4/8 

-11/3

•2 

C1 C2 

-
- 2 16/8 

l1 - .1,,�,.�

e, C2 

1
-1 1,1s - 2 16/8 7] 

r, º 2 º 

.O e 11 - 44/S -11 � LO 1 - 3 4 

rl 

-1:]

Ca 

Após a segunda pivotação, a matriz de coeficientes reduziu-se a 
um arranjo ele vetores unitários. A solução dos três sistemas é lida 
nas colunas c1, c2 e c3, isto é, nas colunas das constantes de cada 
sistema. Assim, a solução do sistema (I) é x1 = 2 e x, = - ), a 
solução do sistema (II) é Yi = O e y, = 4 e a solução do sistema 
(III) é z, = 3 e z, = 3.
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Exercício: Resolver o mesmo problema do exemplo escolhendo 
os pivôs ao longo da diagonal secundária da matriz de coeficientes. 
O resultado final deverá ser: 

- s 4 3·1B O S_ 

Compare este resultado com o do exemplo acima e conclua que a 
solução encontrada é idêntica. Lembre de associar as rafzes com a 
posição da unidade nos vetores unitários! 

Neste ponto é conveniente introduzir uma notação que será em­
pregada mais tarde no desenvolvimento do método Simplex. Com 
este propósito, considere a matriz abaixo e procure encontrar as 
soluções dos sistemas (a) (a2 83 

85: a
1
), (b) (8

2 
83 a5: 84) e (c) (8

2 
83 

a : a ): 
5, • 

81 82 113 ª• IJ5 a,

2 o o s 1 2
-1 o 1 o o s

6 1 o -B o B_

Façamos Y•J a incógnita associada com a coluna a
1 

no sistema que
tem 8i como vetor de constantes. Então, escrevendo os sistemas de 
interesse por completo, as soluções ficam evidentes, uma vez que 
8

2 
8

3 
e 85 são vetores unitários:

a) (82 83 811 : 81)

b) (B:i 83 &5 :a.)

e) 1•2 81 811:a.l

·H} .. + [!} .. + [f 
Y6t

] 
- 1

Ylll ... Ysr = 
-1

-Ytu. 5_

é:[�] Y,� + [�] Ys4 + [�] Y64 = [:::] =-= [
�] _1_ O_ O y,4 -t 

., m •- + [f .M + GJ.M _ [::J- [ :J
!l!I 



Agora conside1·emos a mesma matriz de antes, mas supondo que 

tivéssemos interesse em encontrar as soluções dos sistemas: 

Observando a matriz de coeficientes (a
1 

a
2 

•
.:.
> - que é comum 

aos três sistemas - nota.mos que, para resolver qualquer um dos 

sistemas, basta pivotar o segundo elemento da coluna 8
1

. Com isto, 

a matriz (81 82 a5) será transformada num arranjo de vetore& uni­

tários com as unidades posicionadas em linhas diferentes. Então: 

., 

[
i 

0 
ti 

A matriz 

82 83 

o o 

o 1

1 o 

ª• 85 ª• •• 82 

8 1 

o o 

- g o ;]=► [� - -D 

o 

o 

I 

da direita contém as soluções 

83 84 35 ªª 

2 3 1 a-

-1 o o -8

jj -e o 17-

dos sistemas (a')• (b') e 

(c'). Estas soluções são como se segue: YsJ = 2, y13 = - 1 e )'u = 5 

(resultado lido na coluna a
3

, observando a posição da unidade nos

vetores unitários 8
1

, a
2 

e a
5

); )',q = !J, y1
, = O e Ya, = - 2 (resul­

tado lido na coluna a
4

, observando a posição da unidade nos vetores 

unitários a1, a2 e a
1) e Yi, = 8, y 16 = _ J e y16 = 17 (resultado

lido na coluna 81, observando a posição da unidade nos vetores uni­

tários a , a e 8 ) . A visualização destes resultados fica facilitada se
l 2 1 
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escrevermos os nomes dos vetores unitários na margem esquerda da 

matriz (segundo a posição da unidade nos vetores unitários) : 

ª• 82 83 84 a, a, •• 82 83 8J a, ai:

ªIli[º o 2 s 1 -!]
o o 1 85 Y68 Yõ4 Y

ó8
] 

•1 1 o - 1 o o é •• 1 o Y1!! Y14 o Y16 
� -º 1 õ 2 o 17 82 _ 

o y,., Y114 o YBC-

Exercício: Resolver os sistemas (1) (a. 83 8s: 82l• (II) (a
1 

a
3 

aG : a ,l

e (III) (a
1 

a a : a ) 
!I 5 • 8 

na matriz abaixo: 

ª• 82 83 •� a, ª•

o -� s -1 o 1
1 2 7 -s o o 

o -G i 4 1 o_

Observe que a matriz contém um arranjo de vetores unitários 

formado pelas colunas a1, a6 e a1. Para executar a tarefa solicitada, a 
coluna ªt deve "sair" e a coluna •: deve "entrar". A solução do

problema é: (1) Yu = 4/3, y,. = - 22/3 e 'Yu = - 26/3, (II) 

y3, = - 1/3, y1� = - 2/3 e y16 = 14/3 e (III) 'JJ• = 1/3, y11 = -

- 7 /3 e 'Ju = - 2/3. 
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Capítulo II 

FUNDAMENTOS TÉCNICOS DE 
PROGRAMAÇÃO LINEAR 

Neste capítulo estaremos interessados na caracterização e resolução 

de problemas de Programação Linear. O capítulo se inicia pela 
formulação de alguns problemas típicos de Programação Linear 

para, a seguir, salientar características comuns a todos. Já em termos 
de resolução de problemas de Programação Linear, a discussão será 
restringida ao método Simplex. Este método será apresentado em 
detalhe, porém o leitor deve ficar alertado para a existência de 

métodos especializados que, explorando características matemáticas 
específicas de alguns tipos de problemas de Programação Linear, 

apresentam eficiência computacional superior à do método Simplex 
na resolução ele problemas do tipo para o qual foram desenvolvidos. 
O método Simplex, por sua vez, é de uso geral, isto é, pode ser 
usado na resolução de qualquer problema de Programação Linear. 

II. 1 - Problemas de Programação Linear:
Exemplos de Formulação 

O primeiro passo no estudo de Programação Linear consiste em 
um treinamento básico na formulação de problemas. Formular um 

problema significa traduzir sua informação descritiva para um mo­

delo matemático. Infelizmente, não existe um conjunto de regras 
definidas que realize o papel ele dicionário nesta tradução. Conse­
qüentemente, a capacidade de formular problemas é uma função 

da experiência adquirida no assunto. 
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Ao final da série de exemplos de formulação de problemas que 
serão vistos a seguir, iremos verificar a emergência de um padrão 
geral nos mesmos. As características deste padrão serão discutidas 
para podermos definir o que se entende por um modelo de Progra­
mação Linear. Quanto aos exemplos em si, o leitor deve ter em 
mente que se trata de simplificações extremas da realidade e cujo 
único objetivo é estabelecer uma cabeça de ponte para problemas 
mais complexos. 

Exemplo 1: Um agricultor pode produzir bois para abate e 
ovelhas para lã. A produção de um boi por ano requer a existência 
de um rebanho bovino que ocupa 11 ha de pastagens e que exige 
uma hora de trabalho por dia. A produção de uma tonelada de 
lã por ano requer a existência de um rebanho ovino que ocupa 
sessenta hectares de pastagens e que exige duas horas de trabalho 
por dia. O produtor prevê lucros de oito mil cruzeiros e de vinte 
e um mil cruzeiros por boi e por tonelada de lã produzidos, res­
pectivamente. Seus recursos produtivos são limitados a quinhentos 
hectares de pastagens e, dado que seus dois filhos o auxiliam no 
trabalho, dispõe de vinte e quatro horas de trabalho diárias. O 
produtor desejaria seguir um plano que maximizasse seus lucros 
totais. 

Formulação: Maximizar L = 8 Xi+ 21 "•

sendo que: a) 11 Xi + 60 "• � 500 

b) 1 "i + 2 ,CJ1 L. 24

c) "i � o 

d) "• � o 

onde L é o lucro total do agricultor (em milhares de cruzeiros por 
ano), 

"i é a produção de bois (em cabeças por ano) e 

"• é a produção de lã (em toneladas por ano) . 

Comentdrios: O produtor quer decidir quantos bois (xi) e quan­
tas toneladas de lã (x1) produzirá por ano. Ao atribuir valores 
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numéricos para as variáveis de decisão x1 e x1, isto é, ao estabelecer 
qualquer plano de produção específico, o produtor simultaneamente 
está atribuindo valores numéricos ao lucro anual (L) e aos reque­
rimentos do plano em termos de pastagens e em termos de mão­
de-obra. Examinemos o condicionamento imposto pela inequação (a) 
sobre as variáveis de decisão que compõem o plano. Para produzir 
um boi por ano são necessários 11 ha de pastagens; portanto, para 
produzir x1 bois serão necessários (11.x,) ha de pastagens. Por 
analogia, a produção de x1 toneladas de lã por ano estabelece um 
requerimento de (60 .x1) ha de pastagens. Assim, um plano para 
produzir x1 bois e x1 toneladas de lã por ano requer (11 x1 + 60 x1) 
ha de pastagens. Para que o plano seja viável, seu requerimento 
de pastagens deve ser igual ou menor que a disponibilidade exis­
tente deste recurso produtivo (500 ha) . A inequação (b), por seu 
turno, estabelece a condição de viabilidade do plano em termos 
de mão-de-obra: o requerimento diário de trabalho estabelecido pela 
produção de x1 bois e x1 toneladas de lã por ano deve ser igual 
ou menor que a quantidade disponível deste fator na fazenda. Os 
condicionamentos (c) e (d) fazem parte da lógica que um plano 
viável deve atender: tanto a produção de bois quanto a produção 
de lã devem ser não-negativas. Qualquer plano só será viável se 
satisfizer (a), (b), (c) e (d) simullaneamenle. Dentre o conjunto 
de planos viáveis o produtor almeja descobrir aquele que está 
associado ao maior valor do escalar L. Finalizamos observando que 
o leitor não se deve preocupar, por ora, com a obtenção dos valores
numéricos de x1 e x1 que maximizam L sob as condições (a), (b),
(c) e (d) ; ao contrário do processo de formulação, o processo de

resolução de um problema de Programação Linear pode ser obtido
pela aplicação de um conjunto de regras bem definidas. A _elabo­
ração de tal conjunto de regras será objeto de discussão mais adiante
neste capítulo. No momento é importante salientar que a formulação
é pré-requisito sine qua non para a resolução de um problema.

Exemplo 2: Uma refinaria produz gasolina e óleo combustível. 
Sua matéria-prima é petróleo, que pode ser adquirido em três países 
diferentes: Um, Dois e Três. A partir de um barril de petróleo do 
país Um, que custa $ 30, a refinaria obtém 20 litros de gasolina e 
40 kg de óleo combustível. A partir de um barril de petróleo do 
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país Dois, que custa $ 28, a re[inaria obtém l 7 litros de gasolina 
e 43 kg de óleo combustível. A partir de um barril de petróleo 
do país Três, que custa $ 34, a refinaria obtém 25 litros de gasolina 
e 35 kg de óleo combustível. A gerência da refinaria assinou con­
tratos para a entrega de pelo menos 200.000 litros de gasolina e 
de pelo menos 380.000 kg de óleo combustível por semana, nos pró­
ximos dois meses. Que quantidade de barris deve ser adquirida de 
cada país de modo que a refinaria possa cumprir seus contratos ao 
menor custo de matéria-prima possível? 

Formulação: Minimizar C = JO p, + 28 p, + J4 p, 

dado que: a) 20 p, + 17 p1 + 25 p, :::... 200.000 

b) 40 p, + 4J p, + J5 p, � JB0.000

c) Pi :::... o 

d) 1'1 � o 

e) p,;;..,, o

onde C é o custo da matéria-prima (em $ por semana), 

p, é a quantidade utilizada de petróleo do pais Um 
barris por semana) , 

p. é a quantidade utilizada de petróleo do país Dois
barris por semana) e

(em 

(em 

p, é a quantidade utilizada de petróleo do pais Três (em 
barris por semana) . 

Comentdrios; A viabilidade de qualquer plano de aqumçao de 
matéria-prima é condicionada pelo atendimento simultâneo das 
condições (a) até (e). A condição (a) é discutida a seguir. Dado 
que um barril de petróleo do pais Um produz 20 litros de gasolina, 
então p, barris de petróleo da mesma fonte produzirão (20p1) litros 
de gasolina. Por outro lado, p1 barris do pais Dois e p, barris do 
país Três são capazes de produzir (17p1) e (25p,) litros de gasolina, 
l'espectívamente. Assim, se for estabelecido um plano de compra e 
uso de p" p, e p, barris por semana, originários respectivamente dos 
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palses Um, Dois e Três, a refinaria poderá produzir um total de 
(20 p1 + 17 p, + 25 p3) litros de gasolina por semana. Em vista 

cios contratos assumidos, esta produção total deve atingir pelo menos 

200.000 litros por semana. 

Exemplo J: Uma f:ibrica de geradores elétricos tem três depó­

sitos centrais nas regiões Um, Dois e Três. Estes depósitos abastecem 

cinco depósitos secundários mediante pedidos dirigidos a uma ge­

rência central. Os depósitos secundários estão localizados nas regiões 

Quatro a Oito. A gerência tem pedidos para entrega de cinqüenta 

e dois geradores, assim distribuídos: (a) os depósitos Quatro e Seis 

solicitaram oito geradores cada um; (b) o depósito Cinco solicitou 

doze geradores; (c) o depósito Sete solicitou nove geradores e 
(d) o depósito Oito solicitou quinze geradores. Através de consulta

telefônica aos depósitos centrais, a gerência foi informada da dispo­

nibilidade de um total de sessenta e dois geradores nos depósitos

centrais, assim distribuídos: (a) o depósito Um dispõe de vinte e

sete geradore�, (b) o depósito Dois dispõe de vinte e três geradores

e o depósito Três dispõe de doze geradores. A gerência observa que

existe possibilidade de entrega imediata dos pedidos. Todavia, o

custo de transporte de um gerador de um depósito para outro é

diferente. O quadro abaixo informa estes custos.

CUSTOS DE TRANSPORTE DE GERADORES ENTRE 

DEPóSITOS CENTRAIS (ORIGEM) E DEPóSITOS 

SECUNDÁRIOS (DESTINOS), EM$ 1 000/GERADOR 

Oiigem Destino 
Depósito Depósito Depósito Depósito 
Qua.tro Cinco Seis Sete 

Depósito Um 6 3 1 4 

Depósito Dois 7 2 2 7 

Depósito Três 5 4 5 5 
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O problema da gerência é determinar quantos geradores cada 
depósito central deve despachar para cada depósito secundário de 
modo a atender os pedidos com o menor volume de despesas de 
transporte possfvel. 

Fonnulação: Minimizar CT - 6qI4 + SqI6 + 1qI6 + 4q,7 + fqa +

+ 7q,4 + fq16 + Bqto + 7qn + Sq,, +

+ 5qs, + 4q/J6 + 5q311 + 5qn + tqs, 

dado que (a) q14 + q,6 + q,6 + q11 + q" � ir

(b) q,, + q,6 + qlti + q17 + qu 5 f!
(e) qu + q/J6 + q/JI + q/J7 + q/JB � lf
(d) q,4 + q,4 + q84 = 8 

(e) q,6 + qu + q/J6
(f) q/6 + qlti + q/JB
(g) q17 + q,1 + q,,
(h) q" + qu + qss

= lf 
8 

- 9

- 15
(i) q;; � O; i = 1, f, S e j = 4, 5, 6, 7, 8.

onde CT é o custo de transporte dos geradores solicitados (em 
$) e 

q41 é a quantidade de geradores transportados do depósito 
central i para o depósito secundário j (i = 1, 2, J e 
j = 4, .5, 6, 7, 8). 

ComenldYios: O problema apresentado neste Exemplo 3 é conhe­
cido como o Problema de Transporte, uma espécie de clássico na 
Programação Linear. A!; condições (a) , (b) e (c) refletem limi­
tações nas quantidades totais que cada depósito principal pode 
suprir. Observe que o lado esquerdo da inequação (a) é a soma 
das quantidades de geradores que saem do depósito Um para todos 
os depósitos secundários (Quatro, Cinco, Seis, Sete e Oito) . Uma 
vez que no depósito Um estão disponfveis 27 geradores, a quanti­
dade total despachada deste depósito deve ser igual ou menor que 
o número de geradores af disponfvel. Observação semelhante se
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aplica às restrições (b) e (c). As restrições (d), (e), (f), (g) e {h), 
por outro lado, refletem a vontade da gerência em atender os 
pedidos dos depósitos Quatro, Cinco, Seis, Sete e Oito, respectiva­
mente. O lado esquerdo da condição (g) acumula o total de gera­
dores destinados ao depósito Sete e que vieram dos depósitos prin­
cipais Um, Dois e Três. Uma vez que o depósito Sete solicitou 
nove geradores, a quantidade proveniente do depósito Um (q17) 

mais a quantidade proveniente do depósito Dois (q17) mais a quan­
tidade proveniente do depósito Três (q n) deve-se igualar a este 
número solicitado. Por fim, a condição (i) - que na realidade é 
um conjunto de quinze restrições - cst:il.Jclcce de maneira formal que 
planos envolvendo quantidades transportadas negativas não são 
aceitáveis. 

� conveniente, neste ponto, fazermos uma digressão sobre a trans­
formação de inequações em equações através do uso de variáveis 
auxiliares não-negativas. Neste sentido, considere a inequação (a) 
do Exemplo 1, acima, segundo a qual o total de pastagens destinado 
à criação de bois e à produção de lã não deve ultrapassar 500 ha: 

11 ZJ + 60X1 � 600 

Nos comentários que se seguiram à formulação do Exemplo I, 
vimos que (11 Xi + 60 x,) é o número de ha de pastagens neces­
sário para produzir x1 bois e xJ toneladas de lã por ano. Se agora 
definirmos uma variável x3, não-negativa, que represente a área de 
pastagens eventualmente não utilizada no plano de produção, pode­
mos substituir a inequação em pauta pelo conjunto: 

{11 X1 + 60 X• + X:, = 600

X:, ;;?: 0

Agora a equação nos diz que a soma da área efetivamente utilizada 
no plano de produção (isto é: 11 Xi +· 60 x.) com a área não 
utilizada (isto é: x3) deve ser igual à área disponível (isto é: 500 ha). 
A área não utilizada, por sua vez, deve ser igual ou maior do que 
zero. Observe que se x3 pudesse assumir valores negativos, isto seria 
equivalente a criar uma possibilidade de uso efetivo de pastagens 
maior do que o disponível na realidade (certifique-se de que en 
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tendeu esta afirmativa escrevendo 11 x1 + 60 x, = 500 - x3 e 
atribuindo valores negativos a x)). Para evitar esta possibilidade, 
explicitamos que apenas valores não-negativos são aceitáveis para x3• 

Considere agora a inequação (b) do Exemplo 2: 

40 Pi + 43 Pe + 85 p3 � 880.000 

Nos comentários que se seguiram à formulação do Exemplo 2 foi 
visto que (40 p, + 43 p, + 35 ,P3) era a quantidade de óleo com­
bustível produzido semanalmente_ pela refinaria, dada a utilização 
de p,, p, e PJ barris de petróleo por semana oriundos dos países Um, 
Dois e Três, respectivamente. Por outro lado, o número 380 . 000 se 
referia à produção semanal mínima de óleo combustível que a 
refinaria deveria cumprir. Ora, em princípio não existe razão de 
natureza física, explicita na descrição do problema, segundo a qual 
a refinaria não possa produzir mais óleo combustível do que o 
mínimo requerido pelo contrato. As�im, vamos definir uma variável 
não-negativa ,P.

1 
que represente a quantidade ele óleo combustível 

produzida em excesso ao mínimo contratual. Com isto, podemos 
�ubstituir a inequação (b) do Exemplo 2 por: 

{40 P1 + 48 P2 + Só P:s - p4 = 380.000 
p4 � o

Observe o significado da equação: a quantidade produzida de 
óleo combustível (40 p, + 43 p

3 
+ 35 PJ) deve ser igual à quanti­

dade requerida em contrato (380.000) mai� alguma quantidade 
eventualmente produzida em excesso (P�) . Certifique-se de que en­

tendeu porque agora subtmímos uma variável auxiliar não-negativa 
para transformar a inequação cm uma equação. Note que no exem­

plo anterior a inequação era do tipo "igual ou menor que" e agora 

a inequação é do tipo "jgual ou maior que". 

Exercício: Refaça a formulação dos Exemplos l, 2 e 3 elimi­

nando todas as inequações pela utilização de tantas variáveis auxi­

liares não-negativas quantas forem necessárias em cada problema. 

Note que a transformação ele cada inequação cm equação 1·equer a 

definição de uma variável auxiliar especifica. Procure definir o 

14 



significado exato de cada variável auxiliai'. Para completar a formu­
lação, inclua as variáveis auxiliares na equação a ser otimizada, 
associando-as com coeficientes nulos (zeros). 

Em vista da possibilidade de transformar inequações em equações 
a través do em prego de variáveis auxiliares não-negativas e, pela 
observação das formulações dos Exemplos l , 2 e 3, fica evidente 
que um problema de Programação Linear tem três características 
fundamentais: (a) existência de um escalar que se busca otimizar 
e que é uma função linear das incógnitas do problema, (b) exis­
tência de um sistema de equações lineares que define - ou amarra 
- a viabilidade de qualquer plano potencial às condições especificas
estabelecidas no problema e (c) condicionamento de não-negativi­
dade sobre todas as incógnitas do problema (incluindo as variáveis
auxiliares) . Através de exercícios ao final deste capitulo, e de exer­
cícios mais elaborados no capitulo seguinte, o leitor poderá ter
uma idéia da gama de problemas que apresentam as características
referidas. No momento é importante definirmos o modelo algébrico
de Programação Linear e estabelecermos uma terminologia para
referenciar seus componentes.

O modelo geral de Programação Linear é: 

dndo que: a11 X1 + aa x. + ar3 :r3 +

a11 :r1 + a,. x. + a.,J :r3 +

a,,., X1 + a,,.. :r., + � X3 + + a..,. Xn = b.,. 

� �o 

x, � o
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ou, mais sinteticamente: 

Otimizar Z = e' x 

dado Ax = b 

e X� 0 

onde A: (m.1m) e x: (nzt) 

O escalar que se quer otimizar (Z) é descrito por uma função 
linear chamada de "função objetivo". Os coeficientes c1 são chamados 
de "coHicientes da função objetivo". As incógnitas :r;j são chamadas 
de "vari:iveis de decisão". Os coeficientes a,1 são chamados de "coefi­
cientes técnicos", enquanto que um vetor aJ é uma "atividade". Os
coeficientes b, são chamados de "constantes do lado direito das equa­
ções" ou, em problemas espedficos, de "requerimentos" ou de 
"disponibilidades" conforme o caso. 

Por fim, é necessário distinguir entre uma atividade e o seu nível 
ou valor numérico. Uma atividade pode ser descrita genericamente 
(por ex.: a

1 
significa "plantio de milho"), enquanto que o nível 

assumido por uma atividade designa um valor espedfico que quan­
tifica a intensidade da atividade num plano (por ex.: x1 

= 10 signi­
fica 10 ha de milho plantados). 

II. 2 - Resolução Gráfica em Programação

Linear 

Nesta seção iremos examinar como se resolvem pequenos proble­
mas de Programação Linear, através de representações gráficas. Estas 
análises gráficas nos permitirão obter as características da solução 
ótima de tais problemas de uma maneira intuitiva. 

46 



Iniciaremos com a resolução gráfica do seguinte problema: 

Problema (A) : Maximizar Z = f Xi + S :r• 

dado que: a) 4 xi + ex., � 20 

b) 3 x1 + 6 x• � f4

c) Xi � 0 

d) 

As Figuras 1. a até 1 . d, adiante, representam as restrições (a) até 
(d), respectivamente. 

Nas Figuras l .a até l .d as áreas hachuradas representam os con­
juntos de pontos (xu x1) que satisfazem as inequações (a) até (d), 
respectivamente. Por exemplo, na Figura l .c, todos os pontos situa­
dos na parte hachurada satisfazem x1 � O. Todavia, um plano 
(x1, x1) só serd viável se satisfizer todas as inequações simultanea-

Figura 1 . a 

Representação Gráfica da Inequação 4x1 + 2x2�20
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Figura 1. b 

Representação Gráfica da Inequação 
3x1 + 6x2� 24 

Figura 1. e 

Representação Gráfica da Restrição 
x, �o 

48 



Figura 1 . d 

Representação Gráfica da Restriçâo Xf:�:.O 

1/1 

mente. A interseção dos conjuntos de pontos que satisfazem cada 
inequação forma um conjunto de pontos que satisfazem todas as 
inequações simultaneamente. A interseção dos conjuntos determi­
nados pelas inequações (a) até (d) está representada na Figura 2, 
abaixo. 

A Figura 2 mostra que o conjunto de planos viáveis (x11 x1) 
do Problema (A) se apresenta na forma de uma área poligonal, 
com vértices v: = (0,0), v� = (5,0), v� = (4,2) e v� = (0,4), 
Qualquer ponto (x,, x,) situado sobre a área poligonal referida -
incluindo as linhas limítrofes desta área - satisfaz todas as inequa­
ções do problema (A). Qualquer ponto situado fora da área hachu­
rada deixa de satisfazer pelo menos uma das condições do pro­
blema (A). 

Uma vez estabelecido o conjunto de planos viáveis do problema, 
devemos agora selecionar um plano, dentre estes, que maximize o 
valor da função objetivo. A Figura 3 representa a determinação do 
plano ótimo dentre os planos viáveis. 
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Figura 2 

Representação Gráfica do Conjunto de Planos 
Viáveis do Problema (A) 

A Figura li mostra claramente que o maior valor que a função 
objetivo pode atingir, com base em planos viáveis, é Z = 14. O 
plano ao qual está associado este valor máximo da função objetivo 
é dado pelas coordenadas do vértice v

1
, isto é, x� = 4 e x! = 2. 

Portanto, a .solução ótima do problema (A) é o vetor x• = [!]. 
O valor da função objetivo associado ao plano ótimo é z• = 14. 
Este é o maior valor que Z pode atingir, com base no conjunto de 
planos vi.iveis do problema (A) . 

Exe,-dcio: Modifique a função objetivo do problema (A) para 

e resolva novamente o problema. A solução ótima será dada agora 
pelas coordenadas do vértice v

2
• Qual o plano ótimo (x�, r:J 1 
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f"iquro 3 

Representação Gráfica de Z = 2 x1 + 3x2
para Diversos Valores de Z 

-�u..J./.'..LLJ.�'..LJ..,UJ..L..L..:!....3-----�.-------> 

6 x2 

Qual o valor z• da função objetivo associado ao plano ótimo 

(:z:�, x:), 

Exercício: Resolver graficamente (Problema (B)) 

Maximizar Z = e x1 + 10 x.

dado que: a) 1 x1 + S :z;• � 9

d) 

A solução ótima é ;z;� = O, x: = S. O valor da função objetivo 
associado ao plano ótimo é z• = 30.
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Exercício: Resolver graficamente (Problema (C)) 

Maximizar Z = S x1 + B z, 

<lado que: a) 1 x1 + 2 x• S 10 

d) 

e) 

A solução ótima é x� = 6, z: = B. O valor da função objetivo 
associado ao plano ótimo é z• = 22. 

Exercício: Resolver graficamente (Problema (D) ) 

Maximizar Z = 1 :z;1 + S x, 

dado que: a) 1 z1 + 1 z, S 15 

b) 1 x1 - B z, � O

e) O x1 + 1 x, S 9

d) x, � O 

e) 

A solução ótima é z� = 6, x: = 9. O valor da função objetivo 
associado ao plano ótimo é z• = 33. 

Vamos agora resolver graficamente um problema de Programação 
Linear envolvendo minimização de função objetivo: 

Problema (E) : Minimizar Z = 1 x1 + B :z;• 

dado que: a) B :z;1 + B x, � 14 
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d) 

e) 

O conjunto de planos viáveis do Problema (E) é apresentado 

na Figura 4; os pontos (x11 x.) na área hachurada - incluindo suas 

linhas limítrofes - satisfazem todas as cinco condições do Pro­
blema (E). 

Figura 4 

Conjunto de Planos Viáveis do Problema (E) 

O Problema (E) é a seguir resolvido pela determinação do plano 
viável capaz de gerar o menor valor possível para 2. A Figura 5 
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revela que o plano ótimo é x� = 5, x: = f. Este plano determina 
um valor z• = 9, e nenhum outro ponto pertencente ao conjunto 
de planos viáveis é capaz de gerar um valor inferior para a função 
objetivo. 

Figura 5 

Representação Gráfica de Z = l x1 + 2 x2 para Diversos

Valores de Z 

5 

".. z = 12 
'-z =9 

z=2 1 

1 

1 
---+-

1 
1 

Exerclcio: Resolver graficamente (Problema (F)) 

Minimizar Z = õ x1 + f x1 

dado que: a) f x1 + f x1 � SO 

b) 1 x1 + O x, � 8
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d) 

e) 

O plano ótimo é x; = O, x! = 10. O valor minimizado da função 

objetivo é z• = 20. 

Exercício: Tente maximizar em vez de minimizar a função obje­

tivo do Problema (F). Conclua que, como o conjunto de planos 

viáveis é aberto na direção em que se procede à maximização de Z, 

i o valor deste escalar pode ser aumentado indefinidamente. Neste 

caso, embora o problema apresente um conjunto de planos viáveis, 

ele não tem uma solução ótima finita. 

Exercício: Verifique que a interseção das seguintes condições é 

um conjunto vazio: 

Conclua que nenhum plano viável pode existir na presença de 

tais condições. Observe que se um conjunto de planos viáveis é 

vazio, evidentemente uma solução ótima não pode existir. 

O leitor que realizou todos os exercícios propostos nesta seção 

terá observado que: (a) nem sempre um problema de Programação 

Linear apresenta um conjunto não-vazio de planos viáveis, (b) mes­

mo que o conjunto de planos viáveis seja não-vazio, isto não garante 

a existência de uma solução ótima finita e (c) quando uma solução 

ótima finita existe, ela certamente será dada pelas coordenadas de 

um dos vértices do pollgono que limita o conjunto de planos viáveis. 

Sobre esta última observação cabe ainda mencionar que, eventual­

mente, um problema poderá apresentar uma multiplicidade de solu­

ções ótimas. Isto pode ocorrer quando a função objetivo é paralela 

a uma das restrições do problema. Nestes casos, o valor ótimo da 
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função objetivo poderá ser obtido em mais de um dos vértices 
do polígono de planos factíveis. Em suma: 

Se um problema de Programação Linear tem uma solução 
ótima [inita, esta solução corresponderá a pelo menos 

um dos vértices que limita o polígono de planos viáveis 
do problema. 

O resultado acima, que na realidade se constitui em teorema mate­
matica!Dente demonstrável, é de importância fundamental para 

desenvolvermos um método de resolução de problemas de Progra­
mação Linear nos casos em que uma solução ótima finita existe: 
para resolver tais problemas tudo o que precisaríamos fazer é 
computar o valor da função objetivo nos diversos vértices e, por 

comparação destes valores, selecionarmos um plano ótimo. 

A questão natural que se segue é: como determinar os vértices 
do polígono de planos viáveis no caso de existirem muitas atividades 
no problema de modo que a análise gráfica não nos possa auxiliar? 
A resposta a esta questão, que consiste em outro teorema mate­
maticamente demonstrável, é: 

Os vértices do polígono limitante do conjunto de vetores 

x• que satisfazem as condições Ax = b e x � O, são 
dados por soluções básicas não-negativas do sistema 

Ax _ b. 

Com o propósito de ilustrarmos esta assertiva, vamos reescrever a 
formulação do Problema (A) acrescentando duas atividades auxi­
liares não-negativas (x.1 e x4) • Assim, transformamos o sistema de 
inequações em um sistema de equações com todas as incógnitas não­
negativas: 

Maximizar Z = ! x1 + S x. + O x, + O :z:4

dado que: a) 4 :z:1 + ! :,;• + 1 x, + O x4 = !O 

b) S x1 + 6 :r• + O x, + 1 x4 = !4
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c) 

d) 

e) 

f) 

As condições (a) e (b) se constituem num sistema de duas equa­

ções e quatro incógnitas que apresenta as seguintes soluções básicas: 

(1) z, = 0; Xs = O ;:z:8 = 20; x, = :IJ4 

(2) z, 0; Xs = 10; Xa = o; x, = -S6

(3) z, 0; Xs = 4; Xa = 12; X4 - o 

(4) X1 = 5; Xs = 0; Xa = 0; X,4 = 9 

(5) z, = 8 ;xs = 0; Xa = -1f; X4 = o 

(6) x, = 4; Xs = 2; Xa = O ;x4 = o 

Examinando as soluções básicas de números (l) até (6) verifica-se 

que as soluções (2) e (5) apresentam alguma raiz negativa, não 

satisfazendo portanto as condições de não-negatividade do problema. 

Comparando as demais soluções básicas com o gráfico apresentado 

na Figura 2 iremos concluir que a solução (l) corresponde ao 

vértice v
1

, a solução (3) corresponde ao vértice v,, a solução (4)
corresponde ao vértice v

2 
e a solução (6) corresponde ao vértice "'•·

Portanto, a cada vértice do pollgono limitante do conjunto de planos 

viáveis do Problema (A) corresponde uma solução básica não­

negativa do sistema formado pelas restrições (a) e (b) do problema 

(após a inclusão de variáveis auxiliares não-negativas) . Conhecidas 

as coordenadas de cada vértice, podemos calcular o valor correspon­

dente ao escalar Z nos diversos vértices através da substituição dos 

valores das coordenadas na função objetivo. O plano ótimo é deter­

minado por comparação. A Tabela l sumaria o processo de reso­

lução do Problema (A) . 
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Tabela l 

RESOLUÇÃO DO PROBLEMA (A) POR COMPUTAÇÃO 
EXAUSTIVA DE SOLUÇÕES BASICAS 

N. • da Solução z, z. Z.t %4 Viabilidade z ConclW!ão 

1 o o 20 24 sim o 

2 o 10 o -36 não 

3 o 4 12 o sim 12 

4 5 o o 9 sim 10 

5 8 o -12 o não 

6 4 2 o o sim 14 plano ótimo 

O leitor é convidado a resolver os Problemas (B) até (F) pela 
computação de soluções básicas não-negativas e com parar os resul­
tados assim obtidos com a análise gráfica. 

Observamos, ao encerrar esta seção, que o método de enumeração 
exaustiva de soluções básicas não-negativas não é capaz de indicar 
quando o conjunto de planos viáveis - é aberto na direção em que 
se procede à otimização. O método só produz respostas corretas 
quando o conjunto de planos viáveis é vazio ou quando o conjunto 
ele planos viáveis não é va2io e uma solução ótima finita existe. 
De qualquer maneira, também a eficiência computacional do método 
de enumeração exaustiva de soluções básicas deixa muito a desejar: 
se um problema tem uma total de m condições (equações) em n 

atividades não-negativas, existirão C ( n ) soluções básicas a 
n-m

serem computadas. 1 As limitações em pauta todavia não diminuem 
a importância prática do teorema que nos diz que, se um problema 

1 Sem mencionar soluções básicas degeneradas, que também podem-se cons­
tituir cm vértices do poligono limitante do conjunto de planos viáveis. Um 
\•érticc correspondente a uma solução básica degenerada ocorre quando um vértice 
e determinado por mai1 do que (n - m) equações do sistema. 
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de Programação Linear tem uma solução ótima finita, então esta 

solução se verificará em pelo menos um dos vértices do polígono 

limitante do conjunto de planos viáveis do problema. As limitações 
citadas para o método de enumeração exaustiva de soluções básicas 

não-negativas são plenamente superadas através do método Simplex. 
Este método é o tema da próxima seção. 

II. 3 - O Algoritmo de Dantzig
(Método Simplex) 

O método Simplex de resolução de problemas de Programação 

Linear foi desenvolvido pelo matemático norte-americano G. Dantzig 

na década de 40. Em resumo, o método consiste num exame de 

soluções básicas não-negativas do problema numa seqüência tal que, 

a cada passo, consegue-se passar de um vértice a outro realizando 

um ganho no sentido pretendido de otimização. Com isto em geral 

evita-se calcular as raizes de um número significativo de soluções 

básicas, reduzindo-se apreciavelmente o esforço computacional re­

querido para resolver o problema. Além disto, o algoritmo prevê 
três possibilidades bem .definidas de terminação: (a) o conjunto de 

planos viáveis é vazio, (b) o problema não tem solução ótima finita 
e (c) uma solução ótima finita para o problema existe e é encon­

trada no último passo. O Diagrama 1 apresenta uma descrição 

genérica do Método Simplex. Embora esta descrição talvez apareça, 
no momento, um tanto vaga ao leitor, é útil mantê-la em mente 
quando discutirmos os detalhes de funcionamento do método. 

Razões de ordem didática tornam preferível discutir os diversos 

passos que compõem o Método Simplex na ordem inversa de sua 

seqüência normal de utilização. Assim, discutiremos inicialmente a 

questão (5) do Diagrama 1, depois a questão (4) e assim sucessi­
vamente até a questão (1). Uma vez que os detalhes de cada passo 

estejam entendidos, não será difícil entender o procedimento todo 

com o auxílio do Diagrama 1. 
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Diagrama I 

DESCRIÇÃO GERAL DA RESOLUÇÃO DE UM PROBLEMA 
DE PROGRAMAÇÃO LINEAR ATRAVtS DO MtTODO 
SIMPLEX 

(1) t. passivei obter qual-
de planos vi:!.-

1 
quer solução b:l.sica rao FIM: o conjunto 
não-nega tiva para o ---+ veis é vazio 
problema? 

i SIM 

(2) Obtenha uma solução 
b.isica não-negativa 
para o problema 

l 

(') t possfvel realizar 
ganho no sentido 
pretendido de otÍIDi- NÃO FIM: A solução b:!.sica presente 
zação com outra so- _.,. e! um plano ótimo 
lução básica não-ne-
gativa? 

+ SIM 

1 (4) 
NÃO 1 FIM: O problema não tem solu-

1 
Este ganho e! finito? 

---+ 
ção ótima finita 

SIM 

(5) Calcule outra solução 
b:!.sica não-negativa 
que apresente um 
valor da função ob-
jetivo melhor que o 
da solução presente 

.i 

A nova solução passa 
a seT designada de 
solução presente 
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II. 3. 1 - Escolha da Atividade a Sair da Solução Básica

Já vimos que uma solução ótima para o problema

Otimizar Z = e' J: 

dado que: Ax = b 

e x � O (x: n:r;J ; A: mxn) 

será uma solução básica não-negativa para o sistema Ax = b. 

Nesta subseção vamos examinar como se calcula uma solução básica 
não-negativa a partir de outra solução básica não-negativa conhecida. 
Mais especificamente, o que se deseja verificar é: dado que dese­
jamos positivar uma atividade que se encontra em nível zero na 
solução básica conhecida, qual a atividade que deveria ser zerada 
nesta úlúma de modo a obtermos uma nova solução básica não­
negativa? Mais ainda: como recalcular os níveis de todas as ativi­
dades na nova solução básica a partir dos mesmos da solução anterior? 

Tornando a discussão mais formal, vamos supor que conhecemos 
um vetor numérico x•, não-negativo, que se constitui numa solução 
básica do sistema Ax = b. Vamos supor ainda, sem perda de gene­
ralidade, que os primeiros m elementos de x• são números positivos, 
enquanto que os demais (n - m) elementos são nulos. 2 Em outras 
palavras, admitimos, que se conhece um vetor numérico x• com 
elementos x; > O para j = 1, 2, ... , me � = O para j = m + l, 
m + 2, ... , n tal que: 

2 Obs"rv" qu" :i:• foi definido como uma solução b:ísica nlio-n.,gativa e não 
d"g"n"r::ada. D"�ner.,scl!ncia seri comentada adiant.,. Por outro lado, o prcssu­

po•to de qu" os elem.,nto• positiva. do v"tor :i:• ocupam a. n prim.,iras posiçõe• 

visa ap.,na. simplificar o asP"clo algébrico da discuullo. 
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Tendo em vista que os últimos (n - m) elementos de x• são 
nulos, a combinação linear AY.* = b se resume a: 

(1) 

O plano r' pode ser interpretado como um plano contendo x� 
unidades da coluna �

1
, x: unidades da coluna a

2
, . . .  , x:, unidades 

da colunaª•· Sendo, por hipótese, um plano viável, satisfaz Ax = b
e x � O. Por outro lado, definindo B = (a 1 a2 • • •  a,_) e admi­
tindo que B seja uma base para R•, concluímos que: 

Vamos supor, a seguir, que soubéssemos da possibilidade de rea­
lizar algum ganho na função objetivo se passarmos do plano básico 
presente x• a um outro plano básico no qual o nível da atividade 
"• - que, por hipótese, é nulo no plano x • - assuma um nível 
positivo. Ora, se queremos que "• "entre" no plano, alguma ativi­
dade que está em nível positivo no plano x • deve "sair" (isto é, 
zerada) . Isto é necessário para que a nova solução seja também uma 
solução básica e portanto candidata potencial a ser uma solução 
ótima. Porém, a "entrada" de "• irá, em geral, determinar outras 
alterações numéricas no plano x • além de, eventualmente, zerar 
uma das atividades positivas em x •. t necessário algum cuidado 
para que estas alterações não se cristalizem em níveis negativos para 
uma ou mais atividades. 

A análise da obtenção de um plano básico não-negativo a partir 
do plano x•, dado que se quer positivar a atividade x,, se inicia 
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pela observação de que, sendo B uma base para Rm, podemos repre­
sentar a coluna a, como uma combinação linear das colunas de B:

(2) 

Observe que as incógnitas do sistema (2) podem ser obtidas por 

B -1 n, 

A expressão (2) nos diz que uma unidade da coluna a, é com­
posta pela soma de y,, unidades da coluna a1, y,, unidades da co­
luna a

2
. . . e )'.,, unidades da coluna am. Portanto, para dar

lugar à entrada de uma unidade de a,- no plano x•, devem ser reti­
radas y1, unidades de a1, y,, unidades de a2, ... e y .. , unidades de 
a . Mais formalmente obtemos este resultado subtraindo, lado a 
t:do, a expressão (2) da expressão (1): 

• • • 

ª• x, + 82 X�+,,.+ •m :z;,,.-(81 Ytr + 82 v� +.,. + Bm y,,.,) = b-a,. 

uu, após um simples rearranjo algébrico: 

Observe que a expressão (3) reflete uma solução para o sistema 
Ax = b . O primeiro elemento desta solução é (x � - y 1,) , ... , o 
m-ésimo é (x: - y,,.,), o r-ésimo é um e os demais são zeros. To­
davia esta solução não é necessariamente básica, a menos que, por
acaso, algum elemento (x� - y1,)· seja nulo. l\fais ainda, não é 
possível sequer garantir que tal solução seja não-negativa, pois 
nada estabelecemos sobre a magnitude relativa dos números x: e y1,. 
O problema aqui é que não podemos impor que o plano x• seja 
modificado pela inclusão de exatamente uma unidade de x, e simul­
taneamente esperar que esta inclusão vá zerar algum dos x1 

que 
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eram pos1t1vos, enquanto os demais se mantêm não-negativos. Para 
superar esta questão, voltemos à expressão (2) e vamos multiplicar 
ambos os lados da mesma por um escalar l'>, obtendo então: 

+ a
m 

(li Y
m

,) = a, li (4) 

Agora, subtraindo a expressão (4) novamente da expressão (1) 
(lado a lado), obtemos, após alguns rearranjos algébricos simples: 

• • * 
)a, (x, - li y 1,) + &z (x� - li Ys,) + . . . + am (x.,,, - li '!f m,) + a, li = b (5 

A expressão (5) é fundamental para a compreensão do método Sim­
plex. Ela nos diz que, para modificar o plano x• através da inclusão 
de l'> unidades da coluna a, ao mesmo tempo em que mantemos o
plano satisfazendo Ax = h, deveremos diminuir ôy" unidades da 
coluna a1, õy,, unidades da coluna a2 e assim por diante com todas
as colunas da base associadas com a solução x •. Em suma, a relação 
da solução básica x• com outra na qual x, esteja no nível õ é repre­
sentada por 

•

X� - liylrx, 

• 

x: - lilJt,Xs 

* 
x:- liYmr Xm 

o o 

o o 

r-ésima linha ------- li ,·-ésima linha 

o o 

Agora, para que o vetor da direita se constitua em solução básica 
não-negativa para o sistema Ax = b, õ deve ser estabelecido de 
tal forma que pelo menos um dos elementos (x; - t,y,,_) se anule 
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enquanto os demais permanecem pos1t1vos. Mais ainda, uma vez 
que o próprio valor ô se constituirá no nível numérico assumido 
pela atividade x,, este valor deverá ser, evidentemente, positivo. 
Alguma reflexão sobre o problema posto nos levará à conclusão 
de que o valor de � capaz de satisfazer os requisitos estabelecidos 
será dado pela menor razão positiva dentre as seguintes opções: 

x;/y1,, x!/y,,, ... , x!/'Y,nr• Como os x; são positivos por hipótese, 
uma razão x� fYJr só será positiva se 'YJr também for positivo. Sim­
bolicamente:' 

( 
X

� 
t; = Min -'- ; Y;, >

; Y;, 
o) 

onde j se refere aos índices das colunas na base presente. 
Então, dado que queremos incluir x, na solução ( ou a, na base), 

sairá aquele x
1 

que apresente a menor razão positiva (x '!' /y1,) . A 
nova base conterá as mesmas colunas da base anterior exceto por 
ª

J
' que é substituída por ª• Os detalhes do passo (5) do Diagrama 1 

foram resolvidos (lembre que admitimos, por hipótese, que a en­
trada de x, iria melhorar o valor da função objetivo) . 

Exemplo: Em vista da presença de vetores unitários na matriz 
expandida abaixo apresentada, uma solução básica não-negativa 
para o sistema de três equações e cinco incógnitas aí sintetizado é: 

x; = O; x: = 5; x; = 4; x: = 6 ex: = O. A base do sistema é 

<.ªz �3 84) 

81 82 83 84 8.'5 b 

n
1 o o 4

�] 
x •

o o 1 s
xl 

o 1 O -6 Xs 

+ 

Conforme indicado pela seta sob a matriz, vamos supor que 
quiséssemos introduzir a, na base, isto é, positivar x1 e zerar ou

x1 ou x, ou x4, mas de modo que a nova solução básica seja também 
não-negativa. Para tanto precisamos primeiro calcular 'Yu, y,1 e 'Yu• 
Estes coeficientes são obtidos pela resolução de: 

65 



Observando que os vetores a a e a são unitários, a resolução 
2, 3 4 

do ·sistema proposto evidentemente é Yu = - J, Yu = 2 e Yu = 1. 
Estes valores podem ser lidos diretamente no vetor a1 com o auxílio
da interpretação discutida na Seção I. 5 do Capítulo I. Agora, a inter­
pretação dos YJi é como se segue: para dar lugar à entrada de uma 
unidade de a1 (xi = 1) na solução de referência (xi = O; x: = 5;

x: = 4; x: = 6; x: = O) , o nível de x1 deve ser diminuído em 
3 unidades, o nível de x3 deve ser diminuído em 2 unidades e o 
nível de x4 deve ser diminuído em l unidade. Verifique que, de 
fato, a solução (xi = 1, x1 = 8, x3 = 2, x4 = 5 e x5 = O) satisfaz 
o sistema dado. Esta solução todavia não é básica. Para que ela
seja básica, Xi deve entrar num nível 6 calculado por Mi_n (x; /yJJ;
Y1i>0),ondej=2,J,4. 1 

Observamos que )'u é negativo. Se este elemento fosse escolhido 
como pivô, implicando saída de x1 e entrada de Xi, este último 
entraria com um valor negativo na próxima solução básica. Resta 
examinar as razões x: /Yu e x: /yu: 

x!/Ysi = 4/ 2 = 2 
• X4 /Y41 = 6/1 = 6 

Como x:Jy31 é menor que x: /Yu, concluímos que a entrada de Xi 

deve deslocar x3 da solução para que a nova solução seja básica e 
não-negativa. Conseqüentemente, determinamos a posição do pivô e 
podemos obter a nova solução básica com um passo da redução de 
Gauss-Jordan: 

•• 82 83 ., 85 b 81 82 83 84 lls b 

[1 
5

] X: { 
O 1 S/2 O -5 11 

- •• 

1 o o 4 x • 

o 
• O -1/2 1 5 4 

•• 
o 1 f 6 X4 = 0 ,., 

o 1 O -6 4 x; + 1 o 1/2 o -s f_ 
•• 

x, 

+ 

A matriz da direita contém um sistema equivalente ao da matriz 
da esquerda. Obtivemos uma nova solução básica para qualquer 
dos cfois sistemas: x':'* = 2; x :• = 11; x :• = O; x :• = 4 e x:• = O. 

Com relação à solução básica anterior, notamos que a entrada de 
Xi deslocou x3 da solução. Observe que o cálculo das razões x; /Yii 
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(j = 2, 3, 4) poderia ter sido feito diretamente na matriz da
esquerda: basta dividir os coeficientes de b pelos coeficientes de a

1 

da mesma linha. 

Exercício: Em relação à primeira solução básica do exemplo
anterior, suponha que você tivesse escolhido o segundo elemento da 
primeira coluna como pivô e recalcule uma nova solução básica. 
Esta nova solução satisfaria a condição de não-negatividade? 

Exercício: Com reláção à primeira solução básica do exemplo
anterior, suponha que fosse desejado positivar x5 e obter uma nova
solução básica não-negativa. Qual atividade deveria sair da base? 
Verifique que a nova solução básica seria x �• = O; x :" = O; 
x!* = 46/4; x!* = 14/4 ex:• = 5/4. Verifique que esta solução
também satisfaz os dois sistemas equivalentes do exemplo. 

Digressão: Soluções Básicas Degeneradas 

Foi referido acima que, se quiséssemos incluir x, na solução, saina
aquele x1 que apresente a menor razão positiva (x; /y1,). Esta con­
clusão provém da hipótese de que a solução de referência x• é 
não-negativa e não-degenerada. Nestas circunstâncias, todos os x

1 

básicos seriam estritamente positivos. Porém, se a solução de refe­
rência é degenerada, pelo menos um dos x1 

básicos será nulo. Então,
no caso mais geral, se quisermos incluir x, na solução sairá aquele x1 
que apresente a menor razão não-negativa (x; /y;,). Por razões que
ficarão claras ao final desta seção, aqueles x1 básicos associados com
Y;, negativos não deverão ser jamais candidatos à saída. Façamos um
exemplo numérico. Vamos supor que desejássemos obter uma nova 
solução básica não-negativa com a entrada de a

1 
no sistema abaixo: 

., 82 ., ., &5 b 

o 1 o o o S

l 

x: (x:IY11 é indeterminado, pois Y11 =O:. não sai)
-!e o 1 o o !e x! (x!Jy81 apresent.a y81 < O :. não sai)

1 o o 1 o O xi (xt/Y41 = O :. candid�to a sair�
!e o o o 1 5 x6 (x6/y61 = 1,5 :. candidato a sair) 
+ 
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No lado direito da matriz estão relatadas as observações relevantes 
para a escolha da variável a sair e conseqüente determinação do 
pivô. No exemplo, deveria sair x,, pois Min (x� fyJJ; y

11 > O) é
, 

obtido para j = 4. Realize a pivotação e note que a
1 

entra na base 
com nível x: = O, obtendo-se nova solução básica degenerada e 
não-negativa. Verifique que a escolha de outra variável a sair (que 
não x,) determinará uma nova solução na qual pelo menos um 
nível x, será negativo. 

Para encerrarmos esta seção vamos interpretar o caso em que todos 
y1, se apresentam negativos (ou nulos) quando pretendemos intro­
duzir x, numa solução básica não-negativa. Neste caso, a introdução 
de uma unidade de x, na base determina diminuições negativas -
ou aumentos - em todos os Xj básicos (veja a equação (5), acima). 
Como, por hipótese, estes níveis eram não-negativos, conclui-se que 
podemos fazer x, infinitamente grande sem deslocar outra atividade 
do plano. Dada a linearidade das relações envolvidas, se a positi­
vação de x, tivesse sido indicada para melhorar o valor da função 
objetivo, concluímos que esta melhoria poderia ser infinitamente 
grande. Portanto, se todos y1, se apresentam negativos (ou nulos) 
no caso de termos uma indicação que x, deveria ser positivado para 
melhorar o valor da função objetivo, a conclusão é que o conjunto 
de planos viáveis é aberto na direção em que se procede à otimi­

zação. Conseqüentemente, um plano ótimo finito não existe em tais 
condições. Com esta observação fica discutido também o passo (4) 
do Diagrama 1. 

Exercício: Considere o sistema abaixo 

ª• 82 83 ª• b 
-S 1 o o 

!] 
• 

x • 
o o 1 o

• 
x., 

_-2 o o 1 X4 

Verifique que (x : = ô, x: 5 + 36, x; = 7 + Oô e x ! =
= 9 + 2ô) é uma solução do sistema para qualquer valor positivo 
de ô. Conclua que o nível de x1 pode ser aumentado indefinidamente 
sem deslocar outra atividade do plano. Observe que, para a

1 
des-
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locar outra atividade da base, x1 deveria entrar com valores nega­
tivos! Faça a pivotação de algum elemento não nulo em a1 e com­
prove esta afirmação. 

II. 3. 2 - Escolha da Atividade a Entrar na
Solução Básica 

A discussão da subseção anterior foi iniciada pelos seguintes pres­
supostos: (a) temos em mãos uma solução básica não-negativa x* 
para o sistema A x = b e (b) sabemos que a modificação desta 
solução através da entrada de uma atividade não-básica x, é capaz 
de levar a um plano que apresenta ganho na função objetivo com 
relação ao plano anterior. A presente subseção visa discutir a seguinte 
pergunta: ao incluir uma unidade de uma atividade não-básica no 
plano x*, mantendo-se o plano modificado dentro das condições 
A x = b, qual o efeito desta mudança sobre o nível da função 
objetivo determinado pelo plano x•? Em outras palavras: conside­
rando que a inclusão de uma unidade de uma atividade não-básica 
no plano x• determina modificações no nível das atividades básicas 
deste plano, sob que condições valerá a pena fazer tal modificação? 

Voltamos a enunciar formalmente o problema cuja resolução se 
está discutindo: 

Maximizar z = c'x 

dado que Ax = b 

x � O onde A é m X 11 e x é n X 1.

Observe que substituímos a expressão genérica "otimizar" pela 
expressão específica "maximizar". Portanto, a discussão que se segue 
se relaciona a um problema de maximização. 8 

Vamos supor, novamente, que dispomos de uma solução básica 

não-negativa x• para o sistema Ax = b. Sem perda de generalidade, 

3 Por razões a serem apresentadas adiante, nenhuma perda de generalidade 

é determinada per esta escolha. 
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vamos admitir que os primeiros m elementos de x• são positivos, 
enquanto que os restantes (_n - m) elementos são nulos. O nível 
da [unção objetivo associado ao plano x • é: 

ou 

Considere agora a atividade a,, cujo nível é x: = O no plano 
de referência x•. Sa quisermos passar a um novo plano no qual, 
em relação ao plano de referência, x, é aumentado para uma uni­
dade, que efeito terá esta modificação sobre z? Já vimos, na subseção 
anterior, que o aumento de x, de zero para um determina a dimi­
nuição do nlvel de a

1 
em y,, unidades, do nível de a

2 
em y 2, uni­

-dades e assim por diante até a diminuição do nível de am em Yn" 
unidades. Estas mudanças são requeridas para "acomodar" a entrada 
ele uma unidade de a mantendo Ax = b. 

Qual o efeito destas mudanças no valor da função objetivo? 

�or um lado, se x, passa de zero para um, isto determina um 
ganho de e, unidades na função objetivo (pois o termo e,. x, está 
contido na soma de termos c,.x1). 

De outro lado, se x, deve ser diminuído em Y1r unidades, isto 
causa uma perda de e, .y1, unidades na função objetivo. A isto 
deve-se acrescer perdas de c,.y,,, ... , Cm .y.,., causadas pelas dimi­
nuições de y,,, ... , y,., unidades nos níveis das atividades a

2
, • . •  , a.,, 

respectivamente. O total de perdas na função objetivo portanto é 
de c,y1, + c,y1r + ... + Cn,Y-mr• 

Agora, definindo z, = c,y,, + c1 y1, + ... + c,,,,. y • .,,, notamos que: 

a) Se e, > z,, então o ganho obtido pela introdução de uma
unidade x• mais do que compensa as perdas causadas pelas redu­
ções nos níveis das atividades básicas de x •. Pela linearidade das 
relações envolvidas, se a introdução de uma unidade de a, no plano 
for compensatóda, então compensará introduzir tantas unidades 
de a, quantas forem possíveis. Este limite de possibilidade é atingido 
quando a introdução de ô unidades de a no plano zerar uma das 

r 
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atividades que são básicas em x •. Este aspecto foi estudado na 
subseção anterior. 

b) Se e, � z,, então o ganho obtido pela introdução de uma
unidade da atividade a não é suficiente para justificar uma mu­
dança no plano x• (pel� menos com relação à introdução da ativi­
dade a, especificamente) .

Devemos observar que na solução básica de referência há (n - m) 

atividades associadas com nfveis nulos, isto é, fora da base. Portanto, 
devemos examinar (n - m) possibilidades diferentes de alteração 
do plano de referência a cada passo. No caso em que nenhuma das 
atividades não-básicas ofereça perspectivas de ganho sobre a solução 
básica de referência, esta se constitui na solução básica ótima do 
problema. Porém, se pelo menos uma das atividades não-básicas 
apresentar uma perspectiva de ganho, ela deverá ser incluída na 
base (o problema de qual atividade zerar quando sabemos qual 
atividade queremos positivar já foi discutido na seção anterior) . 
Por outro lado, se mais de uma atividade não-básica oferecer pers­
pectivas de ganho, adota-se a regra de fazer entrar na solução aquela 
atividade que apresentar maior margem de ganho liquido por uni­
dade adicionada. Este ganho liquido é dado por (e, - z,). 

Exemplo: Considere o seguinte problema 

Maximizar z = 6x1 + sx. + lxs + J!x-4 

dado que Sx1 - 1x1 + 1x3 + Ox4 
= 10

1x1 + 1!x1 + Dxs + 1x4 = 6 
e x; � O para j = 1, 1!, S, 4-

Uma solução básica não-negativa evidente para o problema é 
x: = O, x: = O, x; = 10 e x: = 6. O nfvel da função objetivo 
associado a este plano é z• = 6.0 + 3.0 + 1.10 + 2.6 = 22. 

Qual o ganho liquido pela introdução de uma unidade da ati­
vidade a/ O ganho bruto de passar x1 de zero parjl um é, eviden­
temente, c1 = 6. Por outro lado, como y31 = 3 e )lu = 1 (note que 
estes valores vêm de a3y,i + B4Yu = a

1
), conclui-se que a entrada 

de uma unidade de a1 provocará a diminuição de três unidades em 
x. e de uma unidade em x6• A redução de três unidades em XJ
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determina uma perda de ClY,i = 1 .3 = J unidades na função obje­
tivo, enquanto que a redução de uma unidade em x

4 
determina 

uma perda de c�yu = 2.1 = 2 unidades na função objetivo. O 
custo de introduzir uma unidade de a

1 
na base é z, = c3y,, + c4y41 = 

= J + 2 = 5 unidades. Como o ganho desta mesma mudança é 
c1 = 6, o resultado lfquido é um ganho de c, - z.1 = 6 - 5 = 1

unidade na função objetivo. Concluímos que se x, entrar na base, 
o valor da função objetivo irá aumentar.

Porém, devf:mos ainda examinar qual o ganho líquido pela intro­
dução de uma unidade da atividade a

2 
na base, pais talvez este 

movimento apresente ganho líquido superior ao anterior. 

O ganho bruto pela entrada de uma unidade de a
2 

na base de 
refert!ncia é e. = J, e o custo desta modificação, em termos de perdas 
pela diminuição de x, e x4, é: 

Conseqüentemente, o ganho líquido da mudança em exame é 
c1 - z1 = 3 - 3 = O. Se a, entrar na base deslocando uma ativi­
dade básica da solução de referência, o valor da função objetivo na 
nova solução não se irá alterar. 

Exercício: Obtenha uma nova solução básica no problema do 
exemplo anterior de modo que o nível da função objetivo seja 
aumentado (a nova solução é: x';'* = 10/3, x:• _ O, x!* = O, 

x:- = 8/3). 

Exercício: Considere o seguinte problema: 

Max z = 4x1 + 8x1 + 5x3 + Oz
4 

dado que 1x1 + 1x1 + !x3 + Ox
4 

= 15 

2x1 + Ox1 + 1x3 
+ 1x

4 
= 10 

e X;� 0 para j = 1
1
!,S,4. 

A solução básica aparente no problema é xi= O, x: = 15, x! = O 

e x � = 10. Qual o nível de z associado com este plano, Verifique 
que (a) c, - z, = 1 e (b) c, - z.1 = - 1. Obtenha uma nova 
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solução básica que apresente um nível da função objetivo superior 
ao da solução de referência. 

Observação: Nesta subseção discutimos como verificar se a troca 
de alguma atividade básica por alguma outra dentre as atividades 
não-básicas na solução de referência é capaz de conduzir a um au­
mento no nível da função objetivo ou não. Embora a análise tenha 
sido desenvolvida em termos de um problema de maximização, 
vamos demonstrar agora que ela também pode ser empregada em 
problemas de minimização. Para tanto utilizemos um exemplo 
simples. Vamos supor que um determinado problema de minimização 
tenha solução ótima finita a qual deve ocorrer em um de, por ex., 
três vértices: v1, v2 ou v

3
. Vamos ainda supor que o nível da função

objetivo nos três vértices seja z (v1) = 15 e z (v
2
) = 20 e z (v,) =

= 12. Evidentemente, a função objetivo seria mínima no vértice "•·
Multipliquemos agora a função objetivo por ( - 1) _ O nível de z 
nos vértices v1, v2 e v3 passaria a z (v1) = - 15, z (v2) = - 20
e z (v3) = - 12, respectivamente. O vértice v3 apresenta agora o
nível máximo de z. Portanto, um problema de minimização pode ser 
transformado num problema de maximização, e resolvido como tal, 
pela simples multiplicação da função objetivo por (- 1) 1 

Com esta observação encerramos a análise relativa ao passo (li) 
do Diagrama I. Na subseção seguinte examinaremos a resolução de 
um pequeno problema de Programação Linear através do método 
Simplex. A discussão dos passos (1) e (2) será postergada até a 
�ção II. 5, mais adiante. 

II. 3. 3 - Exemplo Numérico

Com a finalidade de ilustrar o funcionamento do método Simplex
desenvolvido nas subseções anteriores, vamos resolver o problema do 
Exemplo I da Seção II. I deste capítulo (p. 118) : 

Maximizar z = Bx1 + f1x, + Oxs + Ox-4 

dado que 1 Jx1 + 60x. + 1x4 + Ox4 = 500 

1x1 + lx, + Oxs + 1x
4 

= 1!4 

e x,, X.1, Zs, X-4 � o.
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onde z é o lucro total do agricultor (em Cr$ 1.000/ano) 

x1 é a produção de bois (em cabeças/ano) 

x1 
é a produção de lã (em t/ano) 

"• é uma variável auxiliar que representa pastagem não 
utilizada (em ha) 

"' é uma variável auxiliar que representa trabalho não uti­
lizado (em h/dia) 

Vamos escrever a matriz expandida do sistema Ax = b, notando 
a evidência de uma solução básica não-negativa nas colunas a

3 
e ••: 

O primeiro plano básico é então: ": = O, ": = O, "! = 500 
e x ! = 24. O nível da função objetivo associado a este plano é 
z• = O.

Vamos examinar o ganho potencial de introduzir uma unidade 
da atividade a

1 
no plano básico de referência. Notamos que Yu = 11 

e Yu = 1. Portanto: c1 - z1 = c1 - (c1y31 + c4y�1) = 8 -
- (0.11 + 0.1) = 8. Concluímos que cada boi/ano (x1) que 
entrar no plano de produção aumenta o valor do lucro (z) em 
8 mil cruzeiros/ano. Por que isto ocorre? Porque a entrada de cada 
boi força uma diminuição de 11 ha no nível de pastagem não 
utilizada e uma diminuição de I h/dia no nível de trabalho não 
utilizado. Como o ganho bruto pela entrada da produção de 1 boi/ 
ano é de 8 mil cruzeiros e como tanto a pastagem não utilizada 
quanto o trabalho não utilizado são atividades que nada rendem 
na função objetivo (c1 = e, = O), o ganho líquido é igual ao 
ganho bruto. Conseqüentemente, a atividade a

1 
é candidata a entrar 

no plano. 

O que se pode dizer de uma troca de base envolvendo a inclusão 
da atividade a/ O ganho liquido pela entrada da produção de uma 
t de lã/ano é e, - z, = c1 - (c •. y,. + c,y,.) = 21 - (0.60 +
+ O. 2) = 21. Portanto, em relação ao plano de referência, a e'l-
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trada de cada unidade de a
2 

no plano é capaz de elevar o nível de 
lucros em 21 mil cruzeiros/ano. Conseqüentemente, a atividade a2, 
a exemplo <le a , é também candidata a entrar no plano. 

1 

Decidiremos pela entrada de a10 pois c1 - z, > c1 
- z1. 

81 82 83 BJ 

1-11 ® 1 O
_ 1 2 O 1

+ 

b 

500] x: (� IY�• = 500 /60;;;, 8,S) + 
24 x; (x;/y� = 24/ t = 12) 

Para que a entrada de x1 leve a um novo plano básico não­
negativo, x3 deverá sair (pois x; /y31 < x; hu). A nova solução 
básica é: 

[11/60 
SB/60 

1 1 /60 
O -2/60 

o 

1 

b 

25 /Sl x!•
tt/sj x7

O lucro anual do novo plano é z•• = 175 mil cruzeiros. Observe 
que a produção de 25/3 t de lã/ano utiliza toda pastagem dispo­
nível (pois x ! • = O), mas não toda m'lo-de-obra disponível (pois 
x;• = 22/J). 

Consideramos o novo plano obtido como a solução de referência 
para mais um passo do Simplex. Assim, a solução básica não-nega­
tiva que temos em mãos no início deste segundo passo é: 

(Verifique que esta solução satisfaz às restrições do problema). 
Devemos examinar se a entrada de alguma atividade não-básica 

nesta solução de refer�ncia é capaz de elevar o valor da função­
objetivo deste plano. Para tanto precisamos computar c1 - z1 e 
c3 - z3, isto é, os ganhos Hquidos unitários das atividades não-básicas. 

Temos: 
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= - St/60 

Concluímos que x1 deve entrar na solução, pois isto resulta em
ganho de 4,15 mil cruzeiros de lucro por boi adicional que for
produzido por ano. De onde veio este valor? Cada boi adicional na
solução produz um aumento bruto de 8 mil cruzeiros/ano no lucro.
Todavia, para que esta produção adicional possa realizar-se é neces­
sário diminuir a produção de lã em Yu = 11 /60 t/ano. Isto repre-

senta uma diminuição de ( 21. !�) mil cruzeiros no lucro anual.

Além disto é necessário diminuir a mão-de-obra não utilizada à taxa
de Yu = �8/60 h por dia (o que não causa perda na função-objetivo,
pois '• = O). O resultado líquido é um ganho de c1 - z, = 4,15
mil cruzeiros/ano por boi adicional na solução de referência.

Qual a nova solução?

a, ª2 83 ªJ 

[

11 /60 1 1/60 o 

e O -11 /60 1 

+ 

b

S5/8 •x. 

1111/8 •

X4

( • 115/8 _ ) 
x•/Y11 = 11/60 = l,.i. ó

( • 1111/3 _ ) 
X4/Y41 = 88/60

""' 11.6 +

A atividade x, é a escolhida para sair porque obedecendo ao
critério da menor razão (xr IY1,; Y1, > O) garantimos a não-negati­
vidade da nova solução básica. Após a pivotação obtemos um novo
plano básico de referência:

1 1 /88 -11 /SB 
o -1 / 19 80 / 19

b

118/19] x!
11110/19 x; 

O valor da função-objetivo associado ao novo plano é z;• = 223,051.
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Mais uma vez devemos verificar se esta nova solução básica é 
ótima. Para tal, computamos os ganhos de mudanças marginais na 
solução: 

Observamos então que qualquer mudança na última solução 
obtida irá diminuir o nível alcançado pela função-objetivo. Conse­
qüentemente, a solução ótima do problema proposto é produzir 
(x: = 220/19 !!!!!!) 11,58 bois por ano e (x: = 118/19 e) 6.21 
toneladas de lã por ano. O valor da função-objetivo associado a 
este plano é de (z• =) 223,05 mil cruzeiros por ano. 

Exercício: Resolva os Problemas (A) e (B) da Seção li. 2 pelo 
método Simplex. 

II. 4 - Apresentação Tabular do Simplex

A seqüência de cálculos numéricos requerida na resolução de um 
problema de Programação Linear é facilitada pela adoção de uma 
apresentação tabular. Para ilustrar o uso destas tabelas vamos recor­
rer ao mesmo problema que foi resolvido na Subseção II. 3. 3. Este 
problema era: 

Problema (1): Maximizar z = 8x1 + !1x1 + Oxs + Ox
4 

11:r.1 + 6Dx1 + 1xs + Ox4 = 500

dado que 

e 
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onde % é ganho liquido (em CrS I.000/ano) 

x, é produção de bois (em cabeças/ano) 

x. é produção de lã (em t/ano) 

XJ é pastagens não utilizadas (em ha) 

X� é trabalho não utilizado (em h/dia) 

Os elementos numéricos do problema são arranjados em uma 
tabela como se segue (Tabela I). 

Tabela 1 

INDICAÇÃO AO PRIMEIRO PIVô NA RESOLUÇÃO 
DO PROBLEMA (1) 

� 

8 21 o o 

Base 

a, a., 84 ª' 

o ª$ 11 ® 1 o 500 (500/60 e! 8,33) +

o a, 1 2 o 1 24 (24/2 - 12,0)

i, o o o o o 

e, - ,, 8 21 o o 

O destaque dado à parte interna da Tabela 1 põe em relevo o 
sistema de equações que forma as restrições do Problema (1). 
Observa-se claramente a existência de uma solução básica não-nega• 
tiva imediatamente disponfvel para começarmos a seqüência de 
pivotações. Os vetores que compõem esta base (a

3 
e a,) esLão rela­

cionados sob o cabeçalho "base". À esquerda da relação de vetores 
na base se encontram os respectivos coeficientes na função-objetivo. 
Esta disposição é feita de modo a facilitar o cálculo dos coeficientes 
z, que, dada a presença de a3 e a4 na base, são obtidos por z; = e, -
- (cJJJJ + C

{JH). Os coeficientes YJJ e 'JtJ são lidos diretamente 
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na coluna a
J 

dentro do perímetro de destaque, pois refletem os
resultados de a

J 
= a3 y3J + a4y u (e a3 e a4 são vetores unitários) .

A última linha contém o resultado dos ganhos liquidas decorrentes
de alterações na base de referência. Os valores da coluna b formam
a solução básica de referência propriamente dita (x: = 500 e :x: = 

= 21; x: e x! são implicitamente zero). Ainda na coluna b, na
linha z1, encontra-se o valor do plano de referência, isto é, .z.• = 

= c3x : + c
4
x! = O.

As setas da Tabela l indicam que: (a) para obter um novo
plano com um nfvel mais alto na função-objetko, a

2 
deve entrar

na base e (b) para que a entrada de a
2 

gere um novo plano básico
não-negativo, a

3 
deverá sair.

As Tabelas 2 e 3 completam a resolução do problema proposto.
A Tabela 2 é obtida pela pivotação do sistema em destaque na
Tabela l, sendo os coeficientes das linhas z, e (e, - z,) calculados
após a obtenção do sistema equivalente.

Tabela 2

INDICAÇÃO DO SEGUNDO PIVô NA RESOLUÇÃO
DO PROBLEMA (1)

21 •• 

o 

8 

11/60 

e 

21 o 

•• ••

1 1/60 

O - 2/60 

o 

b 

(25 11 
)O 25/3 -J-9!45.5 

'\ 3 6U 

231/60 21 21/60 O 175 

O -21/60 O 

+ 
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Tabela 3 

SOLUÇÃO óTIMA DO PROBLEMA (1) 

�-

8 21 o o 

., ª• ª• ª' 

b C; 
Base 

21 •1 o 1 l/'38 11/'38 118/19 

8 BJ 1 o -1/19 30/19 220/19 

,._ 8 21 5/'38 249/'38 223,053 

ct-r, o o -5/'38 -249/'38 

A Tabela 3 contém a solução ótima do Problema (I): nenhum 
coeficiente é positivo na linha (c

1 
- z1), de onde se conclui pela

impossibilidade de obter outra solução com nível maior na função­
objetivo. A solução ótima lida na coluna b, tendo em vista as ati­
vidades da base, é x; = II8/ 19 e xr = 220/ 19. Os ganhos propor­
cionados por este plano aparecem como o coeficiente da linha z1 na 
coluna b: 223,053 milhares de cruzeiros. 

Vamos, a seguir, resolver outro problema numérico com o pro­
pósito de consolidar o conhecimento da apresentação tabular. Ao 
final deste problema será discutido o conteúdo informativo da 
tabela de Simplex que apresenta a solução ótima do mesmo. 

Problema (2) : Uma fábrica de calçados pode produzir sapatos 
femininos, infantis e masculinos. A produção de uma dezena de 
pares de calçados femininos requer 2 horas de serviço do setor de 
montagem e 8 horas de serviço do setor de acabamento. A pro­

dução de uma dezena de pares de calçados infantis requer I hora 
de serviço do setor de montagem e 6 horas de serviço do setor de 
acabamento. A produção de uma dezena de pares de calçados mas­
culinos requer 2 horas de serviço do setor de montagem e 4 horas 
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de serviço do setor de acabamento. Os ganhos Hquidos unitários 
na produção de sapatos femininos, infantis e masculinos, em cen­
tenas de cruzeiros por dezena de pares, são respectivamente 10, 8 
e 10. Em cada turno de trabalho a fábrica dispõe de 300 horas de 
serviço no setor de montagem e de 720 horas de serviço no setor 
de acabamento. Determine o plano de produção que maximiza 
ganhos l!quidos totais. 

Formulação: Maximizar Z= 10x1 + 8x• + 10x3 + Ox4 -1- Ox6 

dado que (a) 2x1 + 1xs + Sx3 + 1x4 + Ox6 = 300 

(b) 8x1 + 6x1 + 4xs + Ox4 
+ 1x6 = 720

e xi � O (j = 1, 2, ... , ó) 

onde z é ganho líquido (em centenas de cr
0

uzeiros por turno de 
trabalho) 

x1 é produção de calçados femininos (dezenas ele pares por 
turno) 

x1 é produção de calçados infantis (dezenas de pares por 
turno) 

x& é produção de calçados masculinos (dezenas de pares por 
turno) 

x
4 

é serviço não utilizado no setor de montagem (horas por 
turno) 

x6 é serviço não utilizado no setor de acabamento (horas 
por turno) 

O problema (2) é resolvido na seqüência de Tabelas 4 a 7. 
Observe, na Tabela 4, o empate ocorrido nos ganhos unitários 
potenciais a serem realizados pela entrada ou de &

1 
ou de a

3 

(c 1 - z1 = e& - z& = 10). Em caso de ocorrência de tais empates, 
a escolha da atividade a entrar no plano é arbitrária. De modo 
semelhante pode ocorrer, eventualmente, um empate no critério de 
salda. Nestes casos, a escolha da variável a sair também será arbi­
trária. 
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Tabela 4 

ESCOLHA DO PRIMEIRO PIVÔ NA RESOLUÇÃO 
DO PROBLEMA (2) 

� 

10 8 10 o o 

Base ª' •• as ., ª" 

o ., 2 1 2 1 o 300

o •• 0 6 4 o 1 720

Zj o o o o o o 

e,- :r, 10 8 10 o o 

+ 

Tabela 5 

-ESCOLHA DO S�GUNDO PIVô NA RESOLUÇÃO
DO PROBLEMA (2)

'�
10 

Bll.!e a, 

o a., o 

10 ª' l 

,, 10 

o 

8 10 

D, Bs 

-1/2 0
3/4 1/2 

7,5 5 

0,5 5 

+ 
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a, ª• 

1 -1/4

o 1/8

o 5/4 

O -5/4

120 

90 

900 

(300/2 =- 150) 

(720/8 =- 90)+ 

(120/1 = 120)+ 

( 90/0.5 = 180) 



Tabela 6 

ESCOLHA DO TERCEillO PIVÔ NA RESOLUÇÃO 
DO PROBLEMA (2) 

" e. 10 8 10 o o 

e, "-, 
b 

Base 81 ª• 83 84 84 
' 

10 8� o -1/2 -1/4 120 (y4, < O) 

10 81 1 0 o -1/2 1/4 30 (30/1 = 30)+ 

Z; 10 5 10 5 o 1500 

Cj-Zj o 3 o -5 o 

-+-

A solução ótima do problema (2) foi encontrada após três pivo­
tações. Esta solução é um plano de produção de 135 dezenas de 
pares de calçados masculinos e 30 dezenas de pares de calçados 
infantis por turno de trabalho. O ganho líquido do plano ótimo 
é de 1590 centenas de cruzeiros por turno de trabalho. Os dois 
recursos produtivos (horas do setor de montagem e horas do setor 
de acabamento) são utilizados até o respectivo limite de disponi­
bilidade, pois a

4 
e a

5 
estão fora da base na solução ótima apresen­

tada na Tabela 7. 

A Tabela 7 contém ainda certas informações que podem ser de 
interesse em uma análise adicional. 

Qual o efeito, sobre os ganhos líquidos, de modificar a solução 

ótima pela introdução de produção de uma dezena de pares de 

calçados femininos (.'1:1) por turno? Os coeficientes y31 e Y,w lidos 

na coluna a da Tabela 7, nos informam que, para "dar lugar" à 
1 

produção de uma dezena de pares de calçados femininos por turno 
de serviço, a produção de calçados masculinos (x3) deve ser dimi-

83 



Tabela 7 

SOLUÇÃO ôTIMA DO PROBLEMA (2)

10 8 10 o o b 

Ba.se •• .., . , ., .. 

10 ■s 1/2 o 3/4 -1/8 135 

8 •• 1 1 o -1/2 1/4 30 

13 8 10 3,5 0,75 1590 

c;-z, -3 o O -3,5 -0,75 

nuída em l /2 dezena de pares e a produção de calçados infantis 
(x1) deve ser diminuída em l dezena de pares por turno. Como os 

ganhos líquidos por dezena de pares destas duas atividades são 
respectivamente 10 e 8 centenas de cruzeiros, a entrada de uma 
unidade de x, no plano de produção provoca uma redução de 

10.+ + 8.1 = 13 centenas de cruzeiros na função-objetivo. Por 

outro lado, esta entrada de uma unidade de x, no plano de pro­
dução contribui com 10 centenas de cruzeiros para os ganhos da 
firma. O resultado líquido seria uma perda de 3 centenas de cru­
zeiros por unidade adicional de x, no plano de produção relatado 
na Tabela 7. Assim, o coeficiente da linha c1 - z1 na coluna a1 nos 
informa que, no plano ótimo, o custo de oportunidade da produção 
de uma unidade (= dezena de pares) de calçados femininos é de 
- 3 centenas de cruzeiros.

Que ganho adicional a fábrica poderia realizar se aumentasse a
capacidade do seu setor de montagem de calçados em uma hora 
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por turno? Para respondermos a esta questão lembremos que x, mede 

o serviço não utilizado (capacidade ociosa) do setor de montagem.

A Tabela 7 nos informa que, no plano ótimo, a capacidade ociosa

do setor de montagem é nula (x, = O, pois 8
4 

não está na base) .

Mais ainda, se determinássemos a entrada de uma unidade de x, 
na solução, isto iria determinar uma redução de 3,5 centenas de 

cruzeiros no nível da função-objetivo. Porque? Examinando a co­

luna a
4 

verificamos que )'!, = 3 /4 e y,, = - 1 / 2, ou seja, o au­

mento de .x"' em uma unidade determinará uma redução de 3/4 

dezenas de pares na produção de calçados masculinos (x!) e um 

aumento de 1 /2 dezenas de pares na produção de calçados infantis 

(x1). Como os ganhos unitários das respectivas atividades são 10 e 8, 

conclui-se que se impusermos uma capacidade ociosa de uma hora 

no setor de montagem, o nível otimizado da função-objetivo será 

reduzido em 3,5 centenas de cruzeiros. O que aconteceria se pudés­
semos tornar a capacidade ociosa negativa (x, = - 1)? Neste caso 

o nível da função-objetivo deveria aumentar em 3,5 centenas de

cruzeiros! Qual o significado de permitir que x, = - J? Com um

pouco de reflexão iremos concluir que isto seria equivalente a

aumentar a capacidade do setor de montagem em uma hora por

turno (da mesma forma que impor uma hora positiva de ociosidade
equivale a reduzir a disponibilidade existente em uma hora) . Por­

tanto, o coeficiente da linha e; - z; na coluna 8
4 

nos informa que,

no plano ótimo, o ganho marginal de elevar a capacidade do setor

de montagem é de 3,5 centenas de cruzeiros por hora adicional no
turno de serviço.

Em vista das observações acima concluímos que os coeficientes 

c
1 

- z1 representam: (a) custos de oportunidade, para aqueles j 

associados com as atividades produtivas do problema e (b) ganhos 
marginais, para aqueles j associados com as variáveis auxiliares do 
problema. Notamos que a interpretação do caso (b) se refere ao 

valor absoluto de c
1 

- z
1
. Mais ainda, notamos que a interpretação 

se refere à tabela que contém a solução ótima do problema. Por 
hm, deve ser observado que estas interpretações são válidas para 

pequenas variações em torno da solução ótima. 
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II. 5 - Obtenção de uma Solução
Básica Inicial 

Ao longo das f:-�ções li. 3 e II .4 utilizamos alguns exemplos 
numéricos de problemas de Programação Linear nos quais uma 
solução básica viável era imediatamente disponível através �a 
inclusão de variáveis auxiliares nas restrições. Na verdade, sempre 
que toda.s as restrições de um problema Corem do tipo "igual ou 
menor que", associadas a uma constante não-negativa no lado di­
reito de cada inequação, poderemos obter uma solução básica viável 
imediata através das colunas unitárias das variáveis auxiliares do 
problema. Em qualquer outra circunstância porém, uma solução 
básica não-negativa não estará imediatamente disponível pela sim­
ples incorporação das variáveis auxiliares. 

Nesta seção estudaremos o método de variáveis artificiais. Este 
método tem por objetivo ou gerar uma solução básica viável para 
um problema de Programação Linear (quando pelo menos uma 
tal solução existir) ou indicar a impossibilidade de realizar aquele 
propósito quando o conjunto de planos viáveis for vazio. Com isto, 
a resolução de um problema de Programação Linear geralmente 
será dividida em duas partes. Na primeira delas, chamada Fase 1, 
procura-se obter uma solução básica não-negativa para o problema 
através do método de variáveis artificiais. Esta fase se encerra com 
a obtenção de uma solução básica viável ou com a conclusão de 
que o conjunto de soluções viáveis é vazio. Supondo que uma 
solução básica não-negativa existe e tenha sido obtida na Fase I, 
passa-se à Fase II. A Fase II compreende o uso do método Simplex 
para obter uma solução ótima para o problema a partir da solução 
básica viável obtida na Fase I. 

Para examinar a essência do método de variáveis artificiais vamos 
utilizar um exemplo numérico. Incidentalmente, o leitor deve notar 
que o método de variáveis artificiais irá responder às questões (1) 
e (2) do Diagrama 1 da Seção li. 3 (p. 60) . 
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Exemplo: Resolver o seguinte problema 

Problema (1) Maximizar z .., 5x1 + Sx8 + 6x11 

dado que: a) 2x1 + Ix, + Sx11 � 12 

b) 4,x, + ex. + lx11 � 24

c) 1x1 + Oxa - lx:J = 8

Após a inclusão das variáveis auxiliares x, e x5 o problema é 
modificado para: 

Problema (1 ') Maximizar z = 5x1 + Sx, + 6x/J + Ox4 + Ox1
1 

dado que: a') f2x1 + lx• + 8x11 - Jx4 + Ox11 = tf 

b') 4x1 + 2x, + lx/J + Ox
4 

+ 1x5 = 24 

e') 1x1 + Ox, - 1x11 + Ox4 + Ox6 = 8 

X; � 0 (j = 1, 2, ... , 5) 

Notamos que, no sistema formado pelas equações (a'), (b') e (c'), 
não existem três vetores unitários com as unidades posicionadas 
em linhas diferentes. Conseqiientemente, não temos uma solução 
básica viável imediata para iniciar a resolução do problema através 
do método Simplex. Notamos, toc.lavia, que a coluna a

5 
é um vetor 

unitário com a unidade posicionada na segunda linha elo problema. 
Precisaríamos ainda de dois outros vetores unitários com as uni­
<!ades posicionadas, respectivamente, na primeira e na terceira linhas 
para dispormos ele uma solução básica imediata. Considere, então, 
o seguinte problema:

Problema (l ")

Maximizar V = O:r:, + ox. + Ox11 + ax, + Ox11 - 1x6 - lx7 

dado que: a") f2:c1 + 1x• + Sx11 - 1x
4 

+ Ox6 + 1x6 + Ox, = 12 

b") 4x, +ex.+ lX3 + 0x, + 1x6 + Ox6 + Ox7 = 24 

c") Jx, + O:r-, - Jx11 + Ox4 + Ox11 + Ox6 + 1:c1 = S 

X; 2!:_ 0 (.i = 1, 2, ... , 7) 
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Fase 1 
Tabela 8 

INDICAÇÃO DO PRIMEIRO PIVô NA FASE I 
DA RESOLUÇÃO DO PROBLEMA (l ') 

� 

o o o o o -1 -1

Base b 
., •• .., ª' . , •• •1 

-1 ... 2 1 3 -1 o 1 o 12 

o .. 4 2 1 o 1 o o 24 

-1 87 0 O -1 o o o 3 

z, -3 -1 -2 O -1 -1 -15 

c1 - z1 3 1 2 -1 O 

Tabela 9 

o o 

INDICAÇÃO DO SEGUNDO PIVô NA FASE I 
DA RESOLUÇÃO DO PROBLEMA (l ') 

� e, Base-
º
--

º
--

º
--

º
--

º 
__ -_1

_
-

_
1 

r:., � ., •• .., ., •• a., 87 

b 

(IZ/2 - 6) 
124/4 = lii 
(3/1 - 3) +

-1
o
o 

1 0-1 o 1 -2 6 (A/5 = 1,2) + 

., 

2 5 O 1 

O -1 O O 

O -4 12 (12/5 - 2,4) 

o 3 (y,, < O) 

O -1 -6 1 O -1 2 -o 

1 5 -1 O 
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Antes de comparar o Problema (1') com o Problema (1'1, nota­

mos que, neste último, uma solução básica viável é disponível de 

imediato: x5 = 2-1, x, = 12 e x
7 
= J (os demais x1 

= O). Mais 

ainda, como as variáveis x, e x7 apresentam coeficientes negativos 

na função-objetivo que se pretende maximizar, é evidente que, na 

resolução de (I "), haverá uma tendência à saída de x, e x7 para 

dar lugar à entrada de um par de variáveis que estejam associadas 

com coeficientes nulos na função V. 

Comparando agora os Problemas (l') e (!"), nota-se que, em 

lermos das 1·estrições, a única diferença entre ambos é a inclusão 

dos vetores unitários associados com x, e x
7 no Problema (l ") . 

Portanto, qualquer solução básica viável para as equações (a'), (b') 

e (c') será também uma solução básica viável para (a"), (b") e 

(e") . Da mesma forma, qualquer solução básica viável para (a"), 

(b") e (c") que tenha x6 e x7 fora da base será também uma 

solução básica viável para (a') , (b') e (c'). Mas, é exatamente 

uma solução básica com tais características que tende a oconer como 

s:llução ótima do Problema (l ") 1 Portanto, ao resolver o Problema 

(l ") teremos encontrado uma solução básica viável para o Pro­

blema (1'). Uma exceção, todavia, pode ocorrer: no caso da solução

ótima do Problema (I ") apresentar ou x, ou x7 ou ambos na base,

então é porque uma solução básica viável envolvendo apenas as 

colunas a
1 

até a
5 

não existe. Neste caso, o conjunto de soluções

viáveis para o Problema ( I ') seria vazio.

As variáveis x, e x7 são chamadas de variáveis artificiais. A solução 

cio Problema (1 "') é chamada da Fase I da resolução do Problema 

(1 ') . Vamos então resolver o problema numérico proposto neste 

exemplo (Tabelas 8, 9 e 10) . 

A Tabela 10 apresenta o resultado da aplicação do método de 

variáveis artificiais ao Problema (I '). O destaque nessa tabela é 

para um sistema equivalente ao formado pelas equações (a'), (b') 

e (c'). Todavia, agora uma solução básica viável está disponível de 

imediato, pois as colunas a
1
, n

3 
e a

5 
se apresentam como vetores

unitários. O leitor poderá verificar que, de fato, a solução x3 = 6/5, 

x. = 6 e x1 = 21 / 5 (e ."<, = x 
1 
= O) satisfaz o sistema (a'), (b') 
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Tabela 10 

SOLUÇÃO óTIMA DA FASE I DE RESOLUÇÃO 
DO PROBLEMA (l ') 

�. 

o o o o o -] -1 
C; 

Ba.,e 
ª' ª• 83 ª' D& ª• 87 

o ª• o 1/5 1 -1/5 o 1/5 -2/5 6/5 
o .6 o 1 o 1 1 -1 -2 6 
o a, l 1/5 o -1/5 o 1/5 3/5 21/5 

z, o o o o o o o 

C1 = Zf o o o o o -1 -1 

e (c'). Podemos então dar início à Fase II, aproveitando a solução 
básica destacada na Tabela 10, colocando os coeficientes da função­
objetivo do Problema (1 ') na linha e, e coluna e; e recalculando 
as linhas z

1 
e c

1 
- z; a partir dai. 

Fase II 

Tabela 11 

ESCOLHA DO PRIMEIRO PIVô NA FASE II 
DA RESOLUÇÃO DO PROBLEMA (1 ') 

�· 

5 3 6 o o 

Base 
ª' ª• ª' ., ª• 

6 •• o 1/5 1 -1/5 o 6/5 {y44 < O) 
o B& o 1 o 0 1 6 (6/1 - 6) +

5 ª' 1 1/5 o -1/5 o 21/5 (y,, < O) 

z, 5 11/5 6 - 11/j o 141/5 

c1 - z, o 4/5 o 6/5 o

+
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Tabela 12 

SOLUÇÃO óTIMA DO PROBLEMA (l ') 

" 
5 3 6 o o 

e, '�· 
Base 

ª' ª• a., 84 D4 

6 . ., o 2/5 1 o 1/5 12/5 

o 84 o 1 o 1 1 6 

5 ª' 2/5 o o 1/5 27/5 

r, 5 22/5 6 o 11/5 2(f{f5 

e, z, o -7/5 o o -11/5 

A Tabela 12 mostra que a solução ótima do Problema (l ') é 

x� = 27 /5, x: = O, x; = 12/5, X: = 6 e x; = O.

Exercício: Resolver o seguinte problema (Problema (E) da 
seção 2) 

Minimizar z = 1:r1 + t!x• 

dado que: a) �r, + �x. � 14 

b) 10x1 + 4x• � 40

c) 1z1 + Ox• � 5

(lembre, para a Fase II, que minimizamos z fazendo a max1m1zação 
de - z; alternativamente poderíamos proceder à minimização direta 
pela mudança do critério de entrada na base, escolhendo como 
candidato à entrada aquele aJ associado com o c1 - z1 mais negativo
em vez daquele mais positivo como no caso de maximização). 

Para encerrar este capítulo devemos ainda fazer algumas obser­
\'ações sobre casos especiais de enquadramento de problemas no 
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modelo geral de Programação Linear estudado neste capítulo. 
O modelo geral cuja resolução estudamos é: 

Otimizar Z = e' x 

dado Ax = b 

X 2: 0 

Em alguns problemas é possível que: 

a) o nível x1 da atividade a1 seja livre, isto é, podendo ser po­
sitivo ou negativo e 

b) o nível de xJ da atividade a
J 

deva ser igual ou maior que
uma constante k > O. 

Sob qualquer destas circunstâncias temos o que se apresenta como 
uma dificuldade de enquadramento no modelo geral Estas difi­
culdades podem ser superadas, entretanto, pelo uso dos seguintes 
artifícios: 

a) Se o nivel x1 é livre, substitua x1 por (x} - x�') onde x� 2: O
li e x, 2: O; este artificio se origina no fato de que qualquer número 

pode ser escrito como uma diferença de dois números não-negativos; 

b) se x
1 

deve satisfazer um limite inferior positivo XJ 
� k

(k > O), represente esta restrição como ! xJ � 1, subtraia uma

variável auxiliar não-negativa para obter uma equação e incorpore 
esta equação ao sistema Ax = b. 

Por fim uma observação sobre soluções degeneradas. Soluções 
básicas não-nega tivas e degeneradas têm certa importância teórica 
para o estudo do método Simplex porque podem causar ciclos inter­
mináveis (loop) no processo de resolução de um problema. Embora 
soluções degeneradas não sejam raras em problemas práticos, a 
probabilidade de ocorrência de um loop é baixíssima. De qualquer 
modo a dificuldade pode ser superada por uma modificação mar­
ginal nos coeficientes das atividades que estão em ciclo. O leitor 
interessado em maiores detalhes pode consultar, por exemplo, 
Hadley (1961). 
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Capítulo III 

APLICAÇÕES DE PROGRAMAÇÃO LINEAR 

Neste capítulo procurou-se reunir uma variedade de problemas 

passíveis de resolução através do modelo de Programação Linear 

estudado no capítulo anterior. Espera-se, com isto, demonstrar a 

flexibilidade do instrumento na análise de problemas pertinentes 

a diversas áreas de ciência aplicada. Por outro lado, é mister re­

conhecer que a capacidade de verter problemas descritivos em um 

modelo formal é função da experiência prática acumulada no 

assunto. Neste particular, não existem alternativas capazes de subs­

tituir o requerimento de usar generosamente o lápis, a borracha 

e as células cinzentas até obter um quadro de referências suficien­

temente amplo para resolver situações novas com imaginação e 
segurança. Os pr:oblemas propostos neste capítulo são, em sua tota­

lidade, numéricos. Isto permite que, além do exerdcio de formula­

ção, os problemas sejam efetivamente resolvidos sempre que um 

computador estiver disponível. Embora o aspecto de resolução numé­

rica dos problemas não seja imprescindível para acumulação de 

conhecimentos em formulação, ele certamente pode contribuir para 

aumentar a velocidade com que esta acumulação se realiza num caso 

qualquer. 

Os problemas serão apresentados numa ordem aproximadamente 

crescente de dificuldade na formulação. Esta sequência parece mais 

adequada que a tentativa de isolar problemas por áreas de conhe­

cimento. Em cada problema são sugeridas pelo menos algumas 

variáveis de decisão para encaminhar o trabalho de formulação. 

Deve-se notar, todavia, que em geral existe mais de uma maneira 
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de formular um problema de Programação Linear a partir de 
sua apresentação descritiva. Os exercícios assinalados com um aste­
risco têm sua formulação discutida no Apêndice II. Entretanto, é 
pouco produtivo examinar a resposta de um exercício sem antes 
·tentar obtê-la por esforço próprio.

Na segunda parte do capítulo são discutidas algumas formulações 

especiais de Programação Linear em problemas com situações não­
lineares e em problemas com situações de conhecimento não­
deterministico. 

III. l - Situações para Formulação com
Programação Linear 

• 1 . l - Uma empresa dispõe de tr�s fábricas, localizadas nas
regiões A, B e C. As fábricas A e B produzem circuitos impressos 
para calculadoras, enquanto que a fábrica C produz visores de cris­
tal Uquido para o mesmo fim. A montagem das calculadoras pode 
ser feita nas fábricas B e C. Uma calculadora requer 2 circuitos 
e I visor. 

A fábrica A pode produzir no máximo 200 circuitos/dia. 

A fábrica B pode produzir até 150 circuitos/dia. Entretanto, ca­
da calculadora montada nesta fábrica reduz sua capacidade de pro­
dução de circuitos em 1,3 unidades/dia. 

A fábrica C pode produzir até 180 visores/dia. Todavia, cada 
calculadora que for montada nesta fábrica reduz aquela capacidade 
em 0,8 unidades/dia. 

O objetivo da empresa é maximizar a produção diária de má­
quinas calculadoras. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

C(J circuitos produzidos na fábrica e destinados à fábrica j 
(unid./dia) 

J/ 11 visores produzidos na fábrica e destinados à fábrica j 
(unid./dia) 
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M
J 

calculadoras montadas (= produzidas) na fábrica J (unid./ 

dia). 

I . 2 - Os requerimentos unitários de uma ração para engorda 
de porcos são como seguem: 

Proteína: pelo menos 0,14 kg/kg de ração 

Cálcio (Ca) : pelo menos 5 g/kg de ração 

Fósforo (P) : pelo menos 4 g/kg de ração 

Metionina: pelo menos 4,4 g/kg de ração 

Cistina: pelo menos 1,0 g/kg de ração 

Observações: (a) Até 50% do requerimento de metionina pode
ser satisfeito por Cisúna em excesso de seu próprio requerimento 
mínimo e (b) a relação Ca: P deverá ser de 1,5 a 2:1 ou seja 1,5 
a 2 partes de Ca para uma de P. 

Os alimentos usados para fazer a ração, bem como seus preços 
e conteúdos de nutrientes, são os seguintes: 

Milho Sorgo 

Preço (CrS/kg) 12,00 9,60 

Proteína (kg/kg) 0,10 0,09 

Metionina (g/kg) 10,0 13,0 

Ci.stina (g/kg) 1,5 1,6 

Ca (g/kg) 1,0 0,3 

p (g/kg) 2,5 3,0 

Farelo de Farinha Farinha 
soja de sangue de ossos 

23,00 43,00 18,30 

0,26 0,93 

20,0 10,6 

6,5 11,/i 

2,9 0,7 308,5 

10,5 11,2 141,3 

Formule o problema de forma a encontrar a ração de custo uni­
tário mínimo. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

x1 : kg de j-ésimo alimento por kg de ração 

e : excesso de cistina destinada a substituir metionina. 
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l .  3 - Uma fábrica de derivados de petróleo pode utilizar diver­
sos processos . 

Uma unidade do processo l é definida pela utilização de 2 m3 de 
matéria-prima A e 0,3 t de matéria-prima B, gerando como pro• 
duto 0,13 t de produto P e 0,25 t de produto Y. O lucro, por uni­
dade do processo 1, é $ 300. 

Uma unidade do processo 2 é definida pela utilização de I m3 de 

matéria-prima A, 9,6 t de matéria-prima B e 0,2 t de matéria-prima 
C, gerando 'como produto 0,1 t de produto P e 0,7 de produto Z. 
O lucro, por unidade do processo 2, é S 400. 

Uma unidade do processo 3 é definida pela utilização de 3 m3 

de matéria-prima A e 0,5 t de matéria-prima C, gerando como pro­
duto 0,4 t de produto P. 0,15 t de produto Y e 0,05 t de produto Z. 
O lucro, por unidade do processo 3, é $ 250. 

Para o mês seguinte a fábrica dispõe de I. 700 m3 de matéria­
prima A, 450 t de matéria-prima B e 380 t de matéria-prima C. 
Por outro Jado, devido a contratos já realizados, a fábrica deverá 
produzir pelo menos 150 t de cada produto (P, Y e Z). Toda 
quantidade produzida em excesso dos contratos pode ser comer­
cializada sem dificuldades pela fábrica. 

O objetivo da gerência é maximizar lucros. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

X
J 

: unidades do processo j a realizar no mês seguinte. 

I .4 - Uma firma que produz televisores tem duas fábricas (lo­
calizadas nas cidades A e B) nas quais são produzidos tubos cle 
imagem e duas outras fábricas (localizadas nas cidades C e D) nas 
quais são produzidos chassis e realizadas as montagens dos televi­
sores. Cada televisor é composto de um tubo e um chassi. 

A fábrica A pode produzir um máximo de 900 tubos por mês 
a um custo médio de S 2 mil por tubo. A f�brica B pode produzir 

um máximo de 1. 200 tubos por mês a um custo médio de $ I ,8 mil 
por tubo. 
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A fábrica C dispõe de 2. 500 h/mês de mão-de-obra. Nesta fábrica 
a produção de um chassi requer 1 ,2 h de trabalho e a monta­
gem de um aparelho li,equer 0,6 h de trabalho. O custo de pro­
dução de um chassi na fábrica C é $ 5,6 mi] e o custo da montagem 

de um aparelho é $ 0,9 mi]. 

A fábrica D dispõe de 1. 800 h/mês de mão-de-obra. Nesta fábri­
ca a produção de um chassi requer 1,0 h de traba]ho e a montagem 
de um aparelho requer 0,7 h de trabaJho. O custo de produção de 
um chassi na fábrica é $ 5,9 mil e o custo da montagem de um 
a parelho é $ 0,8 miJ. 

Os custos de transporte de tubos de imagem, em $ mil/tudo, são 
como segue: 

A 

B 

e 

0,34 

0,26 

D 

0,41 

0,37 

O custo de transporte de um chassi, de C para D (ou vice-versa) 

é $ 0,23. 

Após a montagem os aparelhos são levados para venda nos locais 
E e F. A cada um destes locais devem ser destinados 800 unidades 

no próximo mês. Os custos de transporte dos Jocais de montagem 
aos locais de venda, em S mil/apare]ho, são como segue: 

� 

E F 

K 

e 0,60 0,50 

D 0,90 0,70 
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O problema consiste em cumprir os compromissos de venda ao 
menor custo de produção e transporte possível. 

T
'i 

e,,

tubos produzidos em i e transportados para j (i = A, B; 

j = C, D) 

chassis produzidos em i e transportados para j (i 
j = C, D) 

aparelhos montados em e transportados para j (i 

j = E, F) 

=e, D; 

C, D;

• 1.5 - No próximo verão um agricultor pode produzir milho,
soja e bois. 

Para produzir 1 t de milho são requeridos 0,6 ha de terra e 

$ 8. 500 em gastos diversos. Por outro lado, 1 t de milho gera 
uma receita bruta de $ 6. 000. 

Para produzir I t de soja são necessários 0,8 ha de terra e 

$ 4.200 em gastos diversos. Por outro lado, I t de soja gera uma 
receita bruta de 6.500. 

Para produzir 1 t de boi são necessários 2,5 ha de terra e 

$ 16.000 em gastos diversos. Por outro lado, 1 t de boi gera uma 
receita bruta de S 29. 000. 

O agricultor dispõe de 500 ha de terra e de Cr$ 600.000 em 
caixa para gastos da produção. Ele pode aumentar sua disponibi­
lidade de caixa de dois modos. Em primeiro lugar, ele pode arren­
dar até 150 ha de terra para um vizinho que se dispõe a pagar 
$ 1.400 por ha (no entanto, apenas 50% do valor do arrendamento 
será pago adiantado e poderá. ser usado para aumentar a disponi­
bilidade de caixa). 

Em segundo lugar, o agricultor pode conseguir crédito bancário. 
Para produzir milho o agricultor consegue um financiamento de 
até .$ ! . 000 por ha de milho; para produzir soja o agricultor con­
segue um financiamento de até .$ 8. 400 por ha de soja e, para 
produzir bois, o agricultor consegue um financiamento de até $ 2. 500 
por ha dedicado a esta atividade. O limite total de crédito do 
agricultor é $ I . 100. 000. O juro do crédito de lavoura é de 20% 
e o juro de crédito à pecuária é de 115%. 
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O agricultor deseja maximizar sua disponibilidade de caixa no 
fim do verão (após comercializar sua produção, pagar empréstimos 
eventuais e receber o restante do valor do arrendamento, se houver). 

Obs.: Devido à fiscalização, o crédito obtido para uma atividade 

qualquer não poderá ser desviado para outra . 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

C
J 

crédito tomado para a atividade j (cm $) 

PJ 
dinheiro próprio usado na atividade j (em $) 

X
J 

produção obtida na j-ésima atividade (em t) 

A arrendamento de terras para o vizinho (em ha) 

S saldo de dinheiro próprio não utilizado para produção. 

l .6 - O prefeito de um certo município bastante industrializado
recebeu uma incumbência da Câmara de Vereadores local no senti­
do de mandar instalar uma estação de tratamento para despoluir 
o arroio da cidade. O grupo técnico constituldo para exame do
assunto chegou à conclusão de que o arroio apresentava quatro
índices em desacordo com o recomendado pela Organização Mundial
da Saúde (OMS) :

fndice Valor Observado (g/m") Valor Recomendado (g/m") 

A 26 20 (mJb:) 

B 72 13 (m.t!.x) 

e 54 10 (máx) 

D 8 25 (mín) 

A seguir, o prefeito determinou abertura de concorr�ncia pública 
para a construção da estação de tratamento com capacidade para 

100 m3/h . 

A firma Lutz &: Berger Ltda. resolveu participar da concorr�ncia. 
Seu responsável técnico concluiu que a estação de tratamento po-
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deria utilizar até cinco processos em combinação. As unidades de 
processo são definidas por m3 /h. Façamos x1 o volume de água 
poluída que é destinada a tratamento pelo processo ;. O diagrama 
geral do problema é como se segue: 

r - - - • - - - - - , Estação de tratamento
I 1 

1 1 

1 1 

1 r----::---, 1 

1 1 

� 100 m3/h �§llmllfil�rimlJ!Il��illíIDI§� 100 m3/h �

/(gua poluída µ:::::::.::::::.'::r.!:.;��'T..Ti'll> Água tratada 

1 
1 

1 
1 
' 1 
L ___________ J 

Obs.: X, é a quantidade de água que não recebe tratamento 
algum. 

A qualidade da água obtida nos diversos processos é como se 
segue (os índices estão em g/mª) _ 

Processos 
IndicB 

l 2 3 4 ó 

A 10 8 )9 21 20 

B 10 6 14 13 45 

e 12 15 7 9 16 

D 29 20 26 24 30 

Cusoo do Tratamento ($/m") 5,50 6,IO 7,90 7,01 4,82 
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A água tratada pelos diversos processos é reunida formando um 
produto cuja qualidade depende linearmente dos índices obtidos 
nos diversos tratamentos passiveis (im;!usive de uma eventual fra­
ção não tratada que mantém os índices originais). 

Para elaborar sua proposta, o primeiro passo da firma é determi­
nar os fluxos destinados aos diversos processos de modo a obter 
um produto final em acordo com o padrão da OMS e pelo menor 
custo possível. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

X
1 

: volume de água poluída, em m3 /h, destinado a tratamento 
pelo processo j 

• l. 7 - Uma firma exportadora de cereais foi solicitada a fazer
propostas de preço c_om relação aos seguintes pedidos para for­
necimento de milho: 

Nlimero de Quantidade Umidade Impurezas Peso 
Especifico 

Ordem (t) (%;Max) (%;Ma."<) (kg/1; Min) 

l 1.350 14 3 0,83 
2 4.600 16 4 0,75 
3 3.200 13 2 0,80 
4 8.100 15 5 0,85 

A pedido da gerência, o controle de estoques forneceu a seguinte 
lista de disponibilidade de milho no armazém da firma: 

Custo de Peso 
Lote n.• Quantidade Aquisição Umidade Impurezas Especifico 

(t) (CrS/t) (%) (%) (kg/1) 

1 2.350 9.700 13 6 0,77 
2 1. 900 10.500 12 4 0,88 
3 6.600 8.200 17 1 0,86 
4 3.300 11.105 15 2 0,80 
5 4.500 9.400 12 5 0,76 
6 7.300 12.800 11 2 0,89 
7 9.100 8.500 18 3 0,78 
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Obviamente que, para prestar a informação solicitada, o pri­
meiro passo deve ser o cálculo do custo da matéria-prima (milho) 
para a firma exportadora. Qual o custo mínimo de matéria­
prima para atender todas as solicitações, Qual o custo de cada ordem 
neste caso? 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

X,1 : quantidade de milho do lote i destinada à composição do 
pedido j, em toneladas 

1 . 8 - Uma firma tem tr� fábricas que distribuem sua produção 
para quatro depósitos. 

A capacidade da Fábrica l é de 2,2 mil unidades de produto 
por semana, produção esta que é obtida a um custo médio de $ 83 
mil por mil unidades. 

A capacidade da Fábrica 2 é de 3,4 mil unidades de produto 
por semana, sendo $ 78 mil por mil unidades o custo médio de 
produção nesta fábrica. 

A capacidade da Fábrica !I é de 1,8 mil unidades de produto por 
semana, a um custo méclio de $ 94 mil por mil unidades de produto. 

A gerência central tem os seguintes pedidos de entrega de pro­
duto nos diversos depósitos para a próxima semana: (a) o depósito 1 
solicitou um total 0,85 mil unidades, (b) o depósito 2 solicitou um 
total de 0,75 mil unidades, (c) o depósito 3 solicitou um total 
de l,!14 mil unidades e (d) o depósito 4 solicitou um total de 1,60 
mil unidades. 

Os custos de transporte entre as diversas fábricas e depósitos é 
como se segue (em $ mil/mil unidades de produto) : 

� 

1 2 3 4 

F'1lricas 

1 26 30 54 43 

2 45 35 30 52 

3 53 32 41 20 
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O problema da gerência é estabelecer a produção e a distribuição 

da próxima semana de modo a minimizar o custo total de atender 
�s solicitações dos depósitos. 

Obs.: Supõe-se que a produção da semana pode ser toda entre­
gue aos depósitos na mesma semana. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

X,1 : quantidade produzida na fábrica que é destinada ao depó­

sito j (em 1 . 000 unidades) 

• 1. 9 - Um fabricante produz ração para aves e ração para
porcos. O primeiro tipo é vendido a Cr$ 17 /kg e o segundo a 

Cr$ 19/kg. Os requerimentos mínimos são os seguintes: 

Item 

Energia (cal/kg) 

Proteína (g/kg) 

Metionina (mg/kg) 

Ração p&r:s. Aves 

2.800 

200 

14 

Ração p&ra Porcos 

2.500 

250 

16 

Para produzir as rações, o fabricante pode utilizar milho, soja e 
farelo de arroz. Os preços e conteúdos nutritivos destes ingrediences 
são como se segue: 

Item Milho Soja Farelo de Arroz 

Energia (cnl/kg) 2.900 2.700 2.500 

ProteCna (g/kg) 180 300 160 

MetioninB (mg/kg) 18 16 13 

Custo (CrS/kg) 9,00 15,00 6,00 

O fabricante pode produzir até 2. 000 kg de ração por semana, 
devendo produzir pelo menos 600 kg de cada tipo na próxima 

semana. 
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Faça um plano de produção para a próxima semana que maxi­
mize a diferença entre receitas totais e gastos com matérias-primas . 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

X,1 = quantidade do insumo i destinado à ração j (em kg) 

1.10 - (Em continuação ao problema anterior) Suponha que, 
ao invés de preços fixos e quantidades ilimitadas no caso dos insu­
mos, o fabricante tivesse diversas propostas ("ofertas") para sua 
aquisição de matérias-primas: 

Número da Oferta Tipo de Insumo Preço (CrS/kg) 
Quantidade 

Máximo (kg) 

1 Milho 9,50 700 
2 Milho 10,50 750 
3 Soja 16,00 650 
4 Soja 18,00 500 
5 Farelo de Arroz 5,30 400 

6 Farelo de Arroz 6,80 950 

Reformule o plano para refletir a nova situação. 
Variáveis de decisão adicionais sugeridas para a formulação: 

X1 quantidade produzida da ração j 

a1.1: quantidade adquirida do insumo i na "oferta" k (em kg) 

1.11 - Uma cooperativa vinícola recebe dois tipos de uva para 
processamento: Americana (A) e Européia (E) . As uvas são esma­
gadas separadamente para formar dois tipos de mosto segundo o 
tipo de uva que lhe deu origem: cada t de uva americana produz 
0,75 t de mosto A e cada t de uva européia produz 0,8 t de mosto E. 
A disponibilidade de uva E é limitada em 180 t. 

A partir dos mostos, três tipos de produto podem ser obtidos: 

a) suco de uva (com pelo menos 80% de mosto A)
b) vinho popular (com no máximo 45% de mosto A)
c) vinho especial (com pelo menos 85% de mosto E)
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A capacidade de produção da cooperativa é descrita como se se­
gue: se produzir apenas suco de uva seu limite de processamento 
é de 600 t produto/safra; se produzir apenas vinho popular seu 
limite de processamento é de 500 t produto/safra; e se produzir 
apenas vinho especial seu limite de processamento se reduz a 300 t 
produto/safra. A cooperativa pode produzir os três produtos simul­
taneamente; neste caso seu limite de processamento será uma com­
binação linear das capacidades específicas. 

Cada t de uva americana custa CrS 60 mil e cada t de uva 
européia custa CrS 75 mil. Os custos de processamento (excluída 
a matéria-prima) de cada produto são: (a) Cr$ 11 mil por t de 
suco, (b) Cr$ 34 mil por t de vinho popular e (c) Cr$ 57 mil 
por t de vinho especial . Os preços ele venda dos produtos são: 
(a) Cr$ 120 mil por t de suco, (b) Cr$ 200 mil por t de vinh�

popular e (c) Cr$ 315 mil por t de vinho especial.

A cooperativa pretende um plano de produção que maximize 
sua receita líquida. 

Para evitar excessiva dependência em uma linha de produção 
qualquer, nenhum produto deverá responder isoladamente por mais 
de 50% do faturamento bruto da cooperativa. 

A cooperativa já se comprometeu a adquirir pelo menos 100 t 
de uva americana e 50 t de uva européia de seus associados. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

U1 quantidade adquirida de uva do tipo j (em t) 

M1, mosto do tipo j destinado ao produto i (em t)

P, quantidade produzida do produto i (cm t) 

I. 12 - O governo desapropriou um latifúndio de 5. 000 ha para
assentamento de famílias rurais. Destinou, outrossim, uma verba 
de CrS 180 milhões para cobrir as seguintes despesas do projeto: 

a) aquisição de tratores equipados para uso em condomínio:
cada trator equipado custa Cr$ 0,5 milhão e pode, em condi­
ções médias de clima, trabalhar até 200 h por mês; 
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b) auxilio inicial às familias assentadas: cada famflia inclufda

no projeto necessita de CrS 0,06 milhão para a cobertura de despe­
sas iniciais (até a obtenção da primeira safra) ; 

c) construção de infra-estrutura para irrigação: cada ha viabi­
lizado para irrigação custa CrS 0,3 milhão (a disponibilidade de 

água para irrigação é limitada em 300 mil m3 /ano e a área total 

com possibilidade de irrigação é de 2.600 ha). 

Cada familia assentada na área requer 700 kg de feijão e 2.400 kg 

de arroz por ano, necessitando outrossim de uma renda líquida mf­

nima em dinheiro de CrS 70. 000 por ano. Por outro lado, cada 

famHia dispõe de 250 h de trabalho por mês. Qualquer plano 

deve levar em conta estes aspectos . 

Existem quatro alternativas básicas de produção agrícola viáveis 

na área em estudo: feijão, arroz, milho e soja. As duas primeiras 
são cultivas de subsistência, enquanto as duas últimas são cultivas 
comerciais. Todos os cultivas podem ser produzidos em condições 
de sequeiro ou em condições de irrigação e ainda manualmente ou 

c:om tração mec:inica. Todo uso de trabalho e trator ocorre no 
me�mo mês. 

Os coeficientes para plantio de sequeiro são os seguintes: 

a) Feijão com cultivo manual (rendimento: 650 kg/ha)

1·equer 10 h/ha/mês de mão-de-obra e Cr$ 1.000/ha de gastos
com insumos

b) Feijão com cultivo mecânico (rendimento: 580 kg/ha)

requer 5 h/ha/mês de mão-de-obra, 3 h/ha/mês de trator e 

CrS 1. 300/ha de gastos com insumos

c) Arroz com cultivo manual (rendimento: l. 500 kg/ha)

requer 20 h/ha/mês de mão-de-obra e Cr$ 800/ha ele gastos
com insumos

d) Arroz com cultivo mecânico (rendimento: 1. 300 kg/ha)

requer Ci h/ha/mês de mão-de-obra, 5 h/ha/mês de trator e
Cr$ 1 .100/ha de gastos com insumos

e) Soja com cultivo manual (contribuição à renda líquida:
Cr$ !l.000/ha) 

- 1"C<JUCr 15 h/ha/mês de mão-de-obra
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f)" Soja com cultivo mecânico (contribuição à renda líquida: 
Cr$ 2.500/ha) 

requer 7 h/ha/mês de mão-de-obra e -1 h/ha/mês ele trator 

g) Milho com cultivo manual (contribuição à renda líquida:
Cr$ 2.600/ha) 

- requer 10 h/ha/mês de mão-de-obra

h) Milho com cultivo mecânico (contribuição à renda líquida:

CrS 2.000/ha) 

- requer 6 h/ha/mês de mão-de-obra e 3 h/ha/mês de trator

Os coeficientes de mão-de-obra e de horas-trator por ha de cultivo 
irrigado são os mesmos que para cultivo de sequeiro. Além disto, 

os seguintes coeficientes se aplicam aos cultivas irrigados: 

a) Feijão com cultivo manual (rendimento: 800 kg/ha)

requer 60 m3 de água por ha e CrS I .200 de gastos com 
insumos/ha)

b) Feijão com cultivo mecânico (rendimento: 75_0 kg/ha)

requer 60 m3 de água por ha e CrS 1 . 500 de gastos com
insumos/ha)

c) Arroz com cultivo manual (rendimento: 3. 800 kg/ha)

- requer 200 m3 de água por ha e Cr$ l . 600 de gastos com
insumos/ha)

d) Arroz com cultivo mecânico (rendimento: 3. 500 kg/ha)

requer 200 m3 de água por ha e CrS 1. 900 de gastos com
insumos/ha)

e) Soja com cultivo manual (contribuição à renda líquida:
CrS 3.400/ha) 

requer 85 m3 de água por ha 

f) Soja com cultivo mecânico (contribuição à renda liquida:
Cr.$ 3. 100/ha) 

- requer 85 m3 de água por ha
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g) Milho com cultivo manual (contribuição à renda líquida:
Cr$ 4.900/ha) 

- requer 105 m3 de água por ha

h) Milho com cultivo mecânico (contribuição à renda !fquida:
Cr$ 4. 200 /ha) 

- requer 105 m3 de água por ha

O objetivo é max1m1zar o número de familias que pedem ser
assentadas na gleba dentro das condições acima estabelecidas. 

Observação: O assentamento do problema pressupõe uma orga­
nização social baseada na utilização comunitária das terras e dai; 
máquinas. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

F n.0 de famílias a assentar na gleba desapropriada 

T n.0 de tratores adquiridos 

/ ha de terra irrigados 

X,11< 
ha plantados com o produto i usando energia do tipa j e 
em solo do tipo k 

• 1. 13 - (Problema de Transporte com Transbordo) Uma fir­
ma distribuidora de motores elétricos tem depósitos localizaclos em 
diversas cidades de um certo estado. Numa certa semana a gerência 
verifica que em alguns depósitos existe excesso de estoque de moto­
res, enquanto que em outros depósitos existe falta de produto para 
as entregas previstas. A situação é como se segue: 

Depósito 

2 

3 

4 

5 

Excesso de 
Estoques 

(Unidades) 

42 

56 
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Fa.lt.a de 
Estoques 

(Unidades) 

25 

33 
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O diagrama a seguir retrata os custos de transporte, em J por 
motor, entre as diversas cidades ele interesse: 

Observe, por exemplo, que é possível realizar transporte da ci­

dade 2 para a cidade 5 diretamente ou passando pela cidade 4 

ou pelas cidades l e li (entre outras alternativas). 

O problema é suprir os clepósitos 1, li e 5 com as quantidades 

requeridas a partir dos estoques em excesso existentes nos depósitos 
2 e 4 ao menor custo de transporte possível. 

Variáveis de de�isão sugericlas para a formulação: 

X,J : motores transportados da cidade i para a cidade J (em uni­
dades) 

1. 14 - (Em continuação ao problema anterior) Suponha que o
quadro de excessos e faltas do produto fosse modificado para: 

Excesso de Fo.lta de 
Depósito Estoque Estoque 

(Unida.dea) (Unidades) 

l 35 
2 42 
3 45 
4 56 
5 40 

I: 98 120 
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Agora existe uma impossibilidade de suprir as faltas de estoque 
observadas nos depósitos 1, 3 e 5. Suponha então que a gerência 
decida homogeneizar a escassez do produto entre as diversas regiões, 
determinando que deverá ser feita uma redistribuição de estoques 
(a custo mfnimo de transportes) de modo que em nenhum depósito 

esta escassez ultrapasse 6 unidades. Note que esta polftica atinge 
também os depósitos 2 e 4. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

X-, : motores transportados da cidade para a cidade j (em uni­
dades) 

e" : escassez de estoque resultante na cidade Ir. (em unidades) 

• 1.15 - Uma Central Telefônica tem os seguintes requerimentos
mínimos de telefonistas em dias normais de trabalho para man­
ter um padrão razoável de atendimento aos usuários: 

Perlodo 

J 
2 
3 
4 
5 
6 

Hora do Dia 

0:00 - 4:00 
4:00 - 8:00 
8:00 - 12:00 

12:00 - 16:00 
16:00 - 20:00 
20:00 - 0:00 

N.• Mínimo de Teleíoniataa 

28 

35 
129 
151 
116 

73 

Cada telefonista tem um turno de 8 h de trabalho consecutivas. 
O salário varia de acordo com a hora de inicio do turno de 
trabalho: 

Hora de Inicio 

do Turno 

0:00 
4:00 
8:00 

12:00 
16:00 
20:00 
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Salitria 
(CrS/m�) 

18.900,00 
17.800,00 
15.100,00 
15. 100,00 
16.800,00 
18.100,00 



A Central Telefônica deseja saber quantas telefonistas contratar 

de modo a manter o padrão desejado de atendimento ao menor 

custo possível. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

X, : n.0 de telefonistas que iniciem o turno no período 

1 .16 - Na Ilha de Pamonhas pode-se produzir cana-de-açúcar, 

soja e milho, sendo este úllimo produto a base alimentar da popu­

lação local. No momento, o governo de Pamonhas está empenhado 

em ordenar a produção agrícola de modo a maximizar o saldo do 

balanço comercial do setor. 

A ilha dispõe de 12.000 ha de terras cultiváveis. Para o ano 

vindouro prevê-se necessidades mínimas de disponibilidades para 

consumo interno de 8.000 t de milho, 1.500.000 1 de combustível 

líquido, (além do necessário para a produção agrícola), 1.000 t 

de açúcar e 2. 800 t de soja. O crédito rural é o instrumento básico 

de controle do plantio. 

Para o próximo ano, o conselho monetário da ilha decidiu des­

tinar PS 100. 000. 000,00 para o financiamento das atividades :igrí­

colas . 

Os perfis médios das atividades agrícolas na ilha são os seguintes. 

Para obter uma toneladil de cana-de-açúcar são necessários 14 1 

de combustível líquido, 6 kg de fertilizante, 0,02 ha de terra e 

PS 1 . 300 de crédito. A partir de I t de c:ina pode-se obter 0,09 t 

de açúcar 01t ?O I de combustível líquido. 

Para obter uma t�nelada de soja são necessários 23 1 de combus­

tível líquido, 52 kg de fertilizante, 0,6 ha de terra e PS 6. 000 de 

crédito. 

Para obter uma tonelada ele milho são necessários 18 1 de com­

bustível líquido, 65 kg de fertilizante, 0,5 ha de terra e PS 4. 000 

de crédito. 
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O açúcar, o combustlvel líquido, a soja e o milho podem ser 
exportados ou importados pelos seguintes preços: 

Item 

Açllcar (USS/t) 

CombustJvel Liquido {USS/1 l 

Soja (USS/t) 

Milho (USS/t) 

Export. (FOB) 

300,00 

0,50 

480,00 

370,00 

Preço 

lmport. (CIF) 

350,00 

0,60 

512,00 

420,00 

O fertilizante, por sua vez, é importado ao custo de USS 0,7 /kg. 
Formule o problema enfrentado pelo governo local: que quan­

tidades de cada produto devem ser produzidas, exportadas e im­
portadas de modo a maximizar o saldo do balanço comercial, em 
US$, satisfazendo os requerimentos mínimos de disponibilidades 
para consumo interno. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

P1 
produção interna do produto j (j = açúcar, combustível. soja, 
milho) , em toneladas 

E1 
exportação do produto j, em toneladas 

11 
importação do produto j, em toneladas 

F importação de fertilizantes, em kg 

• I. 17 - Uma fábrica produz quatro produtos diferentes. A pro­
dução de qualquer deles exige uma operação de processamento e 
uma operação de embalagem. A firma dispõe de três modelos 
diferentes de máquinas para processamento: MP1, MP2 e MP3 e 
de dois modelos diferentes de m:\quinas para embalagem: ME1 e 
ME2. 

O produto A pode ser processado na máquina MP1 ou na má­
quina MP2 e deve ser embalado na máquina M�. 

O produto B pode ser processado na máquina MP 1 ou na má­
quina MP3 e pode ser embalado com ME1 ou com ME:i. 
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O produto C pode ser processado com MP1 ou com MP2 ou com 
MP, e pode ser embalado com ME1 ou com ME2." 

O produto D pode ser processado com MP2 ou MP8 e embalado 
com ME,. 

Os requerimentos, em minutos-máquina por unidade de produto, 

são os seguintes: 

ME,, 

A 

8 

4 

3 

B 

5 

6 

2 

4 

e 

7 

12 

10 

o 

4 

D 

7 

g 

5 

Independentemente do tipo, qualquer máquina pode trabalhar 
até 2.200 minutos por semana. 

/\. receita líquida por unidade produzida de A é $ JO, por uni­
dade produzida de B é S 8, por unidade produzida de C é $ 15 e 

por unidade produzida de D é .S 1 !I. 

A gerência de comercialização fez as seguintes estimativas para 
cada produto para a próxima semana (em unidades) . 

Produt.o Mlnimo Requerido Mll.ximo Aceitll.vel 

A 120 210 

B .'iO 150 

e 50 100 

D 20 60 

Obtenha o plano de produção que maximize a receita líquida 

da próxima semana. 
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Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

P11 
unidades de produto i a processar na máquina j na semana 
vindoura 

E11 unidades do produto i a embalar na máquina j na semana 
vindoura 

Obs.: as unidades embaladas podem ser consideradas como co­
mercializadas. 

• 1. 18 - (Ver Jacobs, 1954) O ecônomo de um clube tem en­
comendas de jantares em grupos para os próximos sete dias . A pre­
visão de convivas em cada jantar é como se segue: 

Dio. Freqül!ncia Prevista 

1 56 pesso&'I 
2 38 pessoas 
3 110 pessoas 
4 72 pessoas 
5 84 J)C&'!Oas 
6 42 pessoas 
7 94 pessoas 

Em cada cli:i o ecônomo necessita de um certo número de guar. 
danapos limpos, que é dado pela previsão de freqüência e mais 
dez guardanapos de reserva (pelo menos). No dia l o ecônomo 
dispõe de 50 guardanapos limpos. Os guardanapos usados vão para 
a lavanderia, imediatamente após o jantar. A lavanderia tem dois 
tipos de serviço: (a) normal, no qual os guardanapos recebidos 
após a janta do dia j são devolvidos para uso na janta do dia j + 2

ao custo de CrS 5,00 por guardana pos e (b) especial, no qual os 
guardanapos recebidos após a janta do dia j são devolvidos para uso 
na janta do dia j + 1 ao custo de CrS 7,50 por guardanapo. Na 
falta de guardanapos limpos para uso no dia j, o ecônomo deve 
compr:.-los ao preço de CrS 35,00 por unidade. 
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Como o ecônomo deve proceder para dispor dos guardanapos 
necessários em cada dia minimizando seus gastos neste particular? 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

x1 guardanapos limpos disponíveis no dia j (j = 1, 2, ... , i)

n1 
guardanapos enviados para lavanderia, serviço normal, no 
dia j (j = 1, 2, ... , 7) 

e1 
guardanapos enviados para lavanderia, serviço especial, no 
dia j (j = 1, 2, ... , 7) 

a1 
guardanapos novos, adquiridos no dia ; (j = 1, 2, ... , 7) 

11 
guardanapos limpos disponíveis e não utilizados no dia ; 

1. 19 - Uma empresa de engenharia precisa decidir quantos téc­
nicos contratar nos próximos meses. De acordo com seus planos 
de obras serão necessárias as seguintes horas-homem de trabalho 
técnico nos próximos trimestres: 

Trimestre Horns/Homem Requeridas 

l 5. 400 

2 7.300 

3 7.500 

4 12.000 

5 12.000 

6 10.800 

Um técnico contratado no início do trimestre t pode executar 
250 h de serviço profissional no mesmo trimestre, passando a traba­
lhar 450 h por trimestre em t + 1, t + 2, etc ... (a diferença deve-se 
à necessidade de treinamento inicial) . No seu primeiro trimestre 
de trabalho um técnico recém-contratado deve receber 80 h de su­
pervisão de um técnico experiente (ao final do trimestre o recém­
contratado passa à categoria de técnico experiente) . Um técnico 
recém-contratado custa $ 120 mil por trimestre à empresa, enquanto 
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que um técnico experiente custa S 160 mil por trimestre . Em média 
a empresa perde cerca de 1 / 5 de seus técnicos experientes em cada 
trimestre, que saem para empregos melhor remunerados. A empresa 
pode também demitir técnicos, ao custo médio de $ 250 mil por 
técnico demitido (as demissões voluntárias não têm custo direto para 
a empresa; nenhum técnico em treinamento é demitido ou se de­
mite). 

No inicio do trimestre l a firma conta com 22 técnicos expe­
rientes. 

Estabeleça a polftica de contratações e demissões que mm1mize 
o custo total de pessoal técnico da empresa durante os próximos seis
trimestres.

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

C1 
n.0 de técnicos contratados no inicio do trimestre 

e1 n.0 de técnicos experientes existentes no inkio do trimestre 

d1 n.0 de técnicos experientes demitidos no fim do trimestre t 

S1 n.0 de técnicos experientes que se demitem no fim do trimes­
tre t 

• 1.20 - Uma Empresa Estatal de Mineração opera uma mina
com quatro túneis principais. O minério é transportado dos túneis 
para uma usinâ de moagem e extração de estanho e enxofre. 

Tll.nel 1 'I\1nel 2 Ti1nel 3 Tdnel 4 

Produção Má.xima de Minêrio (t/mês) 650 1.430 1.670 980 

Grau de Fósforo (%) 52 37 61 12 

Grau de Enxofre (%) 8 29 4 47 

Cmto de Extrnc;ão ($/t minêrio) 460 340 390 430 

A capacidade de moagem da usina depende do grau de finura 
em que o minério é moído. Se o minério é moído "grosso", a capa­
cidade de moagem da usina é de 4. 800 t/rnb.. Neste caso os 
índices de extração de fósforo e enxofre em processos posteriores 
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são de 91 e 7g%, respectivamente. Se o minério é moído "fino", 
a capacidade de moagem cai para g. 600 t/mês, mas os índices de 
extração de fósforo e enxofre aumentam para 96 e 88%, respec­
tivamente. O custo de moagem depende da textura obtida: $ 250 
por tonelada de minério moído "grosso" e $ 405 por tonelada de 
minério moído "fino". A empresa pode moer parte do minério 
de uma maneira e parte de outra. 

A empresa tem o compromisso de produzir pelo menos 800 t de 

fósforo e 600 t de enxofre por mês para o mercado interno. O 

restante da produção pode ser colocada no mercado externo. Em 
qualquer caso os preços FOB são$ 2.400/t de fósforo e$ I.900/t 
de enxofre. Respeitados os limites mínimos de produção para o 
mercado interno, a empresa atua com o objetivo de maximizar sua 
receita líquida. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

X,J produção de minério do túnel i que é destinado à moagem 
do tipo j, em toneladas por mês 

P,. produção ele fósforo destinada ao mercado k, em toneladas 
por mês 

S,. produção de enxofre destinada ao mercado k, em toneladas 
por mês 

1 .21 - (Ver Eisemann, 19.'.i7, pp. 279-284) Os produtos básicos 
de uma fábrica de papel são dois tamanhos de rolos de papel: um 
tem 1,60 m de largura e o outro tem J,00 m de largura. Os clientes 
da fábrica, todavia, solicitam rolos de larguras variadas. A fábrica 
possui duas máquinas capazes ele cortar os rolos em "fatias" de 
largura ajustável. A máquina A corta rolos de 1,60 m e a máquina B 
corta rolos de 1,00 m de largura. 

Para a próxima semana a fábrica tem as seguintes encomendas: 
16.850 rolos de 0,25 m de largura; 22 .520 rolos de 0,40 m; 12.070 
rolos de 0,65 m de largura; 8. 100 rolos de 1, 10 m e 2. 150 rolos 
de J ,go m de largura . 

A gerência da fábrica pretende cumprir-as encomendas minimi­
zando as perdas nos cortes dos rolos b.isicos: qualquer rolo resul� 
tante de corte que apresente menos que 0,25 m de largura é con-

117 



siderado como perda; para k < 0,25 temos que n rolos de k. m 
de largura com põem uma perda no valor de n. k metros. Por ou­
tro lado, rolos com as larguras • .pecificadas nos pedidos e pro­
duzidos em excesso sobre as encomendas podem ser estocados para 
venda futura e não se constituem em perda. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

a1 
n.0 de rolos básicos de 1,60 m de largura cortados pela má­
quina A de acordo com a j-ésima possibilidade de regulagcm
das lâmiJias de corte (j = 1, 2, .. . , 12)

b, n.0 de rolos básicos de 1,00 m de largura cortados pela má­
quina B de acordo com a i-ésima possibilidade de regulagem
das lâminas de corte (i = 1, 2, 3)

Obs.: j = 2 poderia ser, por exemplo, uma regulagem da má­
quina A de modo que de um rolo de I,60 m fossem obtidos quatro 
rolos de 0,25 m e um rolo de 0,40 m, com uma perda de um rolo 
de 0,20 m. 

1 . 22 - (Ver Robicheck el alii, I 965) A gerência financeira de
uma loja de departamentos deve planejar suas decisões para os 
próximos meses. As previsões do Departamento de Contabilidade 
quanto às variáveis de interesse para o problema são as seguintes 
(em $): 

Sct. Out. Nov. Dez. J1111. Fev 

Realizável a Curto Prszo 
.

10 9 12 48 23 20 

Pagsmento de Fornecedores 
..

12 18 20 17 13 10 

Déficit de Capital de Giro 5 8 g 

Superávit de Capital de Giro 3 10 11 

. balanço ao inicio do �• 

aupondo paaameatoa em dia 

O problema da gerência é financiar os déficits previstos de capital 

de giro ao menor volume de juros possível. Três alternativas de 
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financiamento podem ser utilizadas (em conjunto ou separada­
mente): 

a) Atrasar o pagamento dos fornecedores: ao atrasar o pagamen­
to devido aos seus fornecedores no mês t, a loja diminui sua ne­
cessidade de capital de giro no mesmo mês; todavia, o pagamento 
deve ser realizado no mês seguinte com um acréscimo de 3%: além 
disto é política da loja limitar o uso desta alternativa a, no máximo, 
15% do total devido a cada mês. 

b) Tomar empréstimos bancários mensais com base no reali­
zável a curto prazo: no início de qualquer mês t o banco se dispõe 
a emprestar até 30% do realizável a curto prazo do mês; o em­
préstimo deve ser pago no mês t + l, com um juro de 4%: e 

c) Empréstimo de 180 dias: no início de setembro a loja pode
tomar um empréstimo de até $ IO para ser integralmente pago em 
fevereiro com um juro de 32%. 

Por outro lado, no início de qualquer mês a loja pode investir 
eventuais excessos de capital de giro previstos para o mês em ope­
rações financeiras de 30 dias, recebendo então um juro de 2%. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

A, volume de pagamentos de fornecedores devido no mês t que é 
colocado em atraso (em $) 

B1 empréstimo de curto prazo tomado no início do mês t (em $) 

C empréstimo tomado no início de setembro para pagamento em 
fevereiro (em $) 

1, investimento financeiro realizado pela loja no início do mês 
(em $) 

Obs.: supõe-se que no mês de fevereiro a loja pretenda não 
atrasar qualquer pagamento, nem fazer empréstimo ou investir no 
mercado financeiro. 

1. 23 - Uma fábrica de móveis pretende expandir sua capacidade
de produção. Ela produz dois tipos básicos de produto: conjuntos A 
(para sala) e conjuntos B (para dormitório) . A produção de um 

conjunto do tipo B requer 1,2 vezes mais capacidade de produção do 
que um conjunto do tipo A. No momento a capacidade de pro-
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dução da fábrica é de 60 unidades do tipo A por mês. A fábrica 
pode produzir ambos os produtos num mês qualquer. Cada uni­
dade do tipo A produzida num mês qualquer requer $ 19 mil, 
enquanto que cada unidade do tipo B requer S 25 mil (para paga­
mento de materiais e mão-de-obra). Cada unidade do tipo A pro­
duzida no mês t gera uma receita de S 36 mil no inicio do mês 
t + 1, enquanto que cada unidade do tipo B produzida no mês t 
gera uma receita de $ 44 mil no início do mês t + 1.

A cada mês a fábrica pode contratar obras para sua expansão, 
podendo realizar estas obras de modo intensivo, extensivo ou am­
bos. No modo intensivo, um contrato realizado no mês t aumenta 
a capacidade de produção já no mês t + 1. Neste caso o custo é 
de $ 240 mil por unidade expandida na capacidade da firma, des­
pesa esta que dev� ser paga no mês t. No modo extensivo, um con­
trato realizado no mês t aumeilta a capacidade de produção do 
mês t + 2. Neste caso o custo é de $ 100 mil no mês t e de $ 150 
mil no mês t + 1, por unidade expandida na capacidade da firmJ. 

No início do mês 1 a fábrica dispõe de $ 950 mil para financiar 
a produção e as obras de expansão. Toda produção e expansão 
devem ser auto-financiáveis, isto é, a fábrica não deseja tomar em­
préstimos. Seu objetivo é maximizar a capacidade produtiva exis­
tente no sexto mês. Em nenhum mês a produção de qualquer tipo 
de produto deverá ser inferior a 10 unidades. 

Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

A, 

B, 

I, 

unidade do tipo (A) produzida no mês t 

unidades do tipo (B) produzidas no mês t 

unidades de expansão de capacidade contratadas 
para construção intensiva 

no mês 

E1 unidades de expansão da capacidade contratadas 110 mês 
para construção extensiva 

e, capacidade de produção da fábrica no perlodo 

D, sobra de caixa no período t (em $ mil) 

1.24 - (Em continuação ao problema anterior) Suponha que 
em vez de receber $ 36 mil e $ 44 mil por unidade produzida de A 
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e B no início do mês consecutivo ao mês em que as unidades 
foram produzidas, a fábrica faturasse da seguinte maneira: 

a) por unidade produzida de A no mês
a. l )  $ 18 mil no início cio mês + 1

a.2) $ 22 mil no início do mês t + 2

b) por unidade produzida de B no mês
b. l) S 21' mil no início do mês t + 1

h.2) $ 25 mil no início do mês t + 2

Suponha, além disso, que a firma possa recorrer a financiamen­
to exte�no nas seguintes condições: tomar um empréstimo de 
S F (F � 500. 000) no início do mês 1 com juros de 5% ao mês 
sobre o saldo devedor do mês, com amortizações mensais - pagas no 

início de cada mês - não inferiores a � do montante do finan-

ciamento total e ainda com a condição de liquidar a dívida no 
início de sexto mês. 

Variáveis de decisão adicionais sugeridas para a formulação: 

St 
saldo devedor no início do mês t, em $ (NB: S, = F) 

P1 
amortização realizada no início do mês t, em $ 

Obs.: S1 = 1,03 (St-i - Pt-z)

Finalmente, suponha ainda que a firma necessite dispor de pelo 
menos $ 1'50. 000 em caixa no início do mês 7. 

Reformule o problema de maximizar a capacidade produtiva exis­
tente no sexto mês de acordo com as novas condições. 

• 1 . 25 - Uma fábrica tem o seguinte cronograma de encomen­
das pâra cumprir: 

l 

2 

3 

4 

5 
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5.300 

7.750 

8.300 

6.800 

8.250 



-

A flutuação no nível mensal de encomendas causa problemas 
para a firma. Ela poderia, em princípio, ter uma produção variável 
com as encomendas e com baixos níveis de estoque, mas tal estratégia 
determina custos relativamente altos de demissão ou de admissão 
e treinamento de pessoal. Por outro lado, uma produção muito 
estável pode determinar custos elevados de estocagem . Através de 

uma série de dados de custos e de produção anteriores, estimou-se 
que cada acréscimo unitário na produção de um mês qualquer em 

relação à produção do mês anterior custa Cr$ 1 . 000. Por outro 

lado, cada decréscimo unitário na produção de um mês qualquer 

em relação à produção do mês anterior custa Cr$ 1 . 300. Além disto, 

estimou-se também que o custo mensal por unidade estocada é de 

CrS 800. 

A capacidade de produção da fábrica é de 7. 800 unidades/mês. 

A capacidade de estocagem da fábrica é de 3. 500 unidades. 

A fábrica deseja um plano de produção que minimize o custo 

de variações na produção e de estocagem. Deseja também que o 

estoque existente no final do mês S seja de pelo menos 500 uni­

dades. Seu estoque no inicio do mês 1 é de 200 unidades. 

• Variáveis de decisão sugeridas para a formulação:

P, unidades produzidas no mê,; 1 

e1 
unidades disponíveis em estoque no início do mês l (ou no 
fim do mês t - 1) 

a1 aumento na produção do mês I em relação à produção do 
mês l -1 (em unidades) 

d1 diminuição na produção do mês l em relação à produção do 
mês t - 1 (em unidades) 

Obs.: o custo de estocagem incide sobre o estoque médio do mês: 

onde m, é o estoque médio do mês l (em unidades) . 
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• 1. 26 - Num certo pafs a escassez da oferta agrícola tem exer­
cido forte pressão inflacionária. Técnicos do governo estimaram 
as seguintes necessidades de produção (em centenas de toneladas) 
para eliminar esta pressão no ano vindouro: 

a) Feijão . . . . . . . . 48.300 e) Carne de Frango 25.000

b) Arroz ......... 93.500 f) Batata . . . . . . . . 45.06 0 

c) Carne de Gado 135.000 g) Leite ......... 212.200 

d) Carne de Porco 39.800 h) Soja .......... 84.500

A escassez (ou o excesso) de cada alimento em relação a sua
necessidade estimada contribui para o aumento (ou diminuição) 
da taxa inflacionária. Um estudo econométrico, com projeções para 
o ano vindouro, indicou que:

a) cada ponto percentual de escassez (excesso) na produção de
feijão acresce (decresce) a taxa inflacionária total em 0,081 pontos 
percentuais, isto é, a elasticidade-inflação da escassez de feijão é 
0,081; 

b) 

c) 

d) 

a elasticidade-inflação da escassez de arroz é 0,053; 

a elasticidade-inflação da escassez de carne de gado é 0,092; 

a elasticidade-inílação da escassez de carne de porco é 0,039; 

e) a elasticidade-inflação da escassez de carne de frango é 0,059;

f) a elasticidade-inflação da escassez de batata é 0,038;

g) a elasticidade-inflação da escassez de leite é 0,075; e

h) a elasticidade-inflação da escassez de soja é 0,046.

A partir de outro estudo econométrico foram estimadas as se­
guintes funções de oferta para os diversos produtos agrícolas para o 
ano vindouro: 

(a) ºª = S7.100 + 450 P,. - 108 PJ - 95 P,. + 505 e .. 

(b) Q6 = 86.100 + 750 pb - 118 Pc + 517 cb 

(e) Qc = 114-100 + 1050 Pc - 500 P,. - B10 Pb + 5S0 C
0 

(d) Qd = 97.000 + 197 Pd - 110 P,. - 1so P, - 190 P, + 416 cd 
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(e) Q. = 16.460 + t46 P. - 67 P,. - 41 pd - 13 pb + 5t4 e.

(f) Q
1 = t1.150 + 8t0 P1 

- t15 P0 - 106 P
,, 

+ 616 C1

(g) Q,, = 168.91t + 1310 P
,, 

- 41! Pc + 7t0 C
,, 

(h) Q,. = 98.350 + 1t80 P,. - t43 P,, - t77 P. + 1410 C,. 

onde: Q.. : previsão da safra de feijão (em centenas de toneladas) 

Q. : previsão da safra de arroz (em centenas de toneladas)

Q. : previsão da safra de gado (em centenas de toneladas)
etc ...

e P
0 

mudança do preço mínimo do feijão (em %) 

e 

P& mudança do preço mínimo do arroz (em %) 

P0 
mudança do preço m(nimo do gado (em %) 
etc ... 

e. : mudança do montante de crédito destinado
tio de feijão (em%)

Gb: mudança do montante de crédito destinado 
tio de arroz (em%) 

ao 

ao 

plan-

plan-

e.: mudança do montante de crédito destinado à pecuá-
ria de corte (em%) 
etc ... 

Para evitar maiores pressões inflacionárias por seus próprios ins­
trumentos de controle, o governo estabeleceu que nenhum produto 
deverá ter seu preço mínimo elevado em mais que 10%, devendo 
a média aritmética das variações nos preços mínimos ser igual ou 
menor que 4%. Admite-se, outrossim, mudanças nos preços mí­
nimos até o limite inferior de -5%. Também o crédito deverá 
ser relativamente restrito. A mudança percentual do crédito total 
é uma média ponderada das mudanças percentuais dos montantes 
destinados às diferentes atividades agrícolas: 

1 4 t 1 1
e = 

10 e,. + -eo e,, + 10 e. + 10 cd + 10 e. +

1 t 8 + eo ª1 + io e,, + eo ª"
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onde C é a mudança percentual no crédito total destinado ao agri­
cultor_ Os juros do crédito agrícola são subsidiados e isto também 
exerce pressão inflacionária. Para o ano vindouro estima-se que 
cada ponto percentual de C ac:ima de - 10 (%) adiciona 0,2 pon­
tos percentuais à inflação total. De outro lado, para evitar a gera­
ção ele muitas incerteLas no setor rural, foi determinado que a 
,·ariação no crédito destinado a cada atividade isoladamente se 
situasse entre - IO e 20 por cento_ 

Estabeleça as mudanças percentuais nos preços mínimos e no� 
volumes de crédito que minimizam a pressão inflacionária total. 

Variáveis ele decisão �ugericlas para a formulação: 

P1 
mudança no preço mínimo do produto agrícola J 

C; mudança no montante ele crédito clcstina<.lo ao produto agrí­
cola j

e, escassez (ou excesso) percentual cio produto agrícola j em 
relação a sua neccssiclacle estimada 

1. 2i - A estrutura econômica de um cena país, dada pelo seu
quadro ele transações intersetoriais no ano passado, é como se 
segue: 

Setores 

a 

4 

Setor 1 

16 

34 

8 

10 

Destino do. Produção Hctorinl 

Consumo Intermediário 

Setor 2 Setu1· 3 

I:! IU 

:lli 18 

a� ·1 

14 12 

• Inclui consumo dom(-atlco íinnl e r,r:1,nrta,;õ� 
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Co11s11m11 

Setor 4 
Finnl• 

:JO :J-lll 

3U 440 

Ili 2:lll 

21 =·�<;IJ 



Além das informações da tabela anterior, tem-se ainda mais os
seguintes valores para o ano passado:

Setores 

2 
3 
4 

Valor dns 
Importações 
(� 1;il11õ�) 

80 
90 
40 

180 

Pessoal 
Empregado 

( 1 . 000 pessoa.o;)

150 
280 
120 
250 

Observamos que o valor total da produção do Setor é
dado pela soma de suas vendas para consumo intermediário
(16 + 12 + IO + 20) com as vendas para consumo final (240).
Conseqüentemente, a produção total do Setor I no ano passado
foi de $ 298 bilhões. Para produzir este volume o setor em pauta
necessitou gastar $ 16 bilhões (na compra de bens produzidos no
próprio setor), mais $ 34 bilhões (na compra de bens produzidos
pelo Setor 2) , mais 8 bilhões (na compra de bens produzidos pelo
Setor 3) , mais $ 10 bilhões (na compra de bens produúdos pelo Se­
tor 4) e mais $ 80 bilhões (em insumos importados) . Além disto
o Setor I empregou 150 mil trabalhadores. Conclui-se que, para

produzir $ 1 bilhão por ano, o Setor I requer: (a) S :!�� bilhão

em bens produzidos no próprio setor; (b) S 
2

11
9
� bilhão em bens

8 produzidos no Setor 2; (c) $ 
298 

bilhão em bens produzidos

10 no Setor 3; (d) S -- bilhão em bens produzidos 110 Setor 4;
298 

80 . _ . 150 
(e) $ 2!18 b1lhao em bens 1mportaclos e 298 

mil trabalhadores. 

Relações análogas podem ser estabelecidas para os outros setores.

Para o próximo ano estimaram-se as seguintes restrições de mão­
de-obra: (a) o número de trabalhadores qualificados para emprego
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nos selares I e 2, somados, é limitado a um máximo de 470 mil, 
(b) o número de trabalhadores qualificados para emprego no setor !!

é limitado a um máximo de 180 mil e (c) o número lotai de
trabalhadores existentes no pais é 900 mil.

Estimou-se, além disto, que os Setores I e 3 podem expandir sua 
produção total em 20%, enquanto que o Setor 4 pode expandi-la 
em l0% e o Setor 2 pode expandi-la em 5% (em relação aos valore� 
do ano passado) . 

O consumo final da produção dos diversos setores no ano passado 
foi como se segue: 

Consumo Final (S Bilhões) 
Setor 

Dom(lslico Export.n.�il.o Total 

210 30 2-10 

2 3JI) 00 -wo 

3 160 60 220 

4 280 100 380 

Observa-se então que o pais exportou um total de � 280 bilhões 
e importou um total de S 39"0 bilhões, ficando um déficit de $ 1 IO 
bilhões no balanço comercial. 

Para o próximo ano, o governo desejaria reorganizar a produção 
de modo a minimizar o déficit (ou maximizar o saldo) do balanço 
comercial ao mesmo tempo em que os nlveis de consumo doméstico 
(inal se mantivessem pelo menos no nlvel do ano passado. 

P1 produção total do setor j (em S bilhões/ano) 

11 
importações realizadas pelo setor j (em $ bilhões/ano) 

E1 exportações realizadas pelo setor j (cm $ bilhões/ano) 

l . 28 - (Em continuação ao problema anterior) Façamos D o
número total de trabalhadores desempregados no pais. Suponha ain-
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da que os níveis de consumo doméstico final dos cl:· �rsos setores 
fosse dado por: 

CD, 250 0,27 D 

CD1 420 0,44 D 

CDJ 180 0,15 D 

CD, 320 0,09 D 

(onde CDJ é o consumo doméstico final de bens produzidos no 

setor j em S bilhões/ano; CD
J 

� O) . 

Suponha, por fim, que o objetivo do governo fosse minimizar o 
número total de desempregados subordinados à condição ele que o 
balanço comercial fique em equilfbrio ou seja superavitário. Formule. 

1.29 - Uma certa região é assolada por dois tipos de doenças (1 
e li). Para combatê-las, três tipos de medicamentos bivalentes foram 
desenvolvidos (A, B e C) . Médicos pesquisadores forneceram a 
seguinte tabela de probabilidade de falha na cura para o emprego 
de um comprimido de cada medicamento, bem como o custo cios 
mesmos: 

Tipo de 
1fedicamento 

A 

D 

e 

Proba.bilidnde de ln•ncesso 
(Um Comprimido) 

No. Curo d11 
Doença I 

0,35 

0,16 

0,75 

Na Curo. da 
Doença 11 

0,13 

0,71 

0,09 

C1i�t.o de Um 
Comprimido 

(Cr!S) 

14,00 

10,UO 

12,00 

Observação: Se uma pessoa toma três comprimidos do medi­
camento A, a probabilidade de insucesso na cura da doença I é 
0,J5 J, a prnbabilidadc de insucesso na cura da doença II é 0,1 P 

e a probabilidade de insucesso total na cura de pelo menos uma 
doença é (0,35 X 0,13) ! . Se, além disso, a pessoa tomar mais dois 
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comprimidos do medicamento C, a probabilidade de insucesso na 
cura da doença I se reduz a 0,353 X 0,752, a probabilidade de in­
sucesso na cura da doença II se reduz a 0,131 X 0,091 e a prpba­
bilidade de insucesso total na cura de pelo menos uma doença a 

(0,35 X 0,13) s (0,75 X 0,09) 1
. 

O governo determinou uma verba máxima de Cr$ 60,00 por 
pessoa existente na região à superintendência regional da saúde 

para minimizar a incidência das doenças I e II. Cada pessoa deverá 
receber um pacote contendo no máximo cinco comprimidos, sendo 
que o número de comprimidos de cada tipo isoladamente não deve 
exceder a três (estes limites são por razões médicas) . 

Determine a composição do pacote de comprimidos que uma 
pessoa totalmente doente deve receber de modo a minimizar a 

probabilidade de insucesso total na cura (por "totalmente doente" 
entende-se aquela pessoa que tem a doença J e a doença Il; como 
ambas doenças são muito comuns na região, adota-se o pressuposto 
de que todos os habitantes da região estão totalmente doentes). 
Deseja-se, out10ssim, que a probabilidade de insucesso na cura de 
cada doença isoladamente seja igual ou menor que 0,003 . 

Obs.: A formulação deste problema é linearizada por transfor­
mações logarítmicas. 

Variáveis de decisão sugeridas na formulação do problema: 

X; : n.0 de comprimidos do tipo j a colocar no pacote 

• 1. 30 - Um pequeno agricultor pretende plantar feijão para
sua subsistência. O plantio do feijão requer três operações seqüen­
ciadas: (l.º) lavrar o solo, (2.0) gradear o solo e (3.0) fazer a
semeadura. Estas operações podem ser realizadas dentro de um pe­
ríodo total de quatro semanas. Uma fração de terra semeada na 
semana t deve ter sido gradeada anteriormente (o que pode ter 
ocorrido na mesma semana ou em semanas anteriores) . Uma fra­
ção de terra gradeada na semana t deve ter sido lavrada anterior­
mente (o que pode ter ocorrido na mesma semana ou em semanas 
anteriores) 

O processo de lavração requer 14 h de trabalho por hectare (ha) . 
O processo de gradeação requer 8 h de trabalho por ha e o processo 

129 



de semeadura requer 5 h de trabalho por ha. Considerando as 
necessidades de trabalho do agricultor nas diversas atividades que 
ele precisa realizar na sua propriedade, ele pode dedicar ao plantio 
de feijão os seguintes montantes de seu tempo de trabalho: 36 
horas na semana 1, 40 horas na semana 2, 48 horas na semana 3 e 
40 horas na semana 4. 

A produtividade esperada do feijão varia segundo a semana em 
que for realizada a semeadura: 

Semana da semeadura 

l 

2 

3 

4 

Produtividade espero.da 
do feijão (kglha) 

930 

980 

950 

860 

A área total disponível para o plantio de feijão é de 6 ha. 
O objetivo do agricultor é maximizar a produção total de feijão. 
Variáveis de decisão sugeridas para a formulação: 

1 1 
área lavrada na semana t (ha) 

g1 
área gradeada na semana t (ha) 

r1 
área semeada na semana t {ha) 

• l. 31 - A partir de diversos experimentos, nos quais apenas um
fator era variável (e os demais mantidos em níveis não-limitantes 
ao aumento de produtividade) , os técnicos de um centro de pesquisa 
agrícola estimaram as seguintes curvas de resposta do rendimento 
ffsico do milho: 

(a) Yp = Min lso.P; aoo + eo.P; SõOO)

(b) YN = M-in {50.N; 800 + S0.N; ssooj

(e) Yx = Min {85.K; teOO + S0.l{; SõOO}
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(d) Yc = Min {2.500.C; 1000 + 1500.C; 8500}

(e) Y s = Min {150. S; 1400 -f- 80. S; 3500}

(f) Yr = Min !2 000 + 15. /; 85001

onde Y
J é a produtividade (kg/ha) de milho em resposta ao nível 

de emprego do fator j (supondo que os demais fatores estejam em 
nível não limitante). Os fatores, e seus· preços, são os seguintes: 

P adubação fosfatada (kg P205/ha/ano); Cr$ 20,00/kg P�OG 

N adubação nitrogenada (kg N /ha/ano); CrS 211,00/kg N 

K adubação potássica (kg K20/ha/ano); Cr$ 14,00/kg K20 

C adubação cálcica (t Ca C0�/ha/ano) ; CrS 1.100,00/t Ca C03 

S sementes (kg/ha/ano); Cr.$ 115,00/kg sementes 

1 inseticida (1 de piretrina/ha); Cr$ 40,00/1 piretrina 

Admitindo-se um principio agro�ômico conhécido como "lei do 
mínimo", a produtividade do milho seria dada por: 

ou, alternativamente, por: 

Y = Max {Z:Z � Y;;j = P, N, K, C, S, I} 

Que quantidade de cada insumo deveria ser recomendada a um 
agricultor que tem uma limitação de Cr$ 8. 000 /ha para a aquisi• 
ção dos mesmos? Que produtividade este agricultor poderia es­
perar obter? 

I . 32 - (Ver Dantzig e Fulkerson, 195'1, pp. 217-222) Uma com­
panhia petrolífera estatal produz e exporta petróleo de um certo 
tipo e importa petróleo de outros tipos. O petróleo manuseado 
pela companhia é movimentado entre seis porLos, sendo três de embar­
que (campos peLroHferos de origem) e três de recebimento (refi­
naria de destino) . Cada refinaria estabeleceu seu cronograma de 
recebimento ele navios-tanque de acordo com as necessidades de seus 
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planos de produção. O cronograma geral de recebimentos é o 
estabelecido a seguir: 

Campo A 

Campo B 

Campo C 

Refinaria 1 

:n 

63 

14!.! 

44 
220 

!JO 

340 

N.0 de 
Na.vias•• 

3 

3 
2 

J 
4 

:? 

r, 

Refinaria 2 

Data• 

36 
88 

2UO 

77 
153 

258 

100 

210 

N.• de 
Na.vias•• 

:? 

;j 
2 

I 
3 

2 

:? 

.,, 

• n.• do dia do a.no, em numerfl.l:.ã0 8eqücncial de 1 a 365.

Refinaria 3 

Data• 

60 

180 

30 

160 

350 

3á 

230 

N.• de 
Navios•• 

1 
3 

2 
4 

2 
3 

• n.• de navios-tanque esperados no porto de destino, segundo 11B diversas data.� 
e origens. 

O tempo de viagem entre os diversos portos de origem e destino 
é como se segue (em dias): 

Campo A 
Campo B 
Campo C 

Referên eia 1 

15 

l:l 
21 

Referência 2 

12 
7 

IG 

Referência 3 

25 
16 

g 

Ohs.: O tempo reque!'ido para operações de carga e descarga já está incluldo no 
tempo de viagem. 

O problema da gerência da companhia é o de cumprir os re­
querimentos das refinarias utilizando o menor número de navios­
tanque possível . 
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Sugestão: Faça uma lista cronológica dos recebimentos requeri­
dos (independente de origens e destinos) ; a seguir, deduzindo os 
tempos ele viagem, faça uma lista cronológica dos embarques neces­
sários (independente ele origens e destinos) . A partir destas listas, 
será possível definir as seguintes variáveis de decisão: 

X01 quantidade de navios cuja primeira tarefa é participar no 
atendimento ela j-ésima ordem cronológica. 

X41 quantidade de navios que após cumprirem a i-ésima entrega 
(numeração das entregas em ordem cronológica) são encami­

nhados a participar no atendimento da j-ésima ordem de em­
barque (numeração dos embarques em ordem cronológica). 

Para simplificar supõe-se que qualquer navio pode executar sua 
primeira tarefa em qualquer data e em qualquer porto de embar­
que. Supõe-se também que, se um navio for enviado para um porto 
qualquer para cumprir uma nova tarefa com folga no seu tempo 
de viagem, ele poderá ficar ancorado ao largo do porto pelo tempo 
que for necessário até iniciar a nova tarefa. 

Obsen1ação: Os dois exercícios que se seguem (l . 33 e l. 34) 
demandam uma certa familiaridade com o problema estatístico de 
ajustar uma equação a um conjunto de observações empíricas de duas 
ou mais variáveis de interesse do analista (análise de regressão) . 

• I. 33 - Em uma pesquisa realizada numa certa região urbana
obtiveram-se as seguintes informações sobre a renda mensal e o 
nível educacional em uma amostra consistindo de sete observações 
(pessoas): 

Número do �colar ido.de Renda Mensal 
Observação (nnos) (CrSJ 

l 5 6.700,00 
2 8 23.9C0,OO 
3 4 7.600,00 
4 12 33.400,00 
5 16 65.200,00 
6 10 25.800,00 
7 7 12.100,00 
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Fazendo: Y
1 

e 

renda mensal da j-ésima observação 

(ex.: YJ = 7600) 

escolaridade da j-ésima observação 

(ex.: x� = 16) 

e admitindo-se a existência de uma relação linear: 

onde e
1 

: erro ou desvio da j-ésima observação, encontre valores 

a e b que minimizam o somatório dos desvios absolutos: 

Min SDA = I: IY; - a - bX;I
;-, 

Variáveis sugeridas para a formulação: 

et desvio positivo na j-ésima observação 

e- desvio negativo na j-ésima observação
;

1. 34 - Utilizando os mesmos dados empíricos do problema ante­

rior, encontre os valores de a e b que minimizam o valor absoluto 

do maior desvio. 

Observação: embora os estimadores com base em minimização 

de desvios absolutos tendam a ser mais robustos que os estimadores 

de mfnimos quadrados, a garantia de inexistência de viés demanda 

procedimentos especiais (ver Siellcen Jr. e Hartley, 1973). 

l. 35 - (Designação) Uma firma de processamento de  dados dis­

põe de cinco computadores: Cl, C2 CJ, C4 e C5. Num determi­

nado dia existem cinco trabalhos a serem processados (T, a T,). 

O custo de processamento de cada um destes trabalhos é diferente 

em cada um dos computadores. O quadro a seguir resume os custos 
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de execução de cada trabalho segundo a máquina que eventual-
mente for designada a executá-lo: 

� 
TI T2 T3 T4 Tli 

� 
CI 43 75 26 66 35 
C2 52 78 36 69 39 
C3 37 63 24 62 22 
C4 58 70 39 73 41 
C5 06 81 57 79 58 

O problema da gerência consiste em designar um computador 
para cada trabalho de modo a minimizar o cwto total de execução 
dos mesmos. 

O ➔ o computador i não é designado para executar
o trabalho j
1 ➔ o computador i é designado para executar o
tr abalho i

Dica: as restrições devem garantir que cada computador receba 
um trabalho e que cada trabalho seja entregue a um computador. 

Comentário: O problema em pauta apresenta variáveis de deci­
são que pertencem ao conjunto dos números inteiros. Em princípio 
este problema não se caracteriza como um problema de programa­
ção linear, pois as soluções destes pertencem ao conjunto de núme­
ros reais. Entretanto, para os problemas que obedecem explícita ou 
implicitamente a formulação: 

Otimiwr 

" " 

c.'.ado que: :E X1,; - :E X,1o = T1, (k = 1, S, ... , n) 
;-1 i•J 

e O S X,; S u,; (I.Ddos i, J) 

onde T,. e u11 são números inteiros, é passivei demonstrar que a 
solução ótima de tal formulação ocorre para valores inteiros de 
X,

1 
(Ver Wagner, 1969, PP· 169 e 225-6). A formulação geral apre­

sentada acima caracteriza uma classe de problemas de programação 
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linear da qual fazem parte os problemas de transporte, de trans­
bordo, de designação, de caminho critico, de fluxo máximo e ou­

tros. Em geral tais problemas podem ser resolvidos por algoritmos 
especializados com eficiência bem superior à obtida pelo simplex. 

1. 36 - (Em continuação ao problema anterior) Suponha que ao
invés de cinco computadores, a firma só dispusesse de quatro des­
tas máquinas: Cl, C2, CJ e C4. Conseqüentemente, numa primeira 

designação, apenas quatro trabalhos poderiam ser executados, de­

vendo o remanescente ir para uma fila de espera. Neste caso esta 

fila de espera pode ser interpretada como um fictfcio quinto compu­
tador (C5) e os custos de processamento deveriam ser substituídos 

por custos de espera (que podem ou não diferir entre os diversos 
trabalhos encomendados) . Suponha que os custos de espera não 

sejam diferentes e possam ser considerados nulos. Reformule o 
problema. 

l .87 - (Em continuação ao problema 1.35) Suponha agora que

a firma dispõe de cinco computadores mas tem apenas quatro traba­
lhos a executar. Reformule o problema. 

• I. 88 - Uma Companhia de Transportes Aéreos está em vias de
estabelecer uma linha regular entre as cidades l e 10. Para tanto, 

diversas rotas alternativas se oferecem a custos que, na prática, po­

dem ser considerados como idênticos. Entretanto, as rotas diferem 
bastante em suas condições de segurança (um item importante na 

determinação da segurança é o número de aeroportos existentes em 
cada etapa) . Um diagrama representativo do problema é como se 

segue: 
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O número de aeroportos que podem ser usados em caso de emer­

gência em cada etapa é dado a seguir: 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

3 

3 

4 

4 

2 

5 

6 

3 

1 

6 

7 

4 

6 

7 

5 

7 

5 

8 

5 

2 

1 

9 

2 

1 

2 

10 

o 

1 

O problema se resume em selecionar a rota de 1 até 10 que 

apresente o maior número possível de aeroportos utilizáveis em 

emergências. 

- O ➔ o s�gmento entre os pontos e ; não é inclui-

do na rota
x.,

1➔ i e j é incluído na- o segmento entre os pontos 
rota

Dica: As restrições devem garantir que uma unidade "saia" da 
origem (1) e uma unidade "chegue" no destino (10); para os 

pontos intermediários é necessário garantir o fluxo de conservação, 
isto é, se uma unidade "entrar", ela deve "sair" e, se nenhuma uni­
dade "entrar", então nenhuma deve "sair". 

l. 39 - Na execução de certas obus de engenharia e em planos
de desenvolvimento regional é preciso realizar diversas tarefas. Ge­

ralmente algumas tarefas são pré-requisitos para outras de modo 
que, em pelo menos algumas delas, é importante concentrar esfor­

ços para evitar atrasos (pois estes acabarão se refletindo no crono-
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grama global de execução do projeto). Identificar as tarefas nesta 
situação corresponde a determinar o caminho crítico do cronograma 
global. 

Vamos supor que a execução de um certo projeto envolva diver­
sas tarefas com tempo de duração variável e com as seguintes re­
lações de pré-requisitos: 

Tarefa 

A 

B 

e 

D 

E 

F 

G 

H 

I 

Duração (dias) 

35 

60 

30 

60 

30 

25 

25 

35 

30 

Pro-Requisitos 

A,B 

A 

C,D 

D 

e 

E,F,G 

F 

O fluxograma a seguir repete a informação do quadro, tendo-se 
acrescentado duas tarefas fictícias - O para origem e T para térmi­
no - que não demandam tempo para sua execução. 
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A seguir definimos as variáveis X; como o dia de inicio da tarefa j 

(dias em numeração corrida) . Observe, por exemplo, que: 

Xs � X0 + 30 (a tarefa E só pode ser iniciada após a con­
clusão ela tarefa C) 

Xs � Xn + 60 (a tarefa E só pode ser iniciada após a con­

clusão da tarefa D) 

O problema consiste em minimizar Xr subordinado a restrições 
que simulem as condições de pré-requisitos. 

Uma formulação alternativa consiste em escolher a rota de maior 

duração entre O e T. Tal rota é o caminho crítico do fluxograma: 
um atraso de um dia na execução de qualquer tarefa pertencente 

ao caminho crítico determina um atraso de um dia no cronograma 
global. 

Elabore as duas formulações para o problema apresentado. 

1.40 - Uma empresa de transportes urbanos está considerando a 
determinação de uma polftica de substituição de sua frota para 
os próximos seis anos. Já foi tomada a decisão que no início rlo 
próximo ano - o primeiro do horizonte referido - a frota será 
totalmente renovada pela aquisição de ônibus novos. 

Os dados do problema são os seguintes: 

a) Custo de um ônibus novo: S 1. 500 (prevê-se que este custo
será constante nos próximos seis anos) . 

b) Custo anual da operação de:

b l )  u m  ônibus n o  seu primeiro ano de uso:

b2) um ônibus no seu segundo ano de uso: 

b3) um ônibus no seu terceiro ano de uso: 

b4) um ônibus no seu quarto ano de uso: 

b5) um ônibus no seu quinto ano de uso: 

b6) um ônibus no seu sexto ano de uso: 

c) Receita da revenda de:

cl) um ônibus com um ano completo de

c2) um ônibus com dois anos completos de 
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uso: 

uso: 

200 

350 

550 
750 

780 

800 

s 

$ 

l. 100
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dl) um ônibus com três anos completos de uso: s 700 

c4) um ônibus com quatro anos completos de uso: $ 650 

c5) um ônibus com cinco anos completos de uso: s 600 

c6) um ônibus com seis anos com pie tos de uso: $ 590 

Por hipótese supõe-se que eventuais subsútuições de frota ocorram 
em infcios de ano. 

Façamos CIJ o custo total da opção de comprar um ônibus no 
inicio do ano i e vendê-lo no inkio do ano j (i = 1, 2, ... , 6; 

j = 1, 2, ... , 7; i 1). Estes valores podem ser calculados a partir 
das informações anteriores. Façamos ainda: 

x,,

= O ➔ a opção de manter um ônibus adquirido no ini­
cio do ano i até o inicio do ano j não é utilizada 

1 ➔ a opção de manter um ônibus adquirido no ini­
cio do ano i até o inicio do ano j é utilizada 

O problema se resume em encontrar a "rota" de menor custo entre 
o ponto inicial (1) e o ponto terminal (7) : uma unidade deve
"sair" do ponto inicial e uma unidade deve "chegar" no ponto
terminal; para os pontos intermediários deve valer o principio de
conservação, isto é, se uma (nenhuma) unidade "chegar", então
uma (nenhuma) unidade deve "sair".

1 . 41 - (Programação Fracionai ou Hiperbólica) Em problemas 
econômicos freqüentemente o objetivo é maximizar alguma razão 
benefício/custo na qual tanto o numerador quanto o denominador 
se apresentam na forma de funções lineares. Tais problemas, per­
tencentes à classe de problemas de programação fracionai, podem 
ser resolvidos por técnicas de programação linear, através de um 
artificio algébrico relativamente simples. 

Considere o problema de programação fracionai: 

" 

C. + l: C; X;

Max. Z = ;- ,
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Subordinado a: I: O;; X; � b; (i = 1, e, . . .  , m) 
J - l 

o X;� o

(onde C
0, e,, V0, v,, a,, e b1 são parâmetros numéricos conhecidos). 

Vamos definir uma variável d como se segue: 

( " )-' d = V0 + _I: V; X; 
J _, 

de modo que: 

" 
Z = C0 

d + I: C; X; d 
;-1 

Definimos, a seguir, variáveis t
1 

como se segue: 

t; = X; d (j = 1, i, ... , 11) 

de modo que: 

" 
Z = C0 d+ I: C; t, 

;-1 

Em vista da definição (1) : 

ou 

ou 

d ( V0 + _f V; X;) = 1
J _, 

V
0 

d + I: V; X; d = 1 ;-1 

V
0 

d + I: V; t; = 1
;- 1 

(1) 

(2) 

(!I) 

(4) 

(5) 

Observe que estamos procedendo a uma troca nas variáveis ori­
ginais do problema (X

1 
por d e t1). A função objetivo (4) foi linea• 

rizada, mas ela só tem validade sob o condicionamento expresso 
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pela equação (5) . A equação (5) amarra a definição da variável d 

estabelecida em (1) com as definições elas variáveis t
1 

estabelecid. � 
em (3) . 

Por fim, multiplicando ambos os lados das restrições do problema 
original (I:a11X1 :s;;; b4) por d obtemos: 

J 

li 

I: ai; t; - b; d 5 O 
;-, 

Então, para resolver o problema de programação fracionai, resol­
vemos o seguinte problema de programação linear: 

" 
Ma:&. Z = C0 d+ I: C; t; 

i -I 

" 
dado que: V0 d + I: V; l; = 1

- bi d+ Í: a,; t, 5 O
;-, 

j • l 

(i = 1, e, . . .  , 111) 

(j = 1, 2, ... ' 11) 

Uma vez conhecida a solução ótima do problema acima, diga­
mos d• e ,; (j = 1, 2, ... , n), podemos calcular as rafzes ótimas 
do problema original x; = t;td• (j = 1, 2, ... , n).

Teste seu entendimento formulando o problema descrito na sc­
qilência. 

Uma empresa pode produzir três produtos: A, B e C. Os preços 
recebidos pelos produtos são P"- = S 100, Pn = S 120 e P0 = $ 240. 
O custo variável médio de cada produto é: CA = $ 60, Cn = S 70

e Cc == $ 160. A produção de uma unidade de A requer I h de mon­
tagem e 0,4 h de teste. A produção de uma unidade de B requer 
1,3 h de montagem e 0,3 h de teste. A produção de uma unidade 
de C requer 1,5 h de montagem e 0,2 h de teste. O departamento 
de montagem pode trabalhar até 2.000 h/sernana e o departamento 
de testes pode trabalhar até 700 h/semana. O custo fixo da firma 
é $ 70. 000 /semana. A gerência pretende manter uma linha diver-
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sificada: o volume produzido de cada produto deve representar pelo 

menos 15% da produção total. O objetivo é maximizar a razão 

entre receitas totais e custos totais. 

III. 2 - Formulações Especiais de
Programação Linear 

O cenário típico de um problema de Programação Linear é 

composto por relações lineares envolvendo parâmetros conhecidos 

deterministicamente e variáveis que assumem valores pertencentes 

ao conjunto de números reais. Sob um ponto de vista estritamente 

matemático a Programação Linear de fato é um modelo que pres­

supõe proporcionalidade, aditividade, divisibilidade e ausência de 

aleatoriedade. Entretanto, pelo menos em certos casos, é possível 

reformular um problema cujas características originais não corres­

pondem ao modelo básico de Programação Linear de modo a obter 

as condições requeridas. Um exemplo neste sentido é o problema 

de Programação Fracionai examinado na seção anterior (vide I . 41) . 

Problemas de designação, por outro lado, mesmo não atendendo o 

pressuposto de divisibilidade também podem ser resolvidos pelo 

método Simplex (vide 1. 35, acima). 

Na presente seção examinaremos aplicações de Programação Li­

near em problemas cujo cenário envolve uma certa classe de funções 

não-lineares e em problemas cujo cenário apresenta elementos pro­

babilísticos. 

III. 2. I - Programação Separável

Programação Separável se refere a uma técnica de resolução apro­

ximada de certos problemas de Programação Não-Linear através do 

método Simplex ou de métodos dele derivados. O domínio dest::i. 

técnica requer o entendimento de alguns conceitos matemáticos re­

lativamente simples e que serão discutidos a seguir. 
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Um conceito básico em Programação Separável é o de combi­

nação convexa de dois vetores: dados dois vetores v 
I 

e v 
2

, diz-se 
que o vetor v

3
, definido como 

é uma combinação convexa dos vetores dados. 
Observamos que o conceito de combinação convexa de dois veto• 

res é um caso particular do conceito de combinação linear examina­
do no primeiro capítulo deste texto. Notamos ainda que uma com­
binação convexa de dois vetores é um vetor obtido como uma média 
ponderada - com pesos k.

1 e k1 - dos vetores dados. 
Por exemplo, dados: 

definimos uma combinação convexa dos pontos - ou vetores -
v

1 
e v

2 
como: 

[6.,

J 
Í 10] rõk1 + 10ks ] Va =- 4 k, f L-G k, - J,k, + (-6) k, ; k1 + k, = 1; k1, k, � O

e: 

a) k1 = k, = 0,5, então ' 

(7,5; -1]se V3 = 

b) se k1 = 0,4 e k1 = 0,6, então V� = [8; -S] 

e) se k1 = O e lc1 = 1, então V�= [10; -6]

d) se k1 = 0,7 e k, = 0,8, então V� = (615 ,• 1) 

etc. 

O lugar geométrico das combinações convexas de dois vetores 
v e v é o segmento de reta que une os vetores v

1 
e v 

2 
(verifique

. 1 2 

esta afirmativa graficamente com vetores bidimensionais) . 
Utilizando o conceito de combinação convexa podemos aproxi­

mar funções não-lineares contínuas por segmentos de retas. Este 
ponto é ilustrado a seguir através de um exemplo. 
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Considere a função y = 5 yi:° Os seguintes pontos (x, y)' per­
tencem à função dada: 

A Figura I mostra a função y = 5 yx e os pontos p1 (j = 1, 2, J, 4). 
As coordenadas dos segmentos de reta que unem dois P

1 
consecuLivos 

podem ser obtidas por combinações convexas cios mesmos. Ao con­
junto de pontos arbitrados para estabelecer as referências de seg­
mentação dá-se o nome de grndc.

Figura 1 

Representaçõo Gráfica da Aproximação de y = 5 Vx· por 
Segmentos Lineares no Intervalo O� x� 16 com o 
Uso da Grade ( p1 , p2, p3, p4} 

y 

20 -------------
1
P4

1 
15 1 

1 
1 

10 
---p 1 

1 2 
1 1 
1 1 

pl Ü 4 9 16 X 
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Estabelecemos agora a seguinte propos1çao: para O � x � _16 a 

função y = 5 yx é aproximadamente equivalente a: 

x = O k1 + 4 k, + 9 k8 + 16 k4 

y = O k1 + 10 k1 + 15 k8 + 20 k4 

1 = k1 + k, + k8 + k4 

ki , k,, ks, /�4 � O 

Requisito de adjacência: no máximo dois k1 > O e, se 
k1 > O e k

l
+,. > O, então n = 1 ou n = 1

Vamos observar o significado da expressão anterior arbitrando 
valores para os k1 que satisfaçam o requisito de adjacência e as 
condições para que sejam ponderações ('l:.k

1 
= 1 e k

1 
� O). To­

memos, por exemplo, k1 = O, k1 = 0,4, k,. = 0,6 e k
4 
= O. Com 

estes valores obtém-se x = 7 e y = lJ. Por outro lado, o ponto 
de abscissa x = 7 e que de fato pertence à função y = 5 0 tem 
por ordenada y = 5 \/1 = lJ,22876. Façamos outro exemplo, arbi­
trando /1, = O, k1 = O, 1,3 = 0,2 e k4 = 0,8. Com estes valores 
obtém-se x = 14,6 e y = 19. O ponto de abscissa x = 14,6, e 
que de foto pertence à função y = 5 yx tem por ordenada 
y = 5 \f 14,6 = 19,10197. Portanto, observa-se nos dois exemplos 
uma estreita aproximação ent.re os valores de y obtidos por com­
binações convexas e os valores "verdadeiros" de y dados pela fun­
ção y = 5 y"x: De modo mais geral a aproximação será tanto 
melhor quanto mais pontos formam a grade de referência e quanto 
menos acentuada for a curvatura da função que se pretende apro­
ximar. 

Exercício: Estabeleça um conjunto de relações baseadas em com­
binações convexas de pontos pertencentes a uma grade de seu arbí­
trio e que represente a função y = 5 + JOx - x1 para O � x � 8 
(use uma grade composta de pelo menos quatro pontos). A seguir 
examine a aproximação conseguida em pelo menos dois pontos 
diferentes. 

Por vezes será necessário segmentar mais de uma função da mes­
ma variável. Nestes casos podem ser utilizadas grades que apresen-

146 



tem as mesmas abscissas. Por exemplo, vamos supor que fosse ne­
cessário segmentar as seguintes funções de x: 

a) y = 100 yx - 20x 

b) z = 10 + x (2 + x)

Vamos supor ainda que, por alguma razão, soubéssemos que 
O :s;;; x :s;;; 25. Precisamos agora de uma !P"ade tridimensional 
(x, y, z) . Arbitramos então os seguintes pontos para compor a 

grade: 

j �,. y; Zj 

o 0,00 10,00 
Obs.: y; = 1aov'i;-toz; 

2 6 124,95 !i8,00 
Zj = JO + Zj (1 + %;) 

3 120,00 109,00 

4 16 80,00 298,00 

5 25 0,00 685,00 

A partir da grade estabelecida podemos representar as funções 
dadas pela seguinte aproximação: 

x = O k1 + 6 k1 + 9 k8 + 16 k, + f5 k6 

y = O lc1 + 1�4,95 k1 + 120 k8 + 80 k4 + O kli 

z = 10 k1 + 58 k1 + 109 k3 + 298 k4 + 685 k6 

1 = k1 + ks + lc8 + k4 
+ ks 

k,, k1, k8, k4, k6 2. O 

Requerimento de adjacência: no máximo dois k
1 

> O e, 
se 1,

1 
> O e kJ+• > O então n = 1 ou n = - 1. 

Tomando, para exemplificar, k1 = k� = O, kJ = 0,4, k, = 0,6 

e ks = O, obtemos x = 13,2; y = 96 e z = 222,4. Observamos, entre­
tanto, que para x = lJ,2, as "verdadeiras" coordenadas y e z, 
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computadas através das funções (a) e (b) , são, respectivamente, 
99,32 e 210,64. Repetimos a observação feita anteriormente: de 
modo geral a aproximação obtida na segmentação será tanto melhor 
quanto mais pontos forem utilizados na grade de referência e quan­
to menor for a curvatura da função (ou das funções) que se pre­
tende aproximar. Por outro lado, conforme veremos adiante, o uso 
de um número de pontos muito grande na definição de grades de 
referência pode inviabilizar a resolução prática de um problema 
por excesso de dimensionamento. 

Passamos agora a outro conceito básico em Programação Separá-
vel, qual seja, o de função separável. A função / (xv "•• ... , x.) 
é dita separável se puder ser escrita como /1 (x1) + /1 (x1) + ... +

+ f. (x.). Funções polinomiais sem termos interativos são clara­
mente separáveis. Por exemplo: 

·--.-

Entretanto, por vezes, separabilidade pode ser obtida também 
através do uso de logaritmos e/ou de certos desenvolvimentos algé• 
bricos que serão examinados adiante. 

Exemplo: Obtenha uma formulação linear para a resolução apro­
ximada do seguinte problema de programação não-linear: 

Ma2: R = 8x + 2x1 
+ 50 {i 

dado que: G � + Sy 5 18 

X ,Y � o 
Observa-se que tanto a função objetivo quanto a restnçao são 

não-lineares e separáveis. Um rápido exame das restrições mostra 
que a solução ótima ocorrerá para O � x � 9 e O � y � 6 .. Vamos 
então definir: 

R1 = Sx + l!x11 

R11 = 50 lY 

R!I = 6 ,; 
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Podemos agora arbitrar uma grade para as funções em x: 

i %j R,; R3; 

1 o o o 

Obs.: R,; = tlz; + � 
2 3 27 10,4 

R" = av""x-; 
6 90 14,7 

4 9 189 18,0 

e outra grade para a função não-linear em y: 

i y; R,; 

1 o o Obs.: R,; = sov;i. 

2 4 100,0 

3 6 122,5 

O problema original é (aproximadamente) equivalente à seguin­
te formulação linear: 

dado que: 

x = O k1 + S k, + 6 k6 + 9 k4 

R1 = O k.1 + f7 k, + 90 k6 + 189 k4 

Ra = O k1 + 10,4 k, + 14,7 ka + 18,0 k4 

1 - k1 + k, + k6 + k4; k; � O (i = 1, e, S, 4) 
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no máximo dois k
1
, adjacentes, estritamente positivos 

R, = O v1 + 100 v, + 121!,5 v3 

1 = 111 + 11, + v3; v; � � (j = 1, 2, S)

no máximo dois v
1
, adjacentes, estritamente positivos 

Ra + 8 y 5 18 

Note que, como o problema apresenta duas variáveis de decisão 

(x e y) atreladas a funções não-lineares, são necessários dois con­

juntos de ponderações (k
1 

e v
1
). Abstraindo os requerimentos de 

adjacência, observa-se que o problema acima é um problema de 

programação linear. Na verdade, se tentarmos resolver este proble­

ma pelo método Simplex, observaremos que, ao final, será obtida 

uma solução que satisfaz os requerimentos de adjacência. Entretanto, 

nem sempre a aplicação do Simplex convencional a uma formula­

ção de programação separável produz uma solução que automati­

camente obedece aos requerimentos em pauta. Para que tal aconteça 
é necessário que o problema não apresente ótimos locais, mas apenas 

um ótimo global. 1 Por outro lado, na ausência de tal condição, o 

método Simplex deve ser modificado pela inclusão de uma regra 

adicional que garanta adjacência: "se uma ponderação lt1 
estiver 

na base corrente, então as ponderações kJ+ ,. só se constituem em 

atividades à entrada na base seguinte se n = 1 ou n = - l". 

Com a introdução desta regra torna-se possível que no tableau 

final de Simplex de um problema de programação separável exis­

tam atividades para as quais os valores da linha de ganhos margi­

nais (e, - z,) sejam positivos (num problema de maximização) . 

Se estas atividades se constituírem em ponderações não-adjacentes 

1 Uma condiçlo suficiente para tal 1. que a funçlo a ser m3ximizada seja 

d>ncava e o copjunto de soluçoo viáveis sej3 convexo. Eucs conceitos do 

discutidos no A�ndice I. 
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às ponder�ções presentes na base final, a resolução de fato estará 
encerrada. Nestes casos teremos atingido um ótimo local e, com 
os dados do tableau, apenas, não é possível determinar se a so­
lução em pauta é também o ótimo global do problema. 

Ao introduzirmos o conceito de funções separáveis, anteriormente, 
foi mencionado que por vezes é possível obter separabilidade atra­
vés do uso de logaritmos e/ou de certos desenvolvimentos algébri­
cos. Vamos então examinar um exemplo nesta direção. 

Exemplo: Obtenha uma formulação linear para a resolução apro­
ximada do problema de programação não-linear abaixo. 

Mnx 

dado 

R = 6xy 

8x' + 160 y111 ::; 800

x, y � o 

Observe que a função objetivo não é diretamente separável. 

Entretanto, notamos que xy = ; [x• + y• - (x - y) 1]. A

partir daf podemos definir uma nova variável z = x - 'Y e, con­
seqüentemente, obter uma formulação equivalente onde a existência 
de separabilidade é óbvia: 

Max R = sx• + sy• - Sz' 

dado 8x• + 160y11• ::; 800

e X -y- Z =0 

z,y � O 

Um exame da primeira restrição do problema indica que x � 10 e
y � 25. A partir daí, e dado que x � O e y � O, concluímos, pelo 
exame da segunda restrição, que - 25 � z � 10. O problema trans­
formado tem três variáveis independentes - x, 'Y e z - envolvendo 
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funções não-lineares de todas elas. Assim, arbitramos três grades 

para reformular o problema para Programação Separável: 

i ,:; F; V; 

1 o o o 

2 3 27 72 Obs.: F; - S,:} 

3 7 147 392 

4 10 300 800 

V; - B z1 

j 'Ili S; T; 

1 o o o 

Obs.: 8; - S il; 
2 4 48 320 

3 9 243 480 T; • 16011j'' 

" 16 768 640 

5 25 1875 800 

i r, u, 

l -2.S 1875 

Obs.: U; - , 'Í 
2 -15 675 

3 -5 75 

" o o 

5 5 75 

6 10 300 
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e podemos, agora, estabelecer uma formulação linear para a reso­
lução aproximada do problema proposto: 

Max 

dado: 

R=F+S-U 

x = O k1 + S k• + 7 k3 + 10 k4 

F = O k,, + S7 k• + 147 k11 + SOO k4 

V = O k1 + 7S k• + S9S k3 + 800 k4 

1 = k1 + k, + k!J + k4; ki � O (j = 1, I, S, 4) 

No máximo dois k
1
, adjacentes, estritamente positivos 

y = O P1 + 4 P• + 9 P!J + 16 P,1 + f5 P6 

S = O P1 + 48 P• + 143 P11 + 758 P,1 + 1875 P6 

T = O p, + SSO Pi+ 480 P!J + 640 P,1 + 800 P11 

1 = Pi + P, + P!J + P-4 + P6 ; P; � O (j = 1, S , ••• , lf) 

No máximo dois p1, adjacentes, estritamente positivos 

Z = -f5 ql - 15 q. - 5 q!J + 0 q-4 + 5 q6 -f- 10 qll 

U = 1875 q, + 675 q, + 75 q/J + 0 q-4 + 75 q6 + 300 qll 

(j = 1, I, . . .  , 6) 

No máximo dois q1, adjacentes, estritamente positivos 

V+ T � 800 

O problema do exemplo anterior ilustra bem a principal difi­
culdade da Programação Separável: a partir de um problema envol­
vendo apenas duas variáveis e duas relações não.lineares (uma 
função-objetivo e uma restrição) chegamos a uma formulação linear 
aproximada do mesmo caso envolvendo quatorze relações e vin-
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te e u�s variáveis. 2 :t portanto, evidente, que o aspecto de dimen­
sionamento deve merecer atenção especial ao reformular-se um 
problema para emprego da técnica de Programação Separável. 

Exercício: Obtenha uma formulação linear para a resolução apro­
ximada do problema proposto no exemplo anterior fazendo uso 
da observação que log (xy) = log x + log y. 

Exercício: C�:mstrua um problema no qual apareça uma relação 
do tipo f (x, y) . g (u, v) = k, onde tanto f (x, y) quanto g (u, v) 
sejam separáveis. Defina F = f (x, y) , G = g (u, v) e 2 = F, G. 
Obtenha, a partir daf, uma formulação linear aproximada para o 
problema original. 

III. 2. 2 - Programação Linear Probabilística

A solução ótima de um problema de Programação Linear de­
pende dos parâmeuos do mesmo. No Capítulo IV veremos que 
uma determinada solução ótima pode permanecer ótima mesmo 
que alguns dos parâmetros do problema sejam um tanto modifica­
dos. Isto, todavia, é insuficiente para garantir que uma solução 
ótima a partir de um determinado conjunto de números permaneça 
inalterada caso estes números, por qualquer razão, se modifiquem 
após a solução ter sido adotada. Tais modificações não se consti­
tuem em eventos raros; ao contrário, freqüentemente somos obriga. 
dos a planejar e resolver problemas nos quais os elementos numé­
ricos são estimativas mais, ou menos, confiáveis de valores que se 
caracterizam por uma distribuição de probabilidade. Se estas dis­
tribuições apresentam uma dispersão pequena em torno das esti­
mativas adotadas, possivelmente a solução ótima computada no mo­
delo determinístico apresentará um desempenho comparável à ver­
dadeira solução ótima (isto é, aquela solução ótima que só pode 

li Na verdade a formulação aprcscntada é por dcmais prolixa devido à 

inclusão de eq uaçõc,s definicionais como ttnriçõc,s. t posdvel reduzir o problema 

a quinze variáveis (.lc1, j = 1, ... , -1; p,, i = 1, ... , J e q,, r = 1, ... , 6) e aeis 
equações. Ainda assim permanece a obsecvação de que a linear.izaçlo por com­

binações convexas aumenta sensivelmente a dimensão de um problema de progra­

mação não-linear. 
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ser computada a posteriori, quando os elementos probabilísticos ji tiverem assumido a característica de evento ocorrido) . Em outros problemas, entretanto, a simples substituição de ele­mentos probabilfsticos do modelo por estimativas numéricas dos mesmos pode levar a uma seleção de decisões cujo desempenho sob eventos alternativos é simplesmente medíocre. Nestes casos o em­prego de modelos mais elaborados, com consideração explicita por fatores de risco, pode justificar-se sob o ponto de vista econllmico. Um conceito importante pa_ra esta avaliação é o de "expectãncia do custo da incerteza". Para motivarmos a discussão deste conceito, vejamos um exemplo de programação em condições probabilísticas. Considere o problema: 
l\1ax Z = c1 x1 + e• x• + c!J x!J dado S x1 + 5 x1 + f x, � 96 4 X1 + 5 X• + 4 X!J � 100 

onde o vetor e• = (c1 e, c8) é conhecido apenas através de sua distribuição de probabilidades: Evento 1: e' - ( 15 8 6) com probabilidade de ocorrência Pi= 2/5 Evento 2: e'= ( 5 7 5) cóm probabilidade de ocorrência P, = 1/5 Evento 11: e' - (-2 1 5) com probabilidade de ocorrênciaP1 = 1/5 Evento 4: e' - ( O -2 4) com probabilidade de ocorrência P
l 
= 1/5 

O vetor expectãncia do vetor e, simbolizado por E (e) , é dado por: 
[E(c,)] f [15] 1 [5] 1 [-�] E(c) = E(c.) = _Í: P; e; = 

6 
8 +

5 
7 +

5 
1 +E(c!J) ' - 1 6 5 _ 5_ 

+ ! [-!J-mJ
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Agora, se decidirmos adotar a maximização da expectância de z

como critério para nortear a tomada de decisão sobre xl, "• e x3, 

o problema probabilístico original se reduz ao seguinte problema

determinís,ico equivalente:

Max E (Z) = 6,6 x1 + 4,4 X.1 + 5,2 x3 

dado 3 x1 + 5 Xs + 2 x3 � 96 

4 X1 + 5 Xi + 4 Xs � 100 

A solução ótima deste problema é x � = 25, x: = O e x• = O.

A esta solução corresponde Max E (Z) = E (Z) • = 165. Qual a 
performance desta solução quando comparada, por exemplo, a ou­
tras soluções básicas para o conjunto de restrições? Listemos, em 
primeiro lugar, �s diversas soluções básicas não-negativas do pro­
blema_ 

Solução �, x. XJ 

A 4 16,8 o 

B o 18,4 2 

e 25 o o 

D o 19,2 o 

E o o 25 

A questão seguinte é: qual o valor que atingiria a função objetivo 
para cada uma destas soluções nos diversos eventos possíveis para o 
vetor e? A Tabela 13 sumaria as respostas desta questão. 

Um exame da Tabela 13 nos mostra que não existe uma solução 
única que seja ótima para todos os eventos. A solução C, que maxi­
miza E (Z) , não é a melhor solução para os eventos 2, 3 e 4 • 
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Tabela 13 

VALORES DEZ PARA AS SOLUÇÕES BÁSICAS A, B, C, D, E 

REFERIDAS NO TEXTO 

Evento Soluções Básicas 

j P; A B e D E 

2/5 194,4 15�.2 375,o• 153,6 150,0 

2 1/5 137.6 138,B• 125,0 134.4 125,0 

3 1/5 8,8 28,4 -50,0 19,2 125,0° 

4 1/5 -33,6 -28.8 0,0 -38,4 100,0• 

E(Z) 100,32 9l.3ti 165,0· 84,48 130,0 

•o n.steriaco indico. que ae tro.t11 de umo. aoJuç!\o 6timn. par:i 3 linho. em quesUlo. 

Um agente decisório que se caracterizasse por grande cautela -

no sentido de evitar prejuízos - possivelmente consideraria a so­
lução E como a alternativa mais atraente entre as listadas na ta­

bela . Talvez um tal agente desejasse maximizar E (Z) com a con­
dição acessória de manter uma probabilidade muito pequena, ou 
mesmo nula, de incorrer cm prejuízos. Entretanto, mesmo um 

agente decisório bastante cauteloso poderia ainda considerar a al­
ternativa C como a melhor, dependendo das circunstâncias do pro­

blema. Por exemplo: suponha que o problema examinado represen­
tasse um esforço no sentido de definir decisões em circunstâncias 
que se pre,•ê serem repetidas diariamente por um longo período 

de tempo (2-3 anos). Neste caso, pela lei dos Grandes Números, é 
praticamente certo que a solução C renderia dividendos acumula­
dos sensivelmente maiores do que a solução E ao cabo do horizonte 

de tempo referido. Por outro lado, se o problema representar uma 
tomada de decisão única cujo reflexo anual está incorporado nos 
coeficientes da função-objetivo, a escolha da decisão C carrega con­

sigo uma possibilidade de retornos negativos que talvez signifique a 
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ruína econômica do agente decisório. 3 Neste caso, a superioridade 
da solução C, indicada como solução ótima num modelo em q1·-:: 
se substituíram os valores aleatórios pelas suas expectâncias, deixa de 
ser evidente . 

A Tabela 13 proporciona ainda elementos para o exame cio con­
ceito de "expectância do custo de incerteza". Para discutir este 
conceito vamos primeiro imaginar que o problema fosse de natureza 
repetitiva, sendo que no início de cada dia as decisões sobre 
x

J
, x, e x3 devessem ser tomadas apenas para o dia em curso. Vamos 

supor que o vetor de coeficientes da função objetivo pode variar 
dia a dia segundo a distribuição de probabilidades antes referida. 
Mas, vamos supor que, de algum modo, ao iniciar o dia dispusés­
semos da informação exata sobre qual dos eventos iria se verificar 
no dia em curso. Neste caso, cada vez que recebessemos a infor­
mação de que no dia em curso iria acontecer o evento 1 evidente­
mente adotaríamos a decisão C e lucraríamos Z = 375. Esta cir­
cunstância tem probabilidade de ocorrência igual a 2/5. Se rece­
bêssemos a informação de que no dia em curso iria acontecer o 
evento 2. nossa decisão seria A, com um retorno Z = J 38,R. Dias 
como este têm probabilidade de ocorrência igual a 1 /5. Prosseguin­
do em raciodnio análogo para os eventos 3 e 4, concluiremos que a 
expectância de retorno nas condições referidas é: 

E (Z•) é a expectância de retorno em condições de informação per­
feita. Por outro lado já vimos que, na ausência de qualquer infor­
mação adicional, a melhor decisão sob condições de repetição diária 
por um longo período de tempo é dada pela maximização de E (Z). 
Já vimos que Max E(Z) = [E(Z)]• = 165,0, correspondente à 
adoção da solução C. A diferença E (Z•) - [E (Z) ]• é chamada de 
expectância do custo da incerteza, pois reflete o que se deixa de 
ganhar quando não se dispõe de informação precisa sobre qual 
evento irá ocorrer. Quando a expectância elo custo de incerteza é 

:1 Discussões aprofundadas sohre as atiLUdes de agentes econômicos em face 

a incertezas podem ser encontradas cm Arrow, 1970. 
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relativamente grande, como no exemplo numérico em andamento, 4 

geralmente vale a pena investigar algum sistema que contribua para 

a redução do grau desta incerteza . Este sistema poderá se cons­

tituir, por exemplo, em alguma forma de amostragem no infcio 
do período de validade para as decisões. Uma elaboração maior 

deste aspecto foge ao escopo deste texto. Entretanto, fica aqui re­

gistrado o elo de ligação com a chamada teoria bayesiana da decisão 
(Ver Raiffa, 1977). 

O restante desta seção será devotado à discussão de três modelos 

alternativos de Programação Linear Probabillstica: (a) programação 

linear em dois estágios, (b) programação linear com riscos limita­
dos e (c) minimização de desvio absoluto médio. Cada caso será 
desenvolvido através de um exemplo. Além disto, também examina­

remos o emprego de programação linear no estabelecimento de 
estratégias mistas em problemas da Teoria de Jogos. 

III. 2. 2. l - Programação Linear em Dois Estágios

Freqüentemente um agente econômico precisa tomar decisões em 

um ambiente probabilístico para, posteriormente, tomar novas deci­
sões que dependem não apenas das decisões anteriores mas tam­

bém de valores aleatórios que se tornam determinados entre aque­
les dois pontos no tempo . Nestes casos pode ser interessante computar 
simultaneamente decisões para o primeiro estágio e uma estratégia 
(conjunto de decisões alternativas) para o segundo estágio. 

Exemplo: Uma fábrica de equipamentos elétricos produz mo­

tores e geradores. No infcio da semana a gerência precisa decidir 
quantos motores· (x

1) e quantos geradores (x.) deverão ser mon 

tados durante a semana . Um motor elétrico requer 3 horas de 
montagem e, subseqüentemente, a1 horas de teste e revisão . Um 

gerador elétrico requer 2 horas de montagem e, subseqüentemente, 
ª• horas de teste e revisão . Os coeficientes a1 e ª• são aleatórios. 
A disponibilidade semanal de trabalho no setor de montagem é de 

4 No exemplo numérico cm pauta: E (Z•) - [E (Z) Iº 
= 222,76 - 165.0 = 

= 57,76. Sem dóvida esta é uma margem apreciá,·el, pois representa mais de 

SO% de (E(Z) Iº, isto t, o retorno máximo esperado cm condições de incerteza. 
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400 horas, enquanto que o setor de teste e rev1sao pode trabalhar
até 600 horas/semana. O lucro esperado por motor montado é 15
mil cruzeiros, enquanto que cada gerador montado tem uma expec­
tância de lucro igual a 20 mil cruzeiros. A demanda semanal por
motores é M unidades e por geradores é G unidades. Estes coefi­
cientes também são aleatórios e só serão conhecidos ao final da
semana. Cada motor montado, testado, revisado e não vendido na 
mesma semana tem um custo de imobilização de 3 mil cruzeiros,
enquanto que o mesmo custo para um gerador é de 5 mil cruzeiros.
Por outro lado, a eventual falta de produto para venda tem um
custo igual ao lucro que deixa de ser efetuado.

A distribuição de probabilidades do vetor

V' = (aJ ª• M G) é

v' 
I 

- (4 6 70 50) com probabilidade P, - 1/7 (evento 1)

v' 
• 
- (5 6 60 60) com probabilidade P, 3/7 (evento 2)

v' 
, () 8 90 50) com probabilidade P, - 2/7 (evento 3)

v' - (4 6 50 60) com probabilidade 
' 

P, - 1/7 (evento 4)

No inicio da semana a gerência precisa decidir quantos motores
(x,) e quantos geradores (x,) deverão ser montados durante a se­

mana. Ao final da semana, dependendo de qual evento é observado,
ficarão determinadas as decisões sobre excessos ou faltas de produção
em relação à demanda. Façamos e ,1 o excesso de produção de
motores na hipótese de ocorrência do evento j (da mesma forma: e,,
para geradores). Façamos ainda f ,1 a falta de produção de motores
na hipótese de ocorrência do evento j (da mesma forma: f 11 para ge­
radores) . Vamos admitir que a gerência pretendesse obter um plano
que maximize a expectância de lucros em termos das decisões de
montagem menos a expectância de custos decorrentes de faltas ou
excessos de produção:

l\.fax E (l,) = 15 x1 + fO x!J - ; (8 e11 + 5 e,, + 15 f 11 + SO ft,) -
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1 
+ 5 e,J + 15 l1!J + !O /,J) -

7 
(8 e14 + 5 e.4 + 15 f14 +

+ eo J,4).

As restrições devem refletir todas as ocorrências possíveis da se­
mana, estabelecendo, outrossim, as relações entre as variáveis de l.º 
estágio (x1) e as variáveis de 2.0 estágio (e,1 e fo) : 

8 x1 + S x. 5 400 (montagem) 
4 ,x, + 6 x, 5 600 

:r, - eu + 111 = 70 

x, - e., + f 11 - 50 

5 x, + 6 x, 5 600 

x, - e11 + 111 = 60 

x1 - e,, + f u = 60 

8 z, + 8 x. 5 600 

x1 - e1!J + f 13 = 90

x. - e" + 1 t!J = 50 

4 X l + 6 Xt ::;; 600 

:z:1 - e14 + 1,4 = 50 

x• - e,4 + 1,4 = 60 

(teste e revisão) 

(demanda por motores) 

(demanda por geradores) 

(teste e revisão) 

(demanda por motores) 

(demanda por geradores) 

l condições 

r 
do evento I 

1 condições

1 
do evento 2 

(teste e revisão) 
·1 . _cond1çoes 

(demanda por motores) 
r 

do evento 3 
(demanda por geradore�) 

(teste e revisão) l . _cond1çoes 
(demanda por motores) 

1
. do evento 4 

(demanda por geradores) 

(para i = J, 2 e j = 1, 2, 3, 4) 

Observe que, devido à presença de todas as possibilidades da res­
trição "teste e revisão", qualquer plano viável em termos da mon­
tagem também será viável em termos de teste e revisão. Suponha, 
entretanto, que o setor de teste e revisão pudesse trabalhar horas­
extra adicionais ao custo de 3 mil cruzeiros 'por hora. Defina h

1 

como o número de horas adicionais utilizadas na hipótese de ocor­
rência do evento j. Reformule o problema de modo a incorporar 
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esta nova variável de decisão . Esta é uma variável de l .0 ou de 
2.0 estágio? 

A partir do exemplo examinado é fácil concluir que o enfoque de 
programação linear em dois estágios é limitado a casos em que o 

número de eventos alternativos não seja muito grande. A questão 

de dimensionamento é, na verdade, o ponto fraco do enfoque exa­

minado nesta seção. 

Ext!rcício: Um grupo econômico está planejando a expansão de 

suas atividades. O problema consiste em decidir sobre a expansão 

da capacidade de produção de quatro produtos alternativos: 1, 2, !I 

e 4. Definimos x1 como a decisão de expansão da produção do 

j-ésimo produto (em t/mês) . Para expandir a produção do produ­
to l em uma t/mês é necessário um investimento de 2 milhões

de cruzeiros. Os investimentos necessários para expandir a pro­

dução dos produtos 2, 3 e 4 são, respectivamente, 3, 4 e 3 milhões de

cruzeiros por t adicional par mês. O capital de que o grupa dispõe

para aplicação nestas alternativas é de 500 milhões . A demanda

mensal futura para cada um dos produtos é descrita pela seguinte

distribuição de probabilidades:

Demanda (t/mê�) 
Evento P; 

(J1 Produto 1 Produto 2 Produto 3 Produto 4 

1 1/IO 30 50 80 40 

2 2/10 30 25 70 45 

3 1/10 20 25 70 40 

4 1/IO 20 30 !iO 45 

5 3/IO 20 30 50 40 

6 Z,10 40 30 :iU 45 
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A expectativa de lucro por tonelada mensal acrescida na capJ­

cidade de produção do produto l é de 20 mil cruzeiros. O mesmo 

coeficiente para os produtos 2, 3 e 4 é igual a 25, 32 e 18 mil cru­

zeiros, respectivamente. Cada tonelada de produto 1 que o grupo 

instalar e resultar em capacidade ociosa determina uma perda men­

sal de 6 mil cruzeiros. O mesmo coeficiente para os produtos 2, 3 e 4 

é de 5, 4 e 2 mil cruzeiros, respectivamente. Por outro lado, cada 

tonelada de produto I que o grupo não tiver capacidade de pro­

duzir para satisfazer à demanda determina uma perda mensal de 

16 mil cruzeiros . O mesmo coeficiente para os produtos 2, 3 e -i 

é, de 18, 23 e 5 mil cruzeiros, respectivamente. Admitindo que o 

objetivo seja maximizar a expectância de lucros decorrente das de­

cisões de expansão menos a expectância de custos determinados por 

eventuais ociosidades ou incapacidades de atender à demanda, formu­

le o problema proposto com o enfoque de programação linear em 

dois estágios. 

III. 2. 2. 2 - Programação Linear com Riscos Limitados

O enfoque de Programação Linear com Riscos Limitados reflete

a idéia de expandir o conjunto de soluções deterministicamente fac­

tíveis pela incorporação de alternativas cuja viabilidade oferece al­

gum risco de eventualmente não se confirmar. Na verdade, a pro­

babilidade máxima admissível para um tal evento é explicitamente 

incluída no modelo, ainda que de maneira exógena. Um exemplo 

simples é o problema abaixo: 
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onde ba é uma variável aleatória subordinada a, por exemplo, uma 
distribuição uniforme U (100, 200) �. No problema em questão é 
evidente que o conjunto de soluções deterministicamente factíveis é 
obtido substituindo b. pelo limite inferior de sua distribuição de 
probabilidades: 

2 X1 + 1 X,. + 4 X:, =::; 14(} 

6 X1 + 5 X1 + 5 X:, =::; 100 

Qualquer solução que seja viável para as condições acima, tam­
bém será viável se b1 > 100. Entretanto, não é necessariamente ver­
dade que a solução ótima obtida para b1 = 100 seja ótima para 
outros valores que b1 eventualmente assuma. Vamos supor que o 
agente econômico estivesse disposto a correr um certo risco de que 
uma vez em dez a solução ótima não se mostrasse viável. Colocado 
de outra forma, vamos incorporar ao conjunto de soluções factíveis 
àquelas soluções cuja probabilidade de satisfazer a segunda res­
trição seja de, por exemplo, pelo menos 0.9 (ou 90%). Nestas 
condições, ficamos com o seguinte problema de Programação Linear 
com Riscos Limitados para resolver: 

Max Z = 5 x1 + s x, + 5 x11 

dado 11 x1 + 1 x, + 4 x11 =::; 140 

F (6 X1 + 5 X� + 5 X3 :5 b,) � O. 9 

6 Se uma vari:\vel aleatória v tem distribuição uniforme U (i, s) entllo ela 
pode assumir qualquer valor no intervalo (i, s) com cquiprobabilidade. A dis• 
tribuição uniforme também é por vezes denominada de distribuição retangular. 
O grálico da função densidade da distribuição uniforme é o seguinte: 

f(v) 

l 
s-i

k s 
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Ora, uma vez que fizemos o prcssuposlo <JUC /J, ~ {I (/IJ(J, ?.IJ/11 
e, como temos interesse cm ampliar o conjunlo ele soluçõc� viftvt:Í\ 
o máximo possível (desde que a solução obtida mantc11lia uma r,m­
babilidade de ser factível de pelo menos 90%), o maior valor num/:­
rico que podemos escolher para limite superior <la segunda rc\­
trição é 110. Isto é explicado da seguinte maneira: uma solução
(x1, x

1
, x,) que satisfaça

6 X1 + 5 Xs + 5 X3 � 110 

irá satisfazer a restrição 

(b1 ~ U (100,�00))

com uma probabilidade de 90%, pois esta é a probabilidade de b1 

ser igual ou maior que 110; ora, se uma solução (x1, x,., x3) 

satisfaz a restrição para b, = 110, também irá satisfazê-la para 
b• � 110. Uma eventual inviabilidade de tal solução poderá ocorrer 
se o valor que b• assumir for menor que 110. A probabilidade deste 
evento é de 10%. Assim n representação determinística equivalente 
à condição 

P(6 x1 + 5 x1 + 5 x9 � b1) � 0,9, dado que: 

b, "' U (100,BOO), 

é simplesmente: 

6 x1 + õ Xs + õ Xs � 110. 

O problema de programação linear determinística equivalente ao 
problema de programação linear probabilística com limitação de 
riscos visto acima é: 

Max Z = õ x, + 8 Xs + õ x3 

dndo 13 x1 + 1 x, + 4 X,s � 140

6 XJ + Õ X1 + Õ X3 ,S 110 
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A solução ótima do problema acima é x1 = x, = O e x1 = 22.
Note que se o valor que b1 assumir for menor que 110 - o que
pode ocorrer com uma probabilidade de 10% - a solução indicada
não será viável. Este é o risco que se admitiu na formulação cle­
senvolvida.

Por outro lado, se num problema de Programação Linear
com Limitação de Riscos existirem duas restrições do tipo
Pp: a11 � b1) � a1 (j = 1, 2) a probabilidade de que a solução

óti�a encontrada no problema determinístico equivalente seja viá­
vel reduz-se, no mlnimo, ao produto a1 . a1 (supondo que b 1 e b1 

sejam estocasticamente independentes) .

Exercício: Considere o seguinte problema de programação linear
com limitação de riscos:

Max Z = 5 x1 + 8 x, + 5 rs 

dado 2 x1 + 1 xl + 4 Xs 5 15

P{6' Xi + 5 x, + 5 Xs 5 b,J � 0,8;

b, ~ U(BO; 100) 

Formule o problema de programação linear determinlstico equiva­
lente e resolva-o. Depois responda: qual a probabilidade de a
solução ótima encontrada não ser viável?

Observações: Restrições determinlsticas equivalentes a restri­
ções probabilísticas têm sido estudadas por diversos autores.
Um resultado freqüentemente utilizado é a equivalência entre

P {' i: a,, x1 
� b

1 l � a - onde b
1 

tem uma distribuição normal
i - J J 

com expectância �
J 

e variância a� - e:
, 

i-1 

onde Zaé um número tal que P{Za � Z} = a e Z tem uma distri­
buição normal padronizada (média: zero; variância: um) . Também
restrições probabillsticas envolvendo os coeficientes c1 da função­
objetivo e/ou os coeficientes a,; das restrições têm sido relatadas na 
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literatura. Infelizmente , nestes últimos casos, a transformação para 

equivalência determinística geralmente se dá ao custo da perda da 

linearidade (Ver Chames e Cooper, 1963, pp. 18-39). Por fim, um 

enfoque englobando simultaneamente riscos restritos a priori e o 

estabelecimento de regras para as decisões posteriores à realização 

dos eventos aleatórios pode ser encontrado em Sengupta, 1969, 

pp. 112-132). 

III. 2. 2. 3 - Minimização do Desvio Absoluto Médio

Considere o caso do agricultor que pode plantar milho e/ou

soja no próximo ano. O resultado econômico destas atividades de­

pende do clima e está sumariado na Tabela 14. 

Tabela 14 

LUCROS ESPERADOS PARA SOJA E MILHO SOB 

DIFERENTES CONDIÇÕES CLIMATICAS (EM .$/HA ) 

Expcct.ância 
Seco Normal 'Úmido de 

Lucro 

Milho 22 27 37 27,0 

Soja 25 37 28 30,4 

Probo.bilidode de Ocoirêncio. 2/5 2/5 1/5 

A partir dos dados da Tabela 14 é possível calcular os desvios 

dos lucros unitários em torno de sua expectância para cada atividade 

e cada circunstância climática. Estes desvios são apresentados na 

Tabela 15. 

A Tabela 15 nos diz que para cada ha de milho que o agri­

cultor plantar, se o clima for seco (o que pode ocorrer com proba-
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Tabela 15 

DESVIOS DOS LUCROS UNIT ARIOS EM TORNO DE SUAS 

EXPECTÃNCIAS (EM $/HA) 

Seco Normal 'Omido 

Milho -5,0 0,0 10,C 

Soja -5,4 0,6 -2,4 

Probabilidade 2/5 2/5 1/5 

bilidade de 2/5), o lucro se situará $ 5,0 abaixo da média esperada. 

Entretanto, se o clima for úmido, o agricultor receberá $ I0,0/ha 

além da média esperada. 

Por outro lado, se o agricultor plantar IO ha de milho e 20 ha 

de soja, sua ex pectância de lucros totais é de IO . (27,0) + 

+ 20 (30,4) = $ 878 . Entretanto, se o clima for seco, ele rece­

berá IO. (-5,0) -+ 20 (-5,4) = - $ 158 em relação ao lucro 

total esperado. 

Vamos supor que o agricultor pretenda plantar os 100 ha de 

terra de que dispõe com o seguinte propósito: ele deseja um plano 

com uma expectância total de lucros de pelo menos $ 2. 700 mas 

de modo a minimizar a média de desvios negativos em torno daquela 

expectância. Para formular o problema definimos: 

x
,,. 

ha destinados ao plantio de milho 

"• ha destinados ao plantio de soja 

y, valor absoluto do desvio negativo em relação ao lucro total 

esperado na hipótese de ocorrência de clima seco 
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valor absoluto do desvio negativo em relação ao lucro 
esperado na hipótese de ocorrência de clima normal 

valor absoluto do desvio negativo em relação ao lucro 
esperado na hipótese de ocorrência de clima úmido 

Então, o problema do agricultor é representado por: 

Min 

dado - 5,0 x,,. - 5,4 x. + y1 � O

0,0 X,,. + 6,6 x. + Y• � O

10,0 Xm - S,4 x. + Ys � 0 

27,6 Xm + 30,4 :,• � S700 

1 X,n + 1 x. = 100 

Xm, :r., Y1, Ys, Ys � O 

total 

total 

Observe que as três primeiras restrições definem o valor absoluto 
dos desvios negativos totais em relação à expectância de lucro total 
para os eventos "clima seco", "clima normal" e "clima úmido", res­
pectivamente . A quarta restrição reflete o limite mínimo para a 
expectância do lucro total. A quinta restrição reflete a intenção 
do agricultor de efetivamente plantar todos os 100 ha de terra 
que ele dispõe. Observe ainda que a variável Y• certamente será 
zero na solução ótima, pois tal valor sempre satisfaz a segunda 
restrição (dado que x,,. � O e x1 � O) e a função objetivo deve 
ser minimizada . É evidente que Y• = O é um resultado consistente: 
na hipótese de clima normal, tanto milho quanto soja apresentam 
um desvio positivo cm relação ao esperado (e Y• mede o valor abso­
luto cio desvio negativo sob condições de clima normal). Por _fim, 
a função objetivo é a Expcctância do Valor Absoluto dos Desvios 
Negativos do plano de produção com relação à expectância de lu­
cros do mesmo . O valor desta função prcsumivelmen te mantém 
uma correlação direta com o grau ele risco econômico do plano 
produção. Uma aplicação prática deste enfoque de programação li­
near probabillstica pode ser encontrado cm Holanda e Sanders, 1977, 
Tomo I - pp. 281-�04. 
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III. 2. 2. 4 - Programação Linear e Teoria dos Jogos 11 

Considere a matriz de benefícios econômicos de um jogo de soma 
nula entre dois oponentes abaixo: 

Ações do Oponente II 
1 2 3 ............. n 

1 
2 

Ações do Oponente I 3 

bu b,. 
b., b,. 
b!1 bH 

bu . . . . . . . . . . . . .  b,. 

b,! . . . . . . . . . . . . .  b •• 
b.J! ............. b!• 

m b ... b<ft! . . . . . . . . . . . . .  b •• 

onde b,; é o beneficio do oponente I caso ele escolha a ação e 
o oponente II escolha a ação j. Vamos supor que o oponente I
desejasse seguir uma estratégia mista, com probabilidade p, de em­
pregar a ação i, de modo a maximizar a expectância de seu menor
beneficio (Critério de Wald) . Vamos definir Z como a expectância
do menor beneficio (EMB) do oponente I. A estratégia ótima deste
oponente é dada por:

Ma.x EMB = Z 

dado b11 Pi + b11 p, +

b11 Pi + b,, p, +

+ bml Pm - Z � O

+ bml Pm - Z � O

b,n P1 + b11 Ps + . . . + b"'" p,,. - Z � O 

P1 + Pi + ... + Pm = 1 

(i = 1, !!, . .. , m) 

Observe o significado da primeira restrição: ela expressa que a 
expectância do benefício do Oponente I sob a hipótese da ação 1 
pelo oponente II deve ser igual ou maior do que Z. A segunda 

11 A discussão deste tópico pressupõe um, conhecimento elementar de Teori:i 

de Jogos tal como é discutid:i cm, por exemplo, l\lansficld, 1978, Cap. II. 
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restrição diz que a expectância do beneficio do oponente I sob a 
hipótese da escolha da ação 2 pelo oponente II deve ser igual ou 
maior do que Z. E assim por diante. Conseqüentemente, Z reflete 
um limite inferior para a expectância de benefícios do opositor I. 
Sob o critério de Wald, este opositor buscaria elevar ao máximo tal 
limite inferior ou mínimo. As últimas restrições (�P, = 1 e 
p, � O) garantem a interpretação de probabilidades que se pretende 
dar às variáveis de decisão. 

O dual 7 do problema acima reflete o problema de otimização 
de estratégia do opositor II sob o mesmo critério (note que os 
benefícios do opositor II são dados por - b,1). 

7 o conceito de <.lu:alid:ade 1. discutido no C:apltulo IV. 

171 





Capítulo IV 

ANALISE ECONÔMICA E PROGRAMAÇÃO 
LINEAR 

Este capítulo, de modo geral, é destinado ao leitor que conhece 
conceitos básicos de Análise Microeconômica. Sem embargo, a Seção 
IV .4 - Amilise da Sensibilidade, Ofena e Procura - se constitui 
em tema ele interesse também para o leitor voltado aos temas da 
Programação Linear aplicada. 

IV. 1 - Interpretações Econômicas Preliminares

IV. 1. 1 - Funções de Produção de Proporções Fixas

Uma função de produção de proporções fixas é representada por: 

onde y é a quantidade de produto obtida por unidade de tempo, 

b
1 é a quantidade disponivel do j-ésimo insumo e 

a, é a quantidade necessária do j-ésimo insumo para produ­
zir uma unidade de produto. 

Exemplo: Para produzir um aparelho de barbear descartável são 

necessários: (a) 0,003 kg de polietileno, (b) 0,06 m de lâmina de 
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aço e (e) 0,015 h ele confecção em uma máquina produtora. Su­
pondo que a fábrica dispusesse de 42 kg de polietileno, de 720 m de 
lâmina de aço e de 225 horas-máquina disponíveis na prox1ma se­
mana, qual poderia ser a produção ele aparelhos de barbear no 
período em pauta? 

Fazendo y = n.0 de aparelhos ele barbear produzidos por semana: 

M" 
( 

42 720 225 
)y = m 0,003 ; o,Õ6° ' 0,015

ou 

Y = Min (14.000; 12.000; 15 .000) 

ou 

Y == 12. 000 (aparelhos descartáveis/ semana) .

Observe que a disponibilidade de polietileno, per se, permitiria 
uma produção de 14.000 unidades. Observe ainda que a disponibili­
dade de horas-máquina, per se, permitiria uma produção de 15.000 
unidades. Entretanto, devido à impossibilidade de substituição entre 
os insumos (característica ele uma função de proporções fixas) , a 
firma não poderá produzir mais do que 12.000 aparelhos descartáveis 
na próxima semana, pois tal é o limite na produção imposta pela 
disponibilidade da lâmina de aço. Calcule o total de horas-máquina 
que ficarão ociosas na semana e faça uma estimativa cio estoque re­
manescente ele polietileno no final de semana. 

Uma apresentação gTáfica elas isoquantas 1 de uma função de 
produção de proporções fixas com dois fatores (ou insumos) é apre­
sentada na Figura I, abaixo. Observe que a linha ele expansão OA

representa as quantidades mínimas dos dois fatores para obter um 
determinado nível de produto. Para que uma determinada combi-

1 Isoqu:m1a e definida como o lugar geométrico das combinaçüer de emprego 

de insumos que geram o mesmo nível de produlo. 
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nação de emprego dos dois fatores - b: e b: - seja eficiente, isto 

é, se situe sobre a linha de expansão, é necessário que b� /b: = a1/a1• 

Observe também que a possibilidade de manter um determinado 

nível de produção através de uma diminuição no nível de emprego 

de um fator compensada pelo aumento no nível de emprego do 

outro não existe para as funções de produção de proporções fixas. 

Figuro 1 

lsoquanfas do Função Y = Min ( �; �)a, ª2 

.,+o---------- y* 

Por fim, deve-se ainda observar que as funções de produção de 

proporções fixas pertencem à classe de funções linearmente homo­

gêneas: se, em relação a qualquer nível de emprego de fatores dado, 

o nível de emprego de todos os fatores for alterado numa determi­

nada proporção, então o nível de produto resultante também é alte­

rado na mesma proporção. Em outras palavras, funções de produção

de proporções fixas apresentam retornos de escala constantes.
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IV. l . 2 - A Produtividade Marginal em Programação
Linear 

Uma hipótese da Teoria Neoclássica da Produção é o chamado 

Principio dos Rendimentos Marginais Decrescentes: "Com o au­
mento da quantidade de insumo variável, mantendo constante a 

quantidade do outro insumo (fixo), obtém-se um ponto, para além 

do qual o produto marginal cai" (d. Ferguson, 1974, p. 156). O 
objetivo desta seção é o de examinar a validade deste principio 

para uma firma que produz um único produto e cuja tecnologia 
possa ser descrita por um modelo envolvendo relações de proporções 

fixas. Aqui é necessário distinguir iniáalmente entre os conceitos 

de "função de produção" e de "processos de produção". O primeiro 
reflete a relação entre o nível máximo de produto e as quantidades 

de insumo empregadas para sua obtenção. Um processo de produ­
ção, por outro lado, reflete a relação entre o nível de produto e as 

quantidades de insumo necessárias para obtê-las mantendo cons­

tante a técnica de produção. Portanto, a função de produção é obtida 

a partir de uma otimização envolvendo processos de produção al­
ternativos. No caso daqueles produtos que só podem ser obtidos 

através de um único processo de produção, este se confunde com a 

própria função de produção. 

Tendo em mente os elementos da discussão anterior, podemos 

voltar agora ao exame da validade do Principio dos Rendimentos 
Decrescentes para uma firma que produz um único produto mas que 

pode empregar diferentes processos na sua produção. Este exame 
será conduzido através de um exemplo. 

Vamos supor que uma fábrica pode empregar dois processos para 

produzir um determinado produto, sendo um intensivo em mão-de­
obra e outro intensivo em capital Definimos X

J 
como a quantidade 

de produto obtida através do processo j (por unidade de tempo) . 

Para obter uma unidade de produto através do processo l são ne­

cessárias 3 unidades de mão-de-obra e 2 unidades de capital. Para 

obter uma unidade de produto através do processo 2 são necessárias 
2 unidades de mão-de-obra e 5 unidades de capital. A fábrica dispõe 

de 120 unidades de capital e de b unidades de mão-de-obra. Qual 
o máximo de produto (Y max) que pode ser obtido para os clife-
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rentes valores de b? Em outras palavras, qual a função de produção 
da fábrica com relação ao fator trabalho dado que a disponibilidade 
do fator capital é mantida constante no nível referido? Para respon­
der a esta questão devemos resolver o problema de programação 
linear abaixo para diversos valores de b: 

Max Y = x1 + X.e 

dado 2x1 + 5x, + x, = 120 (reslrição de capital) 

8x1 + 2x11 + x� = b (restrição de trabalho) 

As variáveis x3 e x
4 

representam as capacidades ociosas do capital 
e do trabalho respectivamente. 

,.. 

O exame da relação entre b e Y.,,a� parte da observação de que, 
para disponibilidades relativamente pequenas de trabalho, é mais 
interessante empregar aquele processo que utiliza este fator com 
maior produtividade, isto é, o processo 2. Do mesmo 1modo, para 
disponibilidades relativamente grandes de trabalho, é mais interes• 
sante empregar um processo que utilize o capital com maior produ­
tividade (já que, neste caso, o capital seria o fator relativamente 
mais escasso) . Entre os dois extremos existe um intervalo de b no 
qual é mais interessante utilizar ambos os processos. A relação entre 
b e Y ma.,, para o exemplo em questão está sumariada na Figura 2. 
(Exercício: explique detalhadamente a construção da Figura 2 sem 

recorrer a tabelas de Simplex). 

A função de produção da Figura 2 tem o comportamento geral 
prescrito pelo Princípio dos Rendimentos Decrescentes. A Figura 3, 
a seguir, mostra a produtividade marginal do trabalho nas condições 
estabelecidas no exemplo. 

A Figura 3 mostra que a produtividade marginal do trabalho é 
decrescente (dado que a disponibilidade de capital é mantida fixa). 
A observação de que os decréscimos ocorrem de modo descontinuo, 
isto é, em saltos, não é suficiente para invalidar a presença do prin­
cípio geral. Na verdade, o número de "degi-aus" da curva de produ­
tividade marginal depende do número de processos alternativos de 
que a firma dispõe para realizar sua produção. Assim, uma função 
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Figuro 2 

Funcõo de Produçõo da Fábrica Hipotética do Texto 
com Relação ao Emprego de Mão-de-Obra (Dada 

a Di sponibilidade de 120 Unidades de Capital) 

YMAX 

b 

Figuro 3 
Produtividade Marginal do T rabalho para a Fábrica 
Hipotética do Exemplo no Texto 

PMgb 

1/21-------

3/lli------•·'-
, 
------

1 
1 

48 180 
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de produção diferenciável do tipo convencionalmentc adotado na 

teoria microeconômica.neocl:\ssica pode ser vista como um caso limite 
de um modelo de programação linear no qual o número de pro­

cessos alternativos tende a infinito. 

Observação: As últimas sentenças do parágrafo anterior precisam 
ser qualificadas. O simples aumento no número de processos que 

uma firma pode empregar não é condição suficiente para garantir o 
aumento no número de "degraus" da curva de produtividade mar­

ginal. É preciso também que os processos sejam de fato alternativos 
ou competitivos. Um processo de um conjunto tem esta característica 

se, para pelo menos uma certa combinaçli,o de disponibilidade de 

fatores, ele se apresentar isoladamente como o mais eficiente. Note 
que se um processo i requer a mesma quantidade de capital por 

unidade de produto que um processo j e maior quantidade de mão­
de-obra para o mesmo fim, então o processo de i jamais poderá ser 
mais eficiente que o processo j. Neste caso se diz que o processo i é 

dominado pelo processo j. 

IV. l . 3 - Isoquantas e Substitutibilidade entre Fatores

Outra hipótese adotada na Teoria Neoclássica da Produção é a 
de substitutibilidade entre os fatores de produção. Esta hipótese se 
reflete no Princípio da Taxa Marginal de Substituição Técnica De­
crescente (vide, por exemplo, Ferguson, 1974, cap. 6). Esta hipótese 
não é validada para funções de produção de proporções fixas con­
forme já foi visto na Subseção IV . I. 1. Entretanto, se a tecnologia da 
firma pode ser representada por um modelo de programação linear 
envolvendo processos de produção alternativos, a função de produ­
ção resultante geralmente apresentará possibilidades de substituição 

entre os fatores. Este ponto será demonstrado, a seguir, atrav�s de 
um exemplo. 

Vamos supor que para produzir um certo produto uma firma pode 
utilizar dois processos (em conjunto e/ou separadamente). Para 
obter uma unidade de produto pelo processo I são necessárias � uni­
dades de trabalho (T) e 2 unidades de capital (C). Para obter uma 
unidade de produto pelo processo 2 são necessárias 2 unidades de 
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trabalho e 5 unidades de capital. Imaginemos que, por qualquer 
razão, a firma desejasse produzir 60 unidades de produto (Y = 60) . 
Para obter esta produção empregando apenas o processo I são ne­
cessárias 60 X 3 = 180 unidades de trabalho e 60 X 2 = 120 uni­
dades de capital. Esta alternativa pode ser apresentada pelo vetor 
a; = (60 180 120), onde o primeiro elemento é o nível de produção 
predeterminado, o segundo elemento é o nível de trabalho requerido 
para obter aquele nlvel de produção quando se emprega apenas o 
processo 1 e o terceiro elemento é o nível de capital idem. Por outro 
lado, a mesma quantidade de produto Y = 60 pode ser obtida atra­
vés do processo 2 empregando 60 X 2 = 120 unidades de trabalho 
e 60 X 5 = 300 unidades de capital. Esta alternativa pode ser re­
presentada pelo vetor a� = (60 120 300), onde o primeiro elemento 
é o nível de produção predeterminado, o segundo elemento é o nível 
de trabalho requerido para obter aquele nível de produção quando 
se emprega o processo 2 e o terceiro elemento é o nível de capital 
idem. 

Vimos então que Y = 60 pode ser obtido de duas maneiras dife­
rentes, representadas pelos pontos - ou vetores - a e a

2
. Além disso, 

- J 

qualquer vetor a' = (Y T C) que seja resultante de uma combina-
ção convexa de n1 e a2 representa uma possibilidade de obter o mes­
mo nível de produção Y = 60 empregando os dois processos alter­
nativos simultaneamente: 

Façamos, por exemplo k, = 0,4 e k, = 0,6. Neste caso •: k, = (24 
72 4lr), a;k., = (36 72 180) e a = (60 144 228). Portanto, se a firma
objetivar 60 unidades ele produto, ela poderá fazê-lo produzindo 24 
unidades pelo processo 1 - o que requer 72 unidades de trabalho e 
48 unidades de capital - e 36 unidades de produto pelo processo 2, 
o que requer 72 unidades de trabalho e 180 unidades de capital. A
isoquanta Y = 60 está representada na Figura 4, a seguir.
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Figuro 4 

lsoquonto y = 60 do Firmo Hipotético Oesc,itono Texto 

T 

180 

144 

120 

120 228 300 e 

Através de teoremas elementares sobre equivalência de triãngulos 
demonstra-se que k, = a2 a/a1 a2 

e k. = ã"iã/a1 a2 • 

. Observe que, acima cio ponto a
1
, a isoquanta segue paralela ao 

eixo T. Dado C = 120, para qualquer T � 180, o processo mais 
eficiente que a firma pode empregar é o processo l, isto é, aquele 
que emprega o capital de modo relativamente mais eficiente. Entre­
tanto, com o capital limitado a 120 unidades, mesmo empregando o 
processo mais eficiente em capital, a firma só pode produzir um 
máximo de 60 unidades de produto. 

Exercício: Suponha que cada unidade de mão-de-obra custa $ 4 
e que cada unidade de capital custa $ 2. Supondo, em adição, que 
a firma do exemplo do texto dispõe de um orçamento limitado em 
S 64, qual a produção máxima que ela pode obter? Resolva este 
problema graficamente no espaço dos fatores, traçando a linha de 
orçamento e verificando a isoquanta mais alta que pode ser atingida 
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com esta restrição. Interprete a solução obtida (qual o volume de 
produção a ser realizada com cada processo?). "Dica": inicie o gráfico 
traçando a linha de orçamento e duas isoquantas quaisquer, por 
ex.: Y1 = 2 e Y. = 5; observe que, se você passar uma reta pela 
origem dos eixos e por uma "esquina" de uma das isoquantas, esta 
reta passará também pela "esquina" equivalente da outra isoquanta. 
Após resolver este problema acrescente uma nova restrição: suponha 
que a disponibilidade máxima de mão-de-obra é de 10 unidades. 
Resolva o novo problema. 

A Figura 4 mostra claramente que, se a tecnologia de uma firma 
puder ser representada por um modelo de programação linear com 
processos de produção alternativos, então o prindpio de substitu tibi­
lidade adotado pela Teoria Neoclássica da Produção permanece vá­
lido. O fato de a isoquanta agora não se apresentar totalmente di­
ferenciável, não tem maiores implicações para a validade da hipó­
tese como um princípio geral. Além disto, se o número de processos 
alternativos for aumentado, a isoquanta torna-se mais segmentada, 
aproximando-se, no limite, do formato convencionalmente mostrado 
nos livros-texto de microeconomia. 

Observação: A última sentença do parágrafo acima, está SUJella 
à mesma qualificação feita na observação ao fim da seção anterior. 
Para que a inclusão de mais um processo em um conjunto dado pro­
voque uma nova segmentação da isoquanta é necessário que este 
processo não seja dominado por processos já existentes no conjunto. 
Na Figura 5, a inclusão do processo apresentado pelo ponto a no 

- 3 

conjunto {a
1a2

} desloca a isoquanta Y de a
1
a

2 
para a

1y2
. Porém o

processo representado pelo ponto a
4 

- ao qual está associado o mes­
mo nível Y de produto - é ineficiente em relação aos processos do 
conjunto {a

1
a) (explique por quêl). Assim, a inclusão do pro• 

cesso representado por a, no conjunto em questão não aJtera a iso­
quanta original. 

IV. 1 . 4 - Curvas de Custo em Programação Linear

Para discutir a forma das curvas de custo quando a tecnologia da 
firma pode ser representada por um modelo de programação linear 
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Figura 5 
Modificação de uma lsoquanta Dada pela 
Inclusão de Novos Processos de Produção 

T 

e 

com processos alternativos, vamos analisar um exemplo numérico 
relativamente simples. 

Da mesma forma que nas seções anteriores, vamos supor que a 
firma produz um produto qualquer X. Para tanto ela pode empregar 
dois processos alternativos, isolada ou simultaneamente. Definimos 
x

1 
como a quantidade de produto obtida pelo processo j (j = 1,2). 

Para obter uma unidade de X através do processo I são necessárias 2 
unidades de capital e 3 unidades de trabalho. Para obter uma uni­
dade de X através do processo 2 são necessárias 5 unidades de capital 
e 2 unidades de trabalho. A firma dispõe de 120 unidades de capital 
e de 90 unidades de mão-de-obra. Vamos ainda supor que uma uni­
dade de X produzida pelo processo 1 custa $ 15 à firma enquanto 
que uma unidade de X produzida pelo processo 2 custa $ 10. Qual 
o custo total mínimo que a firma precisa realizar para produzir um
total de Y unidades de produto?

Para responder à questão colocada no fim do parágrafo anterior, 
começamos por formalizar o problema da firma: 

Min CT = 15x1 + 10.x• 

dado fx1 + 5x• ::;; 1i0 (restrição de capital) 
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Sx1 + ix• 5 90 

1x1 + 1xs = Y 

X1, XJ! � 0 

(restrição de trabalho) 

(definição ela produção total) 

Uma observação pode ser feita de imediato: é óbvio que, dado o 
objetivo de minimizar custos, a firma irá empregar apenas o pro­
cesso 2 sempre que o nfvel estabelecido para a produção total seja 
inferic1r à produção máxima que se pode obter utilizando apenas 
o processo 2. Qual é este máximo? Esta resposta depende dos reque­
rimentos de capital e trabalho por unidade produzida através do 
processo 2 e das disponibilidades totais daqueles fatores. A disponi­
bilidade existente de capital é suficiente para produzir até 120/
5 = 24 unidades de produto através do processo 2. Por outro lado,
a disponibilidade existente de trabalho não permite que a firma
possa obter além de 90/2 = 45 unidades de produto pelo processo 2. 
Fica claro que, considerando agora a simultaneidade das restrições,
qualquer plano de produção da firma só será viável se xa ,..;; 24.
Portanto, para níveis de produção Y � 24, a firma irá utilizar
apenas o processo 2, isto é, aquele processo com o menor custo
unitário. Como este custo é S 10, conclufmos que o custo marginal
da firma para O � "y ...:::. 24 é igual a este valor.

E para Y > 24? Bem, antes de mais nada é preciso verificar se a 
firma tem condições de atingir níveis de produção maiores do que 
24 unidades. Para tanto basta examinar as soluções básicas do siste­
ma formado pelas duas primeiras restrições. Ao fazer isto verificare­
mos que o maior valor viável para Y é aproximadamente 35,5 uni­
dades, resultante da solução básica: x, 5!!! 19,l e x• 5!!! 16,4. Portanto, 
a firma pode expandir uma produção além de 24 unidades. Como 
fazê-lo de modo que os incrementas no custo total por unidade 
adicional de produto sejam os menores possíveis? Observamos que, 
como o produto obtido pelo processo 2 é menos oneroso do que o 
mesmo obtido pelo processo 1, vale a pena procurar sempre manter o 
maior nível de x� passivei. Na solução x1 = 24, x1 = O toda a dis­
ponibilidade de capital está sendo utilizada. Este é o fator limitante. 
Então, para que o nível de produto total possa passar de Y = 24 para 
Y = 25, é necess:írio diminuir o nfvel de x1 = 24 para x, = 24 - f:::. 
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de tal modo que, destinando o capital liberado pelo processo 2 ao 
processo 1, possamos passar de x1 

= O para x1 = 6. + 1. Note que o 
acréscimo em x 1 deve compensar a diminuição de xJ mais a unidade 
que se pretende -acrescer ao produto total. Como uma unidade de 
produto obtida pelo processo 2 requer 5 unidades de capital, a dimi­
nuição do nível de x2 em 6 unidades libera 5. 6 unidades de capital. 
Por outro lado, cada unidade ele produto obtida pelo processo 1 
requer 2 unidades de capital. Então, para acrescer o nível de x1 em 
(6 + 1) unidades, são requeridas 2. (6 + 1) unidades de capital. 
Igualando a disponibilidade de capital gerada pela redução de x1 

em 6 unidades com o requerimento deste fator gerado pelo au­
mento de x1 em (6 + 1) unidades vem: 

de onde 

5 . � = 2 . (� + 1) 

2 
� = 8 = 0,666 ... 

Portanto, para cada 0,666 ... unidades que reduzirmos no nível 
de produção obtido pelo processo 2 (a partir de x

1 = 24), pode­
remos aumentar o nível de produção obtido pelo processo I em 
(0,666 ... + 1) = 1,666 ... unidades. Note que o efeito líquido 

desta mudança é: 

a) zero em termos de nível de utilização do capital, que perma­
nece como fator limitante; 

b) aumento de uma unidade no nível de produção total;

c) aumento de (1,666 .. . ) . ($ 15) + (- 0,666 .. . ) . ($10) _
= S 18,33 .. . no nível dos custos totais e

d) aumento de (1,666 .. . ) . (J) + (- 0,666 .. . ) . (2) = 3,666 ...

unidades no nível de emprego do fator trabalho. 

Em vista de (b) e (c) concluímos que o custo marginal passa a 
ser $ 18,gg ... quando Y = 24. Em vista de (d) concluímos que a 
possibilidade de diminuir x1 e aumentar x

1 só pode prosseguir en­
quanto houver ociosidade do fator trabalho. De fato, o limite desta 
possibilidade é alcançado na solução básica anteriormente referida: 
x1 5111 19,J e x, � 16,4 (de onde Y � 35,5). 
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A Figura 6, abaixo, sumaria os resultados obtidos até aqui. 

Figuro 6 

{ a ) Custo Marginal da Firma Hipotética Referida no Texto e 

{ b) Custo Total da Mesma Firma 

CMg CT 

18,33 

10,0----

450,5 

240 

24 35,5 y 24 35,5 y 

Observe, na Figura 6, que o Custo Marginal é crescente, ainda 
que este crescimento se observe em forma de degraus. Da mesma 
forma que nos casos das seções anteriores, a inclusão de mais pro­
cessos alternativos de produção no conjunto de técnicas à disposição 
da firma tende a tornar os "dregaus" da curva de custo marginal 
menos extensos e os "saltos" menos pronunciados. Com o número 
de processos não dominados tendendo a infinito, a curva de CMg 
tende a se tornar diferenciável em todos os seus pontos. Por outro lado, 
como o nível máximo de produto que a firma pode atingir é 35,5 
unidades, podemos considerar que, neste ponto, o Custo Marginal 
se torna infinitamente grande (vide Figura 6) . 

Por fim, vamos examinar o Custo Médio. :t evidente que até o 
nível Y = 24 o Custo Médio é $ 10, pois tais níveis de produção 
são mais eficientemente obtidos utilizando apenas o processo 2. Po­
rém para Y � 24 o Custo Médio seri dado por: 

CM e= CT _ t40 + (Y - 24) • 18,SS 
= IB,SS 

_ 200 

y y y 

{note que o custo total para -r > 24 foi definido como o custo total 
de produzir 24 unidades mais o número de unidades adicionais a 
Y = 24 vezes o custo adicional de cada unidade adicional) . 
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Portanto, o custo médio da produção da firma do exemplo estu­
dado é: 

CMe 

1= 10 p:i,ra Y ;$; B4

• 
200 

1 = 18,88 - y para

:t interessante observar que o custo médio é a única função que 
não se apresenta na .forma de segmentos lineares em toda a análise 
desde a Seção IV. l . I. 

O gráfico do Custo Médio está representado na Figura 7, onde 
foi incluído também o gráfico do Custo Marginal para fins de refe­
rência visual. 

Figura 7 

Custo Médio e Custo Marginal do Firmo 
Hipotética Referida no Texto 

CMe,GMg 

18,3 --- --.---------'! 

12,7-----

24 35,5 y 

Exercício: Reduza a disponibilidade de trabalho da firma do 
exemplo estudado para 60 unidades, troque os custos dos dois pro­
ce�sos e obtenha as curvas de custo nas novas condições. 
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IV. 1. 5 - Oferta e Procura

Na Teoria Microeconômica neoclássica, a existência das funções de 
oferta de bens e de procura por fatores é explicada a partir da hipó­
tese de que as firmas procuram maximizar lucros. O equilibrio da 
firma em concorrência perfeita é caracterizado pela igualdade entre 
Custo Marginal e o preço do produto ou pela igualdade entre Valor 
elo Produto Marginal e o preço do fator variável. Explicitando-se a 
quantidade em função dos preços obtém-se, no primeiro caso, a oferta 
da firma e, no segundo, a procura pelo fator variável. A inclinação 
positiva daquelã e a inclinação negativa desta são uma conseqüência 
matemática da "lei" da produtividade marginal decrescente. 

A análise das seções anteriores - em particular a das Subse­
ções IV. 1. 2 e IV .1. 4 - pode sugerir que os mesmos resultados, em 
linhas gerais, são também válidos para a firma que procura maximizar 
lucros subordinada a uma tecnologia descrita por processos alternati­
vos de proporções fixas. Entretanto, até aqui apenas foi determinado 
que, num tal J?Odelo, a produtividade marginal de um fator de pro­
dução tende a decrescer com o aumento no seu nível de disponibili­
dade, 2 enquanto que o custo marginal tende a aumentar para níveis 
mais altos de produção. Para que tais funções se caracterizem como 
funções de procura e oferta, respectivamente, é ainda necessário carac­
terizar o equilfbrio da firma nas condições de tecnologia acima 
descritas. 

Vamos então examinar o caso de uma firma que pode produzir 
um produto qualquer utilizando dois processos diferentes, os quais, 
por sua vez, demandam dois fatores de produção distintos. Por 
analogia à situação clássica de curto prazo adotada na Teoria Micro­
econômica elementar, vamos considerar um dos fatores como fixo e 
o outro como variável.

Definindo:

p preço do produto 
xJ quantidade de produto obtida através do processo j (j = 1, 2) 

·• Admitindo-se condições de concorr�ncia perfeita é óbvio que uma produ­
tividade flsica marginal decrescente determina um valor da produtividade mar· 

ginal lambi!m decrl!SCente, 
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e preço do fator variável 

b1 quantidade adquirida do fator variável 

b, quantidade disponível do fator fixo 

a
lJ quantidade necessária do i-ésimo fator para obter uma uni­

dade de produto através do processo j (supomos a11 
> O) , o 

problema de maximização de lucros da firma é descrito como: 

Max L = p • x1 + p • x1 - e b1 

dado a.11 , x1 + a.a • x1 - b1 5 O (>.1) 

a.11 • x, + a.,. • x• 5 b• (>.1) 

x1 , x., b1 � O 

onde Ã1 é o multiplicador de Lagrange associado com a i-ésima res­
trição_ (Observe que L difere da definição de lucro por uma cons­
tante que é o custo fixo da firma; é evidente que a inclusão de uma 
constante na função-objetivo não altera as condições marginais asso­
ciadas à solução ótima) . 

A função de Lagrange do problema é: 

t/J = p • x1 + p • x. - e • b, + >., • (-a11 x, - CJ.19 • x, + b,) +

>.1 • (b1 - a11 , x1 - ª•• · x,) 

A solução ótima do problema deve satisfazer suas condições de 
Kuhn-Tucker. 3 Iniciamos nossa análise pelo exame da seguinte 
condição: 

Não é diffcil concluir que a firma só irá empregar o fator b1 

(isto é, escolher algum b1 > O) se Ã, = e. Por outro lado, >., mede 
a variação na função-objetivo para o acréscimo de uma unidade à 
constante do lado direito da primeira restrição. l\fas este acréscimo 
unitário é interpretado como um aumento na disponibilidade do 
fator variável sem custos para a firma. Portanto, >., mede o acréscimo 

\ Condições de Kuhn-Tuckcr são di1cu1:d�s no Apêndice I. 
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à receita bruta que pode ser obtido pelo incremento de uma unidade 
no emprego do fator variável. Conseqüentemente, À1 é o valor do 
produto marginal do fator variável. Na solução ótima, caso b 1 > O, 
é necessário que o valor do produto marginal do fator variável seja 

igual ao seu preço de mercado. Repete-se aqui, portanto, o mesmo 
resultado da teoria neoclássica. Por outro lado, A, < e determina 
b 

1 
= O, isto é, a firma não irá adquirir o fator variável se o valor 

de seu produto marginal for inferior ao seu preço de mercado. 

Outra condição de Kuhn-Tucker relevante para a análise desta 
seção é: 

Vamos supor que, na solução ótima, x1 > O. Neste caso devemos

ter também p - À1 .a,1 - A, .a,1 = O. Por outro lado, é claro que
para haver produção positiva deverá ser adquirida uma quantidade 
positiva do fator variável (b 1 > O). Neste caso, já vimos anterior­
mente que Ã1 =e.Portanto, x1 

> O requer p = c.a11 
+ Â1.aa,- No­

tando que, por outra das condições de Kuhn-Tucker, devemos ter 
A, � O, e que, por hipótese inicial, temos ª•i > O, concluímos que 
x1 > O requer: 

Observe que o termo à direita da desigualdade reflete o custo 
adicional que deve ser realizado para adquirir a11 

unidades de fator 
variável de modo a permitir a produção de uma unidade adicional 
de produto (usando o j-ésimo processo). Na teoria neoclássica, o 
aumento no custo variável necessário para produzir uma unidade 
adicional de produto é denominado custo marginal. O equilíbrio da 
firma é caracterizado pela igualdade entre o custo marginal e o preço 
do produto. Agora, no modelo de programação linear da firma, ob­
temos que, em equilíbrio, o preço do produto deve ser igual ou 
maior do que o custo marginal. A diferença de resultados é causada 
pela diferença no tipo de função de produção estabelecida em cada 
caso. Com funções de produção totalmente diferenciáveis, qualquer 
acréscimo no nível de uso do fator variável - e, por extensão, nos 
custos variáveis - determina uma variação no nível de produto 
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obtido. Assim, existe flexibilidade para igualar o custo marginal ao 
preço de mercado do produto através de uma escolha apropriada do 
nível de produção. No modelo de programação linear da firma, en­
tretanto, esta flexibilidade é restrita: existindo um ou mais fatores 

fixos que são limitantes à expansão do nível da produção, o acrésci­

mo na disponibilidade do fator variável pode simplesmente resultar 
em capacidade ociosa do fator. Assim, justifica-se que o equilíbrio 

da firma pode ocorrer com um nível de custo marginal inferior ao 
preço do produto. 

Por fim, deve ser observado que, através das condições marginais 

de equilíbrio da firma, é possível estabelecer funções algébricas de 
oferta e procura quando a função de produção é totalmente dife­

renciável e algebricamente especificada. Em programação linear, a 
especificação dos resultados (níveis ótimos de produção e de empre­
gos de fatores) em termos dos parâmetros do problema (preços, coe­

ficientes técnicos e disponibilidade de fatores fixos) é uma tarefa 
complexa. Neste texto este assunto será abordacio apenas de modo 

parcial (Seção IV. 4, adiante) . 

IV. 1 . 6 - Síntese

Se o problema da firma é, tipicamente, um problema de Progra­
mação Linear, a teoria neoclássica leva a conclusões errôneas? A 
l"esposta a esta pe�gunta é definitivamente negativa. Na verdade os 
pressupostos essenciais da teoria neoclássica da produção e de custos 
são observados como resultados de um modelo da firma calcado em 
programação linear. Curvas de produtividade marginal decrescentes, 

isoquantas convexas em relação à origem dos eixos dos fatores e 

curvas de custo marginal crescentes, imprescindíveis na análise de 

formação de preços via oferta e procura, aparecem como resultados 

transparentes do modelo de tecnologia em proporções fixas com pro­

cessos alternativos. 

Não obstante, o modelo de programação linear oferece pelo menos 

duas grandes vantagens em relação à abordagem convencional da 

teoria neoclássica. Em primeiro lugar o chamado problema "técnico" 

de estipular a função de produção como o limite superior da produ-
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ção que pode ser obtida a partir de um determinado vetor de insu­
mos não é dado como resolvido antes de se iniciar a análise econô­
mica. No modelo de programação linear o aspecto "técnico" e o 
econômico são ex:1minados simultaneamente. Isto, sem dúvida con­
fere uma característica de praticidade ao instrumento que o conceito 
restrito de função de produção está longe de oferecer. Em segundo 
lugar a abordagem da programação linear coloca em destaque a li­
mitação de recursos existentes no curto prazo. Com isto, questões 
de ociosidade nos recursos disponíveis encontram uma justificativa 
econômica que inexiste na abordagem neoclássica convencional do 
curto prazo. 

Conseqüentemente, a teoria da firma de concorrência perfeita é 
enriquecida, e não descartada, pela Programação Linear. 

IV. 2 - Digressão Matemática: Dualidade

Consideremos o seguinte problema de programação linear. 

Problema A: Max Z = c1 x1 + e!! x1 + ... + e,, Xn 

(i = 1, i, ... , n) 

A função de Lagrange associada a este problema é: 

n m 
t/J = :E e, ;ti + :E -,.,_; (b; - a;, ;t, - a;s X:i - • - • - a;n Xn) 

,._, i-/ 

As condições de Kuhn-Tucker do Problema A são como se segue: 

(i=J,t, . . . . n) (A.1) 
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(j = 1, !, ... , n) (A . .e) 

(j = 1, .e, ... , 11) (A.S) 

ª"' 

é}>,. = b; - a;, 't1 - a;�Xe - •.. - a;nXn � O (i = 1, .e, ... 1 m) (.1.4)
• 

(i = 1, e, ... , m) (A .6)

Vamos definir (x•, l,•) como o vetor de valores que, assumidos 
pelas variáveis x

1 (j = 1, 2, ... , n) e 1t (i = 1, 2, ... , m), satisfazem 
as condições (A.1) até (A.6). Em outras palavras, o vetor (x•, A•) 
está sendo definido como a solução ótima do problema A. 4 O valor 
máximo do programa deste problema é: 

Z
ffltU

= Z•=c•x•=c"x•+ f >.�(b,-a;1 x�-a;1 x:- ... -a;n x.)=,J,'" 

,_, 

onde a terceira igualdade é assegurada em vista da própria definição 
de (x•, A•) (estes valores devem satisfazer às condições (A .1) até 
(A .6); ver (A .5) em particular). 

Para utilização em seções posteriores, é conveniente atentar para 

a condição (A .5). Observe que, definindo s, = b, - l: a,1x1, isto 
,_, 

é, definindo s, como variável de folga da i-ésima restrição, temos que 
a solução ótima deve satisfazer s, . 1t = O (i = 1, 2, ... , m). A 
condição (A . 5) é denominada de condição "complementariedade 
da folga". 

Utilizando agora o mesmo conjunto de parâmetros do problema A, 
isto é, e, (i = 1, 2, ... , n), a11 (i = 1, 2, ... , n ; j = 1, 2, ... , m) 
e b1 0· = 1, 2, ... , m), vamos estabelecer um novo problema 
que, em princípio, não mantém nenhuma relação com o problema 

4 Para evüar complicações desnecessárias ao ponto que se quer d�onurar 

nesta scçllo, adot�mos a hipótese de que o vetor (x•. A•) existe e é único. 
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anterior a não ser pelo emprego do mesmo conjunto total de parâ­
metros. 5 Assim: 

Problema B: Min Y = b1 X1 + bs X., + ... + b,,. Xm 

dado a11 X1 + a.,1 X.e +

ª11 X1 + ª.e2 x. +

a1" >.1 + aba X.e + . . . + a,,.,. X,,. � Cn 

X;� O (i = 1, 2, ... , m)

Observe que usamos � para representar as variáveis de decisão.
Como poderíamos ter escolhido outra letra qualquer para tanto,
ainda devemos pensar no Problema B como alguma coisa indepen­
dente do Problema A. Neste último o símbolo l, foi usado para
representar o multiplicador de Lagrange associado com a i-ésima
restrição. Agora, o símbolo l, está sendo usado para representar a
i-ésima variável de decisão.

A função de Lagrange associada ao Problema B é:

m " 

,,, = :r: b; X; + ::r: X; (e; - ª1; X1 - a.,; x., - ... - amn Xm)
;-1 ;-1 

onde o símbolo x
1 

representa o mu!Liplicador de Lagrange associado
à j-ésima restrição do Problema B (note que a escolha deste símbolo
também é arbitrária) .

As condições de Kuhn-Tucker do Problema B são como se segue:

::. =b;-a;1X1 -a.,x.- ... -a;n Xn�O (i=1,2, ... ,m) (B.1) 
1 

x. � O (i = 1, 2, ... , m) (B-.S)

s Observe, entretanto, a forma com que: os parãmetros serão rearranjados 
para definir o Problema B. Os rcsuhados obtidos no final n/fo sllo válidos para 
qualqu�r novo Problema que use: o mesmo conjunto total de padmetros, ma1 
apenas para o rearranjo cspccificamc:n1c empregado na definição do Problema D. 
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(j = 1, .i, . . .  , n) (B.4) 

éJJ, 
_._•X·= 
ÔX; 

' 

( 
ffl 

\ 
e; - � X ,; a;,)• X; = O

,_, 

(j = 1, t, ... , n) (B .5) 

'.&j 2::: o (j= 1,t, ... ,n) (B.6) 

Vamos definir (x • •, À••) como o vetor de valores que assumidos 
pelas variáveis x1 (j = 1, 2, ... , n) e 1.( (i = 1, 2, ... , m) satisfazem 
às condições (B .1) até (B .6). Em outras palavras, o vetor (x••, ,.••) 
está sendo definido como a solução ótima do Problema B. Conse­
quentemente, o valor mlnimo do programa dt!ste problema é: 

Ymin = Y* = b, X" = b, X** + r. z7 (e; -a,; xf - a,; xf -
;-, 

- ... -amn �)=t/1* 

Agora vamos comparar alguns dos resultados obtidos em cada pro­
blema. 

Em primeiro lugar o leitor é convidado a exercitar sua álgebra e 
demonstrar que: 

isto é, a função de Lagrange dos dois problemas é idêntica! 
Em segundo lugar, observando as condições de Kuhn-Tucker dos 

dois problemas nota-se que (A.1) = (B.4), que (A.2) = (B.5),

que (A.}) (B.6), que (A.1) = (B.l), que (A.5) = (B.2) e 
que (A. 6) = (B .1). Portanto, evidentemente: 

(X*, X*) = (X**. X**) 

isto é, a solução do Problema A é idêntica à solução do Problema 
B. 

Em terceiro lugar, dados os resultados acima e dado que z• = 4a• 
e que Y• = ,p•, obviamente: 

Z* = Y* 

Isto é, o valor otimizado dos dois programas é o mesmo. 
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Por fim, dado que z• = Zmaz e que y• = Y mln e, tendo em vista 
o resultado anterior, observa-se que, para um vetor viável do pro­
blema A (por ex.: x) e um vetor viável do Problema B (por ex.: l): 

z = e' i ::; z• = Y* :s; b' � = Y

isto é, o ponto ótimo dos dois problemas é um ponto de sela. 

Os problemas A e B são chamados problemas duais. Ao resolver­
mos qualquer um deles, estaremos automaticamente resolvendo o 
outro. Um deles é chamado de primai e o outro é chamado de 
dual. Qual é o primal e qual é o dual é uma questão totalmente ar­
bitrária: é facilmente demonstrável que o dual do problema arbi­
trado inicialmente como dual é o próprio problema que foi arbitrado 
como sendo o primai. 

As relações entre os parâmetros de problemas duais ficam claras 
quando empregamos notação matricial: 

Max Z = e' x 

dado Ax :s; b 

Min Y = b' >.. 

dado A'>..� e 

Ao passar de um lado - qualquer lado - para o outro, note que: 

a) o vetor de coeficientes da função-objetivo é transposto e des­
locado para a posição de vetor de constantes do conjunto ele restri­
ções ( e vice-versa) ; 

b) a matriz de coeficientes do conjunto de restrições é trans­
posta e

e) as desigualdades têm sua direção revertida.

Além disto, conforme foi visto anteriormente, as variáveis de de­
cisão passam a ser multiplicadores ele Lagrange (e vice-versa) . 

Obseroação: Ao especificar o dual de um problema qualquer de 
programação linear é conveniente adotar as formas padronizadas que 
foram estabelecidas acima. Por exemplo, se num problema de maxi­
mização existir um condicionamento do tipo �. é conveniente mui-
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tiplicar tal restrição por - 1 antes de usar as regras de passagem 
do primai para o dual. Por outro lado, uma restrição do tipo = po­
de ser desdobrada em duas desigualdades com sentido diferente (que 
podem ter o mesmo sentido após a multiplicação de uma delas por 
- 1). Na verdade, a uma restrição do tipo =• que é o caso da
otimização clássica, corresponde um multiplicador cujo sinal é livre
(� O). Por simetria, uma variável livre do primai estará associada

com uma restrição do tipo = no dual.

Para completar o trabalho desta seção é interessante examinar a 
correspondência entre as tabelas de Simplex de um problema numé­
rico qualquer e do seu dual. Para tanto vamos utilizar o Problema 
(2) da Seção II .4 do Capítulo II:

Primai: Max Z
11 

= 10 z1 + 8 z1 + 10 x3 

A tabela final de Simplex deste problema é dada abaixo (Tabela 
16) . Observe que S 1 e S1 são as variáveis de folga da primeira e se­
gunda restrições respectivamente.

dado 

1 >., + 6 ').., e s

2 >., + 4 >...t 2:: 10 

A tabela final de Simplex deste problema é dada abaixo (Tabela 
17). Note que a função-objetivo do dual foi multiplicada por (- J) 
para posterior aplicação das regras de maximização. Observe que 

v,, v, e v
3 

�ão as variáveis de folga da primeira, segunda e terceira 
restrições respectivamente. 
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Tabela 16 

SOLUÇÃO ôTIMA DO PROBLEMA PRIMAL DO 

EXEMPLO NO TEXTO 

"--, e, 10 8 10 o o 

�B�e b 

e, z, z., ,, •• 

10 %� 1/2 o 1 3/4 - 1/8 135 

8 z. 1 1 o -1/2 1/4 30 

Z; 13 8 10 3,5 0,75 1590 

c1-z; -3 o o -3,5 -0,75 

Tabela 17 

SOLUÇÃO ôTIMA DO PROBLEMA DUAL DO 

EXEMPLO NO TEXTO 

'-.. 
o 

�--
-300 -720 o o 

b 

� >., x. 11, 11. 1/4 

o 11, o o 1 -1 -1/2 3 

-300 >., 1 o o 1/2 -3/4 3,5 

-720 >-. o 1 o -1/4 1/8 0,75 

,, -300 -720 o 30 135 -1590

c1 = i; o o o -30 -135

198 



Comparando as "margens" das Tabelas 16 e 17, isto é, a coluna 
b e a linha c

1 
- Z

1
, e tomando apenas o valor absoluto dos coeficien­

tes numéricos dos valores aí existentes, concluímos que: 

a) o valor de c1 - z
1 

associado a x1, isto é, à j-ésima variável de 

decisão da Tabela I (prima]), corresponde ao valor de v;, isto é, à 

j-ésima variável de folga da Tabela 2 (dual) ;

b) o valor de c1 - Z1 associado a s1, isto é, à j-ésima variável 

de folga da Tabela I (primal) , corresponde ao valor de 'i.1, isto é, 
à j-ésima variável de decisão da Tabela 2 (dual) e, 

c) o valor do plano ótimo, linha z, com coluna b, é o mesmo

nas duas tabelas. 

Portanto, toda a informação referente à solução ótima do proble­
ma dual pode ser encontrada na tabela de Simplex que especifica a 
solução ótima do problema prima! (e vice-versa). 

IV. 3 - Interpretação Econômica de
Problemas Duais 

A questão de dualidade em Programação Linear representa bem 
mais do que uma sêmples "curiosidade" matemática. De um lado as 
relações duais têm sido empregadas na elaboração de algoritmos 
cuja eficiência é superior à do Simplex em determinados tipos de 
problemas (teremos a oportunidade de usar o método diamado dual­
simplex na Seção IV. 5) . Por outro lado, os problemas duais têm uma 

importante interpretação em termos de teoria econômica. Nesta 
seção interpretaremos o dual de alguns problemas típicos de progra­
mação linear. 

IV. 3. l - Dualidade e Distribuição do Produto Econômico

O aspecto de remuneração dos fatores de produção tem merecido 
a atenção dos cientistas sociais desde Ricardo e Marx até os nossos 
dias. A contribuição que o modelo de programação linear da firma 

199 



em concorrência perfeita pode oferecer para esta discussão será o 
objeto da análise a seguir. Novamente, a discussão será realizada 
através de um exemplo numérico relativamente simples. 

Vamos supor que uma certa firma pode produzir três produtos 
diferentes, sendo X1 a quantidade produzida por mês do j-ésimo deles 
(j = 1, 2, 3). Para produzir estes produtos a firma dispõe de 300 
horas-máquina por mês e tem um estoque de 720 unidades de ma­
téria-prima já adquirida. Estas disponibilidades são, portanto, con­
sideradas como fatores fixos. Além disto a firma necessita contratar 
mão-de-obra para a produção, sendo que cada unidade deste fator 
variável custa$ i por mês. Uma unidade do produto l é vendida por 

$ 15 e sua produção requer 2 horas-máquina, 8 unidades de matéria­
prima e 2 unidades de mão-de-obra. Uma unidade do produto 2 é 

vendida por S 25 e sua produção requer 1 hora-máquina, 6 unidades 
de matéria-prima e 3 unidades de mão-de-obra. Uma unidade do 
produto 3 é vendida por S 18 e sua produção requer 2 horas-máquina, 
4 unidades de matéria-prima e 2 unidades de mão-de-obra. 

Uma vez que horas-máquina e matéria-prima se constituem em 
fatores fixos, o seu custo independe do plano de produção eventual­
mente adotado. Assim, o objetivo da firma é maximizar a diferença 
entre a receita bruta gerada pela venda dos três produtos, e os gastos 
variáveis que, no caso, se reduzem à mão-de-obra. Esta diferença é 
denominada de Margem Bruta. O problellíia da firma é, portanto: 

dado 8 X1 + Í X1 + 2 X3 + 0 X4 $ SOO 

8 x1 + 6 x1 + 4 x/J + O 2:4 $ 780

f X1 + 3 :e,+ 2 X:, - Í X4 $ 0

X; � 0 (j = 1, fJ, 8, 4) 

(horas-máquina) 

(matéria-prima) 

(mão-de-obra) 

onde x, é a decisão sobre contratação <le mão-de-obra, em unidades 
por mês. 

Vamos ainda definir s
1 

e A, como a capacidade ociosa (s
1 

� O) e o 

multiplicador de Lagrange da j-ésima restrição respectivamente. Em 
particular, note que s3 seria o número de unidades contratadas de 
mão-de-obra e não utilizadas na produção. 
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O problema dual do caso da firma é: 

Min CF = 300 >.1 + 720 >., + o >.., 

dado 

1 >.1 + 6 >.a + S >.., � 25 (:r1) 

2 >.! + 4a >. + 2 >.., � 18 (x..,) 

O >.1 -1- O>., - 1 >., � -7 (x4) 

>.i � O (i = 1, 2, S)

Ao lado de cada restrição do dual, entre parênteses, foi colocado 
seu multiplicador. Vamos ainda definir vJ como a variável de folga 
da j-ésima restrição do problema dual (v

1 
� O).

Que interpretação pode ser feita do problema dual? Vamos supor 
que a gerência da firma precisasse atribuir preços, para fins inter­
nos, aos fatores de produção fixos para o mês a que se refere o pro­
blema anteriormente formalizado. Estes preços poderiam servir, por 
exemplo, de indicadores para um rateio contábil da margem bruta 
obtida com o plano de produção eventualmente adotado. Mais es­
pecificamente, vamos supor que a gerência procurasse atribuir pre­
ços aos seus fatores fixos de forma a minimizar o custo fixo e de 
modo que nenhuma atividade gerasse lucros puros. Este, na verdade. 
é o problema descrito pelo dual. Senão, vejamos. 

As variáveis l, e l1 podem ser interpretadas como preços internos, 
atribuídos respectivamente à hora-máquina e à unidade de matéria­
prima. A variável Às, que não comparece na função-objetivo do dual, 
pode ser interpretada como o preço interno atribuído ao fator va­
riável (mão-de-obra). Estes preços internos se constituem no valor 
do produto marginal de cada fator recebendo a denominação de 
"preço- sombra". o A função-objetivo do dual é, sob esta interpreta­
ção, o custo fixo da firma pois se reduz ao somatório dos pro<lutos 
do preço de cada fator pela disponibilidade respectiva. 

o Esla in tcrprctação já foi realizada no final da Seção II. 4 do Capitulo II; 

apenas qu,, naquela oportunidade, nlo foi m,ncionado o fato dl! que o valor 

absoluto do coeficiente c1 - Z1 associado à j-ésima vari:h·el de folga � o próprio 

multiplicador l.
1 

da j-ésima restrição. 
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Ainda sob a interpretação das variáveis Ài estabelecidas no pará­
grafo anterior, a primeira restrição do dual diz que o custo unitário 
atribuído internamente ao produto I deve ser igual ou maior que 
o preço recebido por este produto: cada unidade produzida do pro­
duto l requer 2 horas-máquina (custo interno: 2. 11), 8 unidades de 
matéria-prima (custo interno: BA,) e 2 unidades de mão-de-obra 
(custo interno: 2 .13), enquanto que o preço do produto l é $ 15. 
A variável de folga da primeira restrição do dual (v1) é então in­
terpretada comB o prejuízo unitário na produção do produto l. 
Observando que o multiplicador desta restrição é Xi e que, pela 
condição de complementariedade de folga devemos ter Xi. vi = O 

na solução ótima, concluímos que Xi não comparecerá no plano 
ótimo (xi = O) caso o produto I seja deficitário (v, > O) aos pre­
ços atribuídos para os fatores de produção. Por outro lado, a ausência 
de prejuízos (v1 = O) é condição necessária para que Xi compareça 
no plano ótimo. 

A interpretação da segunda e da terceira restrição é análoga à 
interpretação da primeira restrição estabelecida acima. Por fim, a 
quarta restrição estabelece que 13 � 7, isto é, o valor do produto 
marginal do fator trabalho para a firma deve ser igual ou menor 
que o preço de mercado deste fator variável. Entretanto, dado que o 
multiplicador desta restrição é a própria quantidade empregada de 
trabalho, fica claro que, pela condição de complementariedade da 
folga (v, .x, = O), nenhuma quantidade do fator será empregada 
se o valor do seu produto marginal para a firma for inferior ao seu 
preço de mercado. 

A Tabela 18 é obtida no último passo da resolução do problema 
primai pelo método Simplex. 

A tabela nos dá as seguintes informações: 

a) solução do primai

x, = o (xJ não está na base)

x. = 80 (vide coluna b) 

X3 = 185 (vide coluna b) 

x, = 860 (vide coluna b) 

81 = o (.sJ não está na base)
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(s1 não está na base) 

(s., não está na base) 

b) solução do dual (valores absolutos na linha c
1 - Z

1
)

v, = 6

v, = o 

v6 - o

v, = o

>., = 1 

>., = 0,6

).6 = 7

Tabela 18 

SOLUÇÃO óTIMA DO PROBLEMA PRIMAL DA FIRMA 
HIPOTtTICA DO TEXTO 

e. 15 25 18 -7 o o o 

�-
b 

e, z, :e. z., z, ,, ª• ·�

25 %11 1 1 o o -1/2 1/4. o 30

18 z., 1/2 o 1 o 3/4. -1/8 o 135

-7 z, 2 o o 1 o 1/2 -1 360

r, 20 25 18 -7 1 0,5 7 660 

c1 = 2, -·5 o o o -1 -0,5 -7

O produto I não comparece no plano ótimo (x1 = O). Conse­
qüentemente seu custo a preços-sombra deve ser maior do que o 
seu preço de mercado. De fato, dado que a produção de uma uni-
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dade do produto l requer 2 horas-máquina, 8 unidades de matéria­
prima e 2 unidades de trabalho, seu custo unitário a preços-sombra é: 

! • x, + 8 • x, + ! • x., = ! , 1 + 8 • 0,5 + f • 7 = so

superior, portanto, ao seu preço de mercado que é S 15. O prejuízo 
por unidade do produto I que a firma· eventualmente decida ainda 
incluir no seu plano de produção é, evidente, v, = $ 5. Verifique 
que os custos unitários dos produtos 2 e 3 a preços-sombra são 
exatamente iguais aos respectivos preços ele mercado. 

A margem bruta associada ao plano ótimo é $ 660 por m�s. 
Conceitualmente esta é a remuneração total dos fatores fixos, já 
que sob a interpretação atribufda às restrições do dual as possibi­
lidades teóricas de obtenção de lucros puros ficam descartadas. 
Assim, deveriam ser destinadas 300. J.., = 300. (1) = $ 300 por mês 
ao "fundo de horas-máquina" e 720.}..2 = 720. (0,5) = $ 360 por 
mês ao "fundo de matéria-prima". Presumivelmente estes fundos 
seriam formados para financiar o funcionamento contínuo da firma 
(aquisição periódica de máquinas e de matéria-prima) . Se, dados 

os preços de máquinas e de matéria-prima no mercado, ambos os 
fundos foram exatamente suficientes para cumprir o propósito a 
que se destinam, teremos a conclusão de que a firma encontra-se 
numa posição de equilíbrio de concorrência perfeita de longo prazo. 
Se, ao contrário, ambos os fundos se mostrarem mais do que sufi­
cientes para cumprir o propósito a que se destinam, então a firma 
estará obtendo lucros puros. Se ambos os fundos forem insuficientes 
para cumprir o propósito a que se destinam, então a firma está 
acumulando prejufzos. Neste caso, se a firma cm questão for um 
concorrente perfeito tlpico, é de se esperar que um certo número 
de produtores saia do mercado. Com isto o preço do produto (ou 
produtos) tenderia a se elevar e, conseqüentemente, melhorar a 
situação dos fundos de reserva das firmas remanescentes no mercado. 
Por fim, existe a possibilidade de que um dos fundos se revele 
superdimensionado e o outro subdimensionado. Este caso pode 

estar combinado com uma situação global de lucros puros positivos, 
nulos ou negativos. Basicamente trata-se de desequilfbrio na razão 
de disponibilidade dos fatores fixos (intensidade relativa dos fa­
tores) vis-à-vis seus preços de mercado. 
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Para concluir, observamos que uma teoria de distribuição do 
produto econômico calcada em modelos de programação linear da 
firma não difere substancialmente do resultado neoclássico da con­
corrência perfeita: cada fator tende a ser remunerado de acordo 
com o valor de sua produtividade marginal. 

IV. 3. 2 - Dualidade e Viabilidade Econômica

de Empreendimentos 

A interpretação econômica dos problemas duais pode também ser 
útil para a análise de viabilidade econômica de novos empreendi­
mentos. Dois exemplos ilustrativos deste aspecto serão examinados 
nesta seção. 

Na seção anterior realizamos a análise de uma firma que poderia 

produzir três produtos (1, 2, 3) utilizando maquinaria e matéria­
prima como fatores fixos e mão-de-obra como fator variável. Vamos 
supor agora que o setor de desenvolvimento da firma tivesse criado 
um novo produto - produto 4 - cuja viabilidade econômica deve 
ser agora examinada pela gerência. A produção de cada unidade 
do produto 4 requer 5 horas-máquina, 6 unidades de matéria-prima 
e I unidade de trabalho. O departamento de comercialização, após 
alguns testes de mercado, concluiu que o produto 4 pode ser vendido 
ao preço máximo de $ 14. A questão é: esta nova linha de produção 
é economicamente viável para a firma? 

Uma maneira de responder à pergunta formulada no final do 
parágrafo anterior seria recomputar o plano ótimo incluindo a 
nova atividade no problema original da firma. Ao cabo deste pro­
cesso, a presença ou a ausência da nova atividade no plano ótimo 
indicaria, sua viabilidade ou não em termos econômicos. Entretanto, 
esta análise pode ser abreviada através do emprego ele relações duais. 
Pelos resultados da seção anterior já sabemos que o preço-sombra 
da hora-máquina é $ I, o preço-sombra da matéria-prima é $ 0,5 
e o preço-sombra do trabalho é igual ao seu preço de mercado, 
isto é, $ 7. Portanto, o custo unitário do novo produto, a preços.­
sombra, é: 

6 • (1) + 6 • (0,5) + 1 , (7) = $ 15 
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Como o departamento de comercialização avaliou que este pro• 

duto só poderia ser vendido ao preço máximo de S 14, é evidente 

que a nova atividade não compete com as atividades existentes no 
plano ótimo anteriormente calculado. Com esta conclusão fica dis­
pensada a necessidade de recomputar o problema da firma. Tal 

procedimento só será necessário quando a nova atividade for compe­
titiva nos termos acima estabelecidos. 

Passemos a outro exemplo. Vamos supor que um empresário esteja 
considerando a possibilidade de produzir metionina sintética para 

venda aos fabricantes de ração. O empresário já estudou os custos 

de produção do sintético mas, para sua decisão de investimento, 

precisa ter uma idéia do preço ao qual paderia induzir os clientes 
potenciais a dar preferência ao seu produto sobre outras alternativas. 
Entre os consumidores potenciais de metionina sintética estão os 
produtores de ração para suínos. Vamos supar que os fabricantes 
podem produzir ração para suínos utilizando milho, farelo de soja, 
farelo de arroz e feno moídos. Vamos supar ainda que estes fabri­

cantes obtêm seu produto minimizando os custos necessários para 
atender aos requerimentos nutricionais estabelecidos por kg de ração. 

A Tabela 19 sumaria os dados do problema do fabricante de 
rações. Estes elementos são conhecidos pelo empresário que pretende 
produzir metionina sintética. 

Tabela 19 

PREÇOS E CONTEúDOS NUTRITIVOS (HIPOTI\:TICOS) DE 

DIVERSOS ALIMENTOS E REQUERIMENTOS NUTRITIVOS 
M1NIMOS (HIPOT.l!.TICOS) DE SU1NOS 

Item 

Preço (S/kg) 

Metionina (dg/kg) 

Energin (hcal/kg) 

Milho 

20,00 

6,00 

32,00 

F. Soja

30,00 

12,00 

30,00 
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F. Arroz Feno menta 

ro1nimo 

18,00 15,00 

3,0 1,0 8,4 

25,00 20,00 31,00 



Em vista das informações contidas na Tabela 19. podemos repre­
sentar o problema do fabricante de rações para suínos como: 

Min C = !lOx, + 30 xa+ 1Bx,+ 15 X-4 + Osm-Os. 

dado 6 x, + rn Xa + S x, + 1 X-4 - 1 sm+O s, = 8,4 (metionina) 

onde C:

X1: 

x.: 

X1: 

x,: 

Sm ; 

x.: 

32 x1 + 80 Xa + 25 x8 + 20 x4 + O Sm-1 s. = 81,0 (energia) 

(volume) 

custo unitário da ração ($/kg) 

quantidade de milho na ração (kg milho/kg de ração) 

quantidade de farelo de soja na ração (kg f. soja/kg de 
ração) 

quantidade de farelo de arroz na ração (kg f. arroz/kg 
de ração) 

quantidade de feno moído na ração (kg feno/kg de 
ração) 

excesso de metionina sobre requerimento mínimo (dg 
metionina/kg de ração) 

excesso de energia sobre requerimento mínimo (hcal 
energia/kg de ração) 

A solução deste problema é apresentada na Tabela 20, a seguir 
(observe que foram usadas regras de Simplex para minimização). 

Entre as diversas informações contidas na Tabela 20, a mais rele­
vante para o empresário que pretende investir na produção de 
metionina sintética é o valor do multiplicador de Lagrange da res­
trição de metionina. Este multiplicador aparece na linha c1 - z1 

associado à variável s'" (excesso de metionina) . O multiplicador é 
1,7. Qual o significado deste número? Ele nos diz que, em relação 
à solução ótima da Tabela 5, se quisermos passar s,,. de zero para 
uma unidade, isto é, elevar o t:equerimento mínimo de metionina 
em uma unidade, então o custo •unitár-io da ração irá aumentar em 

$ 1,7. Portanto, o custo impuJado à restrição é de S 1,7 por dg 
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Tabela 20 

SOLUÇÃO ôTIMA DO PROBLEMA DO FABRICANTE 
DE RAÇÕES PARA SU1NOS (VIDE TEXTO) 

"' Cj 20 30 18 15 o 

""-
""-

BBSe b 

e, x, x. %� %4 8� •• 

30 x, o -1/2 - ,5/6 -1/6 o 0,4 

o •• o o 8 41/3 1/3 1 0,2 

20 %1 1 o 3/2 11/6 1/6 o 0,6 

Z; 20 30 15 11,6 -1,7 o 24 

e, = z, o o 3 3,4 1,7 o 

requerido daquele aminoácido em cada kg de ração. Assim, se o 
tabricante de rações para suínos tiver a possibilidade de adquirir 
metionina sintética a preços menores do que i 1,7 por dg, ele ir:i 
certamente fazê-lo. Se tais níveis de preços cobrem os custos de 
produção e distribuição de metionina sintética, então o investimento 
neste ramo é viável. O dimensionamento do mercado poderia ser 
feito a partir do cômputo de uma nova solução para o problema 
do fabricante - incluindo a nova atividade: "metionina sintética" 
- e de estimativas da produção total de rações para suínos.

IV. 3 . 3 - Dualidade e Equilíbrio Espacial dos Preços

O dual do problema clássico de transportar um certo produto 
de m regiões de origem para n regiões de destino ao menor custo 
possível permite uma interessante interpretação em termos de equi­
líbrio espacial dos preços em um mercado disperso geograficamente. 

Vamos partir do problema de fornecer quantidades mínimas Di 

às regiões j = 1, 2, ... , m, dada a disponibilidade máxima das 
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quantidades S1 nas reg1oes i = 1, 2, ... , 11. Em outras palavras: 
D1 é a quantidade demandada do produto em pauta na região j e 

S, é a quantidade ofertada do mesmo na região i. O custo unitário 
ele Lransporte da região i para a região j é e,;. Definindo x,1 como 
a quantidade transportada da região i para a região j, o problema 
de suprimento a custos mínimos é: 

" "' 
Min CT = l: l: C;; X;; 

dndo 

1-1 ,._, 

> D; (j = 1, SJ, ... , m,· restrições de
demanda mmirn:i) 

-f X;; � -B; (i = 1, !!, ... , 11; restriçõeB de
,., suprimento máximo) 

X;; � O (todos i, 1) 

(Observe que as restrições de suprimento máximo aparecem mul­
tiplicadas por - J; isto é feito com o objetivo de manter as desi­
gualdades dentro do padrão estabelecido na Seção IV. 2 para proble­
mas de minimização) . 

Definindo d1 como o multiplicador associado à j-ésima restrição 
de demanda e s1 como o multiplicador associado à i-ésima restri­
ção de suprimento, o dual do problema de transporte acima espe­
cificado é: 

Mnx Z = t D; • d; - f. B; • s; 

dac!o 
;-1 i•/ 

d; - s; � C;; (todos i, J) 

di 2:, O (j = 1, f. . .. , n)

8; � o (i = 1, f, ... , 11,) 

Que interpretação poderíamos dar ao problema dual? Imaginemos 
que um agente de comercialização tivesse conhecimento das quan­
tidades procuradas e ofertadas nas diversas regiões bem como dos 
custos unitários de transporte entre elas. Este agente se dispõe a 
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adquirir o produto nas regiões onde existe oferta e vender o mesmo 

na região onde existe procura. Seu problema é estabelecer preços 
de compra e venda de modo a maximizar sua receita liquida. Se 
definirmos d1 como o preço de venda do produto na região j e s1
como o preço de aquisição na região i, vemos que a função-objetivo 

do dual representa exatamente a receita líquida do agente de comer­
cialização referido. Vamos supor, em adição, que o nosso interme­
diário hipotético não desejasse atrair grande atenção sobre o seu 

negócio, de modo que ele mesmo impõe restrições sobre os preços 
d; e s1 tais que lhe impeçam de obter lucros puros (admitimos que 
os lucros normais estejam incluídos nos custos unitários de trans­
porte) . Nestas condições a diferença de preços entre duas regiões i e 
j não deve ser superior ao custo de transportar uma unidade de 
produto entre elas. Se o cauteloso intermediário se permitir escolher 
preços que não satisfaçam esta condição, é de se esperar que con­

correntes sejam atraídos pela rentabilidade do negócio e acabem 
vigorando diferenciais de preço que eliminam os lucros puros de 
qualquer maneira (admitindo, evidentemente, as hipóteses básicas 

da concorrência perfeita: livre acesso e transparência informacional). 
Devemos ainda observar que o multiplicador da restrição do dual 
que tem c11 como constante do lado direito é x,1. Assim, se o dife­
rencial de preços entre as regiões i e j for inferior ao custo unitário 
de transporte entre elas, o fluxo físico x11 será nulo. Em outras 
palavras, só serão utilizadas aquelas rotas que geram lucro puro 
igual a zero. As rotas que geram prejuízos aos preços que maximizam 
a receita líquida com inexistência de lucros puros não serão 
utilizadas. 

Uma modificação do problema anterior, que também tem uma 
interpretação de interesse para estudos de Economia Regional, é 
obtida quando limitamos as possibilidades da oferta através da 
explicitação das quantidades de fatores de produção disponíveis nas 
regiões de origem. Vamos examinar este caso através de um pequeno 
exemplo. 

Vamos supor que existam duas regiões de produção denominadas 

A e B nas quais o produto-objeto do estudo pode ser gerado. Admi­

tamos que na região de produção i (i = A, B) a obtenção de uma 

unidade do produto requer t1 unidades de trabalho e k, unidades 
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de capital. A região de produção i dispõe de T1 unidades de trabalho 
e K, unidades de capital. Existem, por hipótese, três regiões de con­
sumo (1, 2 e 3), sendo D1 a quantidade de produto demandada na 
j-ésima delas. Definindo c,1 como o custo unitário de transporte entre 
as regiões i e j e x

u 
como a quantidade transportada entre as mesmas

regiões, o problema de suprimento a custo mínimo de transporte é: 

dado + 

+ 

- kÁ x,u - kAx,u - kAxA., � -KA 

- ls xs1 - l8 x81 - ta Xss � - Ta

- k8 x81 - kB x81 - kB xB., � -KB

X;; � O (todos i, 1) 

Definindo ;.
1 

como o multiplicador :tssociado à restrição que tem 
D1 como constante do lado direito, Ãri como o multiplicador asser 
ciado à restrição de disponibilidade de trabalho na região de prer 
dução i e ÀKi como o multiplicador associado à restrição de capital 
na região de produção i, o dual do problema acima é: 

dndo x, -t,1. Xr,1-k,1 ÀKA :5 C,11 

x, -t,1 XrA -k,1 >-1,A :5 cA• 

x.,-t_4 XrA -kÁ >-xA :5 c,1., 

x, -tB Xrs-ks XKB :5cs,

x, -ts Xrs-kB >-xs :5cB,

>.., -tB Àrs-ks XKB �Css
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'A; 2'.: O (j = 1, S, S)

'AT, 2'.: o (i - A' B) 

>.Ki 2'.: o (i= A, B) 

Uma interpretação deste dual é vista a seguir. Suponha que um 
agente econômico com poder de decisão sobre o sistema examinado 
pretende estabelecer preços para os produtos (a nível de região 
de consumo) e preços para os fatores de produção (a nível de 
região de produção) de modo a maximizar a diferença entre as 
receitas totais e os custos de produção. Suponha ainda que este 
agente pretende ainda que os preços estabelecidos nesta maximi­
zação eliminem as possibilidades de obtenção de lucros puros. Por­
tanto, J...1 representa o preço que deve ser estabelecido para o produto 
na região de consumo j, Ãn representa o preço do fator trabalho na 
região de produção i e Ali', representa o preço do fator capital na 
mesma região. As restrições do problema, escritas na forma geral 
1,1 6 tJ.r, + kJ..k, + c,1, expressam que o preço da venda do produto
não pode ser maior que o seu custo unitário de produção mais o 
seu custo unitário de transporte. Conseqüentemente, as restrições 
eliminam as possibilidades de obtenção de lucros puros. Observe, 
por fim, que o valor otimizado da renda líquida do dual, z•, é 
igual ao valor otimizado do custo total de transportes do primai, e•.

Fica evidente que o lucro puro do sistema, a preços-sombra, é zero. 

Observação: A análise de equilfbrio espacial com programação 
linear é, em geral, severamente limitada pela hipótese de demanda 
completamente inelástica nas regiões de consumo. O abandono desta 
hipótese por uma hipótese mais realista que envolva uma relação 
explicita entre preços e quantidades não pode ser diretamente en­
quadrada no modelo de programação linear 7. Admitindo-se relações 
lineares entre preços e quantidades, o modelo adequado à análise 
de equilfbrio espacial de preços é o de programação quadrática 
(a referência básica neste assunto é Takayama e Judge, 1971). 

7 Todavia, soluções aproximadas podem ser obtidas através de programação 

separável. 
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IV. 4 - Análise de Sensibilidade,

Oferta e Procura 

A Análise ele Sensibilidade refere-se ao estudo de certas questões 
de pós-otimização. Freqüentemente, o agente econômico tem inte­
resse em saber att que ponto a solução encontrada para o seu pro­
blema de programação linear seria alterada se um ou mais parâ­
metros do problema original fossem modificados. Freqüentemente 
é possi\'el utilizar elementos informativos das tabelas de Simplex 
já calculadas para abreviar o esforço computacional requerido na 
avaliação do efeito de mudanças paramétricas. 

Nesta seção examinaremos o efeito de mudanças paramétricas 

nos coeficientes da função-objetivo e nos coeficientes do lado direito 
elas restrições. A análise será totalmente desenvolvida a partir do 
problema numérico abaixo descrito. 

Uma fábrica pode produzir três produtos: l, 2 e 3. Definimos 
x1 (j = 1, 2, 3) como a quantidade mensal produzida do j-ésimo 
produto. Os preços de mercado dos três produtos são P1 = $ 20, 
PJ, = $ J.I e P,, = $ 10. Para produzir uma unidade cio produto 1 
são necessárias duas unidades cio fator A, uma unidade do fator B 
C' uma unidade do fator C. Para produzir uma unidade do produto 2 
são necess:irias duas unidades do fator A, três unidades do fator B 
e- uma unidade do fator C. Para produzir uma unidade do pro­
duto 3 são necessárias uma unidade do fator A, uma unidade do 
fator B e duas unidades do fator C. O fator A é variável: a fábrica
pode adquirir b

,1 unidades do fator por mês ao preço de CA = $ 3.
B e C são fixos, sendo que a disponibilidade máxima do primeiro
é 80 unidades e cio segundo é 100 unidades. O objetivo da firma é
maximizar lucros. Formalmente o problema é representado como:

Max L = 20 x1 + 14 x1 + 10 x5 - S b.-1 

dado f :r1 + 2 xR + 1 :r5 - 1 b_� 5 O (fator A) 

J X1 + 8 Xt + J l
º

., 

J :r, + Í X2 + f X5 

x1 , x,, Xs , b.1 � O 
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A Tabela 21 apresenta a solução ótima deste problema. Esta solu-
çfo será chamada ele solução ele referência n.0 1. 

Tabela 21 

SOLUÇÃO DE REFERtNCJA N.º 1

" 
20 10 -3 o 

--�--

14 () () 

C; :r, x, :r .• bA SA Bs Se 

-3 l,A o 4 -1 2 o ]6íl 

20 x, 3 o o o 80

o Se o -2 1 o o - 1 20

z, 20 48 17 -3 3 14 o 1120

C; -= Z; o -34 -7 o -3 -14 o 

Note, na Tabela 21, que a atividade S, (i = A, B, C) representa 
a capacidade ociosa do i-ésimo fator de produção em unidades por 
mês. 

IV. 4. l - Mudanças Paramétricas em um Coeficiente Pi 

da Função-Objetivo 

IV.4.1.1 - O Caso de X
1 

Não-Básico

Vamos supor, com relação ao problema de referência acima esta­
belecido, que o agente decisório pretendesse examinar o efeito ele 
mudanças em PJ sobre o plano ótimo apresentado na Tabela 21. 
Notamm, em primeiro lugar, que a coluna associada à atividade x� 
não faz parte da base ótima, isto é, a atividade x3 é não-básica. Dada 
a própria natureza do problema, de imediato podemos concluir 
que, se o produto 3 não é produzido quando P, = 10, também não 
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irá entrar no plano ótimo para PJ < 10. Portanto, a solução de refe­
rência n.0 1 (Tabela 21) é completamente estável com relação à 
diminuição de PJ , O que pode acontecer se P! > 101 Neste caso 
é de se esperar que para um valor de P! suficientemente alto a ati­
vidade x, acabe entrando no plano ótimo. Então, a solução de refe­
rência n.0 l não deve ser completamente estável com relação a 
;,umentos em P,. 

Para examinar os assuntos levantados no parágrafo anterior de 

um modo mais formal, vamos supor que PJ = 10 + 6,. Neste caso, 
a solução de referência n.0 l deveria ser modificada para incorporar 
esta mudança. O resultado desta modificação está apresentado na 
Tabela 22. 

Tabela 22 

MODIFICAÇÃO DA SOLUÇÃO DE REFERtNCIA N.0 1 

(PJ = 10 + 6,; x, NÃO-BÁSICO) 

20 14 IO+L:. -3 o o o 

B&.�e b 

r, r� r, bA SA Sa •e

-3 b,1 o 4 - 1 2 o 160 

20 :r, 3 o o o 80

o llc o -2 o o l -1 20 

z, �o 48 17 -3 3 14 o 1120 

c1 -z1 o -34 -7+L:. o -3 -14 o 

Nota-se, na Tabela 22, que o único efeito da modificação de PJ 

em relação à solução de referência n.0 l foi alterar o coeficiente 
cJ - Z, pelo acréscimo de 6,. A solução básica apresentada na 
Tabela 22 é uma �alução ótima? Isto depende do valor de l!,.. En­
quanto f'I. for tal que cJ - ZJ permanecer negativo ou nulo, a solu­

ção de referência n.0 J permanece ótima. Notamos que para qualquer 
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6 < O temos cJ - 23 < O. Concluímos que a solução de referência 
n.0 l é ·totalmente estável com relação a diminuições de PJ. Entre­
tanto, notamos também que para 6_ > 7 teremos e, - z, > O e 
a solução básica apresentada na Tabela 6 deixará de ser ótima. Con­
cluímos então que a solução de referência n.0 l é estável com relação 
a aumentos de PJ até o acréscimo máximo de 7 unidades ao valor 
utilizado inicialmente. Para P3 > 10 + 7 a atividade x3 passa a 
ser candidata à entrada na base. Definindo x; como o nível de 
produção do produto 3 no plano ótimo, temos que: 

(- oo 6 P, 6 17) determina, coeteris paribtts, x; = O. 

O termo coeteris paribu.s significa "tudo o mais permanecendo 
constante". No caso a expressão se refere a todos os demais parâ­
metros do problema. 

Sabemos então que, se 6_ > 7, x3 
deverá entrar na base. Fazendo 

6 = 8 - isto é, PJ = 18 - e substituindo este valor na Tabela 22,
conclufmos que a solução básica af apresentada terá deixado de ser 
ótima. Escolhendo um pivô pelas regras do método Simplex e 
executando os cálculos necessários obtém-se a solução ótima apre­
sentada na Tabela 23, a seguir. 

Tabela 23 

SOLUÇÃO DE REFER�NCIA N.º 2 (PJ 18). 

e, 20 14 18 -3 o o o 

�
B3Se h 

Cj 
%1 r, r., bA BA Ss lc 

-3 bA o 6 o 1 -] 3 -1 140 

20 x, 1 ii o () o 2 -1 60 

18 %J o -2 l o o - 1 1 20 

z, 20 46 18 -3 3 13 1 1560 

c,-z, o -32 o o -3 -13 -1

O resultado da Tabela 23 será usado na discussão subseqüente. 
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IV.4.1.2 - O Caso de X 1 Básico

Vamos supor que o agente decisório pretendesse seguir examinan­
do modificações paramétricas em P3 além de P3 > 17. Neste caso 

vamos usar a solução de referência n.0 2 (Tabela 23) como no panto 
de balizamento. Já sabemos que, se P3 for diminuído de 18 para 
P3 < 17, o nível ótimo de x3 deverá cair de 20 unidades por semana 
(vide Tabela 23) para zero unidade por semana. Mas o que se 
pode dizer com relação a P3 > 18? Observando a Tabela 23 vemos 

que com P., = 18 a solução ótima é x� = 60 e x: = 20. Para
valores de P3 suficientemente altos é de se esperar que alguma troca de 

base deva ocorrer de modo que a produção de x3 aumente. 

Vamos supor que P3 fosse novamente alterado, agora para Pl =

= 18 + b,. Esta modificação deve ser introduzida na solução de 

referência n.0 2 (Tabela 23). Note entretanto que, como x3 está na 
base ótima desta solução de referência, P3 = 18 está presente na 

ocluna e,. Portanto, toda a linha Z1 precisa ser recalculada, o que, por 
sua vez, determina a necessidade de recalcular toda a linha c1 - Z1. 
A Tabela 24 apresenta o efeito de um acréscimo em Pl na solução 
de referência n.0 2. 

Tabela 24 

MODIFICAÇÃO DA SOLUÇÃO DE REFERt.NCIA N.0 2 

(P3 = 18 + 6; x3 BASICO) 

-3 
20 

18+.llo 

20 

o 
1 
o 

H 

r, 
5 

18+.llo -3 o 

z., bA 

o 
o 
1 

1 -1 

o o 
o o 

o o 

•a •e

3 -1 
2 -1 

-1 1 

140 
80 
20 

t/ 20 ◄0-2.á 18+.llo -3 3 13+.llo 1+.llo 1500+20.á 

o o 

A solução básica apresentada na Tabela 24 é uma solução ótima? 
A resposta a esta pergunta depende do valor de !:::i,. Conforme o 
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valor numérico que -se atribuir a 6., poderemos obter um valor po­
sitivo para (e. - 21), ou para (c88 - Z88) ou ainda para (c80 -
- 280). Neste sentido, examinando cada possibilidade isoladamente, 
notamos que: 

a) para 6 > 16 teremos e, - z, > o, 

b) para 6 > 13 teremos Css 
- Zss > o e, 

c) para 6 < - 1 teremos Csc - Zsc > O.

Observando as possibilidades (a), (b) e (c) acima, concluímos 
que a solução básica da Tabela 24 é estável para 6. L 13 e 6. :::::.. - 1.

Portanto: 

(17 6 P
3 

� JJ) determina, coeteris paribus, x; = 20.

Na análise da seção IV. 4. l. 1 já havíamos visto que: 

(- ao 6 Ps ..e. 17) determina, coeteris paribus, x; = O.

Colocando estas duas informações em forma gráfica (Figura 8, 
abaixo) , obtemos parte da curva de oferta do produto 3. 

Figure 8

Curva de Oferta do Produto 3 

p '� 
3 

31 

17 

20 
*-X3 
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Deve ser observado que, para P1 = 17, o nível ótimo de produção 
do Produto 3 é qualquer valor entre zero e vinte (Figura 8). Na 
verdade, qualquer plano de produção x, definido como uma combi­
nação convexa 8 dos planos apresentados nas Tabelas 21 e 23, gera o 
mesmo lucro L = 1120 se P8 = 17: 

r 
X1 80 60 
x, o o 

l X
:, o to 

X= bA = 160 >..1 + 11,0 >.,; >..1 + >.., = 1; >..j � o (j = 1, f) 
s .... o o 

s� o o 

Se fO o 

Evidentemente, se P8 = 17, temos o caso em que a função-objeúvo 
tem a mesma inclinação que a restrição mais limitante na direção 
da otimização. Nestes casos, como já vimos no Capítulo II, o pro­
blema de programação linear apresenta uma infinidade de soluções 
ótimas. 

Exercícios: 1 - Verifique a viabilidade dos planos I acima de­
finidos. 

2 - Especifique um vaiar 6 > /J e < 16 e substitua na Ta­
bela .24. 

Encontre a nova solução ótima para P1 
= 18 + !:).. Verifique o 

novo intervalo de estabilidade e complete a curva de oferta do Pro­
duto 3. Porque devemos estabelecer /), < 16? 

IV. 4. 2 - Mudanças Paramétricas em uma Constante bJ 

nas Restrições 

IV.4.2.1 - O Caso de b1 Não-Limitante

Vamos agora voltar ao problema originalmente proposto na inlTo·
dução da seção IV .4. 

Max L = to x1 + 14 x� + 10 x6 - s b.�

8 Pide Subseçllo 111.2.1 do Capftulo Ili. 
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dado 2:i:, + 2:i:, + 1 .,., - 1 b,1 � o (fator A)

1 x, + 8 X.1 + 1 x., � 80 (fator B)

1 x, + 1 x, + s x., � 100 (fator C) 

X1, X.11, x.,, bA � o. 

Para maior conveniência do leitor, a Tabela 21, contendo a solu-
ção deste problema, é repetida a seguir. 

Tabela 21 (rep.) 

SOLUÇÃO DE REFERtNCIA N.0 1 

20 14 10 -3 o o o 

�Base b 
t: 

bA z, z, Zs 3A "ª "e 

- 3 bA o 4 1 1 -1 2 o 160
20 z, 1 3 1 o o 1 o 80
o •e o -2 1 o (J -1 1 20 

z, 20 48 17 -3 3 14 o 1120

c,-z, o -34 -7 o -3 -14 o 

Qual o efeito de alterações paramétricas em bc (disponibilidade 
do fator C) sobre o plano ótimo apresentado na Tabela 2 I? Ora, 
uma vez que existe uma ociosidade de 20 unidades deste recurso na 
solução ótima do problema de referência (S� = 20), é evidente que 
acréscimos positivos à disponibilidade inicial do fator fixo C irão 
apenas acrescentar unidades adicionais à capacidade ociosa já obser­
vada. Por outro lado, parece também evidente que a disponibilidade 
inicial do fator fixo C possa ser diminufda até um montante igual 
à capacidade ociosa observada na Tabela 21 sem que isto altere os 
números da mesma tabela (exceto, naturalmente, pelo próprio valor 
S� = 20, na coluna b). Conclufmos então que, para f!!. :::,.. - 20, a 
solução ótima não será alterada se a disponibilidade inicial do fator 
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C fosse modificada para be = 100 + 6. (exceto pelo valor assumi­
do pela capacidade ociosa que passaria a Se = 20 + 6.) . Para outro 
lado, o valor do produto marginal de um recurso não-limitante é 
zero. Então, no caso examinado: 

(be :::,,.. 80) determina, coeteris paribus, VPMg
c 
= O. 

O que acontece se bc < 80? Para responder a esta pergunta observe 
novamente que, se a disponibilidade inicial do fator fixo C fosse 
modificada para be = 100 + 6., esta modificação se refletiria na 
Tabela 21 apenas pela alteração do valor da linha Se com a coluna b 
para 20 + !':,_. Agora, be < 80 ocorre se 6. < - 20. Mas, se 
6. < - 20, a solução básica deixa de ser viável, pois a capacidade
ociosa Se se torna negativa! A Tabela 25 mostra a solução básica
obtida se 6. = - 21,_ isto é, se be = 79. Observe que esta solução
não é viável (Se = - 1) . Entretanto, é uma solução básica do pro­
blema de referência modificado apenas no que tange à disponibili­
dade do fator fixo C (de b

0 
= 100 para be = 79).

Tabela 25 

MODIFICAÇÃO DA SOLUÇÃO DE REFERf.NCIA N.0 1 

,(b0 = 100 + 6.; 6. = - 21; bc NÃO-LIMITANTE) 

20 14 10 -3 o o o 

�Base b 

e 
bA Xt X� Xs SA Sn Se 

bA 1 1 -1 2 -3

20 X1 1 o o 1 

o Se 

o 4

I 3

o -2 1 (1' o -1

o 160

o 80

1 - 1

Z; 20 48 17 �3 3 14 o 1120

C;-Z; o -34 -- 7 o -3 -14 o 

A Tabela 25 mostra o "estranho" caso de uma solução básica 
não-viável que tem características de uma solução ótima (todos os 



c1 - Z1 são negativos) ! Se conseguirmos, de alguma maneira, reco­
brar a condição de não-negatividade exigida para viabilidade e ao 
mesmo tempo manter cJ 

- Z; < O, teremos obticlo a solução ótima 
do problema de referência modificado para b0 = 79. Isto pode ser 
{eito pela aplicação ele um algoritmo chamado Simplex-dual. 

Vamos fazer uma rápida digressão sobre este algoritmo. 

Já sabemos que o método Simplex parte de uma solução básica 
não-negativa e procura obter, paulatinamente, condições de otimali­

dade. O método Simplex-dual, por sua vez, parte de uma solução 
básica "ótima" e procura obter, paulatinamente, condições de não­
negativi_dade. Sucintamente, as regras do Simplex-dual para um pro­
blema ele maximização são como se segue: 

a) Obtenha uma solução básica com todos os e; - Z; < O sem
preocupação de não-negatividade; 

b. l) Caso todas as variáveis básicas sejam não-negath·as a solu­
ção obtida é ótima; 

b .  2) Se alguma variável básica é negativa, deve sair da base a 
"mais negativa" dentre elas (digamos X1) e entrar na rase aquela 
variável x1 associada à menor ralão (e, - Z1) /Y1,; (YJI < O).

Se após a pivotação todos o� x1 > O, a no\·a solução básica é ótima; 
se não, repita este passo. 

Note, na regra (b. 2), que primeiro se determina o vetor a sair 
e depois .o vetor a entrar. No método Simplex esta ordem é inversa. 

A aplicação das regras do Simplex-dual aos dados da Tabela IO 
e feita a seguir (Tabelas 26 e 27) . A variável básica que sai é 
S,. = - 1. O pivô portanto estar:i na linha Sr e deve ser negativo. 
Em principio existem dois candidatos a pivô. Pela regra da menor 
razão conclui-se que Sn eleve entrar na base. 

Após a pivotação de elemento indicado na Tabela 26 obtém-se a 
solução ótima do problema de referência modificado pela mudança 
no valor numérico atribuído à disponibilidade do fator C para 
bc = 79. O resultado é apresentado na Tabela 27. 
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Tabela 26 

ESCOLHA DO PIVô PARA OTIMIZAR A TABELA 25 
PELO MtTODO SIMPLEX-DUAL 

""'--ti 20 14 10 -3 o o o 

B� 

C; -", :r, � x., b A S,t ªª Se 

-3 b.t o 4 1 1 -1 2 o 160 

20 :i, 1 3 1 o o 1 o 80 

o •e o -2 1 o o -1 1 -l(x, <O)+

z, 20 48 17 -3 3 14 o 11�0 

ct-z, o -34 -7 o -3 -14 (J 

+ 

( 
= 3; = 17)

( 

= 1; = 14) 

Tabela 27 

SOLUÇÃO DE REFE�NCIA N.0 3 (bc = 79) 

� 

20 14 10 -3 o o () 

BN!c 

:r, %,1 :r.,, bA IA ªª Se 

-a bA () o 3 -1 (1 :.? 1;.s 

211 z, 1 2 o o u 7fl 

() ªª o 2 - 1 o o - 1 1 

z, 20 20 31 -3 3 o 14 11C6 

e1-z; o -6 -21 o -3 o -14
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IV.4.2.2 - O Caso de b1 Limitante

Na Subseção IV. 4. 2 .1 examinamos a estabilidade da solução ótima
do problema de referência n.0 l com relação a alterações na dispo• 
nibilidade do fator fixo C, fator este que se apresentava com capa­
cidade ociosa no plano ótimo. Através da análise de sensibilidade 
concluiu-se que a solução de referência n.0 1 era estável para bc � 80.

Ao fazer bc = 79 uma nova solução ótima foi encontrada através 
do método Simplex-dual. Esta solução, denominada de solução de 
referência n.ó 3, foi apresentada na Tabela 27 ao final da Subseção 
IV.4.2.1. Devemos observar que para bc

::::::.. 80 tínhamos VPMgc =
::;= O e para be = 79 temos VPMgc = 14.

O que acontece se bc for alterado com relação à solução de refe­
rência n.0 3? Inicialmente devemos observar que nesta solução o 
fator C é limitante, isto é, sua capacidade ociosa é nula. Nestas 
circunstâncias, qualquer modificação numérica de bc; pode causar 
modificações numéricas no nível de todas as atividades presentes 
no plano ótimo (se bc não é limitante, apenas o nível da capacidade 
ociosa é alterado) _ Como avaliar todas estas alterações? Para res­
ponder a esta pergunta vamos fixar-nos, por um momento, na inter­
pretação dos coeficientes numéricos da coluna Se (linhas b A• x • e S 8) 

na Tabela 27. Estes coeficientes foram referidos por y11 e exausúva­
mente comentados nos Capltulos I e li. O primeiro coeficiente signi­
fica que para adicionar 1 unidade em Se no plano de referência n.0 3 
é necessário diminuir 2 unidades no nível da atividade b A· O segundo 
coeficiente diz que, para o mesmo propósito, é preciso também dimi­
nuir uma unidade no nível de atividade x,. Por fim, o terceiro 
coeficiente informa que, para acrescer uma unidade em Se, é preciso 
ainda diminuir Sa em (- I) unidade. Portanto, se quiséssemos 
acrescentar /1,,, unidades ao nível de Se na solução de referência n.0 3, 
o nível elas atividades básicas deveria modificar-se para:

b,1 158 - 2 • 6 

x, = 79 - 1 • � 

8s = 1 + 1 • 6 

Mas o que significa acrescer /1,,, unidades a Se? Ao estabelecer um 
acréscimo f'\. para a capacidade ociosa do fator C em relação ao 
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nível na solução da Tabela 27 (S1_. = O), estamos simplesmente mo-

clificando a disponibilidade cio fator C para b1• = 79 - lê:,. A Tal>ela 

28 sumaria es1 as observ:ições. 

Tabela 28 

MODIFICAÇÃO DA SOLUÇÃO DE REFERENCIA 

(Se = O + lê:,; bc = 79 - lê:,; bc LIMITANTE) 

\,. e, 20 14 10 -3 J o o 

BI\Se 
r; :i:, z, Zs bA S,4 lla Se

-3 b, o li :.J -1 li 2 

20 :r, 2 o o o 

() SH o l1 -1 o o 

Z; 20 20 31 -3 :i o 14

r, - z1 o -G -21 u -:J li -14

Observando a coluna b da Tabela 28 notamos que: 

b_.1 < O se 6 > 79

:1: 1 < O se 6 > ?"9 

Sn < O s� 6 < -- 1

N.0 
3 

158-2. t::,. 

i!l - 1. -6 

1 + I. t::,. 

1100 - 14. t::,. 

Uma vez que bc = 79 - 6, concluímos que a base ótima encon­

trada para bc = 79 permanece viável para O � bc ..t::. 80. Mais ainda, 
como o acréscimo 6 em S0 não afeta o cômputo dos coeficientes 

c1 - Z1, além de viável a base compmta pelas atividades b,., x1 e Sn 

permanece ótima naquele intervalo. Note que o nível das atividades 
na solução ótima modifica-se com acréscimos 6 em Se, mas a 
composição ela base ótima é a mesma para - J � 6 ..t::. 79. 



Uma outra observação de importância é que: 

(O � bc � 80) determina, coete,·is paribus, VPMgc 14. 
Já vimos, também, na Subseção IV .4. 2. 1 que: 
(b11 ::::... 80) dete1mina, coeteris paribus, VPMgc = O. 

A Figura 9 agrega estas duas observações numa forma gráfica. 
O resultaclo, evidentemente, é a curva de procura da firma pelo 
fator C (vide Subseção IV. 1 . 5) . 

Figura 9 

Procura pelo Fator C 

p ..e 

14 

80 

Note por fim que, se no cálculo de acréscimos realizado não 
tivéssemos atingido o limite inferior bc = O, terfamos de adotar 
um valor numérico para 6 que inviabilizasse a base apresentada na 
Tabela 28. A partir daí uma nova solução ótima poderia ser re­
calculacla pelo método Simplex-dual. 

Exercício: Reformule o problema de referência considerando 
também o fator C como fator variável. Resolva o problema atri­
buindo Pc = 15, depois para Pc = 10 e finalmente para Pc = 14. 
Compare os resultados obtidos com o gráfico acima. Pense um pouco 
e verifique se não seria possível obter a mesma curva de procura 
calculando intervalos de estabilidade para Pc com bc variável ao 
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invés de empregar o cálculo ele intervalos ele eHahilidade para 
VPMgc, como foi feito nesla seção. 

IV. 5 - Planejamento Descentralizado

Vamos examinar o problema do órgão central de planejamento 

de uma economia que pode ser subdividida em diversos setores. 
Cada setor pode produzir um certo conjunto de produtos utilizando 
um ce1·to conjunto de fatores. Alguns produtos e alguns fatores são 
específicos de cada setor, não havendo, por assim dizer, relações 

intersetoriais diretas com relação aos mesmos. Outros produtos po­
dem ser produzidos em mais de um setor e a oferta total dos mesmos 

é acumulada sobre os diversos setores. Da mesma forma, o uso ele 

certos fatores pode ser disputado por mais de um setor a partir 

de uma dada disponibilidade total existente na economia. O pro­

blema do órgão central de planejamento é coordenar as decisões 

setoriais de modo a otimizar uma determinada função de bem-estar 
social da economia como um todo. 

Se o problema puder �er formulado como um problema de pro­

gramação linear, ele pode, pelo menos teoricamente, ser resolvido 
pelo método Simplex. No nível pragmático, todavia, este enfoque 

de planejamento centralizado apresenta duas sérias dificuldades. 

Em primeiro lugar é possível que o problema todo tenha dimensões 

que excluam qualquer possibilidade de computação mesmo em 
máquinas de grande porte 0

• Em segundo lugar, e talvez mais im­
portante, o órgão de planejamento central deverá coletar informação 
cletalhada com relação à tecnologia e à limitação de recursos espe­
cíficos para cada um cios setores da economia além de informação 

sobre relações intersetoriais e recursos polivalentes. Esperar que 
qualquer órgão de planejamento consiga atuar com alguma eficiên­

cia cm tal regime decisório centralizado é uma pretensão que só 

0 Principalmente se o planejamento pretender incluir atividades de invnti-
1nc:n:o num programa multiperióclico com hori2ontes de 4-6 anos (planos qua­
drienais, planos qüinqilenais, etc.) . 
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pod:! ser explicada - mas nunca justificada - pela inexperiência 

com a práxis cio planejamento. 

l<lealmcntc, o órg�io central deveria decidir apenas sobre umas 

poucas política, gerai� na forma de variáveis exógenas aos setores, 

solicitando outrossim lJllC os mesmos procurassem otimizar um deter­

minado objetivo de relev;lncia nacional a partir de planos elabo­

rados a nível setorial. Uma vez que os planos setoriais preliminares 
estejam elaborados, o órgão central examina as relações intersetoriais 

e o uso dos recursos nacionais e eventualmente descobre que novas 

diretrizes podem proporcionar aumentos no bem-estar social. Estas 

novas diretrizes tomam a forma de modificações na política eco­

nômica vigente, o que, em geral, altera a composição dos planos 

setoriais otimizados. Elaborada uma segunda proposta da parte de 

cada setor, o órgão central volta a examinar o problema integrado 

e, novamente, pode reformular as diretrizes centrais. A cada passo o 

nível de bem-estar social, definido pelo l,rgão de planejamento 

central, é aumentado. O planejamento adquire uma feição iterativa 

e descentralizada, muito mais próxima da realidade observada ou 

mesmo da pr:\xis necess:\ria 20 funcionamento de uma idealização 
social. 

Existem pelo menos dois algoritmos capazes de prover elementos 

para o funcion.imento prático de um planejamento descentralizado 

cm uma economia que possa ser decomposta setorialmente. O pri­

meiro deles foi elaborado por Dantzig e Wolfe e será objeto de 

estudo nesta seção. Um outro algoritmo, elaborado por Kornai e 

Lipták, com base na teoria de jogos poliédricos entre o centro e os 
setores, se constitui em matéria relativamente mais avançada e não 

ser;í desenvolvido neste texto. As referências principais sobre o 

assunto são as seguintes: D:mtzig, 1963 (Cap. 23); Baumol e Fabian, 

1964, pp. 1-32; e Kornai e Lipt:\k, 1965, pp. 141-169. 

Vamos iniciar o estudo do planejamento descentralizado pela 

idéia de decomposição de um sistema linear. Se o conjunto de 
atividades de um problema de programação linear puder ser divi­

dido em subconjuntos de modo que certos recursos sejam disputados 

apenas por atividades de um mesmo subconjunto enquanto outros 

por todas as atividades do problema, este apresenta viabilidade de 
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llecomposição. Um exemplo ele um sistema viável para decompo­
sição é: 

:\fax Z = 9 .r, + 5 :r!1 + 8 y, + 7 Yf + J,i y2 

dado ,'? a·, + 1 .-i:2 + 1 ?II + 4 Y!! + (] ?l.1 5 240 

I a·, + 2 X1 + S y, + 5 Y1 + l y3 5 300

5 60 

S Y1 + 6 !h + 9 y3 5 61,8

E Y1 + 1 Y1 + 3 y, 5 4.50 

(Recurso A) 

(Recurso B) 

(Recurso C) 

(Recmso D) 

(Recurso E) 

Observamos que os Recursos A e B são utilizados por todas as 
atividades do problema. Vamos denominar recursos deste tipo de 
"recursos nacionais" (por ex.: crédito oficial, importações, etc.) . 
O recurso C, por sua vez, é requerido apenas pelas atividades x, e x1. 

Além dos recursos nacionais, estas atividades usam apenas o re­
curso C. PortanLo, estas atividades formam um subgrupo que pode­
mos denominar de setor X. O recurso C é um recurso setorial espe­
cífico do setor X. Os recursos D e F. são utilizados apenas pelas 
atividades yJ, y, e y3. Por analogia, os recursos D e E são recursos 
setoriais do setor Y.

Em linhas gerais, o algoritmo ele Dantzig-Wolfe para o planeja­
mento descentralizado em uma economia decomponível é como se 
segue. O órgão central informa a cada setor os coeficientes que 
deve adotar para cada uma das atividades na sua função-objetivo. 
Cada setor é outrossim solicitado a informar seu plano ótimo á luz 
dos coeficientes-objetivo recebidos e ele suas próprias restrições seto­
riais. A seguir o órgão central examina os planos setoriais no con­
texto de clispanibiliclade dos recursos nacionais e eventualmente 
informa modificações nos coeficientes da função-objetivo para as 
atividades de cada setor. Novamente cada setor é solicitado a infor­
mar seu plano ótimo à luz da info1mação mais recente recebida 
do órgão central de planejamento e de seus próprios recursos seto­
riais. Todos os planos formulados pelos setores vão para bancos 
ele memória no órgão central (ou centro). Entretanto, a informação 
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detalhada sobre os coeficientes setor1a1s de insumo-produto e a 
disponibilidade de recursos setoriais especfficos é ignorada no centro. 
Na realidade, este só utiliza os planos recebidos dos setores, as 
restrições de recursos nacionais e a função de bem-estar social esta­
belecida para fins do planejamento integrado. Estas informações, 
por sua vez, são ignoradas a nível setorial. Na etapa final, em 
vez de informar coeficientes da função-objetivo que os setores devem 
adotar, o órgão central determina os nlveis das atividades que cada 
setor deve procurar atingir para maximizar a função de bem-estar 
social adotada para o planejamento nacional. 

Basicamente, no processo de planejamento descentralizado itera­
tivo, o centro trabalha com planos que são médias ponderadas -
ou combinações convexas - dos planos setoriais anteriormente rece­
bidos e informa coeficientes da função-objetivo que são os coefi­
cientes adotados pelo centro com a dedução de um custo-sombra 
pelo emprego dos recursos nacionais escassos. 

Assim, em termos do exemplo numérico acima citado, temos que: 

a) O problema do centro na k-ésima iteração é:

Max Z1,: = 9X11i:+6 X11i:+ 8Y11,: + 7 Y11i:+ 16 Y!k 

dado 2 X11,: + 1 X11c + 1 Ylk + 4 Y.e1,: + 6 Y !k:;:; S40 (Recurso A) 

1 Xn, + 2 X.e1c + S Y11,: + 6 Y.e1,: + 1 Ys1i: � 800 (Recurso B) 

onde: 

x
k 

= r X,1c l !!! (combinação convexa dos planos já informados 
LX.e1cJ pelo setor X) 

[y"'] yk = Y,1c ;;; (combinação

_y.,,. pelo setor Y) 
convexa dos planos já informados 

(Este problema será especificado detalhadamente mais adiante) 
Ao resolver o problema, o centro determina A..1.ir e A.Jr, isto é, os 

preços dos recursos nacionais A e B respectivamente. A seguir, o 
centro informa aos setores os coeficientes que deverão adotar para 
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cada atividade em sua função-objetivo, na próxima otimização 
setorial: 

Px,. k = 9 - i • >.AK - 1 • >.aK 

Px•. k = 
5 - 1 • >.AK - f • >-sx 

Py1, k = 8 -· 1 " >.AK - S • :Xsx 

Pn, k = 7 - 4 • >-Ax - 5 • >..aK 

Pyll, k - 15 - 6 • ).ÁK - 1 • ).BK 

Note que os coeficientes informados aos setores são benefícios 
unitários "brutos" menos o custo unitário pelo uso de recursos 
nacionais avaliados a preço-sombra. Note também que a média 
ponderada - ou combinação convexa - dos planos setoriais já 
informados pelo setor X (ou Y) é também um plano viável para 
o setor X (ou Y) . 

b) O problema do setor X na iteração k é: 

dado 2. x,.1c+, + 1 • X1• k+t =s; 60 (Recurso C) 

X;, k+I � O (i = 1, B) 

O plano ótimo obtido, x:+ 1 , é informado ao centro juntamente 
com o valor otimizado da função-objetivo cz;., k) . 

c) O problema do setor Y na iteração h é:

Y;, k+I � O (j = 1, f, S) 

O plano ótimo obtido, V:+ 1, é informado ao centro, juntamente 
com o valor otimizado da função-objetivo (�. t) . 
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d) Ao receber as informações seLonms supracitadas, o centro
faz um cel"lo tesle de otimalidade para verificar se ganhos adicionais 
na função de bem-estar social ainda podem ser obtidos. Em caso 
negalivo, a solução X,1:, Xn, Y.r1: e Yu é informada aos setores como 
metas de produção que devem ser alcançadas. Em caso positivo, os 
novos planos setoriais x: + 1 e Yt + 1 são incorporados às possibili­
dades de combinações convexas com os planos setoriais anteriores 
e o centro volta novamenLe a examinar o problema descrito em (a) . 

Na seqüência (a), (b) , (c) e (d), acima relatada, faltou espe­
cificar como é procedido o teste de otimalidade pelo centro após 
o recebimento das informações setoriais. Para estudar este teste é
necessário especificar mais detalhadamente o problema do centro
descrito em (a) .

Na /:-ésima iteração o centro dispõe dos seguintes planos setoriais 
armazenados nos bancos de dados: �• e Yt ú' = O, 1, 2, ... , A). 
Uma combinação x., cios planos x;1 (j = O, 1, 2, ... , k) é definida 
como: 

,. 
X.,= x:;m0 +X�m.,+ ... +x:m,,; t m;= l;mi'?:,O(i=l,2, ... ,k)

i-o

Uma combinação convexa Y1, dm planos Yt (j = O, 1, 2, ... , li) 
é definida como: 

Empregando as definições acima é possível reduzir o problema 
descrito em (a) a um problema de programação linear que tem 
as ponderações m1 e v1 (j = 1, 2, ... , k) como atividades e apenas 
quatro restrições: uma restrição para o recurso A, uma restrição 
para o recurso B, uma restrição de convexidade sobre as ponde­
rações m1 (:Em1 = 1) e uma restrição de convexidade sobre as 
ponderações v

1 
(:Ev

1 
= 1) . Os multiplicadores associados a cada 

uma destas restrições são, respectivamente, À,u,, Ân&:1 ÂJ11< e Ân­
A interpretação dos multiplicadores l.u e ln1: é bastante clara: eles 
represen�am os preços-sombra dos recursos nacionais A e B respec­
tivamente. Qual a interpretação de ),Jlk? Note que este multiplicador 



está associado à restrição l:m
1 
= 1, a qual, por sua vez condiciona 

a definição de um plano X• como uma média ponderada dos planos 
X: (j = 1, 2, ... , I,) apresentados pelo setor X até o momento. 
Se l:m

1 pudesse ser igualado a / + 6, o valor da função de bem­
estar social poderia ser incrementado em 6 .J,»1: unidades. Portanto, 
ÀJtk pode ser considerado como a utilidade marginal de transferir 
recursos nacionais para o setor X de modo que este possa ampliar 
suas atividades. Por raciocínio análogo, concluiremos que Âri.: pede 
ser considerado como a utilidade marginal de transferir recursos 
nacionais para o setor Y. 

Na seqüência, quando o setor X informa o valor z;., este valor 
pode ser comparado com À.Jn:· Note que z;. é o valor líquido do 
bem-estar soda I associado com o plane, X:+i. Se Z�k > À.Ju: o centro 
conclui que existe ganho a ser realizado pela reformulação do 
plano X1: permitida pela inclusão de X!+ 1 entre os componentes
da combinação convexa usadas para a definição daquele. Se z;, =
= l.vk, o centro conclui que nada tem a ganhar pela ampliação
de possibilidades para X1t +i. De modo análogo, para o setor Y, z�.
é comparado com Àn--

0 teste de otimaliclade é então como se segue: 

a) Se z�. > À.111: ou Zt .• > ln ou ambos, o plano X�-, Y1: não
é ótimo e as iterações de\lem prosseguir. 

b) Se Z!. = Ã.111: e 2i'-, = ln, o plano X.1.:, Y1c é ótimo e as 
metas de produção nele contidas devem ser comunicadas aos res· 
pectivos setores. 

Por fim, vamos aplicar as regras do planejamento descentralizado 
em uma iteração completa com o exemplo numérico estabelecido 
anteriormente. No primeiro passo admitimos que o centro tem 
conhecimento de um plano viável para cada setor: 

[x:.o] [º] [ 11.o] [º] 
x:= X:.o = o e V:

=

�::
=

� 
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Para fins da primeira iteração o centro comumca os coeticientes 
"brutos" da sua função-objetivo: 

Px,.o - 9, Px,,o - 6, Py1,o = 8, Py1,0 = 7 e Py:,,o - 16. 

O problema do setor X então é: 

Max Zx,o = 9 X1,1 + 6 X,,1 

dado 2 X1,1 + 1 X,,, :5 60

X,,, � O (i = 1, S) 

A primeira solução ótima do problema do setor X, comunicada 
ao centro, é: 

O problema do setor Y na primeira iteração é: 

Max 

dado 

Y ,,t � O (i = 1, 2, S)

A solução ótima do problema do setor Y, comunicada ao centro, é: 

Com base nos planos X:, Y1' (j = O, 1) o centro define as com•• 
binações convexas: 

x,,1 -= o mo + 60 m, 

e 
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e seu primeiro problema é: 

Max Z, = 9 X,,1 + 5 x •. , + 8 Y1.1 + 7 Y.,,1 + 15 Y.,,1 

dado [},., +[}•.• +C] Y,.,+[;] Y,.,+[ },., �[::]

e dadas, também, as definições de convexidade: l:mJ = 1 e :IvJ = 1.

Substituindo as variáveis Y4,1 (i = 1, 2) e '1\1 (j = 1, 2, 3) pelas 
suas definições em termos de (m0, mJ) e (v0, vl) respectivamente, 
o problema do centro é reduzido a:

Max Z = SOO m1 + 17S8 v1 

dado 60 m, + S16 v, 5 s40 (XA,1) 

1�0 m, + 648 V1 :$ 300 (XB.1) 

mo + m.l' = 1 ().JJ,1)

v0 + v1 = 1 ().v,1) 

A solução deste problema é m0 = 1, m1 = O, v0 = 0,537, v1 =

= 0,463 (quais os valores de X� ,1 e Y: 1 ?) e ainda ÀA,z = O, À "" =
= 2,67, A11,1 = O e lv,, = O. Conseqüentemente, os coeficientes 
que devem ser informados aos setores para fins de novas otimizações 
setoriais, são: 

Px1,1 = 9 - S.O - 1.(S,67) = 6,SS ... 

P,n,1 = ó - 1.0 - S.(S,67) = -0,84 
Pv1,1 = 8 - 1.0 - S.(S.67) = 0,00 

Pv._, = 7 - 4.0 - 5.(S,67) = -6,Sõ 
PY!J.I = 15 - 6.0 - 1.(S.67) = IS,SS ... 

Comunicados os novos coeficientes para os setores usarem em suas 
funções-objetivo, e realizadas as subseqüentes otimizações a nível 
setorial, o setor X informa agora que: 

... 2 -- [.x;,.]-- [sº]A<> e �., = 190 
x:.. - o 
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enquanto que o Y informa que: 

Como Z!., = 190 > Àll,i = O e Z� ,, = 888 > }..,,., = O, o centro 
conclui que vale a pena incorporar as soluções setoriais x; e y; 
na definição de novas combinações convexas: 

e 

[;JO] m,; m,0 + m1 + 111.3 _, 1 e 
111, + 

_60_ _ 0 m; 2!'. O (i = O, 1, 11)

Conseqüentemente, o segundo problema do centro é: 

e dadas, também, as combinações convexas acima definidas. 

Exercício: Substitua as variáveis X,,. e �-• pelas suas definições 
como combinações convexas de soluções setoriais anteriores e reduza 
o problema do centro à otimização das ponderadas m0 , m1, m,, v0, V1 

e v, subordinada à disponibilidade dos dois recursos nacionais e
.iinda l:m• = 1 e l:v1 = 1. Prossiga na resolução do problema até
o seu término.

Obsemação: A eficiência computacional do método de planeja­
mento descentralizado é bem menor que a do Simplex no caso de 
problemas de pequena dimensão. Porém, em problemas de grande 
porte esta situação se reverte. 
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Apêndice I 

A. I . I - Convexidade, Concavidade, ótimos
Locais e Globais 

Seja C um conjunto de pontos n-dimensionais. O conjunto C será 
um conjunto convexo se, dados dois pontos quaisquer x e y - per­
tencentes a C - o ponto z - definido com uma combinação convexa 
de x e y - também pertencer a C. Em outras palavras: 

claclos x, y e e

dado z = a, x + aR y; a, + a! = I; a1, ª• � O

se z € e

então C é um conjunto convexo. 

Ou ainda: C é um conjunto convexo se o segmento de reta que 
une dois pontos quaisquer do conjunto estiver contido em C. 

Alguns conjuntos de pontos bidimensionais convexos e não-con­
\'Cxos são representados nas .Figuras I. 1 . a e I. 1. b respectivamente. 

O conjunto R, de raízes do sistema Av = b, é um conjunto con­
vexo. Senão vejamos: suponha que os pontos x � y pertençam a R,

isto é, que Ax = b e Ay = b. Demonstra-se, abaixo, que o ponto 
z = a 1 x + ª•Y (a,+ ªi =/;a,, a�� O) também pertence a R, isto 
é, que Az = b: 

Az = A(a,x + n,y) = a,Ax + a.Ay = a 1 b +a.ih= 

(a1 + a,) b = b (C.Q.D.) 
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Figura I. 1. a 

Alguns Conjuntos Bidimensionais 
Convexos 

Q 
Figura I. 1 b 

Alguns Conjuntos Bidimensionais 
Não- Convexos 

A função / (v), definida para todo v pertencente a um conjunto 
convexo C, é dita uma função côncava se: 

onde x, 1 e C e z é uma combinação convexa de x e y com pondera­
ções a, e ª• respectivamente. 

A função/ (v) é dita convexa se -/ (v) for uma função côncava, 
isto é, se /(z) = a,f(x) + a1f(y), onde zé uma combinação convexa 
de x e y com ponderações a, e ª• respectivamente. 
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A Figura I .1. e, abaixo, ilustra uma função côncava: 

Figura I. l .e 

Uma Função Côncava: z = a1x + a2y ;

ªPª2�0 i ª1 +a2 = l 

f 

f (y) t-----------::::,,-,r-
f (V) 

f ( X ) 

z y V 

A função /(v) = C'V é uma função que satisfaz simultaneamente 
às definições de função côncava e de função convexa: 

No problema de programação matemática: 

Max J Cx) dado x. e C. 

se f (X) é uma função côncava e C é um conjunto convexo, então 
qualquer máximo local será também um máximo global. 

A prova pode ser feita por contradição. Suponha que / (.) tem 
um máximo local cm (v, f (v)) e um máximo global em (J, J (J))
de tal modo que: 

a.) j (Y) � j (z), parn z e C e na vizinhanç:i. de v 

b) j (y) � J CX), para todo x e C e

C) j (y) = j (Y) + '1 i a > 0 .

2!9 



Sendo C um conjunto convexo, o ponto z pode ser escrito como 
uma média ponderada dos pontos v e y com ponderações a, e a1 

respectivamente. Por outro lado, sendo / (.) uma função côncava: 

J(z) 2:::. a,J(v) + a:if (y); a,+ aJ = /;ª" a� 2:::. O

Pela hipótese (e) : 

J (z) 2:::. a, J (v) + a� .f (v) + u 

ou 

J (z) > J ( v) + aJ • u

Agora para z na vizinhança de x tem-se, necessariamente, ai > O.

Pela hipótese (c) tem-se então ª•ª > O, de onde: 

f (z) > j(v)

O resultado adma é contraditório com a hipótese (a). A fonte 
da contradição está na hipótese (e), quando assumiu-se a > O. As 
hipóteses (a), (b) e (c) só serão consistentes se a = O, isto é, se o 
valor da [unção / (.) no ótimo local [or igual ao valor da função 
/ ( .) no ótimo global. C.Q.D. 

O resultado acima tem como corolário a observação de que o 
emprego de condições necessárias, cm otimização é suficiente para 
obter ótimos globais nos casos cm que (a) se pretenda maximizar 
uma função côncava sobre um conjunto de soluções viáveis convexo 
ou (b) se pretenda minimizar uma [unção côncava sobre um con­
junto de soluções vi;\veis convexo. 

A. I. 2 - Condições de Kuhn-Tucker:

Considere o problema de otimização condicionada clássico:

otimizar J (x) 

c1ado lli (x) = b; (i = 1, i, ... , m)
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onde x e R• (R" é o conjunto de vetores reais no espaço 11-dimen­
sional). Este problema é equivalente ao problema de otimização 
incondicional: 

otimiz:,r cj, = f (x) + I: À; (b,- - (!, (x))
•. "

onde cj, é denominada função de Lagrange e ).
1 

é denominado de mul­
tiplicador de Lagrange. Sendo x e À os argumentos de q,, as condições 
necessárias para otimizar cj, são: 

(1) .

·t = I, S, ... , m 

As raízes do sistema (I) se constituem nos máximos e mínimos 
locais do problema de otimização condicionada clássico 1·eferido no 
início desta seção. 1 Por outro lado o teorema da função implícita 
aplicado ao sistema (1) permite escrever: 

de onde: 

:r
,-

= X; (b) 

>.-i = X; (b) 

(J = 1, 2, . . .  , ,:.) 

(j = I, :2, ... , m) 

q, = J (x (b)) + I: >. ,- (b) • (b,- - g; (x (b))) 

A derivada de cj, em relação a b l. é: 

Em qualquer ponto ex•, y•i que satisfaça as condições de máximo 
ou mínimo local de cj, - sistema (1) - tem-se: 

1 l'idr, por t•l<cmplo, Yamanc, 19i0. 
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pois os termos entre parênteses em ôb♦ se anulam. Conclui-se que 
ô 1: 

o multiplicador l� mede a sensibilidade da função-objetivo em re-
lação à constante da k-ésima restrição.

Considere, a seguir, o problema de maximização de uma função 
subordinada a condições ue não-negatividade de seus argumentos: 

max h(y) dado y � O 
1 

As Figuras 1.2.a, 1.2.b e L2.c, abaixo, ilustram as possibilidades 
para a solução (y•) do problema proposto. 

Figuro I. 2. o 
Solucão dtima 
Interna 
(y*>O) 

h 

Figuro I. 2. b 
Soluçõo Ótima de 
Fronteira 
( y*= o ) 

h 

Figuro 1. 2. e 
Solução Ótima de 
Frontei r a  
( y*= o) 

h 

. ,,,,,, , ,,, ,,, 

y*' ' ' ' ' ' ' ' , ' -y 
Uma rápida apreciação das possibilidades apresentadas nas Figu-

ras I. 2. a, b e c leva a concluir que a solução ótima do problema 
de maximizar uma função h (y) sob condições de não-negatividade 
em y é caracterizada por: 

(II) 

ah 
�o 

811, 

/Jh 
-- • !li = oay; 

y, � o 

(i = 1, 2, ... , n) 

(i=l,!, ... ,n) 

(i = 1, 2, ... ' 11) 

Note que, se h (y) não é côncava, as condições (II) acima caracte­
rizam máximos locais internos e de fronteira bem como mfnimos 
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locais internos (obtenha as condições para caracterização de solu­
ções do problema de minimizar h (y) dado y � O) . 

Considere agora o problema geral de programação matemática: 

Max J (x) 

dado g; (x) :S b; 

X � 0 e 

(i = 1, f, ... , m) 

X E R" 

Considerando variáveis não-negativas s" pode-se reescrever o pro­
blema de programação matemática como: 

Max j(x) 

(i = 1, t, ... , m) 

Este problema é um problema clássico de otimização condiciona­
da; os requerimentos adicionais de não-negatividade podem ser 
apostos à função de Lagrange: 

q, = f (x) + I: X; (b; - g.-(x) - s;) 
i - 1 

que deve ser então maximizada sobre x � O, s � O e l .. Um máximo 
local deverá satisfazer: 

A) 

B) 

(j = 1, S, ... , n) 

:S o (i = 1, f, ... , m) 

àq, •X;={ aJ -I:X,• ag,"
)

x;=O (j=1,S, ... ,n)
ÔX; \. ÕX; í íJ:r; I 

ª"' 
-- • B· = X· • s- = O
a 

' ' • 
X; 

(i = 1, � •... , m) 



q 

D) 

1 Xj � Q 

l .'1j � V

{ 
éJ

4> = b · - g · (x) - s · = O 
ô>., 

• • ' 

(j= 1, 2, ... , n) 

(i = 1' :2' •• ■ J 111)

(i = 1, 2, ... , m)

Observe que a condição (D) , acima, decorre do fato de ql:C, em 
principio, Ã.

1 
não é restrito. 

Entretanto, as condições (A) até (D) podem também ser obcidas 
como caracterização da solução do seguinte ponto de sela: 

. Max :Min /, = j (x) + I: À; (b; - g; (x)) 
.�o ,�a í•I 

As raízes deste problema devem satisfazer as seguintes condições: 

iJL 
�o (i= 2, 11) iJ:r; J, ... '

aL éJxi X1 = 0 (j = 1, 2, ... ' ·11) 

(K:T) 
X; 2:: 0 (j = 1, 2, ... 1 11) 
éJL 

> OiJ>.; -
(i = 1, 2, ... , 111) 

aL 
Àj = o (i = 1, fJ, . . . . ,n)

iJX;

Àj 2:: o (i = 1, 2, ... ' m.)

As condições (K: T), acima, são conhecidas como condições ele 
Kuhn-Tucker para maximização em programação matemática. (Ve­
rifique sua equivaléncia com as condições (A) até (D)) . Em suma, 
o conjunto de condições (K: T) acima caracteriza os máximos locais
de:

Max j (x) 

cindo o;( x) � b i 

(' 

(i = 1, !2, . . . , m) 
(x e R"') 
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Por outro lado, os mínimos locais do problema de minimização 
em programação matemática: 

2\fin t (x)

cindo 11; (x) ;;::, k, (i = 1, !2, . . .  , m) 

e X ;;::, o (x e Rn)

se caracterizam também como soluções do seguinte ponto de sela: 

�Iin i\-Iax p = t (X)+ I: >.; (k; - 11;) (x)) 
• :!:: • ,. :!:: • i - / 

A caracteriLaç-jo das raízes deste problema se constitui nas con­
dições de Kuhn-Tucker para o problema de minimização em pro­
gramação matemática: 

aP 
-

a
- • :r1 

= O (j = 1, f, ... , n) 
.r; 

X; ;;::, 0 (j = J, f, - .. , n) 

iJP < O (i = 1, e, . . . , m)
õ>.; -

aP � • >.; = o (i = 1, e, . . .  ' 1n) 
u/1.; 

l >.;;;::,O (i=l,S,- .. ,m)

Deve ser observado que as condições de Kuhn-Tucker são condi­
ções necessárias para a caracterização de máximos e mínimos locais. 2 

Todavia elas são também suficientes para ótimos globais se a função­
objetivo a maximizar (minimizar) for côncava (convexa) e o con­
junto de viabilidade para os argumentos for convexo (d. Seção I. l,
acima). 

!! Exceto em c:uos muito especiais; vid" Chiang, 1982, p. 622. 
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Apêndice II 

RESPOSTAS DE PROBLEMAS 
DO CAPfTULO III 

(1 . 1) Max N = M 8 + Me 

dr.do (81) C.-tn + C,1c :$ fOO 

(Ri) Cr,s + Csc + 1/J Mn :$ 150 

(RS) FcB + Vcc + 0,8 ilfc :$ 180 

(R4) M B - 0,5 c.48 - 0,5 UsH = o

(fl5) M n - V CR = O 

(R6) Me - 0,5 C,ic - 0,5 C'Hc ... O 

(R7) Me - Vcc = O 

todas Vl',riáv�is � O 

( 1 . 5) i\Ia.x SC = 6000x.11 + 6500X s + 29000.Y s-1 ,2c.v - 1,2C s -1,85C n 
+S+700A

da,.lo (RI) 0,6X,11 + 0,8 Xs + 2,5Xs + A $ 500 

(R2) 8/iOO X.,1 - C.11 - P.11 :$ O

(R-1) 4200 X5 - (.'.-; - Ps :$ O

(R4) 16000 XH - (;IJ -· PB 5 O 

(Rü) c.1, - rsoo xl,( s o

(R6) Cs ·- 2720 Xs 5 O 

(R7) C8 - 62õ0 X8 :$ O 

247 



(R8) C',11 + C's + C B .:5 1.100.000 

(R9) P" + Ps + 1'8 - iOO A - S .:5 600.000

(RIO) .1 .:5 150 

ioda� variáv�is � O

Obs.: O coeficiente l.800 na reslrição (R5) eslabelece a dispo­
nibilidade de crédito para milho em S/t; esta disponibilicl:tcle foi 

dada como S 3.000/ha de milho e, por outro lado, 1 t de milho re­
quer 0,6 ha de terra: 3.000 (S/ha) 0,6 (ha/t) = 1.800 ($/t) . 

(1. 7) Min C = 9700 x,, + 10.500 Xu + 8!00 r,s + ... + 8.500 :r74 

clado (Rl) xu+x.,, + ... + :r7,= 1350 (wmposição do pedido I) 

(R2) X1.e+x.,., + ... + x7.e=4600 (compo.�ição do pedt"do 11) 

(RS) x19+x.,., + ... + x7.,=3200 (composição do pedido 8) 

(R4) x14+x.e4 + ... + :c,,4= 8100 (composição do petlido 4)

(Rli) 13x11+12x.,1 + ... + 11:r.61+18.r71 .:5 (J ',.). (JSõ0) 
(11midacle; pedido 1) 

(R6) 18x,.,+12.ru + ... + J fxe1+ J 8I7,e 5 (/6). (4600) 
(um.idade; ped1"do 2) 

(R7) JSxu+ax,tj + ... + I ÍXaJ+18x7., 5 (J 3) . ( �200) 
(umidade; pedido S) 

(R8) 13.r14+1ixz4 + ... + f J:i•a4 + l 8X; 4 .:5 (15). (8100)
(umidacle; pedido 4) 

(R9) 6x11+ 4x,, + ... + !lx6,+ 3x:, .:5 ( 3).(/Sõ0) 
(impurezas; pedido 1) 

(R JS) 6x1,+ -1x,4 + ... + 2x64+ Sx7, 5 ( 5). (8100)
(impurezas; pedido 4) 

(RIS) 0,77x11+0,88x11 + ... + 0,89x61+0,78x71 � (0.83) . 
. (1850) (peso esp.; pedido 1) 

(Rl6) 0,77x14+0,88x.,4 + ... + 0,89x84+0,78x74 � (0,85) . 
. (8100) (peso esp.; pedido 4) 

(R17) x11+x11+x1.,+x14 5 2850 (disponibilidade; lote 1) 
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(R18) z11+z,.+z,.,+z,4 5 1900 (dispo11ibilidade; lote 2) 

(R23) .z,.1+.z,.,+.1:1.,+x�� 5 9100 (disponibilidade; lolr. 2) 

todas variáveis 2!: O 

Obs.: A restrição (R5) é explicada a seguir. Note que 
X.1 t Xn ."C., X71 

1 JJ0 , 1 350 , 1 350 , ... , 1 350 
representam, respectivamente,

as frações dos lotes 1, 2, ... , 6, 7 que compõem o pedido n.0 1. 
O teor de umidade resultante no pedido n.0 1 é uma média pon­
derada dos teores de umidade dos lotes usados para compor o pe-

clido n.0 1, sendo a ponderação do lote i dada por 1 ;�O 

(1.9) Max D=17 R0+19 R,.--9 X,,,P-9 X,,,,.-15X,p-1.,X,0-6 X1,.­
- 6 x,,.

dado (R1) X'",. + X,p+ X1,. - R
,. 

= O

(R2) X'"° + X,o + X10 - R,. = O 
(RS) 2900 x_+2100 X10 + 2õ00 X1a. - 2800 R0 :?!:O 
(R4) 180 X...,, + 800 X ... + 160 X1 .. - 200 Rª :?!:O 
(R5) 18 X'"" + 16 X10+ JS X10- 14 Ro :?!:O 
(R6) 29()() Xm,. +2700 X.p+B600X1P -2600 Rp :?!:O 
(R1) 180X,,.,.+ soox.p+ 160X,p- 2õ0Rp :?!:O 
(R8) 18 Xm,. + 16 X.,.+ IS X1P- 16 R,. �O 
(R9) R .. 2!:600 ;(RIO) R,, 2!:600 
(R11) R0 + R,, 5 2000 

todae variáveis 2!: O 

Obs.: As restrições (Ri) e (R2) definem as quantidades pro­
duzidas de ração para porcos (Rp) e para aves (Ra) respectivamen­
te. As variáveis Ra e Rp não são imprescindíveis na formulação; elas 
podem ser substituídas em todas as vezes que aparecem pelas defi­
nições dadas em (Rl) e (R2). A restrição (RJ) se refere ao re­
querimento mínimo de energia na ração para aves: o mínimo reque-
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rido é 2.800 cal/kg: como serão produzidos Ra kg de ração para aves, 
o requerimento total de energia se eleva à 2.800 Ra cal. A
restrição (R3) estabelece que o total de aportes de energia 11a ração
produzida para aves deve ser igual m1 maior que o mínimo reque­
rido.

(1.13) Min C=39X11 + S9X11 + 111X1:, + ... + S 1X4õ +21 X64 

dado (Rl) X,,+ X:,: - X11 -
X13 � 1!5 

(R2) X,, + Xu + X,, - X11 - X,e - Xu 5 -�2 

(R3) X13 + X4:, + X�;, - X,n - X,4 - X,5 � 83
(R4) X14 +X,.:+ X6.1 - X,;! - X,, - X,s 5 56

(R5) X46 + X15 + X,. - X64 - Xu - X6, 5 29

todos X;;� O 

Obs.: Todas as restrições têm um mesmo significado geral: 
em cada local, a soma das quantidades que chegam ao local com 
a quantidade aí existente em excesso (oferta) deve ser igual ou 
maior do que a soma das quantidades que saem do mesmo local 
com a quantidade ai em falta (procura) . 

(I. 15) Min C = 18.900 X, + 17.800 X� + ... + 18.100 X0 

dado (RI) X11 + X, � S8 

(RJ!) X1 + X1 � Sõ 

(RS) X,+ X, � 11!9 

(R4) X,+ X, � lijJ 

(Rõ) X,+ Xa � 1 16 

(R6) X6 + X6 � 73 

(j = 1,2, ... 6) 

(1.17) Max RL=JO EA, +BE8,+8E8,+Jõ Ec,+15Ec1+ 13En, 

dado (Rl) 8 P A1 + 5 P8, + 7 Pc, 5 2i00 

(RI!) 4 PAI+ JS Pc, + 7 Pn, 5 1!1!00 

(RS) 6 P8:, + 10 Pc:, + 9 Pn:, 5 J!SOO 
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(R4) BEs, + 6Ec1 + 5ED1 5 2200 

(R5) S E,u + 4 EB, + 4 Ec, 5 2200 

(R6) P,1. 1 + P,1., - E,u = O 

(R7) Psi + PB11 - EB1 - E81 - O 

(RB) Pc, + Pc, + Pc11 - Ec1 - Ec, = O 

(R9) Pn, + Pn11 - EDI = O 

(RIO) e (RI 1) E,1.1 ;::: 120; E,u :s; BJO 

(R12) e (RIS) Es, + EB, ;::: 50; E81 + Es, :s; J.50 

(R14) e (Rlii) E e,+ Ec,;::: 50; Ec, + Ec, 5 100 

(R16) e (Rn) EDI ;::: !lO,· E01 5 60 

todas as variáveis ;::: O 

(l. 18) Min C = t, 5n; + t 7,5ei + t 85 a;
•·-1 i•I i•J 

dado (RI) - x1 + a, = - 50

(R2) - x, + l1 + a, + e, = O 

(RS) - x3 + l, + al + e1 + n, - O

(R7) - x7 + l6 + a,. + e6 + 116 = O

(R8) x1 - 11 - n1 - e, = O 

(R9) x, - t, - 111 - e, = o

(RI 4) x,. - l-, - n1 - e. = O 

(R15) x, - l, = 66 

(Rlll) x, - l, = 48 

(R24) X7 - [7 = 104 

todas v:iriáveis ;=:: O 

Obs.: O conjunto (Rl) até (R7) define a "origem" dos guar­
danapos disponíveis, enquanto que o conjunto (RB) até (RU) 
define o seu "destino". O conjunto (R/5) até (R24) quantifica as 
demandas diárias. 
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(1.20) Ma."\': L = '31,00P; + 21,00P, + 1900 S; + 1900S. - 710 X,
,, 

-865 X,1-59O X,,,-745 X,1-64O Xs,,-795 X31-

-68O .Y4f/ - 885 X4,

dado (RI) X1,+X10+Xs0+X4,,
+1,38X,1+1,38Xe1+1,38X.,1 

+ 1,SSX41 5 1,800

(ll2) 0,91 (O,52X1,,+O,87X1,, +O,61X30+O,12X,0)+O,96 

(O,52X11+O,87 X1,+O,6l Xs1+O,12X,1)-P;-P,>-, o 

(Rs) o,78(O,osx,11+O,29X10+O,O4xJ,,+o,1,7X4,,)+O,88 

(O,O8X11+O,29X11+O,O4x,,+o,47x_")-S;-S,"?::.O 

(H.H P; "?:;800 

(Ró) S; "?:;600 

(RB) x,
,,
+x,, 56.;o 

(R7) X1,, 
+ X,1 51480 

(R7) Xs,, + Xs1 51670 

(R9) X4,, + X41 5980 

to<lr.s variáveis "?:; O 

Obs.: A restrição (R/) se refere à capacidade de moagem; 
4 800 

uma tonelada de minério moldo fino requer --- Sã!! 1,JJ vezes - 3 600 

mais capacidade de moagem que uma tonelada de minério moldo 
grosso. A restrição (R2) estabelece que a produção de Fósforo deve 
ser igual ou maior que as vendas de Fósforo. De modo análogo 
(RJ) representa o balanço entre produção e vendas de Enxofre. 

4 n ô 

(1.25) Min C = l: BOOmj + l: 1000aj + l: 1800d; 

dado P; + r; - ei+ 1 "?::. (demanda do mês j) ; j = 1,i .. .. ,5 
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e1 = 200 

C'
:; 

� 8500 ; j = 2,8,4,5 

e,1 = õOO 

toJ:i.s variáveis � O 

(1. 26) Min / = 0,081 eº + 0,038 eb + ... + 0,048 e,, + 0,2 e•

dado (Rl) li-30 P0 - 108 P1 - 9õ P,, + S0õ C0 - Q,. == 871!00

(R2) 150 P� - i28 P. + 511 cb - Qb == 86100

100 
(R9) 

48800 Q,. + e,. == 100 

100 
(Rl0) 

BSõOO 
Q'1, + e,. == 100 

100 
(R/6) 

ói,õOO 
Q,., + e,. == 100 

/ 1 1 
(R17) --;:;- P,. + --;:;- pb + ... + -

8 
P,, �4

o o 

(ll18) - 5 � P0 � 10

(R19) - 5 � ph �10

(R25) - õ � P,, � 10

' 4 ! 
(R26) e - � eº -

�o 
cb -

10
e. - ...

f 8 
- 20 °0 - so

e,, = 0 
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([U!7) - 1 O :5 l',. :5 !20 

(llf8) - 10 :5 eb :5 S0 

(Rs5) - 10 :s: eh :s: 20 

(RS6) e - e• = - 10 

Q,., Qb,· · ·• Qh � 0 

l' ,.. Ct,, . . .  1 / h � 0 

e,.. eh, ... , eh , e � o

P,.,Pb,···, Ph�o 

Obs.: Este problema tem variáveis que nlio se restringem a 
,·alores não-negativos, isto é, slio livre�. Vide observação (:i) ao 
final do Capitulo 11. 

(I .30) Max P = 930 s1 + 980 s, + 950 s3 + 860 s
4 

dndo (RI) 
(R2) 

(RJ) 

(R4.) 

(HJ) 

(R6) 

(R7) 

(RB) 
(H9) 

81 + 82 + 83 + 84 :5 6 

14 {, + 8 f)1 + ü 81 

14 l, + 8 Y2 + ü 82 

14 ls + 8 (]8 + õ Ss 

14 l4 + 8 Y.: + õ 8.: 

l1 - 01 2:: o 

01 - 81 2:: o

l1 + lt - (]1 - (]2 

:5 SJ 
:5 40 

:5 -18 
:5 -�º

2:: o

(]1 + g,. - 81 - 82 � 0 

(RJO) l1 + l1 + l!I - (]1 - Y• - g_, 2::0 
(Rl 1) Y1 + o� + Y!I - 81 - s� - s,, 2:: O 

(Rlf2) l1 + l1 + l!I + l4 - fJ1 - g, - fJ!I - o4 2:: O

(RIS) (11 + g, + Os + (li - 81 - 8� - 8[1 - 84 2:: O

todas variáveis 2:: O 

Obs.: As restrições (R6) até (RJJ) seqüenciam as operações 
ele lavração, gradagem e semeadura: em nenhuma semana deverá 
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ser possível semear área superior quela gradeada e ainda não se­
meada bem como não deve ser possível gradear área superior àquela 
lavrada e ainda não gradeada. 

(1.31) Ma..'\: Y = Z 

SOP+Z .$0 
BOI'+ Z 5 500 
50N + Z 5 O 
SON+Z .$800 
SõK+Z .$0 
eo K + z 5 1200 

-2õOOC + Z 5 O
-1500 e+ z .::;; 1000

150S + Z 5 o
aos+ z 5 1400 
15 I + Z 5 2000 

Z 5 8500 

eo P + is N + 14 K + 1100 <: + JJ .s + 401 5 aooo 

todns variáveis � O 

(1. 33) l\Iin SDA = et + e-;+ et +r;: + ... + f'i + e; 

dado a+ õb + ct- e"i"= 6700 

a + 8b + et - P1 = f;:3900

a + 4b + ct - c3 - 7600 

a + Ub + et - c4 = SS40V 
a + 16b + et - e.6 = 65200 
a + 10b + ct - e;= 25800 
a + 7b + e't - e;-= 1�100 

ef, e;� O 
a, b � O 
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{I .::l8) :i\fax NA =3X,1+4Xa+.tX.,., + ... + 11X;9+0Xa.,o +lXa,10 

dn<lo (Rl) XH + x,/J + x,, ,. 1 

(Ili!) X11 - X:.,,, - Xen - X1; = O 

(R3) X13 - X3.; - X"6 - X3; = O 

(R.1) X,4 - X�.; - X411 - X�; '"" O 

(R5) Xs;; + Xs6 + X,6 - Xõ� - Xõ9 = O 

({W) X�+ X/JB + X4,; - X6s - X69 = O 

(R7) X!!1 + Xs1 + X47 - X78 - X,, = O 

(R8) X6e + X78 - Xs.10 = O 

(ll9) X�9 + X;0 - X0.,o = O 

(RIO) X8.,o + .Y9,10 - I 

todos J<ii � O 
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