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INTERPRETANDO VARIAGOES NOS iNDICES DE
DESIGUALDADE DE THEIL

l.auro Ramos

Da Coordenagio Regional do IFEA -~ Rio da Janeiro,



SINOPSE

Este arugo propde-se a oferecer uma interpretagdo mais intuinva para
as variagbes nos indices de desigualdade de Theil. Para tanto as
transformagdes ocorridas na distribuigdo sdo "sintetizadas" por
gsquemas simpies de taxas e subsidios aue, aplicados a distribuigdo
inicial, geram uma distribuigdo imaginaria com a mesma desigualdade
da distribuigéo final, conforme medida por aqueles indices. A titulo de
lustragdo a técnica € aplicada as vanagdes observadas na
distribuigdo de rendimentos no Brasil entre 1977 e 1985,

ABSTRACT

This paper offers an alternative and more inuitive way of Interpreting
vanations in the two Theil iInequality indices - Theil T and Theil L. The
changes i the distnbution are summarized by simple schemes of
taxes and subsidies that replicate the observed changes in inequality,
as measured by those indices. The technigue is applied, for the sake
of illustration, to the evolution of the Brazilian earnings distribution from
1977 10 1985,







1. Introducao

Nos ultimos anos varios trabalhos [Boneli e
Sedlacek (1989}, Reis e Barros (1989), Ramos
(1980), entre outros] preocuparam-se com a
BvOiUGAD da desigualdade de renda. A andlise
desta evolugdo comumente baseia-se no calculo
de um indice de desigualdade em diferentes
periodos, de tal sorte que quando o indice cresce
de um periodo para outro diz-se que, de acordo
com ele, a distribuic&o de renda piorou naquele
intervalo de tempo, e vice-versa.

Este procedimento, todavia, é de pouca ou
nenhuma valia para a avaliagdo da magnitude
das transformagdes nas rendas individuais
responsaveis, em ultima analise, pela variagao
nos vatores do indice, mesmo guando esta &
estatisticamente significativa. Naturaimente esta
imitagdo ndo € uma caracteristica especifica
dos indices de desigualdade. Em geral qualquer
indice e incapaz de fornecer muita informagéo a
respeito das transformacdes que acontecem no
interior da esirutura a que eles se referem, pelo
fato basico de serem medidas agregadas que
visam a uma descrigdo sumaria de um conjunto
de forgas e mecanismos em agdo dentro
daquele contexto. O aspecto do problema mais
especifico as medidas de desigualdade é que
suas estruturas, no mais das vezes, nao sio
transparentes, tornando extremamente dificil a
formagao de uma “intuigdo" para o significado
de alteragdes em seus valores.

Neste artigo tentaremos caminhar na diregéo de
prover meios mais famitiares e intuitivos para
entender a dimensao das mudangas associadas
a uma determinada variagdo nos valores dos
indices propostos por Theil (1967). Para tanto,

tals variagdes serao traduzidas, via mecanismos
hipotéticos de redistribuigdo, em um esquema
simples de taxas e subsidios que, aplicados a
distribuicao do ano t, gerariam uma distribuigéo
imaginaria com © mesmo indice de
concentragao daguefa do ano t+1, quando
medido por um dagueles indices.

Q primeiro destes mecanismos consiste em um
esquema de taxacdes/subsidios seletivos, de
acordo com a posigdo dos individuos na
distribuig&o e o hiato entre seus rendimentos e a
média populacional. Em termos mais concretos,
lodos os individuos teriam seus rendimentos (Yj)
alterados em t(Y-Y}), onde 0O<t<1® e Y
corresponde a renda média da populagao, de tal
modo que suas "novas" rendas (Y;) seriam
dadas por

Yo=Y oY -Y) = (1Y tY 1)

Este esquema de realocagdo de renda &
obviamente compativel com uma sequéncia de
transferéncias progressivas do tipo Dalton
Pigou3 que preservam tanto a media como a
ordenagaio da distribuigao original.* Ele pode ser
entendido como uma taxagdo seletiva e
proporcional (isto é, um imposto apenas para
agueles que estdo acima da média, e igual a
uma percentagem da parcela acima desta), em
conjunto  com um subsidioc seletivo e
proporcional {ou seja, um subsidio apenas para
aqueles abaixo da média, equivalente a uma
percentagem fixa de sua distancia a ela\),5 que
operam no sentido de melhorar a t‘fis‘tribuigéo.6
Naturalmente, quanto maior for t, maior sera a
redistribuigéo e, conseqUentemente, maior a
melhoria associada,

H Implicita aqui esta a hipétese de que ndo hd modilicagées importantes no processo de mobilidada de renda. Hé
indicagées, no entanto, de que hotiva variagdes sensiveis nesta mobilidade em periodos recentes [Pastore (1988),

Adeiman e Morley (1890)].

2 Esta restricao assegura que a distribuicdo assim induzida iria Lorenz-dominar a distribuicdo original. Assim, os indices de
Theil, como qualquer outra medida de desigualdade compativel com critério de Lorenz, decresceriam apds a

redistribuigao.

3 Sa, alternativamente, definimos - 1< 1< 0, 0 processo seria equivalente a uma séria da transfersncias regressivas.

4 Vale salientar gue 0 mecanismo proposto por Blackburn (1989) em um exercicio semelhante para o coeficiente de Gini
induz reversdes na ordenagao dos individuos de acordo com seus rendimentos.

5 Tal esquema pode ser visto, alternativaments, come um imposte proporcional 4 renda individual (t.100% Y3, com

poslerior reparticdo equitativa do total assim gerado.
& Qu piora-la, no caso em que -1< ts 0.



Alternativamente sera analisado um esquema de
redistribuig&o, chamado aqui de “transferéncias
em bloco” por simplicidade, onde k.100% da renda
{(k20) dos (1-p).100% (O<p<1) individuos mais
rncos sdo transferidos para os p.100% mais
pobres, o que, admitindo-se que arrecadagéo e
distribuigdo sfo feitas de modo proporciona
dentro de cada estrato - implica a elevagdoc da
renda destes em 1.100%.” Qu seja, as "novas’
rendas seriam dadas por:

Y’! - (1 + k)Y|
Yi={1+1)Y,

para o estrato superior, (2a) e
para o estrato inferior. {2b)

2. O indice Theil T

O primeiro indice proposto por Theil, o Theil T, é
definido por:

T = (1/N) = (YY) log (Y4Y) (3)

onde N e o tamanho da populagdo em questio.

Quando a populagdo, por um critério gqualguer, €
dividida em, digamos, G grupos distintos, pode-se
reescrever T da seguinte maneira:

G G
T=Z ogfglogag + ZagfyT (a)

9

onde ag=Yg/Y , [3g=ng /N, Yg & a renda média
dos membros do grupo g, Nng € o numero de
elementos do g-ésimo grupo e Tg € o indice de
Theil relativo exclusivamente aguela categoria,

2.1 - Taxagao Seletiva e Proporcional
ao Hiato em Relacdo a Média

Se substituirmos (1) em (3), temos que:

N I _
T = (UN)EEI ([(1-DYi+t YIY} log {[(1-)YistY] /Y] =

[ =

= (1/N)

[(1-00Y, M)+t] log [(1-00Y; /Y)+t ] =

= {1/N)

wbt Z

g(m) cs +t) log [(1-1) @i +1] (5)

Aplicando uma expanséo de Taylor de primeira
ordem tem-se que:

logl{1-t) ai +t] = logaxi+t {1-cu Vew {6)

Substituindo (6) em (5), chega-se a:

N N
T= (/M) {(14) §.1as loges + (Lt}t' §1(1 - ) +

N
logas +t2[§][(1-ai}/ai 1]

i >

+ 1
i

Enguanto o segundo termo na relagao acima é
igual a zerso, 0 ulimo & negligivel se
< min { ei}.” Assim, pode-se escrever que:

N N
T = (1-8) [(1/N) Ia log al + l[(TI'N)I_E1 log a;

O primeiro termo entre colchetes nada mais & do
que o Theil T original, e 0 segundo corresponde
a0 reciproco da segunda medida proposta por
Theil, o Theil L (L). Assim:

T=(1)TL = AT = T-T=-HT+l) (7)

Para relacionar o resultado em (7} com a
magnitude da mudanga na distribuigao entre dois
instantes de tempo basta imaginar qudo grande
deveria ser a taxa {fT ) que, aplicada as rendas do
periodo inicial, geraria uma distribuicdo com um
indice de Theil T igual ao do periodo final. Tal
medida & prontamente obtida de (7);

tr= (T -Trw (To+ Ly (8)

7 Pode-se mostrar que, para valores razodveis de k, a distribuigo assim gerada Lorenz-domina a original, o contrério

ocorrendo para k < 0.

8 Esta ¢ uma condigdo suficisnte, mas ndo necassaria, para a maioria das distribuiges estatfsticas mais comuns. Vale
frisar também que esta restrigio limita a aplicabilidade do resuitado final ao contexto de rendas positivas, Para um ¢ igual
a 0.1, que, como sera visto adiante corresponde a alteragées de monta na distribuicdo, asta restrigéo equivale a requerer
que as rendas mensals individuais, no caso brasileiro, sejam superiores a 1/20 do saldrlo minirno, aproximadaments,



onde Tt e Lt sdo os indices de Theil para o
periodo inicial e Ty + 1 € o indice para o periodo
final,

3 - O indice Theil L

O segundo indice de Theil, o Theil L, & definido
por:

_ N _
L= |Og{Y/pg) = - (1/N) .E: E‘OQ(YJY) (9)

onde ug € a media geoméirica das rendas
individuas.

Quando a populagéo é dividide em G grupos
distintos, pode-se reescrever L da sequinte
maneira;

G G
L=-E‘Bglogag+ .'-\:1[3ng {(10)
g = g=

onde ag = Yo/Y, (3g = ng/N, Yq € a renda média
dos membros do grupoc g, ng € 0 numero de
elementos do g-ésimo grupo e Lg € o Theil L
retativo exclusivamente aquela categoria.

Se pensarmos em dois grupos, o primeiro com
uma fracdo p1 da populagdo e uma fragéo
st da renda total, o segundo com
pz =1 -p1 esz2 =1 - s1, respectivamente,
podemos expressar L como;

=-[p1 log (51/p1)+ p2 log (s2/p2)] + pily +p2le (1)

3.1 - Taxagdo Seletiva e Proporcional
ao Hiato em Relacio a Média

Chamando de sy e p1 a fragio da renda e da
populagdo que corresponde ao grupc com
rendimentos abaixo da média, tém-se que uma
redistribuigao de acordo com (1) levaria a:

$'1= s1+ t(p1-s1) (12)

Assim, com ¢ auxilio de (11) e (12}, podemos
escrever que”:

L-L' = p1log (1+t{pr-s1)/s1) + (1-p1) log (1-t{p1-s0)A(1-81))

=p1Hps - so/sr - (1-pi) t(pr - sa)/(1-81) =

s1{t-51)

- 1=

(L-L" {13)
(Py - 51)

A partir de (12) tem-se que a taxa (1) que,
aplicada as rendas do periodo inicial, gerana
uma distribuigdo com um indice de Theil L
idéntico ao do periodo final é:

s(1-s)

s (Le-Les 1) (14)

(p-s)

onde Lt e L 1+ 1 580 0s indices de desigualdade
para os periodos inicial e final, e 5 e p sao,
respectivamente, as fragbes de renda e
populagdo do grupo com rendimentas abaixo da
média.

3.2 - Transferéncias em Bloco

Suponhamos que a populagao é agrupada em
dois blocos quaisaguer. Sejam ps1 e s1 as fragdes
da populagdo e da renda total relativas ao
primeiro grupo, e p2 = 1-py, $2 = 1 - Sy aquelas
relativas ao segundo.’ Seja L o grau de
concentragdo de renda nesta popuiagdo
conforme o Theil L. Se os membros do segundo
grupo sao taxados em k.100% e os do primeiro
subsidiados em t.100%, conforme descrito por
{2), a mudanga no Theil L & dada por:

L-L'=AL =p1 log (1+t)+ p2log (1+k) =

s te(l-pk = k= (AL-pit)(1-p1) (15)
Por consisténcia tem-se que:

(I+ st + (1+Kis2=1 = k= -is¢/(1-51) (16)
De (15) e (16) tem-se de imediato que:

(1-s) S
AL e k=

AL (i7)

t=

{p1-81) (p1-81)

Note-se que estamos desconsiderando os efaitos de tal distribuicdo em Ly e L.

10 Isto é, os dois grupos correspondem a uma particao da populagao. Esta hipétese torna ligeiramenta mais simples a
manipulagdo algébrica do problema, mas nio é necessaria. O dnico requerimento para o exercicio & que os dois grupos

sejam mutuamente exclusivos.



Assim, 0% vaiores de k e 1 que geram uma
distribuigdo  hipotetica com um  Theil L
equivalente ao da distribuicdo no ano t+1, via
taxac&o dos "mais ricos" no ano t em k.100%,
juntamente com um subsidio aos "mais pobres”
de t.100%, s&o dados por:

i

{1-5s) s
taz —— (Li-Lis1) € Kg= s (Ly-Liyq)
(p-s) (p-s)

(18)

4 - Resuitados para o Brasil:
1977/85

Com o objetivo de ilustrar a aplicagdo desta
técnica foram calcuiadas as iaxas/subsidios a
ncidir sobre a diferenga das rendas em relagéo
as medias de modo a replicar as variagdes na
distrivigao de rendimentos no Brasil'! entre
1977 e 1985. Na 1tabela a segurr sao
apresentados 0s indices de Thed para o pericdo
em questdo [ver Ramos (1890}], assim como os
"t" associados ao Theil Teao ThellL -tr e tL,‘Z
respectivamente - para as variagbes anuais e
guadnenals. A evolugdo da desigualdade entre
1981 e 1985, por exemplo, pode ser sintetizada
por um processo de transferéncias regressivas
de renda da base para 0 topo da escala salarial
equivalente a entre 7,3 e 9,1% da diferenga

entre os salarios individuais e a media. '

Vale a pena frisar a semelhanca entre os
resultados encontrados com base nos dois
indices, notoriamente para a década de 70. A
Unica discordancia acentuada - entre 1983 para
1984 - deve-se, na realidade, a divergéncias nas
indicagbes destes indices para aqueia transicac
- enguanto o Theil T diagnostica uma melhoria
na distribuigao, o Theil L aponta uma elevagéo
da desigualdade naguele interm - em
decorréncia de diferengas nas sensibiiidades a
transferénecias de cada um deles, conforme
discutido em Barros e Ramos (1989).

Para finalizar, vale frisar que, como estamos
ainda lidando com medidas agregadas, nao
podemos afirmar muito além de que taxas mais
altas estdao relacionadas com alteragtes mais
substantivas na distribuigdo, engquanto taxas
pequenas  revelam mudangas ce menor
envergadura. E certo porém que, apesar de
fornecer uma déia bastante crua das
rransformages acontecidas, esta métrica
alternativa tem um maior apelo intutitivo para a
compreensdo da magnitude destas do que a
simples comparagao dos valores dos indices de
concentragao.

11 Homens entre 18 e 65 anos, ocupados, trabalhando 20 horas ou mais por semana em ragides urbanas.
12 Para o cdleulo de t tomou-se por base s s e p médios do perfodo (0,35 e 0.75, respectivamenta).
13 Ou, alternativaments, a uma taxagdo uniforme em termos absolutos, seguida de um subsidio equivalente a entre 7,3 ¢

8,1% das rendas individuais,

10



Tabela 1

Variagbes na Desigualdade de Renda no Brasil: 1977/85

Ano T L t 1 t 1

T T L L

(%) (%) (%) (%)

1977 0,607 0,511 - - -
1978 0,571 0,488 3,2 33
1979 0,560 0,486 1,0 77/81 0,3 77/81
1981 0,513 0,457 4,5 3,4 4,1 7,7
1882 0,627 0,465 -1,4 -1,1
1983 0,665 (0,496 -3,8 4,4
1984 0,658 0,498 0,7 B1/85 0,3 81/85
1985 0,584 0,521 2,5 -7,3 -3,3 -8,1

" Relativo a variagao anual.

" Relativo & variagao guadrienal.
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