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APRESEKTAGAO

0 objetivo desta pesquisa & o arranjo funcio
nal de um modelo de estimag¢ao de demanda de insu-—
‘mos intermediarios (= demanda derivada de mate-
riais). Esse ammnw7tﬂﬂpoeroecﬁliunvmuu geral
dos modelos do valor adicionado, da produgao bruta
e do mcaolo linear de pPOuucao (= "insumo-produ -
to") . Cada wm desses tipos de modelo tem as for-
mas de estimagao de demanda dos <mnsumos e dos fa-
torés primdrios (= demanda derivada dos fatores
trabalho e capital). Embora a demanda dos .fatores
przwartos sejam um sub produto do modelo aqui tra
tado, ela ndo é uma finalidade desta pesquisa(*)

Apesar do desenvolvimento di ferenciado des-—
ses_tres ttpos de modelo, a enfase deste trabalho
& 0 marco referencial das estﬂmagoe econométri-
cas da demanda derivada que nao ejam "ad hoc”
(= sem explicagao tedrical, de um lado, e que nao
sejam limitadas "a priori' por uma tecnologéa de
produgao esppcffiea (= exclusao de outras julga-
das complexas "a priori”).

) A nao exclusao de qualquer tecnoloaﬂa de pyo
dugao, e a QQfamagao da demawnda derivada com ¢ 11
"mite teenoldgico real da empresa, & uma posezb$1@
dade tratada de forma crescente na literatura con
"temporanea. Isso ¢é fézto partundo se do compcﬂfu

mento economico da jirma, ou segja, do dual das
atividades t?GnOZOﬁbedﬁeﬂte Factevztu a ela (=nco
se impoe uma tecnologia espectfica, como, por

(») 0 modelo foi desemvolvido junto com Jogé Car-
- lo® de Souza Santos (Prof. da FEA-USP e Pes-
auisador da FIPE. A parte geral do modelo &
uma reviscce da Ziteratura, tendo sido efetua-—
da na pesquisa preliminar da sua tese de dou=
torado, em fase final de elabeoragdo neste mo-
mento). Na porte de fatores, as notas de eula
do curso de Lewis (1963) apresentam uma dedu-
cao de um modebo completo de estimagac da de-
manda dertv da de mao»ﬁﬁ—oora.



o
-

exemplo, a Cobb- Uoug7au e u CES) Neste caso, ao
tnvés de partir de uma uecnologza espect fica, par
te-se do comportamento econdomico da firma, que €
o dual das tecnologias factwvezs da firma..- :

A demanda derivada & estimada por insumo e
por empresa, ao nivel individual, ou por insumo ‘e
por setor (=industria), aos niveis setorial, : re-
gtonal e nacional.

Esta pesquisa é deoenvolvida em quatro capi-
tulos, seguidos do capitulo final do sumario e
das conclusoes.

0 capitulo 1 & um tratamento mais szmpZe pos.
stvel das questoes substantivas dos modelos de de
manda de insumos intermedidrios, mostrando formas
finais da demanda derivada, bem como as elastici-
dades da demanda e as interpretagoes das aplica -
goes do modelo. :

Os capitulos 2,3 e 4 sdo respectivamente as
dedugoes e as expuzcagoes dos modelos  do walor
-adicionado, da produgao bruta e do modelo Ilinear
de produgao, a partir dos quats sdo obtidas as for-
mas finats da demanda derivado do primeiro capitu
lo. Os capitulos 2, 3 e 4 sao tratados nesta pes~—
quisa como aressormos do primeiro capitulo (= as
respectivas aedugoes dos resultades finats dos qua
dros numeros 1, 2 e 3 do capitulo 1).

' 0 capitulo do sumirio e conclusbes mostra as
suaest ses prattcas de estimagao do moaelo de de-
mavida derivada aqut . aesenv"7v$do bem ccmo as suas
limitagoes mais severas e as sSuds aglikag5@s no
. contexto das mudangus das caracteristicas da eco-
nomia brasileira desde a déecada de 1870 (= crises
das_matertas primas importadas de 1974 e 1979, «a
exemplo do patrolao e demats produtos estr ategz -
.cos).
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PRIMEIRA PARTE
- MODELOS DE DEMANDA DERIVADA



GAPITULO 1
MODELOS DE DEMANDA DERIVADA

A demanda derivada de uma empresa por insumos intermedia
rios e fatores primarios, como o proprio nome diz, € de;ivada
da produgdo. Ou seja, o engajamento na producdo por parte de
uma empresa tem como contrapartida a compra de insumos e fato
‘res de produgao. Esses aspectos da empresa estao llgados em
microeconomia a Teoria da Produgéao.

Tradicionalmente nos estudos empiricos de producao € des
prezado o papel dos insumos intermediarios (matbrlas primas ,
energia e materjais em geral) no processo produtivo. Normal -
mente, tais estudos partem da especificacao de uma funcao de
produgdo, relacionando o valor adicionado real com os fatores
primarios (capital, trabalho e terra). O uso de tal represen-
tacdo tecnoldgica da empresa € valida apenas se o0s insumos in
termediarios possuem elasticidades de substituicdo idénticas
com ielagéo a todos os fatores primarios, ou ainda se o prego
relativo dos insumos e do produto se mantém constante ao lon=
go do tempo. o '

Em uma perspectiva mais ampla, os estudos empiricos de
producao devem levar em conta a contribuicdc das matérias pri
mas e da energia, sem impor a 'priori'" hipdteses ou caracte -
risticas que talvez ndao sejam comprovadas por dados empiricos.
E duvidoso que o prego relativo das matérias primas,como = a
“energia, e produto.tenha se mantido constante tanto.no Brasil,
como em qualquer outro pais das economias capitalistas bcideg'
tais. Da mesma forma, € dificil se acreditar que a elasticida

de de substituicao entre capital e encrgia seja a mesma que &



‘entre trabalho. e energia. Nao existem portanto razoes 'a priocri'
para que se dé aos insumos intermedidrios um papel menos impor
tante do‘Que € atribuido ao capital e trabalho. Dessa maneira,a
teoria da demanda derivada dé;matériasprimas e energia é a mes
ma dos fatores primarios. _ ,
Encontramos na literatura, varios tipos de demanda deriva
- da, cada uma das quais com o seu significado proprio. ['.. Mosak
(1938) ‘andlisa trés diferentes especificacoes da demanda deri-
vada. A primeira, derivada a partir de um processo de minimizg'
¢do de custos sujeita a um dado produto, esta relacionada com
o problema de escolha da técnica. Ela aparece como consequén -
cia da construcao da curva de custo mostrando apenas o efeito
substituicdo nas elasticidades prego. Esse modelo, dado sua
extrema simplicidade tem sido largamente utilizado em estudos
empiricos da produgao, e suas principais caracteristicas estao

resumidas no Quadro 2 deste capitulo. A teoria subjacente a e

jw

te modelo encontra-se desenvolvida no capitulo 3. Outro$ doi

4]

modelos de demanda derivada analisados em Mosak (1938) sic ©
de demanda derivada para custo constante - correspondente : a
funcao. demanda de consumidor com renda nominal constante -~ e

custo marginal constante (utilidade marginal da moeda constan-
te na teoria do consumidor). Esse ultimo tipo de demanda esta
-relacionada com a maximizacgao de lucros. Uma forma hibrida da
demanda'deriVada de maximo lucro, onde sao dados tanto o preco
do produto, como também o nivel de utilizagdo dos fatores pri-
marios, € apresentada no._capitulo 2, sendo que suas principais’
caracteristicas estdo expostas no Quadro 1 a seguir. A funcao
‘demanda derivada com custo constante, faz mais sentido no : Am-
bito da teoria do consumidor.

0s dois modelos de demanda derivada acima referidos e ana

lisados neste trabalho (quadros 1 e 2) tem em comum,em primei-

ro lugar,que os precgos tanto dos insumos e fatores como do pr

Ir

= {0

duto sdo exOgenos ao comportamento das empresas. Isso signif
-ca que e suposto que as empresas tem consciéncia. que sua acao

economica nao pode alterar pregos nos mercados competitives.

-
—~— / -



Em segundo lugar, os modelos apresentados nao tratam dos
problemas relacionados com produgao conjunta. Embora . esSas
questoes sejam tradicionalmente esquecidas nos trabalhos em-
_pificos de producado, os modelos dos capitulos 2 e 3 permitem
essa extensao, a partir de uma maior complexidade da elabora-
-¢do teQrica. O que se pode ter certeza € que a maioria dos re.
sultados apresentados nesses capitulos contlnua valendo - se
for introduzida produgao conjunta.

Finalmente, esses dois modelos de demanda derivadé tem
em comum, o fato de se referirem ao cbmportamehto da empresa
ou firma individual. Mas, isso ndo impede que'b mesmo - . seja
aplicado em um contexto de setor, regiao ou nagao, bastando
paré_tanto que hipSteées_mais fortes sejam elaboradas. Por
exemplo, supoe do que a tecnologia‘de um- dado setor produtivo
possa ser representado por uma funcdo de produgZo bruta,e que
0 setor em conjunto se comporta no sentido de minimizar cus -
tos, entdo todos os resultados apresentados no capltulo 3 pas
. sam a valer para o setor.

Finalmente, o terceiro modelo apresentado neste estudo.é
um modelo linear. A partir de uma matriz de contabilidade so-
cial; ¢ descrito um modelo linear, onde sao levados em conta
tanto os efeitos multiplicadores de Leontief, como tamb&m os
efeitos multiplicadores Keynesiancs. |

As principais caracteristicas desse modclo de 51mulagao
e mensuracgao do consur® de bens intermedidrios estdo desenvolvi

das no capitulo 4 e sumarizados no Quadro 3.



QUADRO 1

 VALOR ADICIONADO E DEMANDA DE INSUMDS INTERMEDIARICS (COEFICIENTES;

ELASTICIDADES E RESULTADOS FINAIS DO MODELO DO CAPITULO

2)

Equagoes

Significados

equacao 1.4 (as variaveis represen-
tan vetorss, exceto )
2="(LP, w)

equagao 1.30(uma forma funcional es
p@dlfica da equagao 1.4 para varios
insumos;no caso de dois insumos,por
exemplo, aluminio Z e nao aluminio
j, fazer m = 2) :

m n

( 1)1/2,
“0 i

-m.=a.. + .. R
1 it *1 Lg J

elasticidades -preco da demanda e de

insumos (= relacdo entre a quantida

de de insumo e o preco do insumo,
propria ou cruzada)

equagao 1.31 _
S om. a.

_ Z _ Ttg (pZ)J./Z_
i %mp., 2 'p. -
< J - Z
equagdo 1.32
. ?in m, :_fgii m [ d‘ 1/2
tj dinm p; ] i O VJ p,

elasticidades fator primario da de- .

ménda. de insumo (= relagao entre a
 quantidade do insumo e a quantidade
do fator primario);

equacao 1.33

dwn m. g
1] 32,71 ﬁj my 17

1 quantidade do insum (aluminio, por exem
plo e qualquer material intermediario da

fabricacao do produto);
L. fatores prlmarlosttrabalho e capital);

P preco do insumo (idem outros materiais);

m prego do produto;

m.
%

a,
2]

»

:a demanda derivada do insumo € fungao
do'preco relativo entre insumos (idem

entre insumo e produto;P1/%:. e 0 caso
onde P, = T),bem como da alocagao dos
fatores primarios (trabalho e capital,

zj)‘

€ D;s sdo.os coeficientes dos pregos re-

lativos. e das quantidades dos fatores
primarios;

elasticidade preco cruiada ™)

elasticidade preco prépria (%)

elasticidade com relacdo ao fator tra-

- balho, ou capital (*)

continua


m%25c3%25a3nda..de

g %@%

continuagao

Equagées

Significados

elasticidade preco do produto da

~demanda de insumo;

equagao 1.34
M m.  a.

9.z - 7’5 z

T . op, 2 M. o )1/2

Formas de interpretagao das elas

ticidades cruzadas (=transforma-

¢cao a partir da elasticidade :-
substituicao)

equagéb 1.43
3 ﬁr

Pk~ 3m p, vk °K

elasticidade com relagao ao prego do produ~~

tO()

'Ofk elasticidade de substituigdo entre os
insumws » e X;
oy € a proporcao do custo real do insumo

no custo real total.

(*) Obs: Essas elasticidades dependem da forma funcional espec1f1ca adotada para a
Esses resultados sao especificos da equacao 1.30
(derivada a partir de uma funcao de valor adicicnado do tipo generallzado
de Leontief).Outras elasticidades podem ser obtidas com espec1L1cagao di-

funcao valor adicionado.

ferente da funcdo valor

adicionado.

-.10 -



QUADRO 2
PRODUGAO BRUTA E DEMANDA DE INSUMOS INTERMEDTARTOS (COEFICTENTES;
 BLASTICIDADES E RESULTADOS FINATS BO MODELO :DO -CAPTTULO 3)

Equag6es ' ‘Significados

equacao 2.6(as variaveis represen- M quantidade de insomo;
tam vetores, exceto X)

X producao bruta;
8 =0 (X,P,})

P preco de insumo;
W preco de fator ~ s

. proporcao do custo real do insumo< no cus-

‘ equagao L func1ona1 ¥ to real total (= insumos e fatores);

especifica da equagido 2.6. para o
caso da demanda derivada a partir

da funcio custo translog) . | Pj precos dos insumos Pj _(1dem ‘f_atores W j);
0. =vy. +2Y. R, +vy. X o
z 1 i J 7 _ As {micas variaveis necessarias pa
- ra a estimagao da equagado 2.33 sao os pre-

2= 1,000, mtn , Gos, O produto e a proporgao do custo do
: : ’ insumo no custo de produgao. Porém ela per
mite obter as elasticidades de substitui -

cao entre insumos, diretamente;

elasticidades preco da demanda de
insumos .

equagao 2.34

ne, = 4o, elasticidade preco cruzada  (*)
= 1,00my 1 = 1,000, mn 2#1
. [N .
=== +0, -1 T elasticidade preco propria (*)

Formas de interpretacgao das elastl
cidades cruzadas (= transformacdo
a partir da elasticidade substltui

cao

equagao 2.21 .
M _ fln ﬁi =0, 0 M , MM elasticiddde substituicao entre
hij YY) D = O %Mi % Gﬁj 0s insumos 7 € J;

ML elasticidase substituicao entre o

°;j insumo Z e o fator 4;

- 11 - continua



continuacao

Equacoes Significados

Yepresentam, respectivamente, as
L proporcoes do custo real dos insu-

mos intermediarios e dos fatores

primdrios no custo real total;

GM,G

Mj > "Lj representam, respectivamente, as
- . proporcoes do custo real do insumo
j e do fator j nos respectivos
. custos reais totais dos insufos e
~dos fatores

(*) Obs: Essas elasticidades dependem da forma funcional especifica adotada para
- a funcdo custo. Esses resultados sdo especificos da equagao 2.33 (deri-
vada a partir de uma fungao custo do tipo translog).Outras elasticida -

des podem ser obtidas com especificacao diferente da fungao custo.



QUADRG 3
MODELO LINEAR DE PRODUGKO E DEMANDA DE INSUMDS INTERMEDIARIOS (COE-.
FICIENTES E RESULTADOS FINAIS DO MODELO DO CAPITULO 4)

Equacoes o Significados
- -equagao 4.5 _
- m. = 3§;y§ a.. *) _ m, utilizacao do insumo ;
7 Jd 71 Tig
y? producao bruta do setor j;

‘a.. coeficiente unitario do insumo
% . g ~ i .
utlllzado na produgao do setor g

(*). Obs: Note que y deve satisfazer um sistema de equacces lineares (ver 4.2
- do capitulo 4). 0 vetor 45 mostra o produto bruto setorial compativel
com.a geragao liquida de um nivel de investimento, exportagao, gasto
do governo e transferéncias para as familias. Esse vetor de produgao
bruta leva em conta tanto os efeitos multiplicadores de Leontief,
bem como os efeitos multiplicadores Keymesianos.

- 13 -
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CAPITUGLO 2
VALOR ADICIONADO -

A literatura economica a respeito da. relacdo entre o valog
adicionado e 0 uso de insumos intermediarios € surpreendentemen-
te redu21da. Os estudos mais completos dessa interrelagao sao de’
Vldosa Bvuno/?1978) e Diewart (1378), e € a partlr destes estu -
dos que se baseard o presente capitulo.

Vamos supor uma empresa, produzindo um Unico produto X. Os

limites tecnoldgicos dessa empresa.podem ser adequadamente des-

critos por uma fungao de produgao que relacicna o nivel de produ
géo bruta X, com.um vetor de insumos primérios . L (trabalho,capi
tal, etc) e um vetor de insumos intermedidrios M (matérias pri-
mas, energia etc.): '

(1.1) X =X (L,M),
onde I & umvetor n 2 I e M & um vetor ‘m xz 1 com pregos da-
dos exogenamente pelo vetor P m x I.

Dado #..como © prego exogeno do produto desta empresa, o pro-
cesso de maximizacido de lucros conduz a: ' '

X _ . '
(1.2) ¢ siE - Ps 1=1 . R s ou

(1.3) « X, (L,M) =P, - Y

onde Xy (L,M) representa o vetor dos produtos marginais da fun-
cdo de produgdo (I1.1) com relacdoc aos insumos intermedidrios. Re
solvendo-se o sistema resultante (1.3) chegariambs és funcoes de

demanda derivada de maximo lucro para essa empresa:
(1.4) B =8 (L,P,n)

A questdao € que nem Ssempre & possivel, ou facil, encontrar

matematicamente a expressao dessas demandas derivadas. Se for



adotado como representacio tecnoldgica para esta empresa uma fun
cdo de produgdo menos restritiva que as usuais Cobb-Douglas e CES,
o trabalho matemdtico de solucdo do sistema (1.3) pode se tor-
nar extremamente complexo. Felizmente existe um caminho mais sim
ples para a obtencdo destas fungdes, e este é dado pela relacio

‘entre a fungao de valor adicionado e a demanda de fatores. Essa
relacao faz parté do conjunto de teoremas conhecidos na literatu
ra econbmica como a teoria de dualidade .. entre as representa-
gcoes tecnoldgicas e as funcoes derivadas de comportamento econd-
mico. ' ' | :

0 valor adicionadb nominal & definido por:

.G = TX - P'M, ‘
ou seja, ele & dado pela diferenca entre a receita da empresa - e
6 custo dos insumos intermedidrios, correspendendo portanto a
contribuigdo dada na producdo pelos fatores primdrios. (P*& o ve-
tor transposto de P). _

A funcao de valor aditidnado, da, para cada vetor de insumos
primdrios e pregos, o maior valor adicionado possivel de ser ge-
rado por essa empresa ajustando o seu nivel de produto e sua uti

lizagdo dos insumos intermediirios:

(1.5) G(L,", P} = Max  {"W=P'M:X ycx (L,M)}
X, M '

ou simplesmente

(1.6) G(L,w,P) = ® X{(¢,p,7n) - P' M(L,P,m ),

sendo X e M 3 oferta de produto e a‘demanda de insumos intermedid-
rios de maximizacdo de lucros, dado o custos de fatores primarios
e 0s precos do produtc e dos insumos intermediadrios. Essa fungio
como pcde ser vista € homogeénea de grau 1 nos pregos dos insumos

intermediarios e do produto. A ndo ser pelo’fato'de.néo. estarem

computados em (1.5) o custo dos fatores primarios, a fungdo(I.§)

de valor adicionado corresponde ao conceito analogo da fungzo lu

crb, derivado inicialmente na literatura por HoteZZing(1932,1935,
e desenvolvinento posteriores sendo dados pro Samuelson (1947),

Shephard (1953, 1970), Lau (1872, 1976) e McFadden (1966 e 1978).

~ 16 -~



(1)

Pode-se mostrar que :

Y - R
(1.7) GL -—TIXL - W e

(1.8) ¢ =2 eq, = -2

A relacdo (1.7) nos diz que a derivada da'fungao valor adi-
.cionado com relacao aos fatores primarios € igual ao preco .som-
bra W* destes fatores. Sendo G efetivamente maximizada com res
peito a L., e sendo os mercados de L caracterizados .como de
concorréncia perfeita, entdo o vetor de pregos sombra W* sera
igual aos pregos efetivamente pagos por essa firma. A

As expressoes em (1.8) nos dizem que as derivadas parciai
da fungao de valor adicionado com relagao aos precos igualam res
pectivamente a oferta de produto e as demandas derivadas de maxi
mo lucro. Esse resultado & extremamente importante pafa 0os estu-
dos. empiricos de producdo. Ele .mostra um caminho alternativo pa-
ra a obtencdao de um sistema de funcbes demanda derivada a oferta
de maximizaczo de lucro. O ponto de'partida conVenciona1 encon -
trado na literatura corresponde a especificacao de uma funcao de
producao que obedece a certas condicoes de regularidade para a
fecnologia da empresa. A partir dessa funcao de producao e da hi
'pStese de maximizagao de lucros chega-se a um sistema de oferta
de produto e demanda de insumos. Acontece que nem sempre esse pro
cesso & factivel de ser feito, dado as limitagoOes imnostas pela
complexidade da matemitica envolvida na solucao do sistema (I1.3).
0 resultado (I1.8) formece uma outra alternativa para se cﬁegar
3. esse sistema de demanda derivada e oferta compativeis com a hi
potese de maximizacdo de lucros. Ao invés de se especificar uma
funcio de produgdo como a (JQJ),-ﬁode—se definir uma funcao de
valor adicionado como (Z.6). Podemos utilizar para tanto uma for
ma funcional flexivel () que restringe bem menos os limites tec-

noldgicos da firma que as usuais CES e Cobb-Douglas.

2.1. Resultados de estatica-comparativa

As relacdes estabelecidas até aqui permitem estabelecer de

- 17 -



forma simples alguns resultados de estatica comparativa para a
empresa maximizadora de lucros. B
a. Mudanga nas demandas derivadas de insumos intermediarios devi
. do a alteragdes nos precos destes.,
Para simplificar a exposicao, vamos assumir primeiramente
‘apenas'ddis.insumos intermediarios, ap0s o que generalizaremos
os resultados |

para m insumos.
Com dois insumos intermediarios,
877'(1' . 32G
dp, ~ - . 2 ’
1 9P,
L T L
(1.9) Gt D= e
) Bpjdpg
M 2%
Spl apzapj
3, 2"
'2 3P,

Essas derivadas podem ser entendidas facilmente a partir da

condicao de maximizacdo de lucros (1.3).

apos a substituicao das demandas

nX, (M) = P, ou
de miximo lucro,
wXy, (5 B(B;PE)) = P

Para dols insumos

(1.10) jo(L,ﬁ

1
ﬂXg(L,ﬁl,

Derivando-se esse

se a dois conjuntos de

p)
(1.21) TX —ﬁi +
’ 11 8p1
am
: ]
TX
21 apz

intermedidrios apenas:

- (4)
me) = pyg - .

¥
~—
i

_ p2

sistema com relacgdo a p, € a py, chega-

equcaoes:

+



(1.12)

- Escrevendo os sistemas (1.11) e (1.12) sob a forma matricial

mX

chega-se a:

X

Xg%j

11

21

. dm,

Py

am

* WXZZ ap

3p2

+ X

3m1 amz

ap] apg

3m2 8m2
,apl apZJ

12 55;

om

am

2
2

2

1

=0

g

L

Sendo - sua solugdo portanto dada por:

R ] [y 17
9p ap 11 12
<1 2 .
= 1
i am, "
X(\’Y ’X|
jpl Bp% a1 Zi

Genericamente, para m insumos chega-se a seguinte relacdo:

-2
- oM 9 G 1 -1
4} ee = e e = - .
(1.14) =5 7 = X~ o onde
oF -
X, € amatriz '

A Hessiana obtida de (7.1) mostrando as relacoes
il Lo -~ )

entre os insumos intermediarios (=derivada de segunda ordem a se-
rem usadas nos calculos das elasticidades). Note que sendo 0s m
5 ~ - . .

( ),)entao (1.74) e uma matriz negativa

definida. A expressao (1.74) mostra claramente que o uso da abor-

insumos substitutos brutos

dagem do valor adicionado para a estimagdo das relacoes de estati
ca-comparativa no modelo COm insumos intermediarios simplifica bas
tante o processc de obtencio dessas relacdes. Partindo de uma fun
.géo de produgao, a andlise de estatica-comparativa envolveria a

- 19 -



inversao da matriz Hessiana Xy » Que sendo uma transformagdo nao
linear nao .permite a avaliacio correta.da propagacao dos erros das
estimativas econométricas, .

As elasticidades preco propria e cruzadas das demandas deri-
vadas dos insumos intermediarios podem ser encontradas ap0s a es-
timacao do sistema (71.8):

(1.15) : ‘e o RY7) me o Gij Gi _oxtdomy fi=1 o
. i i L4 - azn . hand , - -D._. , - -,. .'.',
Jd PJ | PJ bs .
onde X9 & o elemento i,j‘dé matriz inversa de X

MM
b. Mudangas nas demandas derivadas de insumos intermediarios devi

do a alteracdes na utilizacdo dos fatores primarios.

Novamente aqui, vamos estabelecer as relagOes para o -:Caso
mais simples, dois fatores primdrios e dois insumos intermediarios
apds o0 que generalizaremos os resultados.

As condig¢Ges de maximo lucro-em (7.70) para 2 fatores prima-

rios correspondem a:

(1.16) X, (24, %, ﬁl R ﬁg) = p,
X, (%1122, ﬁ] s ﬁz) = Py

Derivande-se totalmente esse sistema com relacdo a g, e 29

L

chega-se a:

> Y
o o, e My
I “11 3 12 38, aL
1 1 v 1
(1,17) P =
. - : am ., am 3X
X Ls 2 .. 2 e
21 3%, 22 38y ~ 38
XA aml . Bmg _ BXI
11 231 &2 3%, 3L
2 2 2
(1.18) - R
Bmz am? 8X2
) GRS S .



- Juntando-se (1.17) e (1.18) sob a forma matricial chega-se

" a0 sistema:

[ - o o ax X
v ¥ 1 1 1
: X713 12 LRI 7T, 3T,
(1.19) » _ ST = -
o o o 2, 2%,
-21:- 22-_ »321 322 . 321 aQ,JJ
Tom. ] g <571 [ex.  ax.d
1 1 . Y _ 1 Xy
T, 7L, 17 - %12 31, 3T,
(1.200 055 ar | ol ex 2X
N P P .y 5 2
5T 5
KR B S Z 77, 5T, |

Em termos genéricos, para uma firma com n fatores primarios

e insumos intermediarios, a relacdo acima fica

- ol -1
(1210 57 =~ Yyy Ywp o

-XML € a matriz Hessiana de (I1.1) que mostravasﬁiélagées de
substituigﬁé entre os insumos intermedidrios (por exemplo ener-
- gia)e os fatores de produgao primidrios (capital e trabalho -+ por
exemplo)._'; _

v A elasticidade da demanda derivada dos insumos intermedia -
rios com felagio aos fatores primaries vai depender protanto das
relagoes de substutibilidade bruta entre os insumos intermedid -

rios, como. entre insumos intermediarios e os fatores primarios:

_ don ﬁi 3en G, 2 = 1,000, m
(1.22) 'n . = —L = - _Z
"/ aen o Csam g J = 1,000, n

c. Outros resultados de estatica-comparativa

.De forma andloga ao mostrado anteriormente, os efeitos das
alteracdes de preco do produto sobre a demanda derivada sdo dada

por:
- 21 -



3l 1 e1 , 3%
T

= - =z XMM'P" 55 o ou seja,

(1.23)

o efeito de alteragoes nos pregos do produto sobre a demanda deri
vadafdevinsumos.é 0 mesmo'que as alteracoes nos prec¢os de insumos
trazem para a oferta de miximo lucro do produto. Assim, essas elas
-ticidades serao dadas por: | |

3em ﬁi > ] - o
. R LA G- L)L = A 4
(1.24) et o %dn W ( 2 L-X pg mt mm % dep.
T ) - .. J T .

Estabelecidos os resultados de estatica-comparativa, o efei-
to total na demanda de insumos intermediarios de alteracgoes nos
precgos destes, no prego do produto e no nivel de utilizacdo  dos

fatores primarios pode ser encontrado de forma bastante simples.

Dado as expressoes para a demenda de insumos intermediarios

em (1.4), a diferencial total para a demanda dec insumo 7 fornece:

- : a7, ‘ T - Am,
~ _ X 7 X 1 . % -
(1.25) dmi = j -5-29-:7? dpj + g 3T dﬂf‘j -+ S .a’ﬁ »

PP R O S R N 7 B Mt N S
12 J dpj m7, pj J azj ) JLJ. P omy W

(1.27) m. = “e.. b+ T n.. i.+0, m

: 7 PR B % B 1

Jd J

"Em termos matriciais essa expressao fica:
(1.28) »M-: E, P +'EEL‘+ E.

EP’ EL’ Eﬁ’saé as matrizes de elasticidade - . dadas . " por

(1.16) , (1.22)e(z7.24)  respectivamente.
Para melhor ilustrar o poder dessa forma de estimagao das
demandas derivadas de insumos intermediarios, vamos calcular as

expressoes das elasticidades para uma funcao de valor adicionado
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do tipo generalizada de Leontief:

HES

. .om m
(1.29) G = g(L,m,P) = % z

=0 J

5 m n
aij(pipj)‘ + I I b"pi ﬁfao’

0 i=0 j=1

onde P, ST, € LIy

Sabembsipox' (7.8} que:

n = - iﬁ e X= 96 , Dbortanto:
: op : om -
1
R m p.E n
(1.30) = iy=ag+ & an 57+ & b 2
| bosmp WPy g=1 Y I

€ a demanda derivada do insumo intermedidrioc 4. As elasticidades
- da demanda derivada sao (a partir dessa equagao em termos de lo-

garitmo natural g ):

8en m, ' @y Pas g _ ,
€.. = - = (== e ) ]
7 din p. 2 (p.p.11/2 :
N = R
tn m.. a.. Db. v . .
(1.31) e, =tolt Fd_ 1 %1 Faae Lo
A : id dL&nm pj 2 my (“inj 7 2 m. D | /
. v ' Tod Tlyeeey m
A Pi 1/2
(1.32) .. = N =g Ny (=}
. | npj P =0 - Jd Py
De forma analoga:
A } aamom, L. ;=1 . o
(1.33) N..= ==Lb.. 3e0cs _ 7 sao

LAY my Jd = 1yeeey n

as elasticidades das demandas de insumos com relacao aos fatores
primarios de producdoc. |
Finalmente, a elasticidade com relagao ao prego do produte

€ dada, lembrando que p, =m, por:

' hn o dpy 4 g
{2.64/_ Oi - 3p0 - 2 (E; 7?5271/2 )



2.2,

Existe uma outra interpretacao das elasticidades preco

surgem no modelo de valor .adicionado.

0 correspondente a elasticidade de substltulcao parcial
Allen (1938),

diarios,

(1.35)

r ¢ X denotam dois insumos intermediarios quaisquer.
Como a derivada parcial do insumo 1ntermed1ar10 r

cao ao preco do insumc X e dada por:

(1.36}

(1.37)

. 38)

logo,

(1.39)

(1.40)

(1.41)

& dado por:
o o M e -
Kr My M, MM -rK

i
op m MM rK
K
1T r
o = - m
Ky mg My BpK

No ponto de maximo lucro:

;= pi, péra qualquer
Kr mg My 3Py
Tm.p. n n
; _ mtpz anr Py m,
Kr: 7 m. Do
‘Mg, 3Py M, Py
T vl
. _ Lm, p. amP E£

Formas de interpretacao das élasticidades

levando em consideracao apenas os insumos interme -

onde

entao’

ou

e portanto

em rela -



Denotando por @, @ participacgao do: insumo intermedia-

rio ¥ no custo total dos insumos intermediarios, isto &:

(1.42 =
) &y ¥ g

, entao

a elasticidade preco da demanda derivada do insumo 1ntermod1ar10

r com relagao ao preco do insumo X € dada por:

dwn m
r

(1.43) Ei"K :VW = OI'K OL-K, ‘

ou seﬁé; esta elasticidade dépende da elasticidade de substitui-
¢ao entre esses insumos intermediarios (dado os fatores primarios
e da proporcao do insumo X mno custo total dos insumos interme--
diarios. | |

Em termos matriciais, como:

MM *

entao a matriz de elast1c1dade preco cruzadas das .demandas de11—
vadas € dada por:

-1 (6 '
(1.24) o =[n] LP_] / ou

1

(1.45) @ EX [W] UM [pj , ou ainda

(1.46) I [a] , sendo

o)
I

 a matriz m x m de elasticidade de substituicdo entre . os
insumos intermediarios, e a o vetor participacdes dos insumos no
custo dos insumos intermediarios.

De (1.45)checa—se a que:

(1.4%) XMN = [M] Q[ér



'@g%@fm

Como:

Y 1 ~1 L S
T W2 XMM P entao, subst1tu1ndo se(1.47) chega sg a
- -3 1 .
(1.48) 37 T T é]ﬂ e, onde e e um vetor coluna

com todos os elementos iguais a unidade.

Premultiplicando (1.48) por [M]_? e multiplicando por 5 o vetor
de elasticidade das demandas dos insumos intermediérios com relgf
"cao ao prego do produto sera dada por: |

‘ )
(1.49) [Mi-é—_";'ﬂ— Q e,
ou seja, ela & igual i soma das elasticidades precos prépria e

cruzadas de cada -equacao,

2.3. Valor Adicionado Nominal e Real

Até aqui nos consideramos o valor adicionado ¢ medido em
termos nominais. Existem duas formas de se trabalhar com o valor
adicionado em termos reais. A primeira abordagem consiste na de-
flagdo do valor adiciopado.nominal pelo prego = do produto pro-
duzido por essa empresa. Come G = G(L,m,P) & homogenea de grau

1 em precos entao:

G . P '
(1.50) 2= 6(0,1,2) =g (I, p). |
Os resultados até aqui encontrados ndo mudam muite com a

utilizacgdo dessa definicao da valor adicionado:

3G

5L - 4L
G _ '
= = 0
(1.51)
n -1
Sp X i



R _ 1y .
3L MM ML
A outra forma de se trabalhar com valor adicionado real cbg

siste no processo de deflagéo dupla, onde todos os precos . sao
normalizados na €poca base e a medida de valor adicionado real é
feita tomando-se como base os precos de insumos e do produto na
época base. Essa abordagem € bastante utilizada nos estudos empi
ricos da producao, o valor adicionado real substituindo o prddu-
to bruto da empresa e sendo uma funcdo de fatores primarios ape-.
nas, normalmente capital e trabalho. ' |

~Existem trés condicbes que validam essa abordagem

bem intermediarios sdao utilizados em proporcdo fixa em re
lagao ao produto bruto _
- precos relativo dos.bens intermedizrios em’relagﬁd ao pre
¢o do produto € constante ou
- funcao de producao bruta € separavel em insumos primarios

(7

e insumos intermediarios

Se nenhuma dessas trés condigSes € satisfeita, entdo,a subs
tituicao da producado bruta por valor adicionado real (dupla . de-

flacdo) deve mais a viéses no processo de estimagZo.

ROTAS

(1) Veja ﬁor exemplo McFadden (1966, 1978) ou Lau (1972,1976).
(2) Notagao: G, = 8G/3%, ... 3G/3%_ -

C—'1T = 3G/ 3w
p BG/ap]... G/;m

(3) Uma forma & dita ser flexivel quando ela fornece uma aproxi-
macao de segunda ordem para uma fungao qualquer. Isto e, mes
mo nao conhecendo a forma especifica da funcuo de valor adi~
cionado, podemos. aproximia-la satisfatoriamente nos trabalhos
economéetricos por uma forma funcional flexivel. Veja Diewart
(1973) e Christensen, Jorgenbon e Lau (1971) sobre os concei
tos de formas funcionais flexiveis e duas formas flexiveis
bastante utilizadas nos trabalhos econometricos: a Translog
e a Leontief Generalizada.

- 27 -
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6

(&) Para tornar mais simples a exp031§ao a notacao aqui utilizada

e a seguinte: X. = 3X/3m.
~1 9 7
X, =0 X/am am .
14 J
(5) Nesse caso todos os elementos de Xypy fora da diagonal princi
pal sao negativos e portanto todos os elementos de XM& sao ne
gatlvosv Ver McKenzie(1960). , -
" (6) Notacao: vetores entre colchetes representam as matrizes dia-
' gonais formadas por esses vetores. ‘ v
(7) Uma fungao de produgao bruta X = x(L,M) & dita ser separavel
em. relagao aos vetores primarios e insumos 1ntermed3ar1os se
X pode ser escrita como
X .= X (F(L),M), '
onde F(L) & o V&lOl ad1c1onado real Berndt e Chrlstensen(1973
mostram que nesse caso as elasticidades de substituicao par -~
cial entre cada insumo intermediario e todos os fatores prlna
rios sao iguais tanto no sinal como na magnitude.
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CAPTTULO 3
'PRODUCKO BRUTA

A" teoria da dualidade em economia apresenta varios re-
sultados. Um deles é apresentado no capitulo anterior forman
do as bases tedricas de um modelo de demanda derivada por
insumos intermedidrios. O cerne da teoria de dualidade em
economia esta no fato .que qualquer conjunto convexo (a repre
sentacdo tecnoldgica de uma empresa ou setor de atividade) po-
de ser igualmente descrito pelos semi espacos que o suportam
(as fungodes derivadas do comportamento economico de maximiza
¢ao ou minimizacao de uma funcao objetivo](l). E bastante co
nhecido na literatura o fatoc que as'condiQSGS tecnologicas
de uma empresa condicionam o comportamento das fungoes cus-
to. E conhecido também, embora nio tio bem, que a partir das
funcdes custo & possivel obter todas as informaches necessd-
rias sobre as caracteriticas tecnoldgicas da empresa. Este
caminho, nao wusual nos estudos de produgao, € o mais sim-
ples para se obter um sistema de demdndas derivadas das em-
presas, sistema este compativel com um comportamento economi
co. '

A dualidadeventrg fungoes custo e tecnologia foi exaus-
tivamente discutida na literatura. Os modelos completos sao
os trabalhos de Shephard (1953, 1970) e McFadden (1966, 1978),
dado a extensdo como o assunto €-tratado, embora outros auto
res, como por exemplo, Samuelson (1947), Uzawa (1964) ja te-
nham tratado do mesmo assunto. '

- Vamos supor uma empresa, produzindo um produto bruto X,
e para tanto utilizando um vetor L nxl de fateres primarios
e de um vetor ¥ mx1l de insumos intermediarios. "Os fatores
primdrios sao aqueles normalmente considerados nos estudos de
producao: capital, trabalho, terra, etc. Os insumos interme-

diarios compreendem as matérias primas, energia e outros fa-
L o>



tores. Vamos supor também que a tecnologia desta empresa po-=
de ser corretamente representada por uma funcao de produgao
bruta do tipo: ‘

(2.1) X =X (L, M)

Essa ‘funcao .de produgao obedece as condigOes de regula-
ridades normalmente impostas sobre funcgoes de produgao e bas

tante conhecidas na teorla de producgao.
Condicoes de regularidade de X

(A.1) X = X(L, M) € definida para todo vetor de I insumos
primario e intermedidrio como uma fungao real, nao negati-
va, diferenciavel duas vezes;

(A.2) Se L =0 e M = 0, entdo X = 0, ou seja, nao € pos
sivel produzir algo sem 1n5umos(2) '

(A.3) A funcao de produgao é nao decrescente nos insumos
ou seja, os produtos marginais sdo maiores ou iguais.a zero;
(A.4) A funcdo de producdo € concava e finita para insu-
mos finitos(s) e nac limitada para pelo menos uma seqliencia
de insumos nao limitada.

0 problema economico de maximizacao de lucros:

(2.2) Max lucros = ﬂX"(L, ¥) - W'L - P'M,

péde ser dividido em %ois sub-problemas: O primeiro deles &
dado por um processc de minimizagao de custos de_produgéo pa
ra cada nivel de produto. Esse problema dd origem as curvas
de custo da empresa e pode ser entendido como o problema da
escolha de técnicas. O segundo sub—pfoblema consiste em esco
lher o nivel 6timo de produtc dado as combinagoes eficientes
entre os insumos da empresa (W' e P' sao vetores transpos-
tos). '

Formalmente o primeiro sub-problema & dado por:

(2.3)in C = W'L - P'M
LM

Suj. X

|

X(L, M)



ou ainda:

(2.4) Min R = W'L - P'M - XA (X - X (L; M)),
LM, A

onde:
A = multiplicador de Lagrange A
W = vetor nxl de pregos exogenos dos fatores primarios
P = vetor mxl de pregos exogenos dos insumos intermedid

rios.

As condigoes de primeira ordem do problema (2.4)‘ acima
sao dadas por: | ‘ '

(?.5) 3R X (4)

. = On qu W = I
2E -0 ou P = AX
BE-vouy = (1, m

3

A solucao do sistema (2.5) fornece um conjunto de fun-
goes demanda derivada para os insumos intermedidrios e fato-

res primarios, para cada nivel de produto:

(2.6) L = (X,P,w)(?)

M =M (X,P,¥)

H

~ A
A= X (X,P,W)
' A A

As fungoes demanda I e ¥ sao fungbes demanda  compati-
veis com o processc de minimizagao de custos, mostrando ape-
nas o efeito substituicao para cada valor de produto. Elas
diferem das demandas derivadas de maximo lucrc no sentido que
as Ultimas incluem tanto o efeito substituigdo entre os insu
mos, como o efeito expansao, dado pela determinacao do nivel
otimo de producao. Portantoc as fungGes mostram as combina-

coes entre L e M eficientes para cada nivel dado de produto.
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0 grafico abaixo mostra a diferenga entre os dois tipos. de
curva de demanda derivada: '

p

demandas de minimo custo
para dado X

. : ' .
\ ' ' .
\\\\ : \\\ ~ - demanda de maximo lucro

Substituindo (2.6) mo custo de producao da empresa che
ga-se a funcao custo:

1

(2.7) ¢ = W'L + P'M = W'L (X,P,W) + P'M (X,P,¥), ou simplesmen-
te ' o '
(2.8) C =C (X,P,W)
A funcdo custo (2.8) mostra, para cada nivel de prodﬁto e
conjunto P, W de preg¢os, qual o minimo custo necessario para
se gerar esse produto. Pode-se mostrar que as condicoes de

regularidade impostas sobre a tecnologia nao implicam em al-
P ~ 6 :
gumas caracteristicas da funcgao custo( ). o

Condigdes de Regularidade da fungio custo
(B.1) ¢ & uma funcao real, positiva para X > 0 e precos es-
. 7. tritamente: positivos
(B.2) ¢ & nao decrescente em X,
(B.3) C & nao decrescente nos precos dosS insumos

(B.4) ¢

.(D\

homogénea de grau 1 em precgos

My

(B.5) C funcdo concava nos precos dos insumos

continua nos precos para cada X.

(028

(B.6) ¢
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Ou seja, as condigoes (4.1) - (A.4) impostas = sobre a
funcdo de producdo bruta ndo implicam que a funcao custo e-
xiste e obedece as propriedades (B.I1) - (B.6). Mais ainda,
0 caminho inverso pode ser percorrido. Dado uma funcao cus-
to, que obedece (B.1) - (B.6), pode-se chegar a funcgdo de
produgao. O problema custo €: ' '

(2.9) Max X = {x : W'L + P'M 3 C (X,P,¥) para todos os pre-
¢cos positivos}

O problema acima eventualmente pode ndao reconstruir exa
tamente a tecnologia da empresa, para o caso em que - fungao
de producio tenha Segmentos ndo cdncavos. Mas, essa possibi-
lidade nao importa, p01> se admitido o comportamento de mi-
nimizacao de custos para empresa, tais pontos nunca serio ob
servaveis no mercado.

Uma propriedade importante da funcdo custo &€ conhecida
como lema de Shephard-Uzawa, Essa propriedade permité a gera
¢cao de um sistema completo de demandas derivadas a partlr da

~especificagao a''priori''de uma fungao custo:

(2.10) dC
oW

=L (X,P,W) e

I (X,P, W)

P
3.1 Mudancas nos Precos

A teoria até aqui apresentada permite a dedugao de al-

guns resultados importantes da estdtica-comparativa. .

Substituindo (2.6) na condicdo de la. ordem de minimo

custo temos:

(2.11) X = X (L,M}
W = KXL (2,&)
P = )\XM (L, M)

S - 34 -



Tomando-se a derivada de (2.11) com relagao ao vetor W

chega-se ao sistema: -

' .MVE -
R = +X! !
'(2 12) Oln 0 3 Xt LW_+ X', M,
1. _ W - '
'x’ In - XL '—;\- + XLL .L/W + XLM MW
0 =X kw +X L. + Xi M (7) (8)
mn M W

A ML TW MM |

Cuja solucdo &€ dada por:

(2.13) |, . -1 ‘
: — 1o X'’ X
N o L M
Ly = 4 XL Xru
My Xy s X um Onn
. pu i o L.

Representando os blocos da matriz inversa acima por su-

perescrito temos:

3L T _ 3 % a7 3 JLL

(2.14) L, = =Ly 2 - = x7)
L Y N . B W
4 M s .
w, = 2o LML 1ML
w5 T

J

De forma equivalente com relacdo a alteragbes nos

gos P dos insumos intermediarios, a derivacgao de (2.11)

relagdo a P conduz ao seguinte sistema. )
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- o _F ' '
(2'15),01m -’0 . * XDy o+ X, My
Ap
Owm = %1 -7 Xrp Tp * Xpy Mp
1 _ P '
T Im T M T Pt Ky M
Com solucao dada .por:
(2;15}“AP T ¢ L
i ’ i f . 1
N 0 L Xy Otm |
Lp = 1A rp Xru O im
| 3 B |
¥p Xy r Euy o
L N . - L
ou o L _ ' . Ly
S W, . IM
J [ -
(2.17) L, = SL o L ytM 3LZ 1 X, )
ap A oP; A J
\ . M7 / 4
¥ = oM . v XMM . (of/.Z -1 XZ;‘HL{ )
)N ops Y

Tomando-se as elasticidades de substituigao parcial, de

finidas por Allen (1938), como sendo:

wy Xy MF XDy .
(2.18) 0 s = Xﬁ . (entre insumos intermediarios),
J- m m . J
v 4
XM+ X' L -
L i = XL (entre fatores primarios),
v 9. 8 o :
T J



Eﬁ%%%ggm&

”~

v '
X M M+ X I L

oLM - xLM (intermediarios e primirios) e
td L. m. L :
' P
ur Y wMFX L oy . . o
(Iij = Xij {primarios e intermediarios),
. m. 2.
. 'LJ

a substituicao de (2.17) e (2.14) conduz a:

X' M+ X' L

un X'y L %

0.. = A
v m. m ap:.
g )
v X' M+ X' L .
(2.19) o7 = —& N, O
_ gi %j §u3
vyt ’
G'LM_XM’M+XLL>\ LT
ii -
| o M ®i

- ! M v'

A Il TR 17
[ m. %. S
R d

‘Como no ponto de minimo custo, as condic¢des de primeira
ordem (2.3) garantem a proporcionalidade entre preges dos fa

tores e insumos e as produtividades marginais, entao:

. BN Sana - A
(2 50) MM DM+ VL WE __c ¢ 3%
1800 04 = = - — = _
m m Spj My M Bpj (_%)C:_ ) (%«g”, y Bpi 8;9 i
i Pi
L A ¢ s%c
cLL'~ PM Wk - - oLt _
iJ e ~oT
0; %5 mus LG 05 g 80 ., B, mE. a

v/ J L g t] ( T ) ( o H T J

oL oz7 -



2 ke [ >
m_pm*yp %y O ¥y o C 8¢
ij T T ~
Wimg g Ry %y o) By
SSNII c W o C %
ML _ PuM’ WL i i
ij = = T T N
., . HR . L. . C . .
m J &J mLQJ &% ( d)(aq %Q %3
dp. O,
R

Multiplicando e dividindo simultaneamente pelas deman-

das e precos chega-se ao seguinte resultado:

: MM - ,
' n.. oln M. i
(2.21) o' = —H ou o 2t =g 0, 6 ;
1J 0 6 0% S D M M7 1
M Mg v e g .
LL »
. .. 38n L. i
A n@% = ot 0, 0 a?q :
Wooo 0, . Yoo s, 2 MWW
L "Lg d
- IM ~
Vg , Ly LM
%G Ty o T, m “ug Oig
M MG Py v
ML -
. dn M.
ol n13-- ou nMQ = mnwmiﬁ = @L' 9, o@%,
1 %3 o <L L g
GL Q&f 8gn... J .

onde:(%le O  sao respectivamente as participacoes dos insumos

L

intermediarios e dos fatores primidrios n3o custo Otimo total,

ij a participagao do insumo intermediario § no custo

dos insumos ‘intermediarios e analogamente para os fatores pri

miariocs com relacao a 6



A importancia das expressoes acima € que 0S mesmos re-

- sultados de estatica-comparativa obtidos a partir da estima-
cao de fungdes de producdo, podem ser conseguidos a partir
.da fungdo custo, com a vantagem que para a ultima nao € ne-
cessario inverter a matriz do Hessiano orlado e assim propa-

" gar erros das estimativas através de transformagCes nao 1i- .
neares. ' ' | ”

3.2 Mudangas no Nivel de Produto

As respostas das demandas derivadas para variagoes no
nivel de produto podem ser facilmente mostradas a partir da
derivacao do sistema (2.11) (condigéo da la. ordem) com rela

¢3o do nivel X de produto:

Y : .
- b4 |
9 - n A ' ' :
(2.22) 1 =0 . +XL.§X+XMMX
A, :
0,174 N *Xpp Lyt Xy My
A

sy X, P
01 T &y N * Xy Ly Ky Mg

cuja solucdo & dada por:

A c ) ’

A0X i ' - ro ] -
(?.23/7 . 0 X 7, X M 1

Ly l= 1% %1z “*im 01

Yyl V' fur Yum On1

J L. Il -

Ou seja
(2.24) 1, = x* = (2=

aX

©

!
[ 93]
0

!
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' ) G

Note também que como pelo lema de Shephard-Uzawa

(2.25)_§£_-: L;e 3¢ = M, entao:

T : 3pi
L7 Xl 5 5
(2.26) B = (<
D aX W, 9K v, ox
1 :' 2
ot s%c 3 ac

= = (—).
o Bpi aX’ Bpi %

Como 3C/3X € o custo marginal da empresa, o acréscimo
na demanda derivada do insumo intermedidrio (fator primario)
2 devido ao aumento do produto € igual ao aumento do custo
- marginal devido a elevagdo do prego do insumo 7 (fator 7).

Em termos de elasticidades os resultados acima demons-

trados ficam:

_ 87 L. 3L. X Ve 390 X 3CH X
’ X X L. Y . )

3n 3 ; _ L, W, L, P 3¢
' oW
1

A ’ 2 . .

i 7
e don My WM, X _ X ¢ x i aczg X
= = =4 - - .

- XM M, dp, My 3 _é%g -
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3.3 Diferencial Total da Demanda Derivada

Diferenciando-se totalmente com relacdo ao tempo a ex-
pressdo (2.10), que contém as demandas derivadas por insumos

“intermediarios e fatores primarios, chega-se a:

e - Y. MM e LY .
(2.28) m;, = €, X + L Ngj Py * ) Ny W3
v J J
s L s MI - MM
fp T eg 2t § Nz Pg * § Nig Y3

3.4 Exemplo de Aplicégéo

Vamos mostrar como podem ser estimadas as fungoes deman
da derivadas tanto de insumos intermediarios, como dos fato-
res primarios. Para tanto usaremos uma forma funcional flexi
vel bastante utilizada . ultimamente nos trabalhos econométri-
cos de produgao e consumo. Essa forma € conhecida como trans
log e se deve basicamente aos trabalhos de Christensen, Jor-
genson e Lau (1971). , -

Para simplificar a exposicao, serd feita uma alteracao

da notagao:

M - @ VPl
v = I e R = , ou seja,

W

os vetores V e R englobam respectivamente as quantidades e
precos dos insumos intermedidrios e dos fatores primdrios.

A expressdo da funcdo custo translog ¢ dada por:

. o , .
g) nC = . L + 5 L (.. In R, L S
(2.29) wnC Y, * Yy nx + E Y; MR, + i § V43 In R, QU»RJ



Para que (2.29) seja homogénea de grau 1 em pregos & ne
cessario que: '
(2.30? z Y, = 1 L Y., = z Yij % 0.

T . _ i ¥ J

Em (2.29), a derivada de nC com relagdo a n Rj & dada
por: ' |

 (2.31) 3wmC _ 3C_ Rj
o 3R,  9R,
Jd d ¢
Utilizando-se o lema de Shephard~Uzawa em (2.31) chega-

-s5e a:

3nC  9C R. V. R.
i J

|
le
-
f

(2.32)

8R; 3R, ¢ = C. J

. J
Ou seja, a derivada do lado esquerdo da translog com re
lagao ao log do prego € igual a participacao do fator ou in
simo no custo total. '
Assim, o sistema a ser estimado é dado por:

(2.33) O, =v; * LY., n R, + Y. Wn X, 1=1,...,m¥n.

J &d J e
‘Note que no caso da’ fungac custo translog, as Unicas va
‘ridveis necessarias para a estimagdo do modelo sdo os pre-
cos, o produto e as participaéaes dos insumos - intermedia-
rios e fatores primarios no custo de producao.. Informagoes
de nivel de utilizacao de insumos e fatores, em geral mais
complicados de serem mensurados, sao desnecessarios.
As elasticidades de substituicao do modelo custo trans-

log sao dadas diretamente por:
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(2.34) n;j ——— Yy, + 1 para < #j e

0.0, Y
T J
_ 1 a2 _ g,
"ig T oz Yie % ei){
’ 7

ou seja, elas presc1ndem da inversao da matriz do Hessiano
orlado da funcgio de producgzo. o '
As elast1c1dades Drego da- demanda de fatores sao dadas

por:
(2.34) Ngj = T——-+ Oj para ¢ #J e
; “
Y
g = o 4 0 -
) 0. :

[

 NOTAS

(1) ELssa proposigao decorre de um famoso teorema matemati-
co, o teorema de Minkowski. Ver Rockafellar (1970) so-
bre o teorema de Minkowski.

(2) kotagao
a) 0 e o vetor nulo Kx1;

b) Se x ey sao vetores entao
x>>y implica que e >y ‘qualquer <,
x>y implica que .2y qualquer e x#y,
xey implica que x.7Y,; qualquer Z.

(3) Pode-se relaxar bastante essas caracteristicas da fun-
cao de plodugao, trabalhando inclusive com outras re-
presentacoes tecnologlcas, como por exemplo, conjuntos
de possibilidade de produgao. Veja McFadden (1978, pp.
62-64), axiomas 1 a 3.

. (4) Notagao:



(5)

(6)
73

(8)

(9)

) [o&/3s,
| 3R _ .
2 © ;LT
3x/3kn| IR/ n|
Notagao )
|
M = .
m
m

Veja Shephard (1953,1970), por exempio.

-

Notagao: I, = matriz identidade de ordem nxm. O e a

mn

matriz nula de ordem mxn . X X X e XM Sao as ma

LL?> "LM* "ML M

“trizes das derivadas segunda da funcao de produgaoﬁALw,

MW e AW sao matrizes das derivadas das demandas em rela

¢ao ao vetor de pregos W. Apostrofe. em cima da matriz sig

nifica transposicao desta.

. : B ' ,
Note que a matrlzlde.blocos 0 X.L X’M
LSS XZM, representa a ma
o Y K

triz do Hessiano orlado da fungao de producao X (deriva
das de segunda ordem, a serem usados nas elasticidades

e derivadas de primeira ordem).

~ L 1] . ' :
Notagao: X~ e X  correspondem respectivamente aos veto-

res da inversa da matriz Hessiana Orlada.
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CAPITULO 4

MODELO LINEAR DE PRODUCAO

Uma outra classe de modelos bastante Gtil na analise de
produgao tem como cerne a metodologia de insumo-produto.

. 0 ponto central dos modelos de insumo produto & o reco -
nhecimento da interdependéncia dos varios setores produtivos
entre si. Para que seja gerada uma unidade liquida de .um de-
terminado produto. € necessario que antes sejam pfodugidos 0s
insumos, e antes destes os insumos dos insﬁmos, e assim . por
diante, formando uma cadeia interminavel de relacles entre os
setores produtivos. _ '

0 modelo aqui apreseﬁtado corresponde a uma versao .. am-
pliada do modelo de insumo-produto comumente utilizado na li-
teratura. O desenvolvimento deste modelo, a partir de uma ma-
‘triz de contabilidade social, foi feito por Pyatt, Rece et alli
(1977) e Pyatt e Round (1977, 1978), tendo sido aplicado no
Brasil em estudos de geragao de emprego por Prado e .Kadota
(1982) e Prado (1982). ' '

‘A caracteristica mais dmportante do modelc de Pyatt esta
no fato em que nele estdo computados nido apenas os efeitosnml
tiplicadores da interdependéncia setorial, conhecidos como
multiplicadores de Leontief, como também dos multiplicadores
Keynesianos. O aumento de produto tem como contrapartida um
aumente no fluxo de renda da economia. Esse acréscimo de renda
volta em parte a economia materializado sob a forma de um au-
mento no CONSumo, que por sua vez aumenta o produto . e .assim
por diante, configurando o que se conhece como os efeitos mul

tiplicadores de Leontief.



4.1. Matriz de Contabilidade Social

0 modelo aqui apresentado tem como ponto de partida uma
~matriz conhecida como Matriz de Contabilidade Social. Essa ma
triz descreve, para uma dada sociedade, os fluxos monetarios

e de bens ocorridos dentro de um determinado periodo.

Matriz de Contabilidade Social

G as tos

-Formas de - Contas Setores .
) Renda Familias Exbgenas Produtivos Totils
Formas de 3 v
Renda Am x n) (m z 1)
* * F
— R ’ -8 .
Familias _ S s Y
_ (k z m) (kox k) (k 2 1) (k = 1)
Contas Exo-- g7 -~ p! h t! y-
. genas (1 x m) (1 x k) (1 xn) (1 x 1)
‘9: .* o
Setores Pro c G 4 yS
dutivos ' . (nx k (na 1) (n x n) (nx 1)
. (yv)' ) ¥ (5]
Totais (1 x m) (1 z k) (12 1) (1 xn)

Obs: Os nimeros abaixo de cada matriz representam a ordem da ma-

triz.

A renda derivada do processo produtivo nos »n setores da
- *

v,

cada tipo de renda sao dados no vetor

economia sao divididas em m tipos diferentes pela matriz

"~ sendo que os totais de
*

y?. A matriz Kk mostra como essas m formas de renda que com-

poe o valor adicionado do produto se repartem em k tipos de
familias. A matriz 5 mostra as transferéncias entre familias
para o pagamento de servicos (servigos domésticos, médicos,den

tistas, etc).0 vetor s mostra as transferencias para os k ti-

do setor extemo(=Resto do Mundo).A so

F
Y

pos de familias do setor Governo e

ma em linha das familias resulta no vetor de renda familiar



por tipo de familia. Na linha de contas exdgenas, o .vetor &'
mostra a parte do valor adicionado que &€ retida peias empre -

sas ou transferida para o exterior, ndo indo portanto para:as
familias. O vertor P' respcende pelo montante de impostos dire
tos pagos pelas familias, poupanca e importagdes de bens e
‘servigcos. O vetor t' mostra os impostos diretos pagos pelas.
empresas ao setor governo, mals o total de importacoes de bens.
e servicos pelas mesmas. Finalmente, o Ultimo bloco de matri-
zes corresponde as compras de bens e servigos por parte das

familias (3), setor governo exportacao e investimento () e
setores produtivos (Z). A matriz i compreende.éxatamente a ma
triz -tradicional de insumo—produto, Nete também, que a matriz
constante da tabela I'mostra identidades contabeis da econo -
mia, sendo que a soma das linhas & idéntica 4 soma das colu -

nas. ) o | |

4.2. Especifiéagﬁo do Modelo

A Matriz de Contabilidade ‘Social mostra apenas um retra-
to fiel dos fluxos de renda e produto ocorridos dentro da so-
ciedade dentro de um periodo de tempo. Para que essa matriz
possa servir .de base para um modelo de simulacao da economia
sd0 necessarias algumas hipoteses sobre como se comportam  ©s
varios agregados da mitriz pafa diferentes niveis de renda e
produto. A hipétese aqui- feita € que a escala do modelo nao
afeta suas proporgoes internas, ou seja, que os coeficientes
unitarios sao constantes. Para o sub-modelo intersetorial es-
sa suposicdo corresponde # aceitagdo das hipdteses de retor -
nos crescentes a escala e coeficientes técnicos fixos de pro-
dugao. Tais hipétesés se estendem as outros blocos da Matriz
de Contabilidade Social; guardadas as devidas proporgoes com
relacao ainterpretacao dentro de cada blcco.

A operacionalizac@o do modelo, a partir das hipoteses aci
ma mencionadas & dada pela divisao das colunas dos blocos For

mas de Renda, Familias e Setores Produtivos, pelos respecti -
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vos totals, chegando-se ao seguinte sistema de equacoes.

o va + 0y'F - VuS = &
(3.1) : _
»fRyv + (I-5) yF + ﬁys = s
v ; i
ady - C-yF + (I-4) ys =g,
onde V,R,S e A sao as matrizes de coeficientes unitarios de

rivadas, sob as hipdteses acima mencionadas, a partir da divi-
- * * * ok )
sao por coluna da V, R, S e 4 pelos respectivos totais. .

Escrevendo o sistema (4.1)sob a forma de matriz chega-se

a
I 6. -V } yv ]' 0
” . . 1 .F — o H .
(3.2) |~ (1-5) @ Y g = 1s . cuja solucio &
g —C'» (T-4 Y J S g A
dada por: _ T
y? I r e -v | o’
(.3) | y" | = !-R (1-s). & | s
_ s v
Y J : i ~C  (I-4) g
Ou seja, a partir de um dadc conjunto exdgeno de gastos
governamentais, exporta§6@s e investimento . (vetor g) e  das

transferencias governamentais e do exterior para as familias
(s) € possfﬁel obter o produto total gerado pelos setores pro
dutivos yS, o valor adicionado por tipo (salario, lucrc, alu
gueis, juros, etc) yv, e a renda por tipo de familia, yF.

A paréela de insumos intermedidrios utilizada durante o
procésso produtivo € dada por setor pela matriz M on oz n,on-
de cada Ky representa a quantidade de insumo do setor{ uti
lizada pelo setor g:

(1)

* g N S‘
(3.4 M = 1 T oa.. !
{3.4) M = 4 [J J (miJ a; yJ)

A utilizagao total da produgdo dos varios setores  como
insumo de outros setores & dada pela soma em linha da matriz

M, ou seja:



yS az‘j do insumo .. T

-NOTAS

(1) Notagao, vetor entre célchetes representa a matriz dlago—
nal ‘gerada a partir do vetor.



SUMARIO E CONCLUSOES

r

O desenvolvimento da teoria de dualidade em microeconomia
trouxe um novo vigor aos estudos empiricos de producao. As de-
mandas derivadas e as caracteristicas tecnoldgicas das empre -
sas nao mais precisam ser abordadas através do enfoque de fun-
cao de producao. Funcgoes derivadas de comportamento econtmico
das'émpresas encerram em Si todas as caracteristicas da tecno-
logia de producao e podem scr utilizadas para a obtencao das
demandas derivadas e dos parametros tecnoldgicoes. Esse desen -
volvimento se deu de forma crescente a partir da década de 1970
e simplificou bastante a tarefa dos economistas. As mudangas
das caracteristicas ocorridas na uGltima década nas economias
ocidentais, ditas desenvolvidas ou em desenvclvimento, motiva-
ram o aparecimento‘de um grande numero de.estudos empiricos
aplicando a abordagem da dualidade, na mesma linha do trabalho
‘pioneiro de Nerlove(1963). -

Foram apresentados neste estudo dois modelos que se valem
dos resultados da teoria de dualidade, nos capitulos 2 e 3. A
principal'limitagﬁd dos dois modelos € que ambos nao levam em
conta o papel tanto das demandas por produto final {(consumidor)
como da oferta de fatoreg, pois em ambos sao dados o prege do
preduto, dos insumos e dos fatores. 0 que se estd sugerindo &
que uma extensao dos modelos apresentados nos capitulos 2 e 3,
para modetos de equilibrio geral - tal qual o modelo linear do
capitulo 4, mas sem as restfigéeé de consténcié-dos coeficien-
te§ unitarios pode trazer implicacdes valiosas para .outras ana
lises de varias questoes atuais, complementando-se, assim,aqué
las pfopostas nos capitulos 2 e 3 e tratadas em suas formas fi

~ nais no capitulo 1.
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