
INSTITUTO DE PLANEJAMENTO ECONÔMICO E SOCIAL 

FUNDAÇÃO INSTITUTO DE PESQUISAS ECONÔMICAS

Relatório Final

UM MODELO PARA ESTIMAÇÃO DE DEMANDA 

DERIVADA DE INSUMOS INTERMEDIÁRIOS

Luiz Martins Lópes

José Carlos de Souza Santos

São Paulo

Junho - 1983



APEESENTAÇAO

0 obj etivo desta pesquisa ê o arranjo funcio^ 
nal de um modelo de estimação de demanda de insu
mos intermediários (= demanda derivada de mate
riais) . Esse arranjo, tem por , base a^Hteratura. geral* 
dos modelos__do valor adicionado, da produção bruta 
e do modelo linear' de produção (= "insumo-produ
to"). Cada um desses tipos de modelo tem as for
mas de estimação de d.emanda dos insumos e dos fa
tores primários (= demanda derivada dos fatores 
trabalho e capital). Embora a demanda dos .fatores 
primários sejam um sub produto do modelo aqui tra 
tadõ, ela não e uma finalidade desta pesquisa[ *).

Apesar do desenvolvimento diferenciado des
se s_t_res^ tipos .de modelo, a ênfase deste trabalho 
è o marco referencial das estimações econométri- 
cas da demanda derivada que nao sejam "ad hoc" 
(= sem explicação teórica), de um lado, e que não 
sejam limitadas "a pri.ori" por uma tecnologia de 
produção especifica (= exclusão de outras julga
das complexas "a. priori").

A não exclusão de qualquer tecnologia de pro 
dução, e a estimaçao da demanda derivada com o If 
mite- tecnológico real da empresa, ê uma possibili. 
dade tratada de forma crescente na literatura con 
temporãnea. Isso ê feito partindo-se do comporta
mento econômico da firma, ou seja, do dual das 
atividades tecnologicámente factêveis à ela ~(=nao 
se impõe uma tecnologia especifica, como, por 

C* ) õ mode to foi dese-nvolvido junto com Jose Car- 
ló^ de Sousa, Santos (Prof. da FEA-USP e Pes
quisador da FIPE. A parte geral do modelo ê 
uma revisão da literatura, tendo sido efetv.a- 
da na pesquisa preliminar da sua tese' de dou
torado, em fase final de elaboração neste mo
mento). Na parte de fatores, as notas de aula, 
do curso de Lewis (1 969) apresentam uma dedu
ção de um modelo completo de estimação da de
manda derivada de mão-de-obra.



exemplo, a Cobb-üôu'glas e ã~CES). Neste easo, ao 
invés de parti-r de uma tecnologia especí fica, par 
te-se do comportamento econômico da firma, que ~e 
o dual das tecnologias factiveis da firma. .

A demanda derivada é estimada po.r insumo e 
por empresa, ao nivel individual, ou por insumo e 
por setor (^indústria), aos niveis setorial, . re
gional e nacional.

Esta pesquisa é desenvolvida em quatro capí
tulos seguidos do capitulei final do sumário e 
das conclusões.

0 capítulo 7 é um tratamento mais simples pos 
sível das questões substantivas dos modelos de d.e_ 
manda de insumos intermediários, mostrando formas 
finais da demanda derivada, bem como as elastici
dades da demanda e as interpretações das aplica - 
ções do modelo. .

Os capítulos 2,3 e 4 são respectivamente as 
deduções e as explicações dos modelos do valor 
adicionado, da produção bruta e do modelo linear 
de produção, g partir, dos quais são obtidas as for
mas finais da demanda derivada, do primeiro capítu 
lo. Os capítulos 2, 3 e 4 são' tratados nesta pes
quisa como acessórios do primeiro capítulo (= as 
respectivas deduções dos resultados finais dos qua 
dros números 1, 2 e. 3 do capítulo 1) .

J__0 capítulo. do sumário e conclusões mostra as 
sugestões práticas de estimação do modelo dq de
manda derivada aqui desenvolvido, bem como as suas 
limitações mais severas e as suas explicações no 
contexto das mudanças das características da eco
nomia. brasileira desde a década de 1970 C= crises 
das^matérias primas importadas de 1 974 e 1979, a 
exemplo- do petróleo e demais produtos estratégi - 
COS ) .
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PRIMEIRA PARTE

MODELOS DE DEMANDA DERIVADA



CAPÍTULO 1

MODELOS DE DEMANDA DERIVADA

A demanda derivada de uma empresa por insumos intermedia 

rios e fatores primários, como o próprio nome diz, é derivada 

da produção. Ou seja, o engajamento na produção por parte de 

uma empresa tem como contrapartida a compra de insumos e fato 

res de produção. Esses aspectos da empresa estão ligados em 

microeconomia à Teoria da Produção. ;

Tradicionalmente nos estudos empíricos de produção é de£ 

prezado o papel dos insumos intermediários (matérias primas , 

energia e materiais em geral) no processo produtivo. Normal - 

mente, tais estudos partem da especificação de uma função de 

produção, relacionando o valor adicionado real com os fatores 

primários (capital, trabalho e terra). 0 uso de tal represen

tação tecnológica da empresa é valida apenas se os insumos in 

termediários possuem elasticidades de substituição idênticas 

com relação a todos os fatores primários, ou ainda se o preço 

relativo dos insumos e do produto se mantém constante ao lon

go do tempo.

.Em uma perspectiva mais ampla, os estudos empíricos de 

produção devem levar em conta a contribuição das matérias pri_ 

mas e da energia, sem impor a "priori" hipóteses ou caracte - 

rísticas que talvez não sejam comprovadas por dados empíricos. 

É duvidoso que o preço relativo das matérias primas, como a.

energia, e produto tenha se mantido constante tanto no Brasil, 

como em qualquer outro país das economias capitalistas ociden 

tais. Da mesma forma, é difícil se acreditar que a elasticida 

de de substituição entre capital e energia seja a mesma que a



entre trabalho e energia. Não existem portanto razões"a priori" 

para que se dê aos insumos intermediários um papel menos impor 

tante do que é atribuído ao capital e trabalho. Dessa maneira,a 

teoria da demanda derivada das matérias primas e energia é a mes^ 

ma dos fatores primários.

Encontramos na literatura, vários tipos de demanda deriva 

da, cada uma das quais com o seu significado próprio. .'' ■ Mosak 

1 (1938) analisa três diferentes especificações da demanda deri

vada. A primeira, derivada a partir de um processo de minimiza 

ção de custos sujeita ã um dado produto, está relacionada com 

o problema de escolha da técnica. Ela aparece como consequên

cia da construção da curva de custo mostrando apenas o efeito 

substituição nas elasticidades preço. Esse modelo. dado sua

extrema simplicidade tem sido largamente utilizado em estudos 

empíricos da produção, e suas principais características estão 

resumidas no Quadro 2 deste capítulo. A teoria subjacente ã es 

te modelo encontra-se desenvolvida no capítulo 3. Outros dois 

modelos de demanda derivada analisados em Mosak (1938) são o 

de demanda derivada para custo constante - correspondente ã 

função demanda de consumidor com renda nominal constante - e

custo marginal constante (utilidade marginal da moeda constan

te na teoria do consumidor). Esse último tipo de demanda está 

relacionada com a maximização de lucros. Uma forma híbrida da 

demanda derivada de máximo lucro, onde são dados tanto o preço 

do produto, como também o nível de utilização dos fatores pri

mários, é apresentada no.capítulo 2, sendo que suas principais 

características estão expostas no Quadro 1 a seguir. A função 

demanda derivada com custo constante, faz mais sentido no . âm

bito da teoria do consumidor.

Os dois modelos de demanda derivada acima referidos e ana 

lisados neste trabalho (quadros 1 e 2) tem em comum, em primei

ro lugar, que os preços tanto dos insumos e fatores como do pro 

duto são exógenos ao comportamento das empresas. Isso signifi 

ca que ê suposto que as empresas tem consciência que sua ação 

econômica não pode alterar preços nos mercados competitivos.



Em segundo lugar, os modelos apresentados não tratam dos 

problemas relacionados com produção conjunta. Embora . essas 

questões sejam tradicionalmente esquecidas nos trabalhos em

píricos de produção, os modelos dos capítulos 2 e 3 permitem 

essa extensão, a partir de uma maior complexidade da elabora

ção teórica. 0 que se pode ter certeza ê que a maioria dos re. 

sultados apresentados nesses capítulos continua valendo . se 

for introduzida produção conjunta.

Finalmente, esses dois modelos de demanda derivada tem 

em comum, o fato de se referirem ao comportamento da empresa 

ou firma individual. Mas, isso não impede que o mesmo seja 

aplicado em um contexto de setor, região ou nação, bastando 

para.tanto que hipóteses mais fortes sejam elaboradas, i Por 

exemplo, supõe do que a tecnologia de um dado setor produtivo 

possa ser representado por uma função de produção bruta,e que 

o setor em conjunto se comporta no sentido de minimizar cus - 

tos, então todos os resultados apresentados no capítulo 3 pa£ 

sam a valer para o setor. ■

Finalmente, o terceiro modelo apresentado neste estudo;é 

um modelo linear. A partir de uma matriz de contabilidade so

cial, é descrito um modelo linear, onde são levados em conta 

tanto os efeitos multiplicadores de Leontief, como também os 

efeitos multiplicadores K&ynesianos.

As principais características desse modelo de simulação 

e mensuração do consumí) de bens intermediários estão desenvolví 

das no capítulo 4 e sumarizados no.Quadro 3.



QUADRO 1

VALOR ADICIONADO E DEMANDA DE INSIWS INTERMEDIÁRIOS (COEFICIENTES;

ELASTICIDADES E RESULTADOS FINAIS DO FDDELO DO CAPÍTULO 2)

Equações Significados

equação 1.4 (as variáveis represen

tam vetores, exceto ir)

$ - & (L3P3 k)

equação 1.30(uma forma funcional es 
pedífica da equação 1.4 para vários 
insumos;no caso de ciois insumos,por 
exemplo, alumínio i e não alumínio 
j, fazer m - 2)

m 1 1 /2 + 2 a. .(~r/â

d

n
+ lb..

3=1 3

i- = 13 .. .3m

elasticidades -preço da demanda e de 
insumos (= relação entre a quantida 
de de insumo e o preço do insumo, 
própria ou cruzada)

equação 1.31
oln m. a. . p^ ,

bín p . 2 - p.
0

equação 1.32

9 to -a. - m . p. /
e - .--------L £ a. .(-ii-r' 6

9 to p^. . --2 13 p^

elasticidades fator primário da de-: . 
mãnda..de insumo (= relação entre a 
quantidade do insumo e a quantidade 
do fator primário);

equação 1.33

Mn m. ò .

9 to £ . íj 
d

$ quantidade do insumo (alumínio, por exem 
pio e qualquer material intermediário da 
fabricação do produto);

L fatores primários(trabalho e capital);
P preço do insumo (idem outros materiais); 
ir preço do produto;

m. a demanda derivada do insumo ê função 
do preço relativo entre insumos(idem 
entre insumo e produto7e_o caso 
onde Po - h^bem como da alocaçao dos 
fatores primários (trabalho e capital,

são.os coeficientes dos preços re- 
3 lativos. e das quantidades dos fatores 

primários;

elasticidade preço cruzada (*)

elasticidade preço própria (*)

elasticidade com relaçao ao fator tra
balho, ou capital (*)

continua

m%25c3%25a3nda..de


continuação

Equações Significados

elasticidade preço do produto da 
demanda de insumo;

equação 1.34 
m. a.
1 , >

i . 3p 2 m. / J/2

Fopnas de interpretação das elaa 
ticidades cruzadas ^transforma
ção a partir da elasticidade . 
substituição)

equação 1.43
3£n m r _

rK p . rK KK

elasticidade com relação ao preço do produz. 
to(*)

(*) .Obs: Essas elasticidades dependem da foxma funcional específica adotada para a 
função valor adicionado. Esses resultados são específicos da equação 1.30 
(derivada a partir de uma função de valor adicionado do tipo generalizado 
de Leontief).Outras elasticidades podem ser obtidas com especificação di
ferente da função valor adicionado.

a elasticidade de substituição entre os 
insumos r e K ;

é a proporção do custo real do insumo 
no custo real total.

10



QUADRO 2

PRODUÇÃO BRUTA E DEMANDA DE INSUMOS INTERMEDIÁRIOS (COEFICIENTES;

ELASTICIDADES E RESULTADOS FILAIS DO FDDELO ;DO CAPÍTULO 3)

Equações Significados

equação 2.6 (as variáveis represen
tam vetores, exceto X)

P= P (X,P,W)

. equação 2.33 (uma forma funcional 
específica da equação 2.6. para o 
caso da demanda derivada a partir 
da função custo translog)

0 . = y . + T . . Zn R . + '{ . ín . X 
z 'z 1 zj ■ j ix

Pr quantidade dé insomo;

X produção bruta;

P preço de insumo;

W preçó de fator ' *

. proporção do custo real do insumoz no cus- 
to real total (= insumos e fatores);

P. urecos dos insumos P.(idem fatores . f/.);
J x - J «7

z = 13 ... 3 m + n

As únicas variãyeis necessárias pa 
ra a estimação da equação 2.33 são os pre
ços, o pròduto e a proporção do custo do 
insumo no custo de produção. Porém ela per 
mite obter as elasticidades de substitui - 
ção entre insumos,- diretamente;

elasticidades preço da demanda de 
insumos .

equação 2.34
Y ■ •

~ + 0. elasticidade preço cruzada (*)

z = 1 ~ 13 ... 3 m+n z^l

Y • •
n .. _ —+ 0. - 1 ' elasticidade preço própria (*)

0 • . 'Is

Formas de interpretação das elasti
cidades cruzadas (= transformação 
a partir da elasticidade substitui 
ção

equação 2.21
jW _ òln ~ elasticidade substituição entre

" Mn~p^ ~ &M QMj azj czj os insumos z e j;
3

WL elasticidase substituição entre o 
^zj insumo z e o fator j;

- 11 continua



continuação

Equações Significados

representam, respectivamente, as 
m J VL proporções do custo real dos insu

mos intermediários e dos fatores 
primários no custo real total;

Mj * representam, respectivamente, as 
proporções do custo real do insumo 
j, e do fator j nos respectivos 
custos reais totais dos insujtos e 
dos fatores

(*) Obs: Essas elasticidades dependem da forma funcional específica adotada para 
a função custo. Esses resultados são específicos da equação 2.33 (deri
vada a partir de uma função custo do tipo translog). Outras elasticida - 
des podem ser obtidas com especificação diferente da função custo.

- 12 -



QUADRO 3

WDELO LINEAR DE PRODUÇÃO E DEMANDA DE INSUMOS INTERMEDIÁRIOS (COE

FICIENTES E RESULTADOS FINAIS DO MODELO DO CAPÍTULO 4)

Equações Significados

equação 4.5

m. = ■ . a. . (*)
utilização do insumo ;

s -y. produção bruta do setor J;
<7

a.. coeficiente unitário do insumo 
utilizado na produção do setor j

(*). Obs; Note que y deve satisfazer um sistema de equações lineares (ver 4.2 
do capítulo 4). 0 vetor ys mostra o produto bruto setorial compatível 
com. a geração líquida de um nível de investimento, exportação, gasto 
do governo e transferências para as famílias. Esse vetor de produção 
bruta leva em conta tanto os efeitos multiplicadores de Leontief, 
bem como os efeitos multiplicadores Keynesianos.

- 13 -



SEGUNDA PARTE

VALOR ADICIONADO



CAPÍTULO 2

VALOR ADICIONADO

A literatura econômica a respeito da relação entre o valor 

adicionado e o uso de insumos intermediários ê surpreendentemen

te reduzida. Os estudos mais completos dessa interrelação são d£ 
vidos,a BruncAz(1978) e Diewart (1978) , e ê a partir destes estu - 

dos que se baseara o presente capítulo.

Vamos supor uma empresa, produzindo- um único produto X. Os 

limites tecnológicos dessa empresa podem ser adequadamente des

critos por uma função de produção que relaciona o nível de produ 

ção bruta -X, comum vetor de insumos primários .L (trabalho,capi 

tal, etc) e um vetor de insumos intermediários M (matérias pri

mas, energia etc.):

(1.1) X = X (L3M)3

onde L é um vetor n x 1 e M ê um vetor m x 1 com preços da

dos exogenamente pelo vetor P m x 1.

Dado n-,como o preço exógeno do produto desta empresa, o pro

cesso de maximização de lucros conduz a:

(1- 2) u —- p . z=l ' . . . , m 3 ou0ÍU Is
(1.5) 7T x^ (LSM) =.P3 ” y

onde X^ (L3M) representa o vetor dos produtos marginais da fun

ção de produção {1.1} com relação aos insumos intermediários. Re 

solvendo-se o sistema resultante {1.5} chegaríamos ãs funções de 

demanda derivada de máximo lucro para essa empresa:

(1.4) fí'=fí(L3P3v)

A questão ê que nem sempre e possível, ou fácil, encontrar 

matematicamente a expressão dessas demandas derivadas. Se for



adotado como representação tecnológica para esta empresa uma fun 

ção de produção menos restritiva que as usuais Cobb-Douglas e CES, 

o trabalho matemático de solução dc sistema (1.3) pode se tor

nar extremamente complexo. Felizmente existe um caminho mais sim 

pies para a obtenção destas funções, e este é dado pela relação 

entre a função de valor adicionado e a demanda de fatores. Essa 

relação faz parte do conjunto de teoremas conhecidos na literatu 

ra econômica como a teoria de dualidade., entre as representa

ções tecnológicas e as funções derivadas de comportamento econô

mico. *

0 valor adicionado nominal é definido por:

. . G = v X - P 'M3.

ou seja, ele e dado pela diferença entre a receita da empresa e 

õ custo dos insumos intermediários, correspondendo portanto à 

contribuição dada na produção pelos fatores primários (P'ê o ve

tor transposto de P) .

A função de valor adicionado dá,para cada vetor de insumos 

primários e preços, o maior valor adicionado possível de ser ge

rado por essa empresa ajustando o seu nível de produto e sua uti. 

lização dos insumos intermediários:

(1.5) Gf.L^ 3 P) - Max {^X~P'M:X x^X (L>M)}

X3 M

ou simplesmente

(1.6) G(L3v3P) = * Xn3P3^),~ Pf ÍÍ(L3P^)3

sendo e $ a oferta de produto e a demanda de insumos intermediá

rios de maximização de lucros, dado o custos de fatores primários 

e os preços do produto e dos insumos intermediários. Essa função 

como pode ser vista é homogênea de grau 1 nos preços dos insumos 

intermediários e do produto. A não ser pelo fato de não estarem 

computados em (1.5) d custo dos fatores primários, a função(1.6) 

de valor adicionado corresponde ao conceito análogo da função lu 

cro, derivado inicialmenté na literatura por Hote llzng (1932,1935), 

e desenvolvimento posteriores sendo dados pro Samuelson (1947) ,

Shephard (1953, 1970), Lau (1972, 1976) e McFadden (1966 e 1978).

- 16 -



Pode-se mostrar que1

(1.7) Gt -K/r = W* eLi Lj
(1.8) G =2 e G.. - (2):

~ P
A relação (1. z) nos diz que a derivada da função valor adi- 

•cionado com relação aos fatores primários ê igual ao preço som

bra W* destes fatores. Sendo G efetivamente maximizada com res_ 

peito a L., e sendo os mercados de L caracterizados .como de 

concorrência perfeita, então o vetor de preços sombra será

igual aos preços efetivamente pagos por essa firma. /

As expressões em (1.8) nos dizem que as derivadas parciais 

da função de valor adicionado com relação aos preços igualam res^ 

pectivamente a oferta de produto, e as demandas derivadas de máxi_ 

mo lucro. Esse resultado ê extremamente importante para os estu

dos empíricos de produção. Ele mostra um caminho alternativo pa

ra a obtenção de um sistema de funções demanda derivada a oferta, 

de maximização de lucro.. 0 ponto de partida convencional encon - 

trado na literatura corresponde à especificação de uma função de 

produção que obedece a certas condições de regularidade para a 

tecnologia da empresa. A partir dessa função de produção e da hi 

potese de maximização de lucros chega-se a um sistema de oferta 

de produto e demanda de insumos. Acontece que nem sempre esse pro 

cesso ê factível de ser feito, dado as limitações impostas pela 

complexidade da matemática envolvida na solução do sistema (1.3). 

0 resultado (2.5) fornece uma outra alternativa para se chegar 

à esse sistema de demanda derivada e oferta compatíveis com a hi. 

potese de maximização de lucros.. Ao invês de se especificar uma 

função de produção como a (2.1), pode-se definir uma função de 

valor adicionado como (2.5). Podemos utilizar para tanto uma for 

ma funcional flexívelv J que restringe bem menos os Limites tec

nológicos da firma que as usuais CES e Cobb-Douglas.

2.1. Resultados de estática-comparativa

As relações estabelecidas ate aqui permitem estabelecer de

17 -



forma simples alguns resultados de estática comparativa para a 

empresa maximizadora de lucros.

a. Mudança nas demandas derivadas de insumos intermediários dev_i 

do ã alterações nos preços destes.

Para simplificar a exposição, vamos assumir primeiramente 

apenas dois.insumos intermediários, apos o que generalizaremos 

os resultados para .m insumos.

Com dois insumos intermediários,

^1 ~~

< _ o Cr
Yp; ” 9P7

^2 ■ ■ ' . .

Essas derivadas podem ser entendidas facilmente a partir da 

condição de maximização de lucros (1.3)

■nX (L^M) = P 3 ou apõs a substituição das demandas 

de máximo lucro

TTXm ÍL/ - P.: . ■’

Para dois insumos intermediários apenas:

- - (4)
(1.10) t^XL,m^3 m^) = Pi "

nX^3 in2) - P 2

Derivando-se esse sistema com relação ã p7 e a p^j chega-

se à dois conjuntos de equçaões:
iin.

(1.11) *
11 ^p2

din.

+ ^X12 = 1

21 ^Pj * ^22 = ° 6
ú



11 Zp2 12 3p2

(1.12)

21 dp 22 dp 1
á &

Escrevendo os sistemas (1.11) e (1.12) sob a forma matricial

chega-se a:

W]
3^92Í

'dm9

Sendo sua solução portanto dada por:

d77J^

2

om „

^P 2

^2

^m2

Genericamente, para in insumos chega-se à seguinte relaçao:

/nz) 9$ 1 V-1 ,(1.14) —- - - -----% - — X,,., . ' ondeSP ir MM 3d r

Xyy é a matriz ..Hessiana obtida de (1.1) mostrando as relações 

entre os insumos intermediários (= derivada de segunda ordem a se

rem usadas nos cálculos das elasticidades). Note que sendo os m 

insumos substitutos brutos, então (1.14) ê uma matriz negativa 

definida. A expressão (1.14) mostra claramente que o uso da abor

dagem do valor adicionado para a estimação das relações de estãt.i 

ca-comparativa no modelo com insumos intermediários simplifica, bas 

tante o processo de obtenção dessas relações. Partindo de uma fun 

ção de produção, a análise de estática-comparativa envolveria a
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inversão- da matriz Hessiana X^ , que sendo uma transformação não 

linear não permite a avalfação correta da propagação dos erros das 

estimativas economêtricas.

As elasticidades preço própria e cruzadas das demandas deri

vadas dos insumos intermediários podem ser encontradas apos a es

timação do sistema {1.8}:

m. G.. G. m.
{1.15): £.. — — -------- — -----------  —   t-3 g — 1.. ,-.-3 mzn 32n p. p . v. 3 33

*
onde X^ ê o elemento í.J da matriz inversa de X„...

b. Mudanças nas demandas derivadas de insumos intermediários deviL 

do ã alterações na utilização dos fatores primários.

Novamente aqui, vamos estabelecer as relações para o -caso 

mais simples, dois fatores primários e dois insumos intermediários, 

apos o que generalizaremos os resultados.

As condições do máximo lucro em {1.10} para 2 fatores primá

rios correspondem a:

{1.16} v X j j m 2) = Pi

vX2 (%13 %23 3 m2) = p2

Derivando-se totalmente esse sistema com relação ã 27 e 

chega-se a:

3?r7 '■ dX 7
“ y * y ___ _ — „ A

"11 3 SL 12 W-. 3£7

X21 317 * 31? “ " 3T7 6

3^7 3mp 3X
- ■ ■ ’ y ___ £ j y ___

11 3£„ 22 3£.9 3£
(1-18) J

3m7 3ot9 3^9
y - 1 + y ___£ - „___£
' 21 32n ’ 22 3£„ 3£

ú ó 3
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Juntando-se (2.17) e (7.28) sob a forma matricial chega-se

ao sistema:

9£ o _
Sll

S”2

•
9^

«2

3t2

3X2

3l

9/

71

Em termos genéricos, 

e insumos intermediários,

para uma firma com n fatores primários 

a relação acima fica

® a matraz Hessiana de (7.7) que mostra as"relações de 

substituição entre os insumos intermediários (por exemplo ener

gia) e os fatores de produção primários (capital e trabalho i por 

exemplo).

A elasticidade da demanda derivada dos insumos intermedia - 

rios com relação aos fatores primários vai depender protanto das 

relações de substutibilidade brutã’ entre os insumos intermedia - 

rios, como entre insumos intermediários e os fatores primários:

m . 3ín G. i = 7..,.. m
(1.22) . :1 =--------------- 1

gzn Hn j = 1,..., n

c. Outros resultados de estãtica-comparativa

De forma análoga ao mostrado anteriormente, os efeitos das 

alterações de preço do produto sobre a demanda derivada são dada 

por:
21 -



(1. 23) 3/? 1
3 ir fr 2

-1 3?Y 1 p — __ A

MM 3P ou seja,

o efeito de alterações nos preços do produto sobre a demanda deri^ 

vada de insumos ê o mesmo que as alterações nos preços de insumos 

trazem para a oferta de máximo lucro do produto. Assim, essas elas 

ticidades serão dadas por:

(1.24) 0„. =
3 In m .t , 1 „ i 7T .1 ,’ = (- —õ 2 X d p . )  r - - —— £dín tt 2 g mi, nm . . X d p .

ir J i 3 3

Estabelecidos os resultados de estática-comparativa, o efei

to total na demanda de insumos intermediários de alterações nos 

preços destes, no preço do produto e no nível de utilização dos 

fatores primários pode ser encontrado de forma bastante simples.

Dado as expressões 

em (1.4}, a diferencial

dm •

para a demanda deinsumos intermediários

total- para a demanda do insumo í fornece:

. .dm .2
3

dpi ★ á 
d

(1.25) dm . dl .
3

dlj + ■ - ■ h dir 
d TT

o que colocado em termos de taxas de crescimento é igual a

dm .
(1.26) 2

dm . p .
-z- d

dm

m . 3 àp . m 
d 1 3£ .

3

_3~
ã?, .

3
dm.

(1.27) m . z e . . p .
-1-3 3

+ £

3
^Í3 £ . + 

3
0 .

Em t e rmo s matriciais essa

(1.28) ' M = P + E.r.L + P A

l .
3

TT

expressão fica:

7T

Er, E„ sãõ as matrizes de elasticidad L ir

+ d^
;3tt mt

dadas

ou

por.

) , (1.22} e (1..24} ; respectivamente.

Para melhor ilustrar o poder dessa forma de estimação das

demandas derivadas de insumos intermediários, vamos calcular as

expressões das elasticidades para uma função de valor adicionado

22



do tipo generalizada de Leontief:

(1.29) G = g( l3h 3 p)
m'
E 

z=0

1m y
2 a . .(p .p .j.j=0 Z3 L zL 3

m n
.2 2 b . . p . £ .+a
z=0 Ò=1 v 2 °

onde p ti , e a ■ • = a ..J Z3 3Z

Sabemos por que:

3G e
3 n portanto:

(1.30) 171 - a.zz
.+

m 
2 

3=0
a

1 
P • f

z

n
2 b.. £.

3=1 0

é a demanda derivada do insumo intermediário í

da demanda derivada são (a partir dessa 

garitmo natural

equaçao

As elasticidades 

em termos de lo-

(1.31)

3 Zn m • z
3 ln p . 

3

a . . p .. 
^3 / J 
2 m . 

z

’ 1
3

m

zj

3 £ n m .________z _
3 In p .

a. .

2
P;

. (^ 
m- m

zl)1/2

(1.32)

De forma análoga: 

3£t? m. 
f3-33<

P ■ 3

há =1 m

-3 In iri. 1 m
E a. . (—;e. . 3£n p . 2p . ._n

^3 3=0 P.

£ .
b . . zs

= 1 m ; sao
3 = 1 n

as elasticidades das demandas de insumos com relação aos fatores

primários de produção.

Finalmente, a elasticidade com relação ao preço do produto 

é dada, lembrando que

3 ín m .

ir, por:

(1. 34)

o
a ■zo

2
TT 1

b L-
0 .
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2,2. Formas de interpretação das elasticidades

Existe uma outra interpretação das elasticidades preço que 

surgem no modelo de valor adicionado. ’

0 correspondente ã elasticidade de substituição parcial de 

Alíen (1938) , levando em consideração apenas os insumos interme - 

diários, é dado por:

(1.35)
o = xi ÍY. rl

Kr mvm MM-rKK T
onde

r e K denotam dois insumos intermediários quaisquer. 

Como a derivada parcial do insumo intermediário em rela -
ção ao preço do insumo K ê dada por:

T 1 — 1
(1.36) = - (XM.) „ , entãoir MM rK 4 • A

Em .X. ^m •

No ponto de máximo lucro:

(1.38) nX. - p. para qualquer í ,

logo,

(1. 39)
.Zm . ü . 

rfiK
ou

(1.40)
3pK mr pK

e portanto

(1.41)
Kr mK PK 5 PK mr
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Denotando por a participação do- insumo intermediá

rio K no custo total dos insumos intermediários, isto e:

(1.42) á„ = , então
K Pi .

a elasticidade preço da demanda derivada do insumo intermediário 

r com relação ao preço do insumo K ê dada por::

3 Hn m
(1.45) = -x-j----- —— = o v a

3ln p7. rK X,■ ’ K ■ -

ou seja, esta elasticidade depende da elasticidade de substitui

ção entre esses insumos intermediários (dado os fatores primários) 

e da proporção do insumo K no custo total dos insumos interme:-. 

diários. ■

Em termos matriciais, como:

3 A? _ 1_ -1
3P tt '

então a matriz de elasticidade preço cruzadas das -demandas deri

vadas ê dada por:

— 7
(1.44) Q ^6) , OU

-1
(1.45) n - — pf] X 1 f j ou ainda 

ir L J MM L J 3

(1.46) Q = E £ aj sendo

X a matriz m x m de elasticidade de substituição entre os 

insumos intermediários, e a o vetor participações dos insumos no 

custo dos insumos intermediários.

De (1. 45}chega-se a que:

(1-47> ' W df2
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Como:

= ~ p então, substituindo-se(1. 47) chega-se a9 n á MM °TT

‘ dM 1 r(1.48) — - - — $ Q e, onde e ê um vetor coluna
9 ir v L J

com todos os elementos iguais ã unidade.

Premultiplicando (1.48) por 2 e multiplicando por n o vetor 

de elasticidade das demandas dos insumos intermediários com rela, 

ção ao preço do produto será dada por:

(1.49) pj 2 ~ n = - Q e, . s

ou seja, ela é igual à soma das elasticidades preços própria e 

cruzadas de cada equação.

2.3. Valor Adicionado Nominal e Real

Ate aqui nos consideramos o valor adicionado G medido em 

termos nominais.. Existem duas formas de se trabalhar com o valor 

adicionado em termos reais. A primeira abordagem consiste na de

flação do valor adicionado nominal pelo preço tt do produto pro

duzido por essa empresa. Como G = G(L3n3P) & homogenea de grau 

1 em preços então:

(1.50) = G(L313~) = g (L3 p).

Os resultados ate aqui encontrados não mudam muito com a 

utilização dessa definição da valor adicionado:

9 Q •—— Y
L

ÒG - ti

(1.51)
9# _ .-1

“ XMM
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= _ v
3L MM ML

A outra forma de se trabalhar com valor adicionado real con 

siste no processo de deflação dupla, onde todos os preços . são 

normalizados na época base e a medida de valor adicionado real é 

feita tomando-se como base os preços de insumos e do produto na 

época base. Essa abordagem é bastante utilizada nos estudos empi. 

ricos da produção, o valor adicionado real substituindo o produ

to bruto da empresa e sendo uma função de fatores primários ape-^> 

nas, normalmente capital e trabalho.

Existem três condições que validam essa abordagem:

- bem intermediários são utilizados em proporção fixa em re 

lação ao produto bruto

- preços relativo dos.bens intermediários em relação ao pre 

ço do produto é constante ou

- função de produção bruta é separavelem insumos primários 
- (7)

e insumos intermediáriosv . /

Se nenhuma dessas três condições é satisfeitaentão,a sub£ 

tituição da produção bruta por valor adicionado real (dupla de

flação) deve mais a viéses no processo de estimação.

NOTAS

(1) Veja por exemplo McFadden (1966, 1978) ou Lau (1972,1976).
(2) Notaçao: GT = W/H.. ... M/W,Li 1 71

G - ZG/^ 
TT .

(?_ — 3(7/3p7... 3G/3pP ' ■ 1 1
(3) Uma forma é dita ser flexível quando ela fornece uma aproxi- 

maçao de segunda ordem para uma função qualquer. Isto é, mes 
mo nao conhecendo a forma específica da função de valor adi
cionado, podemos. aproximã-la satisfatoriamente nos trabalhos 
economêtricos por uma forma funcional flexível. Veja Diewart 
(1973) e Christensen, Jorgenson e Lau (19 71) sobre, os concei 
tos de formas funcionais flexíveis e duas formas flexíveis 
bastante utilizadas nos trabalhos economé t r i co s a Translog 
e a Leontief Generalizada.
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(4) Para tornar mais simples a exposição a notação aqui utilizada 
S a seguinte: = ^x/

X.X/3m .3m .
^3 r 3

(5) Nesse caso todos os elementos de X^ fora da diagonal princi 
pal são negativos e portanto todos os elementos de X^ são ne 
gativos. Ver McKenzie(1960).

(6) Notaçao: vetores entre colchetes representam as matrizes dia
gonais formadas por esses vetores.

(7) Uma função de prõduçao bruta X ~ X(L3M) e dita ser separãvel 
em relação aos vetores primários e insumos intermediários se 
X pode ser escrita como

’ X ■= X (F(L) ,M) , 
onde F(L) é o valor adicionado real-Berndt e Chr i s t ens en ( 19 7 3) 
mostram que nesse caso as e1 asticidades de substituição par - 
ciai entre cada insumo intermediário e todos os fatores prima, 
.rios sao iguais tanto no sinal como na magnitude.



TERCEIRA PARTE

PRODUÇÃO BRUTA



CAPÍTULO 3

PRODUÇÃO BRUTA

A' teoria da dualidade em economia apresenta vários re- ’ 

sultados.' Um deles e apresentado no capítulo anterior forman 

do as bases teóricas de um modelo de demanda derivada por

insumos intermediários. 0 cerne da teoria de dualidade em 

economia está no fato que qualquer conjunto convexo (a repre 

sentação tecnológica de uma empresa ou setor de atividade) po

de ser igualmente descrito pelos semi espaços que o suportam 

(as funções derivadas do comportamento econômico de maximiza 

ção ou minimização de uma função objetivo) ê bastante co 

nhecido na literatura o fato que as condições tecnológicas 

de uma empresa condicionam o comportamento das funções cus

to. E conhecido também, embora não tão bem, que a partir das 

funções custo e possível obter todas as informações necessá

rias sobre as caracteríticas tecnológicas da empresa. Este 

caminho, não usual nos estudos de produção, e o mais sim

ples para se obter um sistema de demandas derivadas das em

presas, sistema este compatível com um comportamento econômi 

co.

A dualidade entre funções custo e tecnologia foi exaus-- 

tivamente discutida na literatura. Os modelos completos são 

os trabalhos de Shephard (1953 , 1970) e McFadden (1966, 1978), 

dado a extensão como o assunto é--tratado, embora outros auto 

res, como por exemplo, Samuelson (1947), Uzawa (1964) já te

nham tratado do mesmo assunto.

Vamos supor uma empresa, produzindo um. produto bruto X, 

e para tanto utilizando um vetor L nxl de fatores primários 

e de um vetor M mxl de insumos intermediários. ’Os fatores 

primários são aqueles normalmente considerados nos estudos de 

produção: capital, trabalho, terra, etc. Os insumos interme

diários compreendem as matérias primas, energia e outros fa-



es KS

tores. Vamos supor também que a tecnologia desta empresa po

de ser corretamente representada por uma função de produção 

bruta do tipo:

’ (2.1) X = X (L3 M) '

Essa função de produção obedece as condições de regula- 

ridades normalmente impostas sobre funções de produção e bas 

tante conhecidas na teoria de produção.

Condições de regularidade de X

(A.l) X = X(L3 M) ê definida para todo vetor de : insumos

primário e intermediário como uma função real, não negati

va, diferenciãvel duas vezes;

(A. 2) Se £ = 0 e M' - 0., então X = 0, ou seja., não é pos
71 ' (2) “

sivel produzir algo sem insumosv ,

(A. 3) A função de produção é não decrescente nos insumos 

ou seja, os produtos marginais são maiores ou iguais a zero; 

(A. 4) A função de produção é côncava e finita para insu- 
(31 ~ .

mos finitosv - e nao limitada para pelo menos uma sequencia 

de insumos não limitada.

0 problema econômico de maximização de lucros:

(2.2) Max lucros = nZ (L3 M) - W' L - P'M3

pode ser dividido em Sois sub-problemas: 0 primeiro deles é 

dado por um processo de minimização de custos de produção pa 

ra cada nível de produto. Esse problema dã origem ãs curvas 

de custo da empresa e pode ser entendido como o problema da 

escolha de técnicas. 0 segundo sub-problema consiste em esco 

lher o nível ótimo de produto dado as combinações eficientes 

entre os insumos da empresa (fZ' e F' são vetores transpos

tos).

Formalmente o primeiro sub-problema ê dado por:

(2. 3)tân C '= W 'L - P 'M 
l3m

Suj. X. - X(L3 M)

' - 31 -



ou ainda:

(2.4) Min R = W'L - P'M - X (X - X (L, M))3
L3M3X

onde:

X = multiplicador de Lagrange

17 = vetor nxl de preços exogenos dos fatores primários

P = vetor mxl de preços exogenos dos insumos intermedia 

rios.

As condições de primeira ordem do problema (2.4) acima

são dadas por:

(2.5) ZR
ou W = XXT

Lj

SR _ ou P = XX m

0 ou x = (l3 m)
9X

A solução do sistema (2.5) fornece um conjunto de fun

ções demanda derivada para os insumos intermediários e fato

res primários, para cada nível de produto:

(2. 6) L - L (X3P3 W)

' M - M (X3P3W)

X = X (X3P3W)

As funções demanda L e M são funções demanda compatí

veis com o processo de minimização de custos, mostrando ape

nas o efeito substituição para cada valor de produto. Elas 

diferem das demandas derivadas de máximo lucro no sentido que 

as últimas incluem tanto o efeito substituição entre os insu 

mos , como o efeito expansão, dado pela determinação do nível 

õtimo de produção. Portanto as funções mostram as combina

ções entre L e M eficientes para cada nível dado de produto.
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0 gráfico abaixo mostra a diferença entre os dois tipos de 

curva de demanda derivada:

Substituindo (2.6) no custo de produção da empresa che 

ga-se ã função custo:

(2.7) C = W'L + P!M - W'L (X3P,W) + P'M - (X,P,W), ou simplesmen

te '

(2. 8) C = C (X3P3W)

A função custo (2.8) mostra, para cada nível de produto e 

conjunto P, 17 de preços, qual o mínimo custo necessário para 

se gerar esse produto. Pode-se mostrar que as condições de 

regularidade impostas sobre a tecnologia não implicam em al

gumas características da função custo

Condições de Regularidade da função custo

(B.l) C e uma função real, positiva para X > 0 e preços es- 

1 • tritamente positivos

(B.2) C e não decrescente em X. ,

(B.3) C ê não decrescente nos preços dos insumos

(B.4) C e homogênea de grau 1 em preços

(B.5) C ê função côncava nos preços dos insumos

(B.6) C e contínua nos preços para cada X.
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Ou seja, as condições (A.l) - (A.4) impostas sobre a 

função de produção bruta não implicam que a função custo e- 

xiste e obedece às propriedades (B.l) - (B.6). Mais ainda, 

o caminho inverso pode ser percorrido. Dado uma função cus

to, que obedece (B.l) - (B.6) 3 pode-se chegar à função de 

produção. 0 problema custo é:

(2.9) Max X - {X : W’L + P'M >. C (X3P3W) para todos os pre

ços positivos}

0 problema acima eventualmente pode não reconstruir exa 

tamente a tecnologia da empresa, para o caso em que função 

de produção tenha segmentos não côncavos. Mas, essa possibi

lidade não importa, pois se admitido o comportamento de mi- 

nimização de custos para empresa, tais pontos nunca serão ob 

servãveis no mercado.

Uma propriedade importante da função custo é conhecida, 

como lema de Shephard-Uzawa. Essa propriedade permite a gera 

ção de um sistema completo de demandas derivadas a partir da 

especificação a"priort"de uma função custo:

- 2 (x3p3 w) e 

817

- M (x3P3W) 
^p

3.1 Mudanças nos Preços

A teoria, até aqui apresentada permite a dedução de al

guns resultados importantes da estãtica-comparativa. .

Substituindo (2.6) na condição de la. ordem de mínimo 

custo temos:

(2.11) X = X (L3M)

W = XX T Li (L3M)

(L3M)P
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Tomando-se a derivada de (2.11) com relação ao vetor W 

chega-se ao sistema:

(2.12) 0.
In

X,y:
0 L.. + X' MrzA L W M W

I — XT — + X r r Ltt + X TM„n L . LL W LM O

0 mn
= X + X T + X M (7) 

ÁM . XML LW XMM
À

Cuja solução e dada por:

XMM 

matriz

perescrito temos:

'ln

0 mn

inversa acima por su-

(2. 14) L = — - íx (&- = — XL.L.)
w w X LL ■ x 13

M ^a= i = 2 xw:)
h W x X

1

De forma equivalente com relação ã alterações nos pre

ços P dos insumos intermediários, a derivação de (2.11) com 

relação à P conduz ao seguinte sistema.
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(2.1S) 0lm 0
Xp
— + X1

P
L LP + X'm MP

0 nm ~ XL
p

XLL LP + XLM MP

1 I m XM
XP

p
XML LP + MM Ps

Com solução dada por:

(2.-16) 1
P

X

LP

Mp

0

XL

XM

ou

(2.17) Lp - ZL ■1 VLM— A
^P

MP
.1 VMMA

3P

Tomando-se as

finidas por Allen

(2.18) vMM

.LL o-. • 
x-3

A L

XLL

XML

SLi

3Pâ

a Mi

ap ;

x’,, M

XLM

XMM

í-

À

LM
X . .)

_ 1 VMM
- 7

°Jm

0 nm

I m

elasticidades de substituição parcial, de 

(1938), como sendo:

XM M + X>L L

m . m • 3

M M + X'T L

Z. Z.
x- 3

^3

(entre insumos intermediários),

(entre fatores primários),
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LM o . .
X'M X^L

. £ . m .
i- <7

yLM
. Z3

(intermediários e primários) e

ML
O: . .

M M + X'l L

m . £ .
i 3

ML
X^3 (primários e intermediários),

a substituição de (2.17) e (2.14) conduz a:

X’ M + X'r L ....MM M L ,Oy --- .- ---  x -
m. m . Zp .z 3. *3

TT . X’M + X' r L ' r .
a.is) Pt = _»---------------h_ A m

T'1 l. I. »'• 
z 3 J

^Lz

3P ;
3

'ÒMz

Como no ponto de mínimo custo, as condições de primeira 

ordem (2.3) garantem a proporcionalidade entre preços dos fa 

tores e insumos e as produtividades marginais, então:

/, mi ' W _ PM + W L . 3Md _ C(útúU} Q . • — _ ---------
m. m. 3p. m.m-
z 3 l3 z 3

Wz _ C

dp ■ z3C , .30 . 9p ; 3p ■
3 1 3

rr 0 C d CLL _ M L ___  _ dLz _

£7' £7 3w'7 / 3C • z 3 , 3í^. 3zj.v J " 0 J (—--J (---) v 3o . o W.z 3
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'vZ+^t C ^L .^hM - F M w t ' __ 1

£. m . 3p. £. m . 3p ,
1-3 3 t 3 3

a2c

w. ap .■ í- *3

6ml _ ^'m + w’l 
m.l.

3

W. C z

ato . m . £

SM. C ^C

3w. z 3C,, 3C. 3p. 3w .3 (-------) (----- ) 3

Multiplicando e dividindo simultaneamente pelas deman

C

das e preços chega-se ao seguinte resultado:

(2. 21) a^. =
■^3

_díi_

&M QM.j
óu

^3

LM
LM o . . = —Si—---

0,z Q„-

LM
^3"

ML 
gLM = ^i3

onde: ô e 0^ são respectivamente as participações dos insumos 

intermediários e dos fatores primários não custo otimo total, 

0^^. a participação do insumo intermediário j no custo mínimo 

dos insumos 'intermediários e analogamente para os fatores pri. 

mários com relação ã Qr ..
L3
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A importância das expressões acima é que os mesmos re

sultados de estãtica-compàrativa obtidos a partir da estima

ção de funções de produção, podem ser conseguidos a partir 

da função custo, com a vantagem que para a última não e ne

cessário inverter a matriz do Hessiano orlado e assim propa

gar erros das estimativas através de transformações não li

neares.

3.2 Mudanças no Nível de Produto

As respostas das demandas derivadas para variações no 

nível de produto podem ser facilmente mostradas a partir da 

derivação do sistema (2.11) (condição da la. ordem) com rela 

ção do nível X de produto:

^X
(2.22) 1 - 0 — + X'T Lv + X’MV- n Li A LU Á

xx
. O . = XM ~ + ml M XML LX + XMM MX3

cuja solução e dada por:

0 , mi

Ou seja

(2.24) L„ - / (—■ - X;)
A oÀ
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x M z

Note também que como pelo lema de Shephard-Uzawa

(2.25) - L. e ——— = M. então:
Mi

9
(2.26) = JL£— - —L

3Ã 3w. 3% . 9 X
.. z -v

Md _ 3 ,M>------ ----------------—  (—„ 
3zY 3p^. 9^------ 3p^. 3ÍÇ

Como 3C/3X- é o custo marginal da empresa, o acréscimo 

na demanda derivada do insumo intermediário (fator primário) 

í devido ao aumento do produto é igual ao aumento' do custo 

marginal devido ã elevação do preço do insumo f (fator í) .

Em termos de elasticidades 

trados ficam:

T Wil. az,. -x 
(2.27) £ . — ........   ■■ — — X;

3fn X ML-

„ Mn M. X u
Jí _ ______ í- _ yME. • — — — Z .

Z v 3X M. V
X r

os resultados acima demons-

X X 3CM X
. __ -_____________ ________ 2_______
-L. 357. 3^ L. 3J7. 3(77- 7^ 7^ 7^ ——— —

ar/.

x %2c X MIC X

M. 3p. MM. 3p. 3C
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3.3 Diferencial Total da Demanda Derivada

Diferenciando-se totalmente com relação ao tempo a ex

pressão (2.10), que contém as demandas derivadas por insumos 

'intermediários e fatores primários, chega-se a:

(2.28) m. = &M. x + E 
t 'b

- . 0

» L •% = x + E 
0

e

3.4 Exemplo de Aplicação

Vamos mostrar como podem ser estimadas as funções deman 

da derivadas tanto de insumos intermediários, como dos fato

res primários. Para tanto usaremos uma forma funcional flexí 

vel bastante utilizada ultimamente nos trabalhos econométri- 

cos de produção e consumo. Essa forma é conhecida como tran£ 

log e se deve basicamente aos trabalhos de Christensen, Jor- 

genson e Lau (1971).

Para simplificar a exposição, será feita uma alteração 

da notação:

', ou seja,

os vetores V e R englobam respectivamente as quantidades e 

preços dos insumos intermediários e dos fatores primários.

A expressão da função custo translog é dada por:

7
(2. 28) °nC = y + inX + E Y- kn R. + ~ l E y.. £n R. In R ■ + o i 2 j z ■ Q

+ E Y. In R. Rn X} 
i r
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onde y . . - y ...

Para que (2.29) seja homogênea de grau 1 em preços e ne 

cessário que:

(2.30) Z y . = 1 Z y . . = Z y. . - 0.

Em (2.29), a derivada de ZnC com relação ã Zn R^. é dada 

por:

(2.31) ò%nC ZC Rj_- .

3R . SR . C
0 0

Utilizando-se o lema de Shephard-Uzawa em (2.31) chega-

-se a:

tlnC ZC R . V, R . '
(2. 32) --------  ------------ - 0 .

^R . dR . C C 3 
In V V

Ou seja, a derivada do lado esquerdo da translog com re 

lação ao log do preço e igual ã participação do fator ou in 

simo no custo total.

Assim, o sistema a ser estimado ê dado por:

(2.33) 0. y. + Z y.. Zn R. + y- In X. i-l 3 . . . sm+n. 
i --^0 0

Note que no caso da função custo translog, as únicas va 

riãveis necessárias para a estimação do modelo são os pre

ços , o produto e as participações dos insumos intermediá

rios e fatores primários no custo de produção. Informações 

de nível de utilização de insumos e fatores, em geral mais 

complicados de serem mensurados, são desnecessários.

As elasticidades de substituição do modelo custo trans

log são dadas diretamente por:
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7
(2.34) n . . - —=------- y.. + 1 para í / j e

0. 0.
■z- «7

7 9"« = 4--e?'•

ou seja, elas prescindem da inversão da matriz do Hessiano 

orlado da função de produção.

As elasticidades preço da demanda de fatores são dadas 

por:

J ' •
(2.34) r) . . - —— + 0 . para í # j e 

^‘7 0. 3

n._ = + a. - í
6i

NOTAS

(1) Essa proposição decorre de um famoso teorema matemáti
co, o teorema de Minkowski. Ver Rockafellar (1970) so
bre o teorema de Minkowski.

(2) Notaçao:
a) 0v é o vetor nulo Xxl ; A
b) Se a? ez/sao vetores então:

x>>y implica que x. >y ."qualquer "2* Is
x>y implica que x . ^y . qualquer e x^y3

x^y implica que x .?,y . qualquer

(3) Pode-se relaxar bastante essas características da fun
ção de produção, trabalhando inclusive com outras re
presentações tecnológicas, como por exemplo, conjuntos 
de possibilidade de produção. Veja McFadden (1978, pp. 
62-64), axiomas 1 a 3.

(4) Notaçao:
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(5)

(6)

(7)

(3)

ax/9^

XL =

dX/dZn

^R _
35

3í/3£n

Veja Shephard (1953,1970), por exemplo.

Notaçao: I = matriz identidade de ordem nxm. 0 é a * n mn
matriz nula de ordem nn. XrrJ XT..} X,.r e X,... são as ma 

LL3 LM3 ML MM —
trizes das derivadas segunda da função de produção. LTJ}

M e Xr7 são matrizes das derivadas das demandas em rela
W W - —

çao ao vetor de preços W. Apóstrofe- 
nifica transposição desta.

Note que a matriz de blocos 0

em cima da matriz sig

X'L

'LM, representa a ma

lM XML 
triz do Hessiano orlado da função de 
das de segunda ordem, a serem usados 
e derivadas de primeira ordem).

produção X (deriva 
nas elasticidades

Notaçao: X^ e X^ correspondem respectivamente aos veto
res da inversa da matriz Hessiana Orlada.
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CAPÍTULO 4

MODELO LINEAR DE PRODUÇÃO

Uma outra classe de modelos bastante útil na analise de 

produção tem como cerne a metodologia de insumo-produto.

0 ponto central dos modelos de insumo produto é o reco - 

nhecimento da interdependência dos vários setores produtivos 

entre si. Para que seja gerada uma unidade líquida de .um de

terminado produto ê necessário que antes sejam produzidos os 

insumos, e antes destes os insumos dos insumos, e assim por 

diante, formando uma cadeia ‘interminável de relações entre os 

setores produtivos.

0 modelo aqui apresentado corresponde a uma versão . am

pliada do modelo de insumo-produto comumente utilizado na li

teratura. 0 desenvolvimento deste modelo, a partir de uma ma

triz de contabilidade social, foi feito por Pyatt^ Roe et alli 

(1977) e Pyatt e Rounã (1977, 1978), tendo sido aplicado no 

Brasil em estudos de geração de emprego por Prado e .Kadota 

(1982) e Prado (1982). .

A característica mais Importante do modelo de Pyatt está 

no fato em que nele estão computados não apenas os efeitos mui 

tiplicadores da interdependência setorial, conhecidos como 

multiplicadores de Leontlef, como também dos multiplicadores 

Keynesianos. 0 aumento de produto tem como contrapartida um 

aumento no fluxo de renda da economia. Esse acréscimo de renda 

volta em parte ã economia materializado sob a forma de um au

mento no consumo, que por sua vez aumenta o produto e  assim 

por diante, configurando o que se conhece como os efeitos mui 

tiplicadores de Leontief.



4.1. Matriz de Contabilidade Social

Ó modelo aqui apresentado tem como ponto de partida uma 

matriz conhecida como Matriz de Contabilidade Social. Essa ma 

triz descreve, para uma dada sociedade, os fluxos monetários 

e de bens ocorridos dentro de um determinado período.

Matriz de Contabilidade Social

G a s tos

Totais
Formas de 
Renda

Famílias Contas 
Exógenas

Setores 
Produtivos

Formas de *
V

Renda . (m x n) (m x 1)

Famílias

* u *s 8
F 

y
(k x m) (k x k) (k x 1) (k x 1)

Contas Exó- P P’ t’ yE-
genas (1 x m) (1 x k) (1 xn) (1 X 1)

Setores Pro
* c G

*
A ’ tf

dutivos . (n^x k) (n x 1) (n x n) (n x 1)'

(yv)> (y'> yE . (yS) '
Totais (1 x m) (1 x k) (lxl) (1 x n)

Obs: Os números abaixo de cada matriz representam a ordem da ma
triz .

A renda derivada do processo produtivo nos n setores da 

economia são divididas em m tipos diferentes pela matriz V, 

sendo que os totais de cada tipo de renda são dados no vetor 
*

yv. A matriz K mostra como essas m formas de renda que com

põe o valor adicionado do produto se repartem em k tipos de 

famílias. A matriz S mostra as transferências entre famílias 

para o pagamento de serviços (serviços domésticos, médicos, den 

tistas, etc).O vetor s mostra as transferências para os k ti

pos de famílias do setor Governo e do setor externo(=Resto do Mundo).A so 

ma em linha das famílias resulta no vetor de renda familiar y 
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por tipo de família. Na linha de contas exógenas, o vetor 

mostra a parte do valor adicionado que ê retida pelas empre - 

sas ou transferida para o exterior, não indo portanto para.as 
.famílias. 0 vertor P' responde pelo montante de impostos dire 

tos pagos pelas famílias, poupança e importações de bens e 

serviços. 0 vetor t' mostra os impostos diretos pagos pelas, 

empresas ao setor governo, mais o total de importações de bens, 

e serviços pelas mesmas. Finalmente, o último bloco de matri

zes corresponde as compras de bens e serviços por parte das 

famílias (d), setor governo exportação e investimento (t?) e 
£ & .

setores produtivos (A). A matriz A compreende exatamente a ma 

triz -tradicional de insumo-produto. Note, também, que a matriz 

constante da tabela mostra identidades contábeis da econo - 

mia, sendo que a soma das linhas ê idêntica ã soma das colu - 

nas.

4.2. Especificação do Modelo

A Matriz de Contabilidade Social mostra apenas um retra

to fiel dos fluxos de renda, e produto ocorridos dentro da so

ciedade dentro de um período de tempo. Para que essa matriz 

possa servir de base para um modelo de simulação da economia 

são necessárias algumas hipóteses sobre como se comportam os 

vários agregados da matriz para diferentes níveis de renda e 

produto. A hipótese aqui feita é que a escala do modelo não 

afeta suas proporções internas, ou seja, que os coeficientes 

unitários são constantes. Para o sub-modelo intersetorial es

sa suposição corresponde ã aceitação das hipóteses de retor - 

nos crescentes ã escala e coeficientes técnicos fixos de pro

dução. Tais hipóteses se estendem as outros blocos da Matriz 

de Contabilidade Social; guardadas as devidas proporções com 

relação a interpretação dentro de cada bloco.

A operacionalização do modelo, a partir das hipóteses aci. 

ma mencionadas é dada pela divisão das colunas dos blocos For 

mas de Renda, Famílias e Setores Produtivos, pelos respecti -
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vos totais, chegando-se ao seguinte sistema de equações

D P
ly + &y - Vu = @

-RyV + (I-S) yF + 0yS - s

1) p Qdy - c yl + (I-A) y = g s 

onde Vj R3 S e A são as matrizes de coeficientes unitários de_ 

rivadas, sob as hipóteses acima mencionadas, a partir da divi- 
* * * . *

sao por coluna da V, R3 S e A pelos respectivos totais.

Escrevendo o sistema (í.ljsob a forma de matriz chega-se 

a

dada por:

(3.3)

(I-A
-J ■

I &

-R (I-S)

0 -c

cuja solução éÍ3.2J -R

Ou seja, a partir de um dado conjunto exõgeno de gastos 

governamentais, exportações e inve.stimento . (vetor p) e das 

transferências governamentais e do exterior para as famílias 

(s) é possível obter o produto total gerado pelos setores pro 

dutivos y° , o valor adicionado por tipo (salário, lucro, alu 

guexs, juros, etc) y , e a renda por tipo de família, y .■

A parcela de insumos intermediários utilizada durante o 

processo produtivo é dada por setor pela matriz M n x n,on

de cada m. . representa a quantidade de insumo do setorr uti 

lizada pelo setor j :

(1)
(3.4) M = A I y$l (m . . - a . . uF.) 

1/ J vg - 3

A utilização total da produção dos vários setores como 

insumo de outros setores e dada pela soma em linha da matriz 

M, ou seja:
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(3. 5) M = Me = A [ i/5] e - Ays oü m. = $ ys a-. do insumo i;

NOTAS ’

(1) Notaçao, vetor entre colchetes representa a matriz diago
nal gerada a partir do vetor.
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SUMÁRIO E CONCLUSÕES

O desenvolvimento da teoria de dualidade em microeconomia 

trouxe um novo vigor aos estudos empíricos de produção. As de

mandas derivadas e as características tecnológicas das empre - 

sas não mais precisam ser abordadas através do enfoque de fun

ção de produção. Funções derivadas de comportamento econômico 

das empresas encerram era si todas as características da tecno

logia de produção e podem ser utilizadas para a obtenção das 

demandas derivadas e dos parâmetros tecnológicos. Esse desen

volvimento se deu de forma crescente a partir da década de 1970 

e simplificou bastante a tarefa dos economistas. As mudanças 

das características ocorridas na última década nas economias 

ocidentais, ditas desenvolvidas ou em desenvolvimento, motiva

ram o aparecimento de um grande número de.estudos empíricos 

aplicando a abordagem da dualidade, na mesma linha do trabalho 

pioneiro de- Nerlove (1963) .

Foram apresentados neste estudo dois modelos que se valem 

dos resultados da teoria de dualidade, nos capítulos 2 e 3. A 

principal limitação dos dois modelos é que ambos não levam em 

conta o papel tanto das demandas por produto final (consumidor) 

como da oferta de fatores, pois em ambos são dados o preço do 

produto, dos insumos e dos fatore’s. 0 que se estã sugerindo é 

que uma extensão dos modelos apresentados nos capítulos 2 e 3, 

para modelos de equilíbrio geral - tal qual o modelo linear do 

capítulo 4, mas sem as restrições de constância dos coeficien

tes unitários pode trazer implicações valiosas para outras anã 

lises de várias questões atuais, complcmentando-se, assim,aque 

las propostas nos capítulos 2 e 3 e tratadas em suas formas fi 

n.ais no capítulo 1.
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