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PROGRAMAGAO MATEMATICA COM CRITERIOS MOLTIPLOS: UMA
FORMULAGAO PARA O PROBLEMA DE SELEGCAO DE CARTEIRAS

1 - Introdugao

Na programag¢ao matematica tradicional, um pro
blema real & representado por uma regido de solugdes factiveis,
usualmente implicita num conjunto de restrigdes, e por uma ani
ca fungdo-objetivo, que traduz um critério de avaliagdo das solu
cBes. Por outro lado, apenas raramente decisdes gerenciais sao
tomadas com base em um Gnico critério.A Este conflito entre a
multiplicidade de critérios nas decisdes reais e a singularidade
criterial na programagao matematica, &, sem davida, um forte  en

trave d aplicac¢ado desta.

A teoria da decisao e, em especial, a modelagem
de preferéncias sobre critérios miltiplos, oferecem uma saida pa
ra a conciliagao da rigidez da programagao matemdtica com a sub
jetividade e multiplicidade de critérios que caracterizam as ag
cisdes gerenciais. Até o final da década de 60, essa saida era

1/

predominantemente uma solugdo tedrica. = Em tese, o esquema

1/ Algumas técnicas de carater pratico ja existiam mesmo antes
= dos anos 60; como a bem conhecida Programacao de Metas (
Goal Programming), desenvolvida por Charnes e outros (1955),
e uma sugestao dada por Klahr (1958). Nao obstante, essas
técnicas exigem gue o decisor estabelega uma ordem de prio
ridades absolutas para aplicagdo dos critérios, ou que ele
atribua pesos subjetivos fixos para os mesmos. Como vere
mos adiante, ambos requisitos sao muito restritivos. -
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D1

de solugao para o problema de programagdao matematica com  crit

rios midltiplos (PMCM) & bastante simples. Para tanto, agregam-
se os varios crité?ips_objefivos em um Gnico, de natureza subje-
tiva, via uma fungao-valor. Assim, a cada solugdo factivel do
prgﬁlema correspondera um valor numérico para cada um dos crité
rios, o que espec¢ifica o chamado vetor de "valores criteriais ",
ou "atributos", da solugao. A'fungéo—valor traduzird entdo Esse

vetor numérico em um indice, reduzindo, pois, o problema multi

criterial aoc de um Unico critério.

Do ponto de vista tedrico, tal esquema de redu

¢ao a um unico critério subjetivo n3c apresenta nenhum problema
"sério, uma vez que & possivel demonstrar formalmente a existén
cia de uma funcgao-preferéncia para um individuo que tome "deci
. R . - A o
soes racionais". Ademais, essa funcao-prefer@ncia em muitos
casos & passivel de maximizagdo por meio das técnicas usuais da
programagac matemdtica. Entretanto, € na execugZo dessa idéia

que as dificuldades aparecem. O processo de determinagdo de uma

;/ Em conformidade com a atual tendéncia na literatura, neste
artigo usamos o termo fungao-valor para denominar qualquer
fungdo que atribua um Indice de valor a cada vetor de valog
res criteriais. Usamos o0 termo fungao-preferencia como equi
valente a fungdo-utilidade ordinal (termo mais usual na lite
ratura de Economia). Assim, os Iindices de valor de uma fun
gao-preferéncia indicam tao somente a ordem de  preferéncia
entre vetores criteriais, nao tendo significado o valor numé
rico da diferenga entre indices de valor de uma fungao-prefe
réncia. -
A expressao "decisdes racionais" & posta entre aspas porgue
"racionalidade" tem aqui um sentido muito restrito e defini
do axiomaticamente. Para detalhes, veja Fishburn (1970).
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fungao-preferéncia sobre alternativas com miltiplos atributos, &
uma tarefa penosa e cansativa, naoc s6 para o analista mas, tam
bém, e principalmente, para o decisor [ Vide, por exemplo,
: 1/ . -

Wehrung e outros(l976)] . = 0 segundo inconveniente de se redu
zir um problema de critérios miltiplos ao de um inico critério !

por meio de uma fung¢ao-valor, & de natureza psicolbgica. Isto

porgue, uma vez explicitada a fungao-valor do decisor, cabe -ao

.

analista usar algum método de programacdo matemitica para deter
minar uma golugéo que maximize essa fungao. Desse modo, o deci
sor nao participa ativamente nessa fase de busca de uma solagép
"6tima". Essa marginalizagd@o na fase de otimizagao, muitas ve

zes faz com que o decisor nao tenha total confianga na solugao

que lhe é apresentada pelo analista.

A partir do final da década dos 60, comec¢aram a
surgir na literatura propostas de métodos interativos para a re
solugdo de problemas de PMCM. Nesses métodos, ao invés de se es

timar uma fungdo-preferéncia para posterior otimizagdo, a obten

cao de informagdo sobre preferéncias do decisor e a busca de uma

solugao que mais o satisfaga sdao integradas num sd processo, no

qual o decisor. interage com o método em forma de um didlogo es

truturado. O funcionamento desses métodos pode ser visto como uma

busca orientada. Nessa busca, o decisor orienta o método reve

1/ na excecdo &€ o caso de fungdes lineares, quando se atribuem
"pesos de importancia" fixos para cada atributo. Todavia, '
no mais das vezes tal tipo de funcao-valor nao se constitui
sequer em aproximagdo razodvel.
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lando suas preferéncias locais, e o método, por sua vez, usa es
sa informagdo para gerar uma nova solugdo factivel, quigad mais

de acordo com suas preferéncias globais.

‘A ‘abordagem interativa apresenta nitidas vanta-
gens sobre o procedimento de decomposigao do problema em duas fa
ses: a de levantamento da fungao-valor, e a de sua posterior

otimizacdo. Entre essas vantagens, podemos destacar:

a) Nao hd necessidade de se escolher nenhuma

forma particular para representar a fungao-valor.

b) Via de regra, a quantidade de informagdao so
bre_preferéncias do decisor requerida pélos métodos interativos
€ substancialmente inferior & necessdria ao levantamento de uma
funcao-valor. 1Isso significa que os métodos interativos exigem

do decisor menos tempo e esforgo psicoldgico.

c) A participagéo mais direta e ativa na obteg
cdo da solugdo Stima, implica em maior motivagdo para despender
seu tempo no psicologicamente penoso processo de efetuar julég
mentos.subjetivos. Além disso, coﬁo notamos acima, o envolvimen
to direto do decisor na busca de uma solugdo tende a aumentar a

confianga do mesmo na solugdo prescrita pelo modelo.

d) O custo total de computagao para o método in
terativo pode ser inferior -ao requerido para maximizar uma fun
¢do- valor; pois, neste’'Gltimo caso, costuma-se efetuar ainda !

.

uma analise de sensibilidade da solugdo obtida.
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e) Em muitos casos, os métodos interativos séo
passiveis de'implementagﬁo em um terminal de computador. Quando
isto € feito, & necdessidrio apenas que o decisor tenha uma id&ia
geral do funcionamenfo do terminal e do método para que ele gog
sa ‘'usar o programa seﬁ a intervéngao direta do analista de pes
quisa operacional'[Dyer (1973)] . Isto significa mais confiden-

cialidade e liberdade para o-decisor.

O presente artigo tem como objetivo rever e
ilustrar um método interativo de PMCM através de uma aplicagao
3 selecdo de Carteiras. Na segunda Segao, € efetuada uma exposi
gao, de cardter informal e a nivel quase que intuitivo, de um
dos mais divulgados métodos interativos de PMCM. A seguir, na.
terceira Segao, & sugerida uma formulagdo multi-criterial para o
modelo de selegao de Carteiras de Investimento, que se  afigura
como uma representagao mais realista e precisa do problema  con
creto. Ma guarta Segao, a titulo ae ilustracao, 3ao apresenta.
dos alguns dos detalhes relativos a determinagao da solugao para

uma versao reduzida do modelo.

2 - 0 Método de Frank-Wolfe Interativo

o] chémado método de frank—Wolfe interativo
" (MFWI), de largo uso em PMCM, é uma adaptagao do conhecido algo
ritimo de Frank-Wolfe (1956), originalmente desenvolvido .. .para
problemas de programagao quadrdtica. Essa adaptagao, sugerida

por Geoffrion (1970), baseia-se na observagao de que o funcioninmento
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de alguns métodos de programagdo matematica depende, apenas, de
informagoes locais sobre a fungd3o-objetivo. Assim, para a apli
cagao de tais métodos & PMCM, ndo & necessario que se tenha a
fungao—valor de uma forma expliéita; basta que o decisor seja ca
paz de fornecer informagSes locais sobre suas preferéncias, a me

dida que o método delas necessite.

Entre as vantagens do MFWI em relagdo a outros
métodos interativos propostos na literatura, destacam-se sua sim
plicidade de implementagao, bem como suas propriedades de conver
géncia. A apresentacao que se segue tem como objetivo apresen
tar os rudimentos do MFWI, de uma forma simples e quase intuiti
va, através um exemplo hipotético. Para tanto, considere-se a
formulagdo classica do problema de selecdao de Carteiras, devido

a Markowitz (1952). Formalmente, tem-se:
n
Max. U (E, = Yy E. X

sujeitas as restrigdes
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onde U é a funcao-preferéncia do investidor, definida sobre os
valores dos critérios Ec e Vc' respectivamente o retorno espera

do da Carteira e a variadncia desse retorno. Cada variavel de de
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cisdo ¥, , ¢ = 1, ..., n, representa a proporgdo do i-&simo ins
trumento na compdsigéo da carteira; sendo Li o maximo estabeleci
do inétitucionalmente. As constantes Ei e S; sao, respectivamen
te, o valor esperado e o desvio-padrao do retorno, do Z-&simo !
instrumento, sendo que_rij denota o coeficiente dg correlacao en

1
tre os retornos associados aos Z-ésimo e j-eésimo instrumentos.

E claro que, se U fosse conhecida de uma forma
explicita, teriamos tao somente um broblema convencional de pro
gfamagéo nao-linear com restrigdes l/. Para manter a caracteris
tica de PMCM, & necessdrio supor que U n3o seja funcionalmente
exﬁlicitada. Vamos, entiao, admitir qué, embora o investidor nao

conhega a especificag@o de U, seu comportamento decisdrio refle

te a existéncia de tal funcdo 2/,

Para nossa apresentagao intuitiva do MFWI vamos

No procedimento propostio por Markowitz (1952), U também nao
aparece de uma forma explicita, pois usa-seocartificio de ge
rar a chamada fronteira de eficiéncia; cabendo ao investidor
a tarefa de, posteriormente, selecionar a Carteira eficiente
que mais lhe convenha. Entretanto, além de computac1onalmen
te mais eficiente, o método gue ora descrevemos & facilmente
generalizavel para mais de dois critérios. Devido as difi
culdades de geragido e representag¢do grafica de uma fronteira
de eficiéncia a mais de duas dimensdes, o método de Markowitz
dificilmente poderia ser generalizado para mais de dois cri
térios. .

Essa hipdotese & bastante razodvel, uma vez que, em teoria da
decisac, Cf. Fishburn (1970), se demonstra que certos "prin
cipios de racionalidade", conjugados com algumas condigces T
de densidade do espago criterial, sao suficientes para garan
tir a existéncia dessa fungao 1mp11c1ta.
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inicialmente supor que, embora desconhecendo a fungao U, por um

motivo qualquer sabe-se que ela & linear; isto é:

+ rd
Pg (2.1)
onde p, , P, e P, sao constantes nao especificadas.

Como qualquer transformagao mondtona crescente
na fungao-objetivo de um problema de programagdo matemdtica ndo
altera a sua solugao Otima, podemos simplificar as coisas fazen
do Ps = 0. Sendo U linear, as curvas de isopreferéncia, isto &,
as curvas de nivel de U, sao retas paralelas. Além disso, como
a pfeferéncia cresce com o valor de E'c e decresce com o de Vc N

as isopreferéncias de U teriam o aspecto mostrado na Figura 1.

Mais uma vez usando o fato de que uma transfor
magao monbtona crescente na fungdo-objetivo ndo altera a solugio

Ootima; podemos reescrever & fungdo-preferéncia na forma:

B, sV =R +"§j v, (2.2)
pois, sendo Ee um critério do tipo "quanto mais melhor", podemos
afirmar que p; > 0. O significado de Py /pl fica, entao, bem
claro. Observe que U aumenﬁaré de uma unidade quer aumentemos '
Ec de uma unidade; guer aumentemos VcAde pl/pz. No jargao dos

economistas, pz/pl € a taxa marginal ‘de substituigdo de Vc por

IPEA — 1



SECRETARIA bE PLANEJAMENTO DA PRESIDENCIA DA REPUBLICA
INSTITUTO DE PLANEJAMENTO ECONOMICO E SOCIAL (IPEA)

‘ P
vy g = U / o - 2 (2.3)

< < <
Uy Up<Ugc b,

E
e

Figura 1 -~ Isopreferéncias de uma Funcao-Preferéncia Linear

Assim, tudo que necessitamos sabexr no caso de
um investidor com fungio—prefeféncia linear, & a taxa marginal
de substituic¢do, também conhecida como "taxa subjetiva de trocah
(subjectlve tradeoff), de um critério pelo outro. Entretanto,

se ,
como obter a taxa subjetiva de Lroc;Van conhecemos U de forma
explicita ? Um modo simples seria o de perguntar ao investidor
quantas unidades de reducgac de.Vc lhe proporcionaria uma "satis
facdo" exatamente igual a um aumento de uma unidade de E . Se

gundo a interpretagao acima, a resposta seria o valor de pz/ P,
&

- 1/
= l/wV P 5
[« (]

1/ Para outras formas de estimagao da taxa marginal de substitu
icdo veja-se, por exemplo, Geoffrion (1970) e Feinberg T
(1972).
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1.0 “

Sumariando, vimos que, para fins de otimizagao,
uma fungao-preferéncia bicriterial linear pode ser posta numa
forma tal que um de seus dois termos seja o proprio valor de um

dos critérios, critério esse tomado como referéncia, com o outro

-

sendo o valor do segundo critério convertido a unidades do crité

rio de referéncia via ‘a taxa subjetiva de troca.

éeometricamente, a maximizagdo da preferéncia
equivale a determinar o ponto da regiao factivel que se encontra
sobre a isopreferéncia que corta o eixo do critério de referén
cia no valor mais alto possivel. 1Isso & ilustrado na Figura 2,
onde vemos que ndo existe nenhuma isopreferéncia que contenha ao
menos um ponto de F (imagem da regido factivel no espago dos cri

P . ‘ . * 1/
térios) e que corte o eixo de Ec num valor superior a Ec .~

-3

E
c

Figura 2 - Ponto Preferido sob uma Funcao-Preferéncia Linear

*
l/ Note, que face a (3.2), o valor Ec € numericamente igual ao
*

da funcgao-preferéncia do ponto de maximo, f .
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11.

E importante observar que a hipStese de lineari
dade da fungao-preferéncia teve um papel fundamental na andlise
acima. Entreténto, em muitos problemas praticcs, a fungEo—prefg
réncia linear nio se constitui em razodvel aproximagdo. NE& obs
tante, existem aréumentos que levam a crer que as isopreferéné&
as de um investidor "racional" tenham a concavidade indicada -na

1/

Figura 3. =~

Figura 3 - Ponto Preferido sob Uma Fungdo-Preferéncia Nao-Li
near.

Ccomo a fungao-preferéncia € nac linear, a taxa
marginal de substituigdo nao mais & constante, nao sendo, pois,
possivel usar © tipo de anadlise efetuado para o caso linear. To
davia, comparando-se as Figuras 2 e_3, podemos notar um importan
te detalhe comum aos dois casos. Devido 3 convexidade da rxegiao
F, aliado ao fato de que as isopreferéncias tém a concavidade in

dicada, toda a regiao admissivel se encontra de um mesmo lado da

i/ Para esses argumentos, consulte, por exemplo, Markowitz (1959)
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reta tangehte d isopreferéncia que passa peio ponto de Otimo f*.
Como a inclinacao dessa tangente em reiagao aos eixos  coordena
dos & diretamente relaéionada com a taxa subjetiva de troca no
ponto f*, podemos usa-la para formar, como aproximacao linear 1o
cai, uma funggo—prefegéncia do tipo (2.2). Maximizando essa fun
c3do-preferéncia, tal como no caso linear, obteriamos o prdprio '
ponto f*. ﬁas, como poderiamos saber a taxa subjetiva de troca
no ponto f*, ée a taxa varia de ponto para ponto e o que quere
mos & exatamente encontrar o ponto f* ? Bem, se essa observagao
p&o nos indica de imediato-como encontrar o ponto f*, ela ao me
nos nos prové um meio de identificar se um ponto qualquer de F &
ou nao o pontP f*. De fato, se nos é_dada uma solugdo qualquer

0. ' . , -
f + podemos usar o seguinte procedimento para testar se ela e a

- * - ;
solugao f dque procuramos: (a) Estime a taxa marginal de substi
tuigcdo nc ponto fo ;s (b) Usando essa taxa, construa uma pseudo
fungao-preferéncia do tipo (2.2); (c) Maximize essa fun¢do; !

(d) Se essa maximizacdo produzir o ponto fo, entdo esse ponto €

= . . - 0 *
de fato o maximo procurado; isto &, f = f .,

Para chegarmos ao MFWI, que faz uso das idéias
acima expostas, consideremos, inicialmente, o que Boyd (1970j
chamou de Métcdo de Aproximagles Sucessivas, e que pode ser des

crito através a seguinte seqliiéncia de passos.

Passo 1 - Escolha uma solugdo arbitriria qual

quer para ser o ponto de operacgao.

Passo 2 - Obtenha do investidor uma estimativa
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da taxa subjetiva de troca no ponto de Operagao.

Passo 3 - Construa uma pseudo fungao-preferén -

cia linear do tipo dado por (2.2).

Passo 4 - Otimize a pseudo fung¢do-preferéncia,
observando—se as restrigdes dolmodelo. No caso do nosso exemplo,
isso seria feito através de um algoritmo de programagao quadrati
ca,.pois que a pseudo fungao-preferéncia é fungao do quadrado °

das variaveis de decisao, X, s Xzyn,xn

Passo 5 - Se a solugdo &tima do Passo 4 for o
proprio ponto de operacgdo, pare; o ponto de operagdoc & o ponto
mais preferido. Caso contrdrio, tome essa solugao dtima como o

novo ponto de operacao e volte para o Passo 2.

"A pergunta que imediatamente surge & se o algo
ritmo acima definido converge; isto &€, se ele realmente produz
sempre a solugao preferida. Infelizmente, a resposta nem sempre

é afirmativa.- A Figura 4 ilustra um caso de n3o convergéncia.

Figura 4 - Caso de Nao-Convergéncia
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14.

Partindo do ponto fo obteve-se a taxa marginal
de substituigao local, que determina a inclinagdo da isopreferén
cia que possa por fo. As isopreferéncias da pseudo fungéo—prefg
réncia associada a essa taxa sao representadas pela familia de
retas paralelas a reta 1. A maximizacao dessa pseudo fungéo—prg
feréncia produz o ponto fl, cuja otimalidade & caracterizada .bg
lo fato de que a pseudo isopreferéncia representada pela reta_ 1’
& tangente 3 regido admissivel F. Como fl # fa s fl passa a ser
o novo ponto de operagao; como prescrito no Passo 5. Repetindo-
se o ciclo para o ponto fl,,obtem-se, como indicado na Figura 4,
o ponto inicial fo, que voltard a ser o ponto de operagao. Dég
se modo, o aigoritmo ficari sempre oscilahdo entre os ponto fo e

5 - *
fl, sem jamais alcangar a solucgao preferida f .

Para evitar a possibilidade acima descrita, e
suficiente que se assegure gque cada solucgao obtida seja melhor
qﬁe a anterior, o que pode ser conseguido através do que em pro
gramagado matemdtica se denomina relaxamento. A idéia basica &
de dar um passo menor do qde o indicado pela otimizacao da pseu
do fungdo-preferéncia, de modo a garantir que, se o ponto de ope
ragao ndo for 6timo, um ponto melhor serd obtido. Na Figura 4,
se ligarmos os pontos fo e-fl, vemos éue, apesar de f1 situar-se
numa isopreferéncia mais baixa do qﬁe a que possa por fo, tere
mos pontos no segmento de reta fo - fl gue serao superiores a
fO; pois que esse segmento corta duas vezes a isopreferéncia que
passa por fo. Essa observacgado, feita sobre o caso particular da

Figura 4, & consequéncia do fato de que a regiao F & convexa e
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de que a concavidade das isopreferéncias seja voltada no sentido
do crescimento da preferéncia. Dadas essas duas premissas, podg
-se demonstrar gque, ao‘menos que o ponto fo seja o 6timo ( o que
seria forgosamente revelado no Passo 5, obtendo-se fj = F ), !

existem pontos no segmento fa - fz que sao superiores a f, 1/

Fundamentando—se no ac%ma observado, o método
de Frank .e Wblﬁaprescrevé uma busca ao longo do segmento fo - fz
visando localizar o ponto &e maior preferéncia dentre deste seg
mehto. Entretanto, no nosso caso, como efetuar essa busca, se
ndo conhecemos explicitamente a funcdo-preferéncia ? CGeoffrion
(1970) e Feiﬁberg (1972) fazem virias sugestOes. A experiéncia
[veja Feinberg (1972), Agarwal (1973) e Wallenius (1975) | indi
ca que um modo facil e satisfa£6rio & apresentar os pares de va
lores criteriais assdciados a pontos regularmente espagadbs no

1

intervalo fo - f°, cabendo ao decisor escolher o ponto que mais

lhe agrade.

0 fato de o método de Frank e Wolfe garantir
que cada solucao gerada seaa melhor do que a anterior, ndo basta.
As melhoras sucessivas podem tornar-se cada vez menores de modo
que a convergéncia do método fique assintdtica; isto &, embora

as solugOes sucessivas se aproximem indefinidamente do Stimo, es

As premissas aqui apontadas sao suficientes para demonstrar
O nosso argumento, mas nao sao realmente necessirias, pois
existem outras condigdes que garantem o mesmo resultado. Pa
ra essas outras condigoes veja Geoffrion e outros (1972). ~
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te jamais € atingido. Entretanto, ha pratica, esse problema nao
se apresenta; pois qde, devido ds imprecisdes do julgamento sub
jetivo, torna-se improdutivo prosseguir ‘com o método quando as
melhoras ficam muito pequenas [ veja Lustosa (1978) ] , Usual
mente, o niimero de iteragdes até o término do método & inferior

a seis.

3 - Uma Formulagao Multicriterial do Problema de De-

terminagaoc de Carteiras para Fundos Mituos.

Buscando tirar proveito da flexibilidade enseja
da pela adogao da técnica de PMCM, a formulagdo que ora iremos
éugerir para o problema de selecdo de Carteirés de investimentos
para um Fundo Matuo, .resulta de uma mescla dos modelos respecti
‘vamente desenvolvidos por Lee e Lerro (1973) e por Stone (1973).
Como se fard evidente, a combinagdo resultante ndo sd afigura-se
como mais representativa do que cada um desses dois modelos isqQ
ladamente, como permitiri solu¢des que melhor refletem as prefe

réncias do analista.

3.1 - Fundamentos: os primeiros‘trés‘momentos'gi distribuicao do

retorno da Carteira.

Considerando-se o0 caso de »n distintos instrumen

tos de investimento, seja Ri a variavel aleatdria que representa

o retorno associado ao Z-&simo instrumento. Entdo, como origi
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nalmente sugerido por Markowitz (1959, pp. 96~101), e adotando-

~

se o modelo de um Onico indice, designado por I e que € um indi
cador do comportamento do mercado como um todo, suponha-se seja

vBlida a seguinte especificagdo: 1/

~ ~

= Ai + Bi I + €, T = 1,00a,n (3.1)

T

onde Ai e Bi sao constantes estimadas por regressao linear, e
Ei » interpretada como a variagdo intrinseca do Z-8simo  instru
mento, & tomada como uma perturbagdo aleatdria com média nula, !

varidncia v, e tal que cov (Ei‘ I) = cov.(Ei, Ej) =0, T #3.
Denotando-se por Xi a fragao do total de recur
sos que & investida no Z-&sim@ instrumento, decorre que © retor

no da Carteira de investimentos assim formada sera:

-~ n =~ n ~ n
R = § RX,= § AX.+B I+ ] €.X.; (3.2)
] £=1 T 7 Y. T 7 [+ £=3 7 1
6nde
¥
E, = "} B.X, (3.3)
i=1

l/_ £ interessante notar que, na literatura, face a popularidade
dc que foi apresentadc em Sharpe (1963), a especificagao ex
pressa por(3.1) & denominada de modelo de Sharpe; chamando-se
de modelo Markowitz aquele onde as covaridncias entre os re
tornos sao estimadas diretamente. Por exemplc, veja-se T
Frankfurter e outros (1976), onde e efetuada uma comparagéo
entre os desempenhos dos dois modelos.
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tem a conotacao de resposta do retorno da Carteira a variagoes

do mercado como um todo.

Tendo em vista as hipdteses, segue-se, entdo,
que os dois primeiros momentos da distribuigdo do retorno da Car

teira, média e varidncia, serdo respectivamente iguais a:

~ ™ n -
Ec=E,VRcJ= Z Aix£+Bcs(r-} (3.4)
o t—‘l -
e
. 2 [~ n 2 -~ g
v, o |-Rc :\ = 1:21 v,X; + (B, 0O {-r ‘ J {3.5)

Nos cléssicoslmodelos de selegao de Carteiras,
.como os de Markowitz (1952 e 1959), Tobin (1958) e os devidos a
Sharpe (1963, 1967 e 1971), somente esses dois primeiros momen
tos t2m sido levados em conta. Entratanto, tal enfoque & bastan
te restritive, pois que implica em admitir-se gue ou os investi

1/

dores tenham fungdes-utilidade =/ quadratica, ou a distribuigdo
do retorno da Carteira dependa de apenas dois parametros. Moder
nanente, face a essas limitagaes, alguns autores, tais como Jean

(1973) e Arditti (1967), tém sugerido que caracteristicas adicio

nais da distribuicao da Carteira sejam também consideradas. Es

Aqui nos referimos ds fungoes-utilidade ditas Bernoullianas
ou de Von Neumann-Morgenstern, que tém carater cardinal e
gue se aplicam a decisoes que envolvem risco.

1/
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pecificamente, como na versao mais éeral do modelo de Stone
(1973), recomenda~se que seja incluido na anilise o chamado coe
ficiente de assimetria, que & diretamente proporciocnal ao tercei
re ﬁomento central da distribuigao. Y pa1 inclusao é justifica
da pelo fato de qﬁe, para dados niveis de m&dia e de varidncia,

os investidores prefiririam as Carteiras cujas distribuig¢des fos

sem assimétricas a8 direita (terceiro momento central positive).

Para incorporagao do terceiro momento em nosso

modelo, suponhamos adicionalmente que as perturbag¢ces aleatdrias

reflitam as assimetrias intrinsecas das respectivas distribui
-~ N ) . . . 3 3
¢oes do retorno de cada instrumento de investimento, com Si =

E [;£3 ] para 7 = 1,2,...,n; enquanto que a assimetria associada
ao mercado como um todo seja déda por:
3
I e

Conseqglientemente, para a Carteira, teremos a se

guinte expressdo para o terceiro momento:

3 _ - _ % 3.3 . 3 (3.7)
sc-E[Rc Ec__l = z S.°X T-(BCSI)

1/- Para um estudo analitico da influéncia do terceiro momento
na determinacao de Carteiras eficientes, bem como para uma
explicagao teorica para uma controvérsia de carater empirico,
veja-se Arditti e Levy (1975); veja-se também Granito e
Walsh (1978).
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3.2 - Estrutura gg modelo

Sequindo-se Geoffrion e outros (1972), a formu
lagao multicriterial gue adotaremos para o problema de selecao
de uma Carteira de investimentos para um Fundo Mituo, ter3i a se

rguinte forma geral:
maz. U |'f (x),Fy(x),flx),f (x),flx),folz)| , z € X

onde f&,..',fs dénotam disﬁintas fungdes criteriais do vetor de
decisido z; X € o conjunto de decisCes factiveis; e U representa
a fungdo-preferéncia do decisor. Para que o método MFWI  possa
ser uéado, dado que as funcgodes criteriais gque iremos consideraf

sdo todas cdncavas, iremos supor que, ao menos no. trecho relevan

. - 1
te, U seja crescente e concava.,~/
Os critérios considerados sao:

a) Rentabilidade

Do mesmo mcdo que nos modelos clissicos, o pri
meiro critério serd a seguinte fungao linear; que contribui posi

tivamente para U.

1/

Para o caso em que somente os trés primeiros momentos da dis
tribuicao do retorno sejam relevantes, o que implica em uma
funcao utilidade cibica, a justificativa da validade tedrica
de tal suposigao €& encontrada em Levy (1969). A necessida
de dessas suposigoes foi mencionada na Secdo 2. -
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WX )E[f] (3.8)

b) Risco (volatilidade)

Como nos modelos de Stone (1973) e de ILee e Lex
ro (1973), iremos supor que a compohente risco, como medida pela
variancia é que contribui negativamente para U, seja avaliada-pg
lo tomador de decisbes em dois distintos niveis. Isto &, distin
guiremos entre a parte da variacao que €& atribuivel ao mercado
como um todo, como medida por seu desvio-padraoc, e a chamada va
riagdo intrinseca, respectivamente representadas pelos dois se

guintes critérios:

n ~
fo (=) (igl B,X.) o [I] - (3.9)

n
fz (x) = z v X

c) Assimetria.

Similarmente ao caso da componente risco, e se
guindo-se Stone (1973), admitiremos que a assimetria, como refle
tida pelo ‘terceiro momento central da distribuicgao do retorno da

Carteira e que contribui positivamente para U, também seja perce

bida pelo tomador de decisdes sob duas distintas 6ticas. Sob a
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primeira, teremos a parte da assimetria associada ao mercado coO

mo um todo, e que serd considerada pela sua raiz cibica, de - tal

forma que:

‘n ' .
f (z) = ( 2 ‘ByX, ) S,y (3.10)

Sob a segunda, teremos a parte da assimetria
considerada como inérente aos instrumentos de investimento. En
tretanto, para que se assegure a concavidade da correspondente '
fungao criterial, e visto qué estamos tratando do caso de Fundos-
MGtuos, iremos adotar a aproximagao sugerida por Stone, o que im

-plica em que se tenha:

n
fs (z) = ) 8.Y mM.° x. (3.11)
onde-Mi, por imposigdo legal, & a mixima proporgZo em que O , T-
ésimo instrumento (¢ = 1,...,7n ) pode entrar na composigao de

uma Carteira.

4a) Renda corrente

Finalmente, como @ltimo argumento de U, e com
contribuigao positiva, iremos considerar a fungdo criterial que
reflete os dividendos gerados pela Carteira. Isto &, como " na

formulégéo de Lee e Lerro (1973), teremos:
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f6 (x] = (3.12)

o,
nNes13
(]

e

onde D, € estimado como uma fungdo dos dividendos distribuidos

pelo <-&simo instrumento; Z = 1,...,n.

e) Restrigdes

Para concluir a caracterizagao da estrutura do
modelo, resta tao somente especificar o conjunto x de decisdes
factiveis. Langando mao do apresentado em de Faro e Teixeira

(1977), as restrigoes que devem ser obedecidas sdo:

n
Llox, =1 (3.13)
2=1
X; 0,05 , iek, (3.14)
. X; < 0,40 (3.15)
J€K2
) X, < 0,05 (3.16)
Lel
X; 20, 25 1,000,m (3.17)

Onde K1 designa o conjunto dos instrumentos de

investimentos sob forma de agao ou debénture conversivel; K, é o

conjunto de instrumentos representados por titulos de renda fixa;
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e Lj simboliza o conjunto dos diferentes tipos de agdes de uma

mesma empresa J.

Assim, as restrigbes representam as seguintes

exigéncias: (3.13) - a totalidade do fundo deverd ser investida;
(3.14) - limite de investimento em instrumentos do conjunto Kz
de instrumentos de renda variavel (agoes); (3.15) - limite no'tg

tal investido em instrumentos de conjunto K2 de titulos de renda
fixa; (3.16) - limite de investimento total em titulos de ~ uma
mesma empresa j; (3.17) - ndo se pode investir quantidades nega

tivas. (isto €, n3o se admite vendas a descoberto).

4 - Implementacao: Um Exemplo Numérico

Para exemplificar a aplicagao do método - intera
tivo na selegao de Carteiras, utilizaremos uma versdo simplifica
da do modelo descrito na Segd@o 3. As fungdes criteriais adota

das sao:

a) Renda a Iongo Prazo Esperada

. " . .
= - { = -
L, = fylz) - fglz) izl (A;=D +B.E rrl ) Xz (2.1)
Esse critério se refere 3 rentabilidade espera
da da carteira no longo prazo. Numericamente, Lc é calculado

subtraindo-se da rentabilidade total esperada, fI (z), a renda

corrente esperada, fe (g), obtendo-se uma fungao linear em .
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b) Renda Corrente Esperada

n
Cu = fg (z) = 1 DX, (4.2)

M
Esse-criterio corresponde ao reorno proveniente
de receitas correntes, tais como dividendos em dinheiro, juros,
ganhos de capital realizaveis no curto prazo, etc. Nos dados

aqui utilizados, as flinicas fontes de renda corrente sac dividen

dos em dinheiro e juros. cc € linear em z.

c) Volatilidade Devida ao Mercado

WXy (4.3)
KA

: n
D, = fy (g) =o[1] 1 BX

Nesse critério esta representada a parte da vo
latilidade do retorno da carteira que & "explicada" pela volati
. (z)

lidade do mercado como um todo. A fungdo £, & linear em g e

representa a volatilidade em forma de desvio padrao.

di Volatilidade Intrinseca da Carteira

n P
V, = fs (gl = ] v.x.)* (4.4)
Esse critério representa a parte da volatilida-~

de do retorno que nao pode ser explicada como consequéncia da vo

latilidade do mercado como um todo. Em contraste com Dc, que &
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representado em forma de desvio padrao, V €& representado em for

ma de variancia.

Os critérios que no modelo geral da Secao 3 re
presentam a assimetria da distribuigaoc do retorno da carteira
nao sao usados no presente exemplo. Em lugar deles, considerare
mos que a distribuigao do inaice geral do. mercado E; bem como a
distribuicéao ao retorno de cada instrumento de investimento, s2o
simétficas. Essa simplificagdo torna o nosso exemplo mais claro

: +

e, afora dificuldades nao intrinsecas ao método, a inclusao des

ses critérios de assimetria seria trivial.

Quanto as restrigdes, visando facilitar os cal
culos, eliminaram-se as resfrigaes do tipo (3.16) do modelo comple
to da Segao 3, e considerou-se um Unico titulo dé—renda fixa. '
Na pritica, essa simplificagﬁo'se da sempre que no conjunto de
instrumentos elegiveis péra a Carteira existe apenas um tipo de

titulo para cada firma, e apenas um tipo de titulo de renda fixa.

Portanto, as restrigoes consideradas sao:

n

Y X, =1 (4.5)

t=1 *

X, 80,056, 1 =1,...,n"1 (4.6)
X < 0,40 (4.7)
n

X.20, £=1,..", n . (4.8)
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. o
-
onde o titulo de renda fixa & suposto seé‘n—ésimc instrumento.

Os parametros que completam a definigéo do exem
pPlo foram obtidos do trabalho de Teixeira (1976) [publicados par

cialmente por de Faro e Teixeira (1977)] r € se encontram repro

1duzidos em forma adequada no Quadro 1.
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"QUADRO I
VALORES NUMERICOS DOS PARAMETROS NO Exsyp;p,%/

ol A. - D B D 4

(3) 7 7 z A Z

1 (1) 0,174 0,339 0,145 0,0113
2 (2) 0,274 0,738 0,087 0,0053

3 (3) . 0,024 0,567 0,041 0,0260
4 ( 4) 0,156 - 0,492 > 0,101 0,0332
5 ( 5). 0,625 0,916 0,017 00,0148
6 ( 6) 0,461 0,533 0,125 0,0154

7 (7)) 0,145 1,011 0,017 0,0071

8 (9) 0,299 0,735 ' 0,058 0,0042

9 (10) 0,058 0,893 0,192 0,0424
10 (11) 0,416 0,545 0,068 0,0076
11 (12) 0,226 1,115 0,047 0,0131
12 (14) o - 0,040 0,596 0,062 0,0132
13 (15) 0,642 0,981 0,070 0,0279
14 (1e6) 0,293 0,999 0,048 0,0090
15 (17) 0,056 0,388 0,000 0,0153
16 (18) 0,238 0,740 0,045 0,0050
17 (20) 0,397 0,966 0,024 0,0150
18 (22) 0,148 0,654 0,083 0,0082
19 (23) 0,416 0,701 0,101 0,0266
20 (24) 0,083 0,550 0,071 0,0094
21 (25) 0,448 0,726 0,221 0,0192
22 (26) 0,142 1,223 0,093 0,0190
23 (27) 0,405 1,095 0,025 0,0083
24 (28) 0,651 0,827 0,014 0,0144
25 (29) 0,323 0,540 0,064 0,0102
26 (30) 0,000 - 0,015 0,297 0,0002

E [1] =o0,036 ; o[I] = 0,119
. N - - 2
l/ Adaptados de Teixeira (1976); Bi Bj e Vi Vj’ Di Dij
& s D e T B2
. J & g
O Indice J identifica os instrumentos listados no Quadro 1

em de Faro e Teixeira (1977).
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4.1 - Obtencao da Informagdo Subjetiva

Como visto na Segdo 2,dois sd3o os tipos de infor

magoes subjetivas usadas pelo método FWI.

a) Taxas subjetivas de troca
b) Ponto de maior preferéncia num segmento de

reta no espago dos critérios.

Os métodos aqui empregados para obtengao dessas
informagdes foram usados com sucesso em outras aplicagdes do mé
todo FWI [ veja, por exemplo, feinberg (1972), Dyer (1973) e

Wallenius'(l975) ] .

Sem entrar em detalhes, apresentamos abaixo ' os

principios do funcionamento desses métodos.

a) Taxas Subjetivas de Troca

Suporhamos que se deseja estimar a taxa subjeti
va de troca de um critério qualquer, fi’ por um outro critério,
fr; escolhido como o de referéncia, num dado ponto f. Para sim
plificar, vamos admitir que esses dois critérios s3o desejiveis,
isto é; do tipo "quanto mais melhor". Essa éuposigéo nao & mui
to limitante pois,.se um ou mais critérios for indesejivel, o ne
gativo dele sera desejdvel. A situagdo pode ser visualizada

através da Figura 5.
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£,

\\<;:£;;;,?i,...J?r)...)

7 T 7

Figura 5 - Determinagdao da Taxa Subjetiva de Troca

Na Figura 5, estao representadas a isopreferéa‘

cia gue passa pelo ponto ? (identificado apenas por suas compo

- nentes fi e fr no plano dos dois critérios em questdo) e a reta

P, tangente a essa isopreferéncia no ponto ?. A partir da defi
' nigdo, & facil ver que a taxa subjetiva de troca de fi por fr no
- ponto ? é dada pelb negativo da tangente do angulo que a reta T
faz com o eixo de fi' Como, na pfétiéa, nao dispomos da isopre
feréncia de um modo explicito, uma aproximagdo desse valox ters

que ser obtida através de informag¢des fornacidas pelo decisor.

Um. modo de obter essa aproximagao & descrito a seguir.

1. Apresenta-se ao decisor a alternativa (isto
€, os valores criteriais numericamente, ou
alguma outra representagao desses valores)

correspondentes ao ponto de referéncia !

? = {( ey ?i’ PR ?r, cesl

2. Acrescenta-se ao valor fr do critério e re

—
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-feréncia um pequeno valor positivo Afr; isto
"é, cria~-se o ponto.(..., fi""’ f} + Af; s

.+.) obviamente mais desejivel que ?.

3. Através de um questionamento adequado, detexr

mina-se uma perturbacio compensat&ria Af, >0

¢

tal que o decisor se demonstre completamente

indiferente entre as alternativas representa

das pelo ponto de referéncia, (..., fi’ cees
fr,...), e pelo ponto.(..., fi - Afi""’ fr
+ Afr,...).

4. A razao of, /bF,; é ohnegativo da tangente do
8ngulo que a reta secante, S, que passa pelo
ponto ?, faz com o eixo fi' Para pequenos
Qalores de Af . essa razao € uma boa aproxi
magao da taxa subjetiva de troca que buscé

mos.

A julgar pela Figura 5, parece evidente que
quanto menor for a perturbacgao Af, » melhor serd a aproximacao.
Entretanto, isso nao se di. Perturba¢gdes muito pequenas podem
deixar de ter significado subjetivo para o decisor e, por isso,
invélidar a- avaliagao de indiferenga subjetiva essencial ao méto
do. Felizmente, alguns estudos indicam que os erros de aproxima
956 inerentes & infdrmagio-subjetiva estimada nao constituem um
problema muito sério para o funcionamento do método FWI; veja

Feinberg (1972), Dyer (1974) e Lustosa (1978).
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b) Ponto de maior preferéncia ao longo de um

segmento de reta no espago dos critérios.

A busca de um ponto de maiqQr preferéncia ao
longo do segmento de reta que, no espago dos critérios, liga o
ponto de dperaq%o ao ponto obtido pela maximizagdao da pseudo fﬁg
gEo—preféréncia, nao foil feita como sugerido na Seqso 2, Dpevido.
a combleﬁidade dos critérios do problema, essa busca foi feita
de modohpouco estruturado, seguindo ap:oximadamente uma estraté

gia de busca binaria.

£ claro gue no presente exemplo seria demasiado
esperar que o decisor.fésse capaz dé avaliar alternativas de com
posigdes de carteiras usando para isso apenas os nimeros que re
presentam os valores criteriais. Para auxilid-lo nas suas avali
agdes, foram usados grdficos de fungoes de distribuigdo normais,

com parametros correspondentes aos valores criteriais.

4.2 - Resumo da Resolugdo do Exemplo

Arbitramos um peso inicial para cada critério.
Multiplicando cada fungio criterial por seu peso, e somando, ©b
tivemos a pseudo fungéo-preferéncia-(uma fungdo quadratica) a
ser maximizada. Maximizando essa fungao, sujeita as restriéSes

1 A 2 -
do modelo, 1/ obtivemos um ponto que, na ausencia de outra solu

1/ pPpara tanto, langou-se mao do algoritmo de Jucker e de Faro,
(1975), tal como apresentado em de Faroc e Jucker (13975).
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¢do, passou a ser o ponto de operagdo. Usando a técnica acima
descrifa, obtivemos do decisor uma estimativa das taxas subjeti
vas de troca de caéa critério pelo ﬁrimeiro (Lé)' Usando essas
taxas como pesos, formamos uma nova pseudo funcao-preferéncia,
cuja‘maximizagao sujeita as restrigdes do modelo nos forneceu um
novo ponto, que denominamos f?f Visando identificar um  ponto
mais preferido gque o ponto dE’&peragao, fo; procedemos a uma bus
ca no segmento de reta- que, no gspégo dos critérios, liga fo ao
ponto fl, produzido pela éltima otimizagao. Essa busca indicou
o ponto f1 como o mais preferido pelo decisor. O ponto fl pas
sou,'entés, a ser o novo ponto'de operagdo. De novo questiona
mos o0 decisor com vista a estimar as taxas subjetivas de _troca
no ponto fl. As taxas obtidas se mostraram bastante semelhanteé
as anteriores, indicando uma aparente convergéncia. Usando es
sas névas taxas como pesos, formamos uma nova pseudo fuano—prg
feréncia, cuja maximizagao produziu o préprio ponto fl, o que'cg

racteriza o término do algorItmo.

O Quadro .2 resume o desenvolver do método na re

solugao do exemplo.
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QUADRO : 2 v
. &
RESUMO DOS VALORES NUMERICOS OBTIDOS
" DURANTE A SOLUGAO DO EXEMPLO
‘Valcres Criteriais e Pesos
_ - Taxas Subjetivas de Troca Otimo p/ pseudo
Iteracao . Ponto de Operacao......|...... ... (Pesos). ............... funcao-preferéncia .
Lo : no.. ..<m.‘ . om... ..ﬁo... ..on......,<m‘.. ...no..“ ..ﬁn, % Ve Pe
0 - - - - 1,000 | 1,000 | -1,000 |-0,100 | 0,3916 | 0,0921 | 0,0895 0,00043
1 .0,3916 o.ommm 0,0895 | 0,00043 | 1,000 }1,354 |-1,447 |-8,090 | 0,388 | 0,0939 | 0,0867 0,00033
2 0,3868" | 0,0939 | 0,0867 | 0,00033 {1,000 |1,345 | -1,440 {-8,174 | 0,3868 | 0,0939 | 0,0867 0,00033

Carteiras geradas

19 ponto de operagao:-

2¢ ponto de operagao:

0,05 de cada instrumento, exceto os instrumentos 3,7,12,15, 18 e 20

0,05 de cada instrumento, exceto os instrumentos 3,7,11,12,15 e 20.
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.A convergéncia para a solugao final nesse exem
plo foi extremamente ripida. Do Quadrb 2,.vemos qﬁe a diferencga
.entre‘a Carteira com pesos arbitrérios'(correspondente ao 19 pon
fo de operaqéé) e a Cérteira mais preferida pelo decisor (corres
pondenté ao 29 ponto de operagao) & somente a substituicao do
instrumento.N9 11 pelo instrumento N@ 18. Do ponto de vista doé
valores criteriais, obtivemos Z partir dos pesos arbitririos os

valores:

Renda & longo prézo esperada 39,16% ao ano

Renda Corrente esperada '+ 9,21% ao ano
Volatilidade devidé ao mercado : 29,9 % .ao ano (desvio pa
- . dr3o)
Voiatilidade intrinseca da Carteira : . 0,04% ao ano (desvio pa
- : drao)

Para a Carteira mais preferida esses atributos
sdo respectivémente 38,65; 9,36; 29,4 e 0,03. Vemos, assim, que
apesar de as duas C;rteiras‘possuirem-atributos muilto semelhan
tes, o décisor pfaferiu aqdela'que oferecé um pouco menos de ren
da a longo prazo esperada e uﬁa renda corrente esperada ligeira
mente superior, além de uma volatilidade devida ao mercado e uma
volatilidade intrInseca muito ligeiramente inferior.

¢

O pequeno nimero de instrumentos de investimen
to considerados certamente contribuiu para a rapidez da conver

géncia, mas resultados experimentais [ §eja Lustosa (1978) ] in

dicam que o numero de interagoes dificilmente excederd a seis.
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5. ConclusOes

A utilizacao de métodos interativos para a solu
¢ao do problema de selegao de Carteiras de investimentos apresen

ta nitidas vantagens sobre as abordgaens tradicionais.

A primeira vantagem, também oferecida pela téc
nica de Programagao de Metas, € a de flexibilidade de modeiagem,
permitindo a considerag@o simult3nea de mais de dois  critérios
de selecao. Assim, além dos tradicionais valor esperado e vari
dncia do retorno, € facil expandir o conjunto de critérios para
incluir outros aspectos tais como a renda a curto prazo, medidas
de assimetria, além de uma desagregag&o das fontes de volatilida

de do retorno.

A segunda vantagem € a oportunidade de partici-
pagao ativa e direta qﬁe_o método proporciona ao decisor. Uma
participacdo mais efetiva ira propiciar ao decisor um maior erten
dimenta do problema que se lhe apresenta. Sendo a esséncia des
se problema um complexb balanceamento de objetivos imediatos ape
nas parcialmente“concilié?eis dentro das possibilidades reais,
um maior entendimento dos “Eradeoffs“ envolvidos na decisao irS,
certamente, se traduzir em decisSés mais de acordo com os objeti

vos globais do decisor.

Uma terceira vantagem é a eficiéncia com que o
método usa o esforgo computacional e, principalmente, o esforgo

psicoldgico que a solugao do problema, por sua prépria natureza,
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requer.

A maior dificuldade na implementagao do método
é, sem davida, a obtengao dé informagao subjetiva. A tradugao
de grandezas estatisticgs‘téo precisas e abstratas quanto média,
desvio padrao e terceiro momento central de rendas sujeitas a va
riacdes aleatdrias, em conceités menos precisos e mais reais pa

ra o investidor (tais como rentabilidade, risco, competitivida-

de, etc.) € um desafio para o analista de Pesguisa Operacional.

Assim, os métodos interativos como o aqui apre
sentado juntamente com o estudo dé comportémento decisdrio real
do investidor institucional, constituem um campo promissor para
pesquisadores que buscam ligar a teoria a pratica; o normative
ao comportacionél, coisas ainda bem separadas na &drea de selegao

de Cafteiras.
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