Comunicacio 3

Uma generalizacio da “lei de Gibrat”
g i -
para o crescimento da firma

Joio Luiz MAURITY $aBO1A *

1 — Introdugio

Diversas varidveis s6cio-econdmicas, tais como a distribuiciio de fir-
mas segundo o tamanho, a de cidades pela populacio e a de renda
pelo tamanho, possuem distribuicdes assimétricas com longas cau-
das a direita. Vdrios autores desenvolveram modelos matematicos
COMO tenfativas para uma methor compreensio das razdes que acar-
retam o aparecimento de tais distribuicées.

Gibrat! e Kalecki? desenvolveram modelos que sugerem o sis-
tema lognormal como adequado para a distribuigdo das firmas pelo
tamanho. Champernowne $ e Simon, ¢ por sua vez, sugerem outra
distribuigio assimétrica, a de Yule. O modelo de Champernowne
foi desenvolvido para a distribuigio de renda segundo o tamanho
€ o modelo de Simon para o estudo da distribui¢io de palavras e
acordo com a freqiiéncia de ocorréncia. Ambos podem ser adapta-
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dos para a distribuigio de firmas segundo o tamanho.5 As distribui-
¢oes assimétricas aparecem também em diversas outras aplicagdes,
tais como a distribuicdo de cientistas pelo numero de artigos publi-
cados, a de espécies bioldgicas e a de sindicatos pelo tamanho.®

Nesta comunicagiio desenvolvemos um modelo que ¢ uma gencrali-
zacio do de Gibrat para o processo de crescimento das firmas. Um
dos pontos criticos do modelo de Gibrat ¢ a suposicio de que, no
processo de crescimento, as firmas apresentam taxas de crescimento
cujas distribuigdes sio idénticas e independentes entre si. Em nosso
modele esta hipdtese € relaxada e em seu lugar supomos que as
taxas de crescimento constituem um processo estaciondrio em meédia
e varidncia, com uma estrutura de autocorrelagio,

Da mesma forma que Gibrat e Kalecki, nosso modelo sugere a
distribuigdo lognormal como sendo adequada 4 distribuicio das fir-
mas segundo o tamanho. Uma de suas vantagens € a possibilidade
de incorporar os ciclos econdmicos, caracteristicos das economias ca-
pitalistas.

2 — O modelo de Gibrat

Para explicar o aparecimento da lognormal como distribuigio das
firmas segundo o tamanho, Gibrat 7 propds a “lei dos eleitos propor-
cionais”, também conhecida como “lei de Gibrat”. Segundo esse au-
tor, no processo de crescimento as taxas de crescimento das firmas
possuiriam distribui¢des idénticas e independentes entre si, com m¢é-
dia p_ e varidncia o?.

5 Ver R, dos §. Bartholo Jr., “Processos Estocdsticos em Economia: Modelos
e Aplicagbes ac Crescimento da Firma”, tese de M. Sc. (COPPE/UFR], 1976);
¢ J. Steindl, Random Process and the Growth of Firms — A Study of the Pareio
Law (Londres: Griffin, 1965) .

6 Ver H. T. Davis, The Analysis of Economic Time Series (Principia Press,
194h); G. U. Yule, “A Mathematical Theory of Evolution Based on the
Conclusions of Dr. J. C. Willis”, Phil, Trans. B, 213 {1924); ¢ P. E. Hart
e E. H. P. Brown, “The Sizes of Trade Unions: A Study of the Laws of
Aggregations”, in Economic Journal (margo de 1957), pp. 1-15.
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Seja (X}, (=0, 1, 2, ..., o tamanho de uma firma qualquer no
tempo {, e seja g sua taxa de crescimento durante o intervalo de
tempo (1—/, £]. Assim, teremos:

X; =X + &1
Xe=X,(1+e)=Xo(I + e+ eo)

Em geral:

X,= XU +e){I+eg). .. (I +g) (1)

Tomando-se o logaritmo da equagio (1), obtemos:

log X, =log Xo+Tog (1 4+ )+ 1log I+ e+ ..
ot log (148 @

Seja:

Yz' = lOg .X.,; 1= O,t

v, =log {14+ 92) 1=12..}

Assim, podemos reescrever a equagdo (2) como:
Vi=Yotu+to:+ . +u ®)
que pode ser aproximada por:

YIZY0+BI+82+...+£'1 (4)

onde foi utilizada a aproximagdo linear da expansio de Taylor em
torno o ponto zero, isto é:

log (1 + e3¢ 1=1,2...,1

{Uma Generalizacdo do “Lei de Gibral” 433



Sc¢ supusermos que as taxas de crescimento sio independentes do
tamanho inicial da firma e que este possui média e varidncia
finitas, podemos aplicar o Teorema do Limite Gentral que nos afirma
que (Y, — pgt)/og /7 tende para uma distribuicio normal com
média 0 e varidncia 1 quando ¢ — (desprezando-se a contribui-
¢do do tamanho inicial ¥, que € pequena para ¢ grande).® Portanto,
o tamanho da firma X, possuird uma distribuigio lognormal quando
0 tempo ¢ for suficientemente grande.

Um dos pontos mais vulnerdveis do modelo de Gibrat é a hipdé-
tese de taxas de crescimento com distribui¢ées idénticas e inde-
pendentes entre si. Na pritica, isto nio ocorre, sendo comum nas
economias capitalistas a existéncia de ciclos com uma fase de altas
taxas de crescimento seguida de outra de baixas (ou taxas de cres-
cimento negativo). E comum também no processo evolutive en-
contrar-se pontos de estrangulamento que afetam as taxas de cres
cimento das firmas. Este tltimo ponto foi estudado por Kalecki, ® que
propds dois modelos, em que as taxas de crescimento estio correla-
cionadas negativamente com o tamanho que as firmas tenham atin-
gido. Desta forma evita-se a tendéncia dispersio encontrada no mo-
delo de Gibrat. Apesar da generalizacio introduzida por Kalecki,
seus modelos tamhém sugerem a lognormal como sendo adequada i
distribuicio das firmas segundo o tamanho.

Os criticos de Kalecki afirmam que, embora seus modelos pos-
sam ser adequados para firmas quando consideradas como plantas
industriais, estes ndo refletem a realidade das grandes corporacées,
que continuam crescendo e absorvendo firmas menores, apesar de
terem atingido tamanhos enormes.

Na proxima segio mostraremos uma outra forma de relaxar a

hipétese de Gibrat de taxas de crescimento com distribuices idénti-

8 Levando em consideracio a contribuicio do tamanho inicial Y, a expressio
se transformaria em:

(Yo = pet — B(Yu)l/ \/te% + Var (¥,)

onde:
E(Y)) = valor esperado de ¥;
Var (¥;) = variincia de ¥,.

9 M. Kalecki, op. cit,
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cas e independentes entre si. As taxas de crescimento das firmas serio
supostas constituindo um processo estocastico estaciondrio em média
e varidncia, cuja estrutura de autocorrelacio é considerada. Uma
das vantagens do nosso modelo ¢ que ele pode incorporar os ciclos
econdmicos que citamos acima, ao IMESmMo tempo em que mostra,
como Gibrat e Kalecki o fizeram, que a distribuicio lognormal é

adequada 4 das firmas de acorde com o tamanho.

3 — O modelo proposto

Seja {g;}, t = 1, 2, ..., a taxa de crescimento de uma firma qual-
quer durante o intervalo de tempo (t—I, t]. Vamos supor o pro-
cesso  estocdstico {g,} estacionario em média e varidncia, isto &,
possuindo médias e varidncias independentes do tempo t e com
uma estrufura de autocorrelagio (isto nos parece uma hipotese ra-
zodvel para o processo de crescimento das firmas).

De acordo com Box e Jenkins, 1 uma classe de modclos que podem
representar o processo {g;} sdo os modelos auto-regressivos e de mé-
dias moveis, isto é:

¢(Be, = 6, + 0(B)a, (5)

sendo
¢B)=1—¢;, B~ ... —¢, B’ (6)
0B)=1-0,B—... -0, B (7

onde {a,} é uma seqiéncia de varidveis aleatdrias idénricas e in-
dependentes entre si com média zero e variincia a?, B ¢ o ope-
rador retardador, isto ¢, Bg, = g, B%, = gy, € G1 buy .-, bp
0y 0, ..., O, sdo constantes.

W G. E. P. Box ¢ G. M., Jenkins, Time Series Analysis — Forecasting and
Control (Sio Francisce: Holden Day, 1970) .
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Para processos estacionarios, a equacio (5) pode ser também re-
presentada por:

g, = ue + ¥(B) q, (8)
sendo
T (B) = f‘b ¥, B 9
i=
onde ¥, = /e ¥, - ¢ quando n — .

Das equagées (8) e (9), observamos que a média e varidncia do

[==]
0Cess a ! 2 2 ectivamente.
processole.} sdo dadas por pg e o} 3 ¢ respectivamente
i=0

Substituindo-se (8) em (4), obtemos:

Y, Y, b pd + F W (B) a (10)
t=0

ou, equivalentemente, substituindo-se (9) em (10):

‘ -1 N .
Yng_Ygs—I—?,Ugt "I‘ Z E ‘I’jB] 47 (]l)
i=0 j=0

.

Com base nas mesmas suposicoes ji feitas anteriormente (isto ¢,
taxas de crescimento independentes do tamanho inicial da firma e
distribuiciio para o tamanho inicial da firma com média e varidncia
finitas), e aplicandose o Teorema do Limite Central, podemos afir-

! o0 - - D
mar que (¥, — URIFPINE Y w? tende para uma distribuigio
)
i=0
normal com média 0 e varidncia 7 quando { — oo (desprezando-se a

contribui¢io do tamanho inicial ¥,, que ¢ pequena para ¢ grande), 1
Portanto, o tamanho da firma X, possuird uma distribuicio lognor-

11 Levando em consideragio a contribui¢io do tamanho inicial ¥, a expres-
sd0 se transformaria em:

(Vi — pet — E(Yu)lf\) tol 2 W + Var (¥o)
i=0
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mal quando o tempo ¢ for suficientemente grande (o mesmo resul-
tado que Gibrat e¢ Kalecki obtiveram partindo de hipdteses dis-
tintas).

Como ji foi dito, uma das vantagens do modelo desenvolvido
acima € a possibilidade de incorporar os ciclos econémicos caracte-
risticos das economias capitalistas. No caso em que as taxas de
crescimento {g} sejam representadas por um modelo estaciondrio
autoaegressivo de grau 2, isto &, g, = 8 + ¢85 - dory | @
tal que as rafzes-polindmio B — ¢, B - ¢, = 0 sejam complexas
conjugadas e localizadas no interior do cireulo unitdrio, este mo-
delo incorporard ciclos. Se as rafzes forem representadas por ¢ e T as
{onde j = /"), entdo os ciclos terdo periodo 2x/q. 12

4 — Conclusio

Nesta comunicacio, fol desenvolvide um modelo para o Pprocesso
de crescimento de firmas em que a “lei dos efeitos proporcionais”
de Gibrat foi substituida por uma hipétese bem mais fraca, gual
seja, que as taxas de crescimento das firmas sejam representadas por
um processo ¢staciondrio em média € varidincia com uma estrutura
de autocorrelagio. O modelo nos sugere a distribuicio lognormal
como sendo adequada para a distribuicfio das firmas pelo tamanho.

Da mesma forma que Gibrat, nosso modelo niio considera nasci-
mento ou morte de firmas e mostra uma tendéncia i dispersio,
Portanto, o modelo s6 se aplicaria aquelas sobreviventes de um
conjunto inicial de firmas,

Na pritica, a distribuicio de firmas pelo tamanho tem sido bem
ajustada utilizando-se o modelo lognormal. As razdcs pelas quais o
nascimento de novas firmas e a morte de velhas niio distorcem a
distribui¢io lognormal ainda nio estio suficientemente compreendi-
das e merecem um estudo mais profundo.,

12 Para uma discussio mais detathada, ver J. L. M. Saboia, “Auto-
regressive Integrated Moving Average (ARTMA) Models for Birth Forccasting”,
in fournal of the American Statistical dssociation, vol, 72 (junho de 1977) .
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